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Bevezetés

Az utobbi években az empirikus elemzések készitéi egyre szélesebb korben alkalmazzik a Bayes-i
okonometria eszkoztarat. E térnyerésnek tobb oka van.

Az elsd és egyben legfontosabb ok, hogy a Bayes-i ckonometriai vizsgalatok egy igen egy-
szerll valésziniiségi osszefiiggésre épiilnek: a Bayes-szabalyra. Némi tulzdssal az mondhatjuk, hogy
kizardlag a Bayes-szabdly ismerete elegendd a Bayes-i elemzések elvégzéséhez, minden egyéb is-
meret "csak" ahhoz sziikséges, hogy a Bayes-szabéllyal kapott valésziniiségeket jol értelmezhet6 sta-
tisztikai mutatékks transzformdljuk. Sokdig azonban éppen ezeknek az informécié-tomoritést célzé
technikdknak a hidnya korldtozta a Bayes-i 6konometria széleskorii alkalmazhatésagat. Leszamitva
ugyanis néhany egyszerii esetet, a Bayes-szabdly alkalmazédsédval kapott poszterior stiriiségfiiggvény
nem azonosithaté egyetlen ismert eloszlds stirtiségfiiggvényével sem, igy a poszterior eloszlds mo-
mentumai (az ismeretlen paraméterek vdarhaté értéke, szérdsa, stb.) sem hatdrozhaték meg a-
nalitikus eszkozokkel. Az analitikus eszkozok helyettesitésére az utébbi évtizedekben tobb, Gssze-
foglaléan szimuldcids technikdnak nevezett eljarast dolgoztak ki, melyekkel barmilyen, stiriiségfiige-
vénnyel adott eloszldsnak momentumai meghatdrozhaték. A szimuldcids technikdk szamitdsigénye-
sek, ezért okonometriai alkalmazédsuk a szamitégépek szamitdsi kapacitdsanak korldtai miatt sokaig
csupan elméleti lehetdség volt. A szamitégépek szamitasi kapacitdsdnak utébbi években végbement
ugrésszerii fejlédése azonban mara lehetévé tette, hogy az elméletileg kidolgozott szimuldcids tech-
nikdk algoritmusai viszonylag gyorsan lefuthassanak, igy az utébbi években a Bayes-i 6konometriai
elemzésekben mind gyakrabban haszniljak a szimuldciés technikdkat.

A Bayes-i elemzés térnyerésének masik oka, hogy a Bayes-szabély a stirfiségfiiggvényen keresztiil
egyben meghatdrozza az ismeretlen paraméterek eloszldsat is. Emiatt — ellentétben a hagyomdnyos
megkozelitéssel — a paraméterek eloszldsanak meghatdarozasdhoz a Bayes-i 6konometridban nincs
sziikség semmilyen, a mintaelemszdm novelésére épité aszimptotikus eredményre.!

A Bayes-i elemzés térnyerésének harmadik oka, hogy néhdny sok ismeretlen valtozét tartalmazé
okonometriai modell, mint példdul nagyméretii kozgazdasdgi, idében valtozé egyiitthatéji modell,
stb., vagy nem is lenne becsiilhet6 a hagyomanyos eszkozokkel az adatok sziikos informécié tartalma
miatt, mig a Bayes-i elemzési keretek kozott a hidnyzé informdciok, melyek szarmazhatnak akar
kozgazdasdgi elméletbdl, akdir kordbbi eredményekbdl, illetdleg az elemz6 sajat meggy6zodésébol,
konnyen beépithetok a becslésekbe; vagy a paraméterek optimalis értékeinek meghatdrozasa vélna
numerikusan problémadss4.

A Bayes-i médszerek novekvo népszeriisége tiikrozodik a kiilfoldi publikdcidék rohamosan emel-
ked6 szamédban, mint ahogy azt az EconLit, az egyik legszélesebb korii kozgadasagi adatbazisban
a "Bayesian" széra val6 keresés taldlati szdma is mutatja (lasd 1. dbra). Lathat6, hogy a Bayes-i
vonatkozdsi tanulmdnyok szdma szinte exponencidlisan novekszik: az utébbi években évente két-
szdszndl is tobb ilyen tanulmény sziiletik, tobb mint amennyit példdul 10 év alatt 1971. janudrjatdl

1980. decemberéig készitettek.?

L Ahhoz, hogy a poszterior eloszlds klasszikus ckonometriai értelemben konzisztens legyen, az sziikséges, hogy a
modell likelihoodja is konzisztens becsléseket eredményezzen.

2 A Bayes-i vonatkozast tanulmanyok persze heterogének, sok koztiik a Bayes-i dontéselmélettel vagy jatékelmélet-
tel foglalkoz6 tanulmany.
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3 A Kozgazdassgi Szemle 1995-t61 megjelent szdmaiban mindossze 5-

cikkeit dttanulményozva.
szor fordul el6 Bayes neve, ebbdl kétszer a Bayes-i Nash jdtékelméleti egyensilyhoz kotédden
(Szatméry, 1996 és Valentinyi, 2005) és hdromszor mint hivatkozds més szerzk eredményeire
(Darvas—Szapdry, 2004a; Komdromi, 2002 és Kristéf-Virdg, 2005), vagyis egyszer sem fordul el$
tényleges Bayes-i 6konometrai elmélet vagy alkalmazds az utébbi évtizedben. Részben kivétel
ez aldl tanulmdanyom (Varpalotai, 2003d), mely egy dezaggregalt kibocsatasi réseket tartalmazo
makromodell (pont)becslését mutatja be, igaz még nem teljes Bayes-i eszkoztarral. A Statisztikai
Szemlében egyediil Theiss (1971) tanulményét taldltam, amely a Bayes-i médszertan alkalmazésat
ismerteti "gazdasdgpolitikai" (makro)modellekben. Ide sorolhaté tovabbd az idében vdltozd tort
késleltetést és becslését ismertetd tanulményom (Varpalotai, 2006b). A Szigma folydiratban Bayes-
i vonatkozdsi tanulményt nem taldltam.

A folyéiratokon kiviil a magyar szerzok altal irt okonometriai tankényvek is csak korldtozot-
tan foglakoznak a Bayes-i médszertannal.* Kérosi-Matyds—Székely (1990) skonometria tankonyve
roviden ismerteti a Bayes-i becslés alapjait. Hunyadi (2001) egy fejezetet szentel a Bayes-i sta-
tisztika alapjainak ismertetésére, kiegészitve néhdny empirikus alkalmazéssal is.> Azonban mindkét
tankonyv eltekint a modern szimulécids technikdk ismertetésétdl, melyek a nem elemi becslési fe-
ladatokndl nélkiilozhetetlenek. Részben taldn a modern eszkoztar magyar nyelvii ismertetésének
hidnya is oka annak, hogy a kozgazdasigtan egyetemi oktatdsdban sem kap hangsilyt a Bayes-i
okonometria.5

A fent emlitett folydiratcikkek és tankonyvek mellett azonban késziiltek Bayes-i 6konometridt
alkalmazé tanulményok. Igy Hunyadi (1980) tanulménya, mely Shiller-féle simasagi priort hasznalt
kiilkereskedelmi egyenletek becslésére, illetve kandidatusi értekezése (Hunyadi, 1985), mely dtfogé
képet adott az osztott késleltetésii modellekrdl, kozte a Shiller-féle simasdgi prioron alapulé osztott
késleltetésrl.” Hosszu sziinet utdn az utébbi években néhany szerzé Bayes-i 6konometridt hasznélé
tanulmanyokkal jelentkezett, mint példdul Gal (1998), aki halandésdgi tdblakat becsiilt Bayes-i
modszerekkel, Horvath (2001) hierarchikus Bayes-i becslése, vagy Horvath (2003) értekezése, mely
az agrarpiaci dontéshozatalban alkalmaz Bayes-i médszereket. Ide sorolom tovabba egyes korabbi,
Bayes-i skonometridt hasznélé tanulméanyaimat is (Vérpalotai, 2002, 2003a, 2003b, 2003c, 2003d,
2006a, 2006b, 2006c¢).

Lathato, hogy viszonylag kis szdamban, de sziiletnek Bayes-i 6konometridval foglalkozé tanul-
ményok magyar szerzok tollabdl. Ugyanakkor mindeziddig nem késziilt olyan ismertetés, amely

stfogéan attekintené a Bayes-i becslések sordn alkalmazhaté szimuldciés technikdkat.® E hidny

31de a Kozgazdasdgi Szemlét, a Statisztikai Szemlét és a Szigma folydiratot sorolom.

4 A kiilfoldi (bevezetd) ckonometrai tanksnyvekben sem gyakori a Bayes-i elemzés ismertetése. Helyette a Bayes-i
skonometridval 6nallé bevezetd tankonyvek foglalkoznak. Lasd példdul korabbrol Zellner (1971), vagy a modern
eszkoztdrat is ismertetd Koop (2003) vagy Lancaster (2004) tankonyveit.

5 A tankonyvet, s kiilon a Bayes-i fejezetet Oravecz (2001) méltaja recenziéjaban.

6Frdekes, hogy a Budapesti Miiszaki ¢és Gazdasdgtudomanyi Egyetem Villamosmérnoki és In-
formatikai Kardn Antal Péter jegyez egy Bayes-i tanuldssal foglalkoz6 targyat, amelynek tem-
atikdja tartalmazza a modern szimuldciés technikdk ismertetését is. A tantdrgy tematikdjit ldsd a
http://www.vdk.bme.hu/targykov/valaszthato/vimm9052.htm honlapon

"Tudomésunk szerint Hunyadi Lészlé volt az els6 és sokdig egyediili, aki simasdgi priorokkal foglalkozott Ma-
gyarorszagon.

8Kivétel ez alél Horvath (2003) értekezése, mely a szimuldciés médszerek egyik tipusdt, a Gibbs-féle eljarast
részletesen ismerteti.



részbeni poétldsdra az értekezés 1. fejezetében rovid attekintést adok a Bayes-i becslésekrol, kie-
gészitve az utébbi két évtized {6 eredményeivel, a szimuldcids eljarasokkal, melyek segitségével a
korabban elemezhetetlennek t{iné poszterior eloszlasok is kezelhetévé valtak. Ugy gondolom, hogy
e moédszerek széles korben valé megismerése Magyarorszdgon is sok szerzét inspirdlna arra, hogy

empirikus elemzéseit Bayes-i eszkozokkel végezze.
Az értekezésben alkalmazott simasagi priorokrél

A disszertaciéban térgyalt témdkat a Bayes-i megkozelités és az egyiitthatékhoz térsitott azonos
tipusu simasdgi prior fiizi 6ssze. Az vkonometriai becslés soran alkalmazott Bayes-i médszerekrol az
értekezés egyes fejezetei részletesen szélnak, ezért most csak az értekezésben mindvégig alkalmazott
specidlis priorrdl, a simasdgi priorrél adok részletesebb elmélettorténeti attekintést.

A simasdgi prior alkalmazdsat Shiller (1973, 775. o.) a kovetkezéképpen motivilja:

"A linedris oszott késleltetésii modellek becslésekor a kutaténak legtébbszor van egy
olyan érzése, hogy elére tudja, hogy a késleltetésekhez térsitott egyiitthatok egy 'sima’
vagy ’egyszeril’ gorbe mentén helyezkednek el. Emiatt — féleg, ha kevés adat &ll ren-
delkezésre — a legkisebb négyzetek elvével tipikusan kapott véletlenszerii, cikk-cakk
formaju késleltetési egyiitthaté alakzatok észszerfitlennek t{innek. Médsképpen fogal-
mazva valésziniitlen, hogy egy stabil osztott késleltetésii kapcsolat ilyen formét oltson.
Ha a kutaté nem annyira felkésziilt, hogy azt allitsa, hogy a késleltetési egyiitthatok
alakjat egy ismert fiiggvénytipus irja le, amelynek csak véges szami paramétereit nem
ismeri, akkor ezt a fajta el6zetes tuddsat kizdardlag csak valdsziniiségekkel lehet kife-
jezni. Az osztott késleltetés becslésére haszndlt klasszikus mintavételi elméleten ala-
pulé megkozelitésnek ezért nincsenek megfeleld eszkozei, hogy az ilyen tipusi becslési

probléma legaltaldnosabb forméjat kezelje."

Shiller konkrétan is utal a klasszikus 6konometridban alkalmazott fiiggvényformédkra, melyekkel
az oszott késleltetések egyiitthatéinak alakuldsat szoktdk leirni. Az ismertebb fiiggvényformak a
kovetkezok: polinomidlis késeltetés, amikor a késleltetésekhez tartozé egyiitthatdok ismert fokszédmu
polinomot kovetnek egy ismert intervallumon, ismertetlen paraméterekkel (Almon, 1965); mértani
sorozattal ardnyos, ismeretlen lecsengési rataju késleltetés (Koyck, 1954); ismertelen paraméteres
negativ binomidlis (Pascal) eloszldssal aranyos késleltetés (Solow, 1960); tovabba két ismert foku
polinom hényadosat kovetd késleltetés (Jorgenson, 1966). Ezekkel a megolddsokkal kapcsolatban
Shiller megjegyzi, hogy egyik véltozat sem magdtdl értet6dd abban az értelemben, hogy az elézetes
ismeretek alapjdn melyiket valasszuk. Ezek a fiiggvényformédk és parametrizdcick természetesen
azért haszndlatosak az oszott késletetések egyiitthatéinak lefrasdra, mert egyes paraméterkombing-
cick mellett sima késleltetési egyiitthaté-alakzatot eredményeznek.

Shiller azonban amellett érvel, hogy ezek a késleltetési tipusok nem tiikrozik hatékonyan a
simasdgra vonatkozé a priori informaciot. Igaz ugyan, hogy amennyiben kevés szamui paramétert
haszndlunk, ezek a megkozelitések egy sima gorbe mentén elhelyezkedd paramétereket eredmé-
nyeznek (késleltetési profil), de ennek az az dra, hogy a késleltetésekhez tartozé egyiitthatokat egy

specidlis gorbéhez kényszeritjiik, igy eleve kizdrunk szdmos hasonlé sima alakzatot. Amennyiben



tobb paramétert haszndlunk, természetesen sokkal rugalmasabb lehet a becsiilt alakzat formédja, de
ekkor a fiiggvényformék sok irregulédris — az elézetes simasdgi elképzeléssel nem 6sszeegyeztethetd
— alakzatot is megengednek. Shiller szerint a fentiek miatt helyesebb elvdrdsainkat a megfelel
valésziniiségekkel kifejezni, és ennek megfeleléen Bayes-i eszkoztdrat hasznalni a becslésekhez.
Shiller simasédgi érvelése azonban nemcsak az osztott késleltetésekre vonatkoztathats, hanem
az egyiitthatok idébeni alakuldsara is. Shiller érveivel megegyezik Hodrick—Prescott (1980, 1997)
érvelése, azonban 0k a simasdgi érvelést a potencidlis kibocsdtds idobeni alakuldsdra vonatkoz-

tatjak:

"A priori tuddsunk az, hogy a noévekedési komponens az idében ’simén’ véltozik."

(Hodrick—Prescott, 1980, 3. o.)

Hodrick és Prescott az alapvetden Bayes-i megfogalmazas ellenére egy klasszikus ckonometrai
megkozelitést javasolnak az idében véltozé novekedési komponens becslésére. Az eltérd moédszer
ellenére azonban beldthaté — mint azt az els6 fejezet 1. példdjdban be is mutatom —, hogy Shiller
valamint Hodrick és Prescott mdédszere lényegileg ugyanazt a poszterior varhaté értéket, illetve
pontbecslést eredményezi.

Hodrick és Prescott tanulménya bar néhany évvel késébbi, mint Shilleré, tovabba Shiller tanul-
ménya az Econometricdban, a nagy tekintélyil kozgazdasagi folydiratban jelent meg, ennek ellenére
Hodrick és Prescott nem hivatkoznak Shiller tanulméanyara.’

A simasdgi prior gondolatdnak torténete azonban mégsem Shiller (1973) tanulmanyéval kezdo-

dott. Mint azt Hodrick—Prescott (1980, 1997) is megallapitjak:

"Médszeriinket (az irodalomban mar) régéta hasznaljak, kiilonosképpen az aktudrius
tudoményokban. Létezik egy Whittaker—-Henderson-féle médszer (Whittaker, 1923) a
halanddésagi tablak osszeallitdasdra, mely a megfigyelt halanddsagok simitdsan alapszik.
Ez a médszer még mindig hasznélatban van. Es mint ahogy arra Stigler (1978) torténeti
osszefoglald tanulmanydban ramutatott, miénkhez (t.i. Hodrick és Prescottéhoz, szerzo
megjegyzése) szorosan kapcsolédé médszereket fejlesztett ki egy Schiaparelli nevezetil
olasz csillagédsz 1867-ben és a ballisztikus irodalomban a negyvenes évek elején — tobbek

kozott — Neumann Jénos."

A Shiller- és a Hodrick—Prescott-féle megkozelitések utdélete eltérd. A Hodrick és Prescott
altal javasolt médszer, mely Hodrick—Prescott-féle sziiréként (roviden HP-sz(ir6) ismert, az 6kono-
metridban nagy népszeriiségnek oérvend: dltaldnosan hasznaljdk gazdasédgi idosorok trendsziirésére,
melynek alkalmazdsaval el64llé idésort a gazdasédgi ciklusok elemzésére hasznéljak. Shiller cikke
azonban szinte visszhang nélkiil maradt. Korai kivételnek szamit Taylor (1974) tanulménya, mely
azt mutatja be, hogy Shiller becslése milyen klasszikus ckonometriai médszernek feleltetheté meg,
ezaltal a Bayes-i skonometridban kevésbé jaratos okonométerek szamaéra is "emészthetévé" tette

a simasdgi prior 6tletét.!? A visszhang elmaraddsanak tobb oka lehet. Egyrészt, amit még Shiller

9Bizonyara a hivatkozds hidnya is kozrejatszik abban, hogy az ckonometridban nem kozismert, hogy e két
megkozelités lényegét tekintve azonos elgondoldsra épiil.

10A korabban emlitettek szerint a hazai szerz6k koziil Hunyadi (1980, 1985) és G4l (1998) alkalmazta a Shiller-féle
megkozelitést osztott késleltetések becslésére.



elénynek gondolt, hogy az osztott késleltetések poszterior varhaté értékét barmelyik, legkisebb
négyzetek becslését implementdlé programmal ki lehet szdmitani, arra a kovetkeztetésre jutatthatta
az olvasot — ezt erdsitette Taylor (1974) cikke is —, hogy lényegileg egy klasszikus skonometriai esz-
kozrél van sz6. Mdsrészt kozrejatszhatott a Bayes-i elemzések akkori eszkoztardnak fejletlensége.
Az ismeretlen paraméterek momentumainak meghatdrozdsa ugyanis nem ismert eloszlast kovetd
poszteriorokbdl — mérpedig az osszetettebb modellek dltaldban ilyet eredményeznek — abban az
id6ben még nem volt kidolgozott. gy a Bayes-i elemzés inkabb kiiloncségnek tiint, nem pedig egy

becslésekre széleskoriien hasznalhaté skonometrai megkozelitésnek.

Az értekezésben vizsgalt kérdések, az értekezésben alkalmazott 1ij maéd-

szerek és az értekezés szerkezete

Az értekezés hirom fejezetre tagolodik. Az I. fejezetben a modern Bayes-i konometria — az
értekezés tovdbbi fejezeteiben is haszndlt — eszkozeit ismertetem, példdkkal is illusztralva. Ez az
ismertetés hdrom célt is szolgdl: egyrészt magyar nyelven elérhet6é skonometriai tankonyvek, cikkek
koziil hidnyoznak az olyan 6sszefoglalo jellegii munkdk, melyek a Bayes-i 6konometria utébbi két év-
tizedének {6 djdonsdgait, a szimulécids eljardsokat ismertetik. Els6 célkitiizése ennek a fejezetnek,
hogy rovid kézikonyvként szolgdljon a modern Bayes-i 6konometria irdnt érdekl6ddknek. Mas-
részt a modern Bayes-i eszkoztar osszefoglalé ismertetésével fel kivanja kelteni a hazai tudoményos
kozosség érdeklodését a Bayes-i elemzések irdnt. Harmadrészt meg kivanja kénnyiteni az értekezés
II. és III. fejezetében bemutatasra keriil6 Bayes-i becslések ismertetését, tehdt egy helyen gyiijti

Ossze a disszertdcidoban eléfordulé fogalmakat, elemzési eszkozoket, és azok részletes ismertetését.

Az értekezés I1. fejezetében bevezetem az iddben véltozo tort késleltetés operdtorat. Az idében
valtozo tort késleltetés egy rendkiviil rugalmas idésorelemzési transzformacio, mellyel az idésorok
tetszés szerint eltolhatdk, "kinyijhatok" és "tsszenyomhatdok". Az idében valtozé tort késleltetés
operdtorat felhaszndlva bemutatok egy kétvaltozds modellt, mellyel explicit médon mérhetéve vélik
két idésor egyiittmozgdsdnak idében valtozd erdssége és faziseltoléddsa. A modell becslésére egy

simasagi priorokon alapulé Bayes-i eljarast mutatok be.

A modell és a javasolt becslési eljaras relevancidjat — dsszehasonlitva méds modellekkel és becs-
lési eljardsokkal — eldszor mesterségesen generalt mintdkon mutatom be. Ezt kdvetéen az idében
valtozo tort késletetésre épiilé modell segitségével megvizsgdlom, hogy az Eurépai Unids tagorsza-
gok, illetve néhdny tovébbi orszdg iizleti ciklusai milyen mértékben szinkronizdltak az Eurépai

Monetéaris Unid iizleti ciklusdval.

A vizsgdlat elméleti hatterét az optimélis valutadvezet irodalma adja, mely szerint jéléti nye-
reséggel jarhat egy kozos valuta bevezetése olyan allamokban, amelyek optimélis valutasvezetet
alkotnak. Az optimadlis valutatvezet létezésének egyik sziikséges feltétele, hogy a valutatvezet

orszdgainak iizleti ciklusai kell6 mértékben egyiittmozogjanak, azaz szinkronizéltak legyenek.

Az iizleti ciklusok egyiittmozgdsdnak vizsgdlata az (Eurdpai) Gazdasdgi és Monetdris Uni6
létrehozdsa utdn is aktudlis. Egyrészt vizsgdlhatd, hogy a jelenlegi tagallamok iizleti ciklusainak
egylittmozgdsa fokozédott-e a kozos pénz bevezetése Gta. Mdsrészt az Eurépai Unié yjonnan csat-

lakozott orszdgai, koztiik Magyarorszag is kotelezettséget villalt a kozos pénz bevezetésére. Ezen



orszagok korében azt fontos vizsgdlni, hogy a Gazdaségi és Monetdris Unié jelenlegi tagdllamainak
ciklusaival milyen mértékben mozognak egyiitt iizleti ciklusaik, illetve kimutathaté-e szinkroniza-
ci6, hiszen a Monetdris Unidhoz valé jovobeli csatlakozdsuk sikerét a szorosabb egyiittmozgis
elésegitheti. A vizsgdlatba bevontam néhany Eurdpai Union kiviili orszdgot is, ami altal a vildg-
ciklus — azaz Eurépai Uninén kiviili orszdgok az Eurépai Unids orszagokkal valé egyiittmozgdsanak
— jelenlétére is vonhatunk le kovetkeztetéseket.

Eredményeim szerint az tjonnan csatlakozott Eurépai Unids tagédllamok koziil egyediill Ma-
gyarorszag és Szlovénia iizleti ciklusa mozog szorosan egyiitt a Gazdasagi és Monetéris Unié tagél-
lamainak iizleti ciklusaival. A jelenlegi Monetdris Uniéban résztvevd tagallamok iizleti ciklusai
— Finnorszag és Portugdlia — kivételével igen szinkronizédltak mind a ciklusok egyiittmozgdsdnak
erdsségét, mind a a faziseltoléddst tekintve. Daénia, Egyesiilt Kirdlysiag és Svédorszag esetében
a szinkronizdltsdg szintén nagyfokd, hasonléan Svajchoz, viszont mindenképp megelézve Norvégia
szinkronizaltsdgéat. Erdekes, hogy az USA iizleti ciklusai is igen szinkronizaltak a Monetaris Uni6é-
val, ugyanakkor egy hatédrozott el6idejiiség is mutatkozik az USA javdra, azaz a Monetdris Unié
ciklusai kovetik az USA ciklusait.

Az eredmények alapjén néhdny 6vatos gazdasdgpolitikai kovetkeztetés is levonhats. A leg-
fontosabb, hogy az tjonnan csatlakozott Eurépai Unids tagdllamok tilnyomé tobbségének gaz-
dasdga még nincs szoros egyiittmozgasban a Monetaris Unid iizleti ciklusaival, ezért szémukra nagy-
obb kockdzatot jelenthet a csatlakozdsi szerzodésiikben véllalt jovobeni Monetdris Unié tagsdgukkal
egylittjaré kozos monetdris politika. Ez aldl kivételt képezhet Magyarorszdg és Szlovénia, ahol a
szinkronizéltsag a jelenlegi GMU tagokéval egyezd mértékii.

Az értekezés II1. fejezetében egy Bayes-i 6konometriai inflacié-elérejelzé modellt ismertetek,
melyben a fogyasztéi drak véltozdsédt a koltségek valtozdsaval magyardzom.!! Magyarorszdgon a
jegybanki inflcids eldrejelzések szerepe felértékelédott az inflicids célkovetés rendszerének 2001.
juniusi meghirdetése 6ta. A Magyar Nemzeti Bank monetdris tandcsa ugyanis déntd mérték-
ben az inflacids elérejelzések alapjan formadlja a monetdris politikdt, illetve alakitja a monetdris
kondiciokat. Az elorejelzések rendszeres publikdlasdval, illetve az elérejelzéseken alapulé monetaris
dontéseken keresztiil a jegybank hatdssal van a gazdasédgi szereplok inflaciés varakozdsaira, ezért
fontos, hogy a jegybanki inflaciés elérejelzések megbizhaték legyenek. Az dltalam kidolgozott
inflaciés eldrejelzd modell elérejelzd képessége kividld, még a piaci elemzdk elérejelzéseivel Sssze-
hasonlitva is. A bemutatédsra keriil6 modellel készitett elérejelzéseket a Magyar Nemzeti Bank is
felhasznalja hivatalos elérejelzéseiben.

Az inflacié-elbrejelzd modellben hosszi osztott késleltetések alkalmazdsdval lehetéve tettem,
hogy a koltségek megvaltozdsa a végsd fogyasztoi drakban csak fokozatosan jelenjen meg (lassd
koltségbegytlirtizddés). A lassu koltségbegylirlizodést lehetdvé tevd osztott késleltetések becslése
a Shiller-féle simasdgi priorokkal kombinélt osztott késleltetésii modellek tovéabbfejlesztésén ala-
pul. A tovdbbfejlesztés tobbirdnyd: egyrészt Shiller (1973) osztott késleltetésii modelljét kiter-

jesztem tobb véltozéra, tovdbba bemutatom, hogy miként lehet el6jelmegkotéseket, kezdeti és

ITA modell egy kordbbi, még nem "valédi" — azaz a poszteriorok eloszldsat nem targyalé — Bayes-i valtozatat

ismerteti Varpalotai (2003c). A valédi Bayes-i valtozatrol lasd Varpalotai (2006a).



végfeltételeket, tovdbbd paraméter-restrikcidkat egyidejiileg figyelembe venni a simasdgi priorok
haszndlataval becsiilt osztott késleltetés egyiitthatdira.

Az osztott késleltetésii modell egyiitthatoinak elbjelmegkotéseivel mdr Shiller (1975) tanul-
méanya is foglalkozott, ugyanakkor a modern Bayes-i szimuldciés technikdk hijin az egyiitthatok
poszterior eloszldsat nem tudta megfelel6en kezelni, igy csak egy pontbecslést javasolt. Az értekezés
II1. fejezetében bemutatom azt is, hogy miként hatdrozhaté meg az eléjelmegkotéseket tartalmazo
osztott késleltetésii modell egyiitthatéinak poszteior eloszldsa.

Az értekezés egyes fejezeteiben vizsgdlt kérdéseket, az alkalmazott mdédszereket, és a vizsgalatok

eredményeit, kovetkeztetéseit az értekezést zard fejezetben foglalom ossze.



Ko6szOnetnyilvanitas

Disszertdciom elkészitésében sokan segitettek. Igen hélds vagyok témavezetéomnek, Méczar J6-
zsefnek, aki témakeresésemet segitette az elmiilt évek sordn. Hilds vagyok tandraimnak, Bugnics
Richardnak, Darvas Zsoltnak, Hunyadi Lészlonak, akikt6l az skonometriai alapokat elsajdtitottam
és kiilonosen Richard Paapnak, akinek kurzusdn megismerhettem a Bayes-i 6konometria modern
eszkoztarat.

Koszonom Benczir Péternek, Darvas Zsoltnak, Horvdath Csillanak, Hunyadi Laszlénak, Korosi
Gabornak, Reiff Adamnak, Richard Paapnak, Simon Andrésnak az értekezés, illetve annak alapjat
képez6 korabbi tanulményaim irdsa soran kapott értékes észrevételeket, javaslatokat. Koszonettel
tartozom szamos konferencia résztvevoinek, az MNB Kozgazdasdgi és Kutatédsi Féosztaly munkatér-
sainak, hogy a tézisben szerepld gondolatok eldaddsain hozzdszoldsukkal forméltdk a tézis fe-
jezeteit. Koszonom tovabbd a II. fejezetben szerepld gondolatok publikidldsakor Hunyadi Lészl6tol,
illetve a III. fejezetben szerepld gondolatok publikildsakor a tanulmany névtelen birdl6jatol kapott
észrevételeket.

Kiilon koszonom Rappai Gabornak és Koérosi Gédbornak, hogy vallaltdk értekezés-tervezetem
birdlatat, és megjegyzéseikkel segitették értekezésem végsd forméjanak kialakitasét.

Koszonom kordbbi és mostani feletteseim, Simon Andras és Kaderjakné Csermely Agnes, nél-
kiilozhetetlen tdmogatdsdt az értekezés elkészitéséhez.

Végezetiil, de nem utolsé sorban koszonom feleségemnek és édesanydmnak azt a nyugodt

kornyezetet, mely lehetové tette diszertdciém megirdsat.



1. Bevezetés a Bayes-i 6konometridba

A fejezet a célja kettds. Egyfel6l Magyarorszdgon a Bayes-i eszkozok modern eszkoztédra kevéssé
ismert. Ugy vélem, hogy a széles korben valé elterjedéséhez hozzdjarulhat egy olyan sttekintés,
mely a Bayes-i médszerek széles korét feloleli, lehetévé téve szinte minden konometriai modell
Bayes-i becslését.!? Masfelél az értekezés tovabbi fejezeteiben ismertetésre keriildé modellek és
becslési eljardsok bemutatdsdt is megkonnyiti jelen dttekintés, mivel ez a fejezet Osszegyiijti az
értekezésben el6fordulé technikdkat és elemzési eszkozoket, igy kézikonyvet képez a disszertacio
tovabbi fejezeteiben leirt gondolatokhoz.

Az ismertetés két forrdson, Koop (2003) Bayes-i skonometridba bevezetd tankonyvén és Paap
(2005) 2005. m4jus 30. - junius 3. kozott a Magyar Nemzeti Bankban megtartott "Bevezetés a
Bayes-i ckonometridba" cfmii kurzusédnak eldaddsvézlatain nyugszik.'?

A Bayesi skonometriai elemzések médszertani szempontbél hdrom dltaldnos 1épésre bonthatok:
(1) a vizsgalni kivant modell likelihoodjanak meghatdrozasa, (2) az elézetes ismeretek valésziniisé-
gekben torténd megfogalmazdsa, (3) a Bayes-szabély alkalmazdsdval a poszterior sfirfiségfiiggvény
meghatdrozdsa, illetve ez alapjdn a paraméterek poszterior momentumainak meghatdrozésa.

Az els6 és mésodik lépés, sot a harmadik 1épés elsé felének megtétele nem kihivas, viszont
a paraméterek poszterior momentumainak meghatarozédsa igen intenziv mdédszertani ismereteket
kovetel. Ezen a moédszerek elsajdtitdsa jelentOs kezdeti befektetést igényel, azonban ez bdven

megtériil a mdédszerek univerzdlis alkalmazhatésdga miatt.

1.1. A klasszikus és a Bayes-i 6konometria alapveto eltérései

A Bayes-i skonometria a klasszikus ckonometridtdl eltérd szemszogbdl tekint az adatokra, és az
azokbdl levonhaté kovetkeztetésekre. A hasonlésagok és kiilonbségek legjobban az dltaluk hasznalt
feltevéseken keresztiil mutathaték be.

Mindkét megkozelitésben kozos, hogy adott struktirsju modellt feltételez, mely a becsiilend6
(nem ismert) paraméterek 0 vektorstdl és az y adatoktdl fiigg.!* Mindkét megkozelités feltételezi
tovabbd, hogy az y adatok az adatgenerdlé folyamatnak egy realizacioi.

A klasszikus skonometria vagy mésnéven gyakorisdgon alapulé megkozelités (frequentist ap-
proach) a fenti, kozos alapokat az aldbbi médon haszndlja fel: (1) Létezik egy valédi, nem valdszi-
nfiségi valtozé 6y paramétervektor, mely a megfigyelt adatokat generdlta. (2) A becslbfiiggvények,
teszt statisztikdk, konfidencia intervallumok mind az y adatok fiiggvényei, s tulajdonsigaikat
hipotetikus ismételt mintavételbdl szérmaztatjak. (3) Adott modellel hipotetikus adatok gen-
erdlhatok, melyekre vonatkozéan a becslések, statisztikdk ismételten kiszamithatok, ezekbdl pedig
a becslések eloszldsa szarmaztathats. (4) A kovetkeztetések az y valés adatokon és a hipotetikus
adatokon alapulé becslés 6sszehasonlitdsan alapulnak.

A Kklasszikus 6konometrigval szemben a Bayes-i megkozelités (1) a 0 paramétereket valdszin{iségi

valtozoként kezeli, és eloszlasukat szubjektiv valsziniiséggel rja le. (2) Az adatok vizsgdlata eldtt

12F fejezet természetesen nem tiizi célul a teljeskoriiséget, ezért egyes specidlis modelltipus elemzéséhez tovabbi
ismeretekre lehet sziikség. A téma irdnt érdekl6ddk a hivatkozdsokban taldlhatnak ezekhez utmutatot.

13Mivel a két forrds hasonlé médon vezeti fel a Bayes-i konometridt, ezért az aldbbiakban e két forrast kiilon
nem jelzem.

144/ Jehet vektor vagy métrix, az adatsorok szamatdl fiiggden.
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prior informdcickat feltételez @ eloszldsardl, mely lehet akér teljesen szubjektiv vélemény (prior
eloszlds). (3) Az adatokat arra hasznélja, hogy azokkal a prior informécickat "felfrissitse", eléllitva
a poszterior informécickat (poszterior eloszlds). (4) A 6 paraméterekrdl levont kivetkeztetések az

adatok egyszeri, megfigyelt realizdciéjan alapulnak.

1.2. A Bayes-i becslés alapveto eszkozei

A Bayes-i okonometria sarokkove a Bayes-tétel. Ismertetéséhez vegyiink két eseményt, jelolje
tket A és B, bekovetkezésiik valosziniiségét p (A) és p (B), egyiittes bekovetkezésiik valésziniiségét
p(A,B). Ha a B esemény bekovetkezésének valésziniisége nem nulla, akkor az A és B egyiittes
bekovetkezésének és a B esemény valdsziniiségének hanyadosdt az A esemény B-re vonatkozo

feltételes valésziniiségének nevezziik, azaz:

_prAB)

p(41B) =L

A B esemény A-ra vonatkozo feltételes valésziniiség ehhez hasonléan:

_prAB)

p(B14) =L

Amennyiben mindkét kifejezést dtrendezziik p (A, B)-ra és egyenlévé tesszitk Oket, megkapjuk a

nevezetes Bayes-szabdlyt:
p(A[B)p(B)
p(A)

A Bayes-tétel valdjaban egy ennél altaldnosabb Osszefiiggés, melynek egy speciilis esete a fenti

p(BlA) =

azonossag. A Bayes-tétel egy teljes eseményrendszer mellett teremt kapcsolatot a feltételes valo-
szinliségek kozott.

A Bayes-tétel szerint, ha a By, Bs, ..., B, események teljes eseményrendszert alkotnak, és
p(B;) > 0, valamint A egy tetszéleges nem nulla valészinfiségli esemény, akkor teljesiil az aldbbi

Osszefiiggés:
p (A| By) p(Bk)

p(BilA) = = :
;p(AI B;) p(Bi)

A Bayes-i 6konometridban a legtébbszor a Bayes-tétel folytonos verziéjat hasznaljdk:!®

flz) flz) fylo) f(=)

Hel) = = e fwde )

ahol f(z) és f(y) perem-, mig f (x|y) és f (y|z) feltételes stirfiségfiiggvények.'0
A Bayes-i skonometridban, hasonléan a klasszikushoz, a feltételezett modell struktira adja az y
adatok likelihood fiiggvényét, mely valdszeriiségét mutatja, hogy adott € paramétereket feltételezve

éppen az y adatokat eredményezi a mintavétel:

f(ylo).

15 A Bayes-tételrél részletesebben lasd példdul Reimann — T6th (1994) 35. o. és 62.0.
16 A tovabbiakban folytonos y eseménytér esetén y siirfiségfiiggvényét f(y)-vel jelolom.
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Az elemz6 a 0 paraméterrsl rendelkezésre 4ll6 ismereteit a 6 paraméter prior eloszldsanak (a tovdb-
biakban prior) megaddsédval irja le:

£(0).

A Bayes-i skonometridban kitiintetett szerepe van a prioroknak. Ezek testesitik meg az elemz6 is-
merteit a vizsgalt paraméterekrol az adatelemzés elkezdése el6tt. Ezek az ismeretek szarmazhatnak
példdul kordbbi tanulmanyokbdl, igy kordbbi vagy mds orszdgok, régick adataibdl készitett becs-
lésekb6l, mds adatforrdsokbdl (példaul makroosszefiiggések esetén mikroadatokbdl), de lehetséges

az is, hogy a prior egyszeriien az elemz6 sajit szubjektiv meggy6zddésén nyugodjon.

A prior informéciékat és a megfigyelt adatok bekovetkezésének paraméterektodl fiiggd valészini-
ségében rejld informadciokat a poszterior foglalja magdba. A 0 paraméterek poszterior siirtiségfiig-
gvénye a Bayes-tétel alapjan:

_flo)p )
fwww~—767—,

azaz a poszterior a megfigyelések és a prior informéciok fiiggvényében adja meg a paraméterek
szubjektiv eloszldsét.

Minthogy az y minta bekovetkezésének f (y) valészintisége csak ardnyossdgi tényezd!”, ezért a

poszterior stirliségfiiggvény a kovetkezd kernel-stirliségfiiggvénnyel'® ardnyos:
F(0ly) o< £ (yl0) f(0).

1.2.1. Line&aris regressziés modell természetes konjugalt priorral

A Bayes-i 6konometria alapvet6 eszkozeinek szemléltetését példan keresztiil mutatom be. Vegyiink
egy linedris regressziés modellt:

y=Xp+e, (1)

ahol y = (y1,...,yn) a fiiggd véltozé vektora, z; = (z1,...,xy) X az i-edik magyardzé véltozé
vektora, és X = (21, ..., :cN)/ az x; a magyarazo valtozokbol képzett N x k tipusu adatmétrix, 5 a
k dimenzidés paramétervektor, végiil € = (g1, ..., € N)' a hibatag, melyrol tegyiik fel, hogy fiiggetlen
azonos normalis eloszldst kovet 0 varhaté értékkel és o variancidval, azaz e ~ N (0,021), ahol I
az egységmatrix.

Ekkor a modell likelihood fiiggvénye:

Fle) = (=) e (g 0 X8 - X8)). )

Felhasznalva az aldbbi dekompozicids szabdlynak nevezett azonossdgot!?:

(- XB) (v~ xB) = (y—xB) (y— XB) + (5-B) x'x (8-7), 3)

17Az f(y) valészinfiség (perem likelihood) is kiszémolhaté: f(y) = [, f(y,0)d0 = [, f(y|0)p(6) f6. Erre a
mennyiségre foként modellek dsszehasonlitdsakor van sziikség.

18 Az angol terminolégidban kernelnek nevezik azokat a sfirtiségfiiggvényeket, amelyre [ f (y) dy # 1.

19 Az azonossag igazolasa a fiiggelék A.1 alpontjéndl taldlhato.
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ahol B = (X'X )_1 X'y, ami nem mds mint a legkisebb négyzetek moédszerével készitett becslés

(OLS becsléfiiggveny)??, a (2) kifejezés gy is frhato:

£ (418.0%) = (U—jﬁ)Nexp (<552 | (5= %B) (v-x5) + (5-B) x'x (3-5) ). @

Vezessiik be a kovetkezo jeloléséket:

v=N-—-k
o y—XB)I(y—XB)

N -k

ahol a klasszikus okonometridban jartas olvasénak feltiinhet, hogy s> nem méds, mint a variancia
torzitatlan becslése, illetve v a becslés szabadsdgfoka.

A bevezetett jelolésekkel a (4) linedris regresszio likelihoodja dtirhaté a kovetkezo alakra:

£ (98,02 = (U—jﬁyexp (—2%2 [usZ +(8-8) xx (8- B)D &

(7)o [T AP HE = ()

()

A fenti dtalakitdasbdl kit{inik, hogy a szorzat els6 tényezdje normalis, mig a masodik inverz gamma-
2 eloszléds sliriségfiiggvényére emlékeztet. Ez a megfigyelés a priorok definidldsandl jelent majd
segitséget.

Az skonometriai modellek paramétereire vonatkozé priorokat sokféle eloszldassal lehet formali-
zélni, mégis kitiintetett szerepe van a konjugdlt prioroknak, melyek a modell likelihoodja mellett a
Bayes-tétel alkalmazdsaval snmagukkal megegyezd eloszlds-tipusu poszteriort eredményeznek, ami
altaldban egyszeriisiti a szamitdsokat. A természetes konjugdlt prior ezen beliil egy specidlis tipus.
Olyan priorokat jelol, amelyeknek eloszlds-tipusa megegyezik a likelihood fiiggvény eloszldséval.

A fenti linedris modell esetén a megfeleld f (3,0?) prior formalizdldsa a cél. A tovdbbiakban
kényelmesnek bizonyul, ha feltessziik, hogy a prior felbonthaté: f (5,02) =f (B | 02) f (02) for-
mdban, fgy a B-ra és a o2 paraméterekre vonatkozé prior kiilon kezelheté. A likelihood fenti (5)
felbontdsa azt sugallja, hogy a -ra vonatkozé természetes konjugalt prior normalis eloszldsi, o2-re
vonatkozé természetes konjugdlt prior pedig inverz gamma-2 eloszlasi. Mint ldtni fogjuk, sejtésiik
igaz. Az egyszeriiség kedvéért azonban o2 eloszldsdra tegyiink fel egy nem informativ priort.2!

Definiédljuk ezért a priorokat a kovetkezdképpen:

f (02) x o2

F(810) 0?8 Fexp (~ gz (50 B (5 ).

20 (X’X)71 létezéséhez természetesen fel kell tenni, hogy a magyarazé véltozok linedrisan ne legyenek dsszefiiggék
(egzakt multikollinearitds esetének kizdrdsa).

21 Belsthat6, hogy a o2-re feltett nem informativ prior az inverz gamma-2 eloszldsnak egy specidlis esete, amikor
a v = 2 szabadsdgfoki inverz gamma-2 eloszlds variancidja a végtelenhez tart (s2 — oo).
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azaz (3 paraméter k dimenziés normaél eloszldst kovet b varhaté vektorral és o2 B varianca-kovariancia

matrixszal.

Ekkor a poszterior a Bayes-tételbdl és a valdsziniiségek szorzési szabdlyabdl:

£ (B.0°|y) o< f (y| B.0”) £ (Bl0?) p (%)
x oV exp (—% (v XB) (y - Xﬁ)) o 1B exp (—% (-5 B (5 - b)) %
o o~ N—k=2 exp <% (y o Xﬂ)l (y _ Xﬂ) + (6 — b)’ B! (6 - b)> » (6)

melynek dtrendezéséhez néhény tovdbbi azonossdgot hasznélok fel.
Elsoként a Cholesky-féle dekompozicié segitségével felbontom B~ '-et: B~! = B~3'B~3 for-

maéra, aminek segitségével:
1 1\ (1 —1
(B—b) B~1(B—b) = (B‘%—B‘?B) (B 8- B 25) .

Ezt felhaszndlva a (6) képletben az exponencidlis fiiggvény kitevbjében szerepld kifejezés dsszevon-

hato:
! Y X
(W —=VgB) (W —Vp) alakra, ahol W = ) ésV — )
B~ z%b B~z
A Dbevezetett jeloléssel (6) dtirhat6 egy tomorebb formara:
1
f(8.0%|y) ooV exp <_F (W —VB) (W - vb’)> : (7)
o

melybdl lathats, hogy a poszterior a likelihoodhoz hasonlé alaku fiiggvény: egy normilis és egy
gamma eloszlés stirtiségfiiggvényének szorzata, vagyis a priorok tényleg természetes konjugdltak.
A fenti (7) egyiittes poszterior eloszldsbdl mar szdérmaztathaté 3 és o peremeloszlésa.

3 peremsiirfiségfiiggvénye®?:

f(ﬂly)—/omf(6,02|y)do2o<

X (N+kt2) L A 2
O(/O o +k+ exp( 952 (W Vﬁ) (W Vﬂ)) do”.

A fenti kifejezés integraljanak kiszamitdsihoz egy djabb, gyakran hasznalt azonossagot alkalmazok,

melyet gamma-2 inverz lépésnek neveznek:

/ o~ M+2) exp (—@) do? oc a= M, (8)
0

A fenti azonossdggal [ peremsiiriiségfiiggvénye igy irhato:

N+E

fFBly) o< [(W=VB) (W-VB)] 2

22 A Bayes-i elemzésekben, tobb paraméter esetén — most 5 és 02 — azokat a feltételes eloszlasokat is peremelosz-

lasnak nevezik, amelyekben mdr csak az adatok (esetiinkben y) szerepelnek kondicicként, a t6bbi paraméter viszont
nem. Igy a f(B|y) és f (02| y) stirliségfiiggvényeket is peremsiiriiségfiiggvénynek nevezem a tovédbbiakban.
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Majd ismét hasznédlva a (3) dekompoziciés szabdlyt kapjuk:

_ Ntk
2

J(Bly) [(W—VB)'(W—VBM(/B—B)/V’V (ﬁ—B)] : (9)

ahol:
B=WV)'V'W = (X'X+B Y (X'y+B'b).

N\

Elosztva a (9) kifejezést 62 = (W - V,B) (W - VB) /N-el kapjuk:

FBly) o | N+ (BB)I,V/V(B@
(W—VB) (W—VE) /N

: (10)

mely a fiiggelék A.2.1 pontja alapjdn egy k dimenzids t-eloszlds siirliségfiiggvénye B lokécids
paraméterrel, 52 (V'V) ™' =52 (X'X + B’1)71 skala paraméterrel és N szabadssdgfokkal. Tehét
a [ parameéter t-eloszlast kovet az el6z6ekben felsorolt paraméterekkel.

o? peremstiriiségfiiggvénye definicié szerint:

p(o’|y) = lmp(ﬁ,JQIy) dp

N /oo o= (NHEF2) gy (% (W —VvB) (W — VB)) dg o

« [ ey (oL [ vaY (w-v) + (5-5) v (3-7)] ) a5
Doy (L (w i) (- v5)) [~ e (5 (5-5) v (5-5) ) an

ahol a dekompoziciés szabdlyt hasznaltuk. Kihaszndlva, hogy az utolsé tag integrédlja ardnyos
1 1
’02 v’ V)fl’ P =k ‘(V’ V)fl’ *val, mivel az integralandé kifejezés egy normalis eloszlds

stirliségfiiggvényére hasonlit, ezért kapjuk:

202

p(0°[y) o< o™V exp (—i (w-v5) (w- VB)) 7

mely egy inverz gamma-2 eloszlds siiriiségfiiggvénye (W — VE)/ (W — VE) lokdciés paraméterrel
és N szabadsagfokkal.

A fenti linedris regresszié példédja szdmos részletre ramutat. A paraméterek poszterior eloszlé-
sdbdl szamos tovabbi mutaté szarmaztathaté: a paraméterek poszterior viarhaté értéke, variancidja

stb. A paraméterek poszterior eloszldsa miatt a /3 és o2 poszterior virhaté értéke:

B=(X'X+B) " (X'y+B '), illetve 3% (X'X + B~1) .
Ezekbdl a varhaté értékekbdl mar lathatd, hogy a priorok miként hatnak a poszterior varhato
értékekre. Amennyiben a B prior variancia alacsony, akkor a priornak erés hatdsa lesz a paraméterek
poszterior varhato értékeire és variancidira. Ha a B prior variancia nagy, akkor a paraméterek posz-

terior varhato értékeire és variancidira csekély hatdssal lesz. Amennyiben a megfigyelések N szama
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nagy, akkor a prior befolydsa kisebb lesz, mivel X'X = Zivzl izl és X'y = Zfil x;y; értékel

nagyok lesznek, tehét a prior nem fog szdmitani sok megfigyelés rendelkezésre alldsa esetén.

A fenti példa segit a kiilonféle prior-tipusok elnevezésének szemléltetésében. A legegyszeriibb
bontdsban megkiilonboztetik a diffiz, méas néven nem informativ és az informativ priorokat. Az
informativ priorok tényleges informdcioét tartalmaznak a paraméterekre vonatkozéan, azaz hatés-
sal vannak a paraméterek poszterior eloszldsdra. (A fenti példdban a § paraméterre informativ
priort tételeztem fel.) A nem informativ priorok neviikbél is kvetkezéen nem tartalmaznak valédi
informéciét az adott paraméter eloszldsdra vonatkozéan, hanem azt tetszélegesnek tételezik fel.
Ennek ellenére nem egyértelmii, hogy adott esetben milyen a nem informativ prior formégja.?® (A
fenti példdban a o paraméterre nem informativ priort tételeztem fel.) A 3 természetes konjugalt
prior tulajdonsédgai kozott emlitettem, hogy ha B értéke nagy, akkor a prior csak kis mértékben
hat § poszterior eloszldsara. Szélsd esetben, ha B — oo, akkor egy diffiz priorhoz jutunk. Ugyanis
ahogy novekszik B, ugy laposodik el a normalis eloszlds siiriiségfiiggvénye. Hatdarétékben a prior
stirfiségfiiggvény egy egyenessé (t6bb dimenzié esetén hipersikkd) laposodik, azaz 8 paraméter egy-
forma valésziniiséggel vehet fel tetszoleges valds értéket. Ennek megfeleléen a nem informativ prior

ilyen esetben:

f(B) x1 (11)

formaba frhaté. A (11) prior egyben példa az improper priorokra.?* Ezek olyan priorok, melyek

nem val6di stirtiségfiiggvényekkel definidltak, mivel (11) esetén [ f (8)dB # 1.

Fontos megjegyezni, hogy a kalibraldst is tekinthetjiik egyfajta prior specifikdciénak, mely a
diffuz priorok ellentéte: a valésziniiségeloszlas egy pontban 6sszpontosul, tehdt valdjaban ekkor

eleve nincs bizonytalansdg a paraméterekben.
1.2.2. Linearis regressziés modell nem informativ priorral

Az eléz6 példa médositasaként bemutatom, hogy miként viltozik a linedris regressziés modell
poszterior eloszldsa, amennyiben a [ paramétervektorra is egy nem informativ priort tételeziink

fel. Egyezben (1)-gyel legyen a linedris modelliink:
y=XB+e, (12)

tovabbra is fiiggetlen azonos normalis eloszldsu hibataggal.

Ekkor a modell likelihood fiiggvénye:

F150) = (=) e (g 0 X8 0 X8)). (13)

23Errél bévebben ldsd Poirier (1995, 318-331. o.), Zellner (1971, 41-53. o.) vagy Koop (2003) 12. fejezetét.

24 Az angol terminolégidt nem lehet j6l visszaadni magyarul. Bar az improper szé a prior nem megfeleléségére
utal, ez részben félrevezetd, hiszen a modellparaméterek poszterior eloszldsdnak kiszdmitdsat nem gatolja. Egyediil
egy modell-sszehasonlit6 statisztika kiszamitdsét teheti problémadssa, melyre a késébbiekben még visszatérek.
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A nem informativ priorok legyenek a kovetkezok:2

f (02) x o ?

f(B) o 1.

A B3 és 02 paraméterek poszterior eloszldsa a Bayes-tételbél:

f(8,0%|y) o< f(yl B,0°) £ (B) f (07)
o exp (—o 0= X6) - X)) (19)
A B paraméterek peremsiiriiségfiiggvénye:
£l = [ 1 (5.0%9) do*
0

oo 1 ,
x /0 o~ W+ exp <—F (y—XB) (y— XB)) do?.

Hasznélva a gamma-2 inverz 1épést adddik:

[ e (< gz - X0 (- X8) o x (- X0 - X8 .09
A (3) dekompoziciés szabély alkalmazasdval kapjuk:
P8l o | (v - XB) (- xB) + (5-5) x'x (5-5)] . (16)

~ N/ I
ahol 8 = (X'X)f1 X'y. Elosztva a (16) kifejezést 02 = (y — XB) (y — XB) / (N — k)-val kapjuk:

vfz

F(Bly) o< | (N—k)+ (5—6) X’X(ﬁ_ﬂ)

N/ )

(v-xB) (y—xB)/(N-#k)

ami a fiiggelék A.2.1 pontja alapjdn egy k dimenzids t-eloszlés siir{iségfliggvénye B lokdcids paraméter-

rel, 52 (X'X )71 skdla paraméterrel és N — k szabadsdgfokkal. Igy tehdt a 8 paraméter t-eloszldst

kovet az eldzdekben felsorolt paraméterekkel.

25 A 8 paraméterre vonatkozé nem informativ prior kernel-stirliségfiiggvénye tgy tekinthetd, mint egy végtelen
variancidji normalis eloszlds siirtiségfiiggvénye. Lésd a (11) formuldt.
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o? peremsfiriiségfiiggvénye definicié szerint:

f(azyy)=/°° 7 (8,0%|y) dB o

—00

x /_00 o~ N2 exp (_Ti? (y—XB) (y— Xﬂ)) df

~ /_Z o~ (N+2) oy (—% [(y— XB>/ (y— XB) + (5_ B>/X'X (5 _B)]) dg o
o o~ (N2 expy (_Ti? (y— XE)I (y— XB)) /_Zexp <‘%,2 (5—B>/X’X (»3—3)) ag,

ahol a dekompoziciés szabdlyt alkalmaztam. Kihasznélva, hogy az utols6 tag integrdlja ardnyos

‘02 (X’X)‘lﬁ

[

1
— -1|"2 . . p PTRT IS : ottt
o~k ‘(X 'X) ‘ -val, igy az integralandé kifejezés normdlis eloszlds siiriiség-

fiiggvényére hasonlit, amibél kapjuk:

1 ~\/ ~
f(0®|y) o~ (V) exp (m (y - Xﬂ) (y - Xﬂ)) ;
Y s
ami egy inverz gamma-2 eloszlds siiriiségfiiggvénye (y - X ﬁ) (y - X ﬁ) lokéciés paraméterrel és

N — k szabadsdgfokkal.

Osszehasonlitva a nem informativ priorokkal készitett poszterior paraméter eloszldsokat a klasz-
szikus 6konometria (legkisebb négyzetek mddszerével torténd) becslésével teljes analégiat fedezhe-
tiink fel. Eszre kell venniink azt is (l4sd fiiggelék A.3.5. pontja), hogy ha o? inverz gamma-

N/

2 eloszlast kovet (y -X B) (y - X B) lokdciés paraméterrel és N — k szabadsdgfokkal, akkor
(y-X5) (v=XB)

e egy N — k szabadsagfoki x? eloszlist kovet. A 3 paraméter poszterior vérhaté

értéke megegyezik a klasszikus médszer pontbecslésével. A bevezetett 52 megegyezik az eltérésval-
tozo variancidjanak torzitatlan becslésével. Nemcsak e kitiintetett értékek egyeznek meg a két eltéro
megkozelitésben, hanem a paraméterek eloszldsai is. A klasszikus konometridban  paraméter
becslése szintén N — k szabadsagfoki t eloszldst kovet 72 (X' X )71 variancidval, illetve a klasszikus
okonometridban %y—_ﬁl szintén N — k szabadsagfoku x? eloszldst kivet. A nem informativ

priorok tehdt mintegy hidat képeznek a Bayes-i és a klasszikus megkozelités kozott.

1. példa. Az aldbbi példdn keresztiil bemutatom, hogy a klasszikus ckonometridban
széleskoriien hasznalt eszkozt, a Hodrick-Prescott-féle filtert (Hodrick—Prescott 1980,
1997), miképpen lehet Bayes-i eszkozokkel el6vezetni.

Emlékeztet6iil Hodrick-Prescott a kisvetkezoképpen definidlja a sziirdt (HP szlird) egy
y; id6sorhoz t =1, ..., T

T 9 T-1 9
. hp hp hp hp hp
YRS S (e W)

ahol \ paraméter kontrolldlja a HP-sz{irt yf P idésor simasdgat. Ha A — 0, akkor
Yl — g, illetve, ha A — oo, akkor a " id6sor egy linedris trendhez fog tartani.

Erdemes észrevenni, hogy a A paraméter priorokhoz hasonlé informéciot testesit meg,
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mert ennek értékét — még akkor is, ha vannak r4 dltaldnosan elfogadott értékek®S — az
elemzést végzd vélasztja meg. Az eredményiil kapott HP-sziirt idosor a klasszikus 6ko-
nometriai megkozelitésbdl adédéan egy pontbecslés, melynek bizonytalansdgdt mester-
séges mintdk generdldsdval lehet meghatarozni. A Bayes-i elemzésnél a bizonytalansdg
megjelenitése nem problémds, s6t analitikusan is megadhaté a HP-sziirésnek megfeleld
id6sor egyiittes eloszlédsa.

A Bayes-i elemzéshez tekintsiik az alabbi modellt:

yr = P + e, (17)

ahol ¢, fiiggetlen azonos normalis eloszldst hibatag (g, ~ N(0,0?)). Ez nem mas mint
egy idében viltoz6 paraméteres modell. Bevezetve az y = {y1,...,yr}, 8= {51, ..., Br}

ésae={e,...,er} jeloléseket a (17) modell igy is irhato:
y=10+e,

ahol I egy T x T tipusi egységmadtrix. Ennek a modellnek a likelihoodja, hasonléan
(2)-hez:
_ 1
f(y|6702) x o Texp (_T‘Q (y—Iﬂ)'(y—Iﬁ)). (18)

A B paraméterre vonatkozé prior felirdsdandl azt az elézetes informaciét fogalmazzuk
meg, hogy a §; az idében csak fokozatosan, egy sima gorbe mentén valtozik. Ezt az
informdciét Shiller (1973) tanulméanyat kovetve a kovetkez6képpen formalizdljuk.

Definidljuk u vektort, mint a ¢g-ad rendii differenciajat a 8 vektornak:
u= Ryp,

ahol R, egy T'— g x T tipusi g-ad rend{i differencia matrix, T — ¢ ranggal >’
Az wu prior eloszlasrdl feltessziik, hogy fiiggetlen azonos eloszldsi normélis valtozé 0
vérhato értékkel és o /k variancidval, igy a p( 8| o2, k) prior sfirfiségfiiggvény az aldbbi

formdban irhato:
—(T—q) k
£ (Blo? k) x (o/\/E) exp (—T'QB’R;R(,B) . (19)

A fenti formé&ju priorral kapcsolatban érdemes megemliteni, hogy ha ¢ = 1 és k nagy,
akkor a prior azokhoz a gérbékhez rendel nagyobb valdsziniiséget, amelyek csak lassan

térnek el egy konstanstodl, a legnagyobb valésziniiséget a vizszintes vonalakhoz, mig a

26Fves adatokndl A = 100, negyedéveseknél A = 1600, haviaknal A = 14400. Ezeket a paramétervalasztdsokat
tobben kritizdljak, mint példdul Ravn—Uhlig (2002).
27p¢ldaul egy T = 5 elemii vektor masodrendii (¢ = 2) differencia matrixa:

1-21 00
Ro= (01 -210{.

00 1 —-21
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1.3.

A paraméterek Bayes-i konometriai elemzése elméletileg mindig a prior eloszldsok specifikdldsaval
kezdédik. Ha ugyanis a priort az adatok megfigyelése/feldolgozédsa utan definidlndnk, akkor a prior
megfogalmazasakor mar befolydsolhatnak minket az adatok, ami az adatok (prioron és likelihoodon

keresztiili) kétszeres figyelembevételéhez vezetne. A kutaté dltal definidlt priorok és az elemzett

legkisebb valdsziniiséget a cikk-cakk formdkhoz rendeli.

Ha q = 2 és k nagy, akkor a prior azokhoz a gérbékhez rendel nagyobb valésziniiséget,
amelyeknek a meredeksége csak lassan viltozik, a legnagyobb valdszintiséget az egyenes
vonalakhoz rendeli, mig a legkisebb valészin{iséget ismét a cikk-cakk formékhoz rendeli.
Altalsénosan elmondhaté, hogy a g-ad rendii simaségi prior a legnagyobb valdszinfiséget
a q— 1-ed foku polinomokhoz rendeli, mig a legkisebb valdsziniséget mindig a cikk-cakk
formakhoz.

o? prior eloszldsdra tegytink fel egy nem informativ priort:
f(0?) o™ (20)

Hasznélva a Bayes-szabalyt és feltételezve, hogy k adott, a poszterior a kivetkezoképpen

irhato:
T (T—q)— 1 k
f(B,0?ly, k) > o™ T exp (@@w)’(yw) 557 'R;Rqﬂ)- (21)

Kihasznslva, hogy (y — I8)’ (y — IB) + kB' R}, R, sszevonhaté (W — V3) (W — V)
alakra, ahol:
I

w={"] v=
0 VER,

A bevezetett jeloléssel (21) atirhato:
1
F(3®lyb) o< BT exp (— s (W VA (W-vE)). (22

ami tipusdt tekintve megegyezik a linedris regresszié (7) poszteriorjaval. Igy 8 posz-
terior peremeloszldsa T — g szabadsédgfoku t-eloszldst kovet, E = (I + kRgRq)fl y loka-

ciés (varhato) eértékkel és o2 (I + k:R;Rq)_l skala paraméterrel, ahol:

N/

52 = (W _ Vﬁ) (W _ VB) JT.

Belathat6, hogy a Bayes-i becslésnél S paraméter poszterior varhaté értéke ¢ = 2
valasztds mellett megegyezik a HP-sz{ird ugyanolyan k érték mellett adott pontbecs-
lesével (B; = yi)28. A Bayes-i paraméterbecslés elénye, hogy a becsiilt HP-trend (3

paraméterek) bizonytalansiga, eloszldsa egzaktul kalkuldlhato.

A Bayes-i elemzés eredményeinek bemutatdsa, értelmezése

28 A HP-sziir6 matrixalgebrai felfrasa megtalalhaté példaul Mohr (2005) tanulményaban.
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modell likelihoodjdnak kombindlasdval 4ll el6 a poszterior eloszlds. A prior és a poszterior eloszlds
kiilsnbsége mutatja az adatokban meglévé informaciét, vagy masképpen azt, hogy mit "tanultunk"”
az adatokbdl. Ha a prior és a poszterior eloszldsa kozott kicsi a kiilonbség, akkor a vizsgdlt
adatokban szinte nincs olyan informécid, amelyet a feltételezett priorunk ne tartalmazott volna.
Ez kozelebbrél megnézve két dolgot jelenthet. (1) A priorunk a valésdghoz igen kozeli volt, ezért
az adatok ezt csak meger6sitik. (2) Az adatokban a vizsgélt kérdésre nézve nincs informdcié. A két
esetet a prior-érzékenységi vizsgdlattal lehet elkiiloniteni. Amennyiben egy mds priort feltételezve
a poszterior nem, vagy csak alig valtozik, akkor az els6 esettel dllunk szemben, amennyiben pedig
a prior valtoztatdsdval a poszterior is "egy az egyben" viltozik, akkor az utébbival.

A Bayes-i becslések ismertetésekor a poszterior mellett a felhasznalt prior bemutatésa is elenged-
hetetlen, hiszen a felhaszndlt prior jelentésen befolydsolhatja a poszteriort. A poszterior kernel-
stirliségfiiggvény a paraméterek poszterior eloszldsardl ugyan minden informdciot tartalmaz, mégis
konnyebben értelmezhetd, ha a paraméterek egyes momentumait is kiszdmitjuk, ezért a paraméterek
poszterior (és prior) varhaté értékét, méduszat vagy medidnjat is meghatdrozzuk, kiegészitve a

paraméterek poszterior (és prior) varianciival vagy kiilonbozé kvantilis értékeivel.??

2. példa. Az aldbbiakban bemutatom, hogy egy Bayes-i elemzés eredményeit miként
lehet kozolni. A példdban az USA negyedéves novekedeési iitemét (y;) magyardzom az
aldbbi modellel:

Yyt =P +er,

amelyben felteszem, hogy ¢ fiiggetlen azonos normilis eloszldst kovet 0 varhaté értékkel
és ismert o2 = 0,468 variancidval. A (-ra vonatkozé priorra kétféle specifikdciot is

hasznédlunk. Az els6ben egy természetes konjugdlt priort:
B~ N (b,0’B),

a mdsodikban egy diffiz priort:

f(B) 1.

A (10) formula alapjan tudjuk, hogy az elsé prior feltevés mellett p (5] y) poszterior
Student-féle t-eloszlést kovet 3 = (X'X +B™1) - (X'y + B~1b) lokdciés paraméterrel
éso? (X'X +B™1) ! skalaparaméterrel, a masodik prior feltevés esetén 3 = (X’X)_1 X'y
lokdci6s paraméterrel és o2 (X'X) ™" skdlaparaméterrel. Az ezek alapjén szémolt 3
paraméterre vonatkozé fébb poszterior eredmények az 1. tdbldzatban taldlhatok. Az
eredményekbdl két tendencia rajzolédik ki. (1) Minél kisebb a prior variancigja (B),
annal kisebb lesz a poszterior variancidja, (2) a kis variancidju prior jelent6sen befolyd-
solja B poszterior értékét, mig nagy variancia esetén csupdn csekély mértékben, a
poszterior értéke ekkor a diffftiiz prior melletti varhaté értékhez kozeli.

A 4. &bran kétféle prior-feltevés mellett (b =1, B =0.1 és b = 1, B = 0.01) bemu-

29 A vizsgalt osszefiiggestdl és a kutaté veszteségfiiggvényétél fiigg, hogy melyik statisztikait mutatészémot célszerti
kozolni.
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3. dbra. Az USA GDP-jének negyedéves novekedési iiteme 1990. II. — 1999. IV. n.é. kozott

2,0

0,5 9

-0,5 1

90 91 92 93 94 95 96 97 98 99

1. tdblazat. A B paraméterre vonatkozé prior feltevések és poszterior jellemzok

b B E[Bly] Var[Bly]
0,00 0,01 0,2224  0,0038
0,50 0,01 0,5821  0,0038
1,00 0,01 0,9418  0,0038

0,00 0,10 0,6308  0,0108
0,50 0,10 10,7329  0,0108
1,00 0,10 0,8349  0,0108

0,00 1,00 0,7728  0,0132
0,50 1,00 0,7853  0,0132
1,00 1,00 0,7978  0,0132

diffuz prior  0,7926 0,0135

tatom a (3 prior és poszterior siirliségfiiggvényeit, illetve a modell likelihood fiiggvényét,
melybdl kitlinik, hogy kis prior variancia esetén a poszterior a priorhoz all kozel, mig

nagy variancia esetén a likelihoodhoz.

1.4. Bayes-i elorejelzések

Az skonometriai modelleknek kitiintetett szerepiik van a gazdasdgi folyamatok eldrejelzésében.
Tegyiik fel, hogy adott megfigyelések mellett y = (y1, ..., yn) yn41-re kivanunk elérejelzést késziten.
A Kklasszikus megkozelitésben az yy 11 slirliségfiiggvénye adott 6 paraméterbecslés mellett a kovet-

kezb:

f(yn110). (23)

A klasszikus megkozelitésben -t helyettesitik a pontbecslés 0 értékével, majd kiszamoljdk a (23)
fiiggvény varhaté értékét, variancigjat.
A Bayes-i filozéfidban a paraméterbecslés nem egy adott értéket eredményez, hanem egy teljes

(poszterior) eloszldst:

f(0ly).
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4. dbra. A likelihood valamint a 3 prior és poszterior siiriségfiiggvényei kiilonféle prior paraméterek
mellett

b=1, B=0.1 b=1, B=0.01

== 'Prior

= ‘Prior 49 Likelihood

Posterior

Likelihood

Posterior

1,50 1,75 2,00 0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00

A fentiek miatt a Bayes-i megkozelitéssel sszhangban az yy1-re vonatkozé elérejelzés sem egy
pontbecslés, hanem egy eloszlds. Ennek megfeleléen az yn1-re vonatkozé elérejelzés poszterior

stirtiségfiiggvénye a kovetkezo:

f<yN+1|y>:/o° F (yna| 0) £ (0] ) do. (24)

A Bayes-i megkozelitésben ezen eldrejelzésnek is a vdarhaté értékét és variancidjat szokds kozolni

(vagy az eldrejelzés teljes poszterior eloszldsét).

Lathatjuk, hogy a két megkozelités kozott jelentds kiilonbség van. A klasszikus megkozelitéssel

szemben a Bayes-i elérejelzés figyelembe veszi a paraméterbecslés bizonytalansdgait is.

3. példa. Tekintsiik ismét a linedris regressziés modellt:
yi =z + i,

melyben g; ~ N (0,02) ési=1,....N. yny stirliségfiiggvénye adott zn,1 és 3, o2

paraméterek mellett:

1 1
2\ __ 2
f(yns1lengr, B,0°) = Py (@ (Yn41 — 2n41) ) :

A elbrejelzés poszterior siirliségfiiggvénye:

f(yN+1|xN+1,y>:/0 / f (unsilon11,9) £ (8. 0% y) dBdo?,

ahol f (8,02|y) a poszterior stirtiségfiiggvény, adott y mellett.
Ha nem informativ priorokat feltételeziink (f (8) o< 1 és f(0?) o o2), akkor (14)
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alapjén:

I (yn1] $N+1,y) X

/ / wovzr P (% (1 = xNHﬂ)Q) oV exp (% (y—XB) (y - XB)) dfdo® o

/ / ~(N+142) oxp (L ((yn1—2n18) (uvsr —an1B) + (y — XB) (y — Xﬂ)]) dfdo”.

202

Az integraldst analitikusan elvégezve és algebrai dtalakitdsok sorozata utdn a poszterior

stirtiségfiiggvény:3°

fynsilong,y)
Nkt

N/ B R
(?JN+1 - :EN+15> (1 +aly g, (XX)7 $N+1) (yN+1 - $N+1ﬂ)

(y—XB)/(y—X@/(N—k)

o< | (N—k)+

ami N —k szabadségfoki egydimenziés t-eloszlas sfiriiségfiiggvénye 2 (1 + 2y (X'X )71 x N+1)

skéla és x4 13 lokdciés paraméterrel.3!

1.5. Bayes-i tesztek

A Bayes-i skonometridban nem alkalmazhatck a klasszikus skonometria tesztjei, illetve tesztkészitési
elvei, mint példdul a t-teszt, F-teszt, LaGrange multiplikdtor teszt, likelihood-arédny teszt, vagy a
Wald teszt. Ezek a tesztek ugyanis a klasszikus okonometria ismételt mintavételén alapulnak.

A Bayesi-skonometridban kétféle "teszt"-tipus létezik :

1. Legnagyobb poszterior siir{iség intervallum (vagy régié) teszt, masnéven HPD-teszt??;

2. Bayes-hanyados®? (poszterior odds-ok).

Szigorian véve a Bayes-i dkonometridban nem beszélhetiink tesztekrdl, hanem csak olyan
informécio-tomoritd eljardsokrdl, amelyek a paraméterbecslés bizonytalansdgainak megjelenitését,
illetve a modell-6sszehasonlitdst teszik lehetévé. Ennek ellenére ezeket az informdaciétomoritéd
eljardsokat teszteknek szokték nevezni, mivel felfedezhet analdgia ezek és a klasszikus okono-
metria tesztjei kozott, igy a HPD-tesztet Bayes-i t vagy Bayes-i Wald tesztnek, a Bayes-faktorokat

pedig Bayes-i likelihood-ardny tesztnek szoktdk nevezni.
1.5.1. HPD-teszt

A teszt ismertetéséhez el8szor vezessiik be egy adott f (6|y) poszterior eloszlds esetén az (1 — «)
szdzalékkal val6szin{i intervallumot. Ez olyan, nem feltétleniil egybefiiggé I intervallum, amelyre

teljesiil:

r(QGI