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1. Kutatasi el6zmények és a téma indok-
lasa

A sztochasztikus jdtékok (mdas néven Markov-jdtékok) kiilo-
nosen fontos szerepet toltenek be, mivel altaldnos és ru-
galmas keretet nytjtanak a dinamikus, tobb idészakon at-
iveld dontési problémak elemzésére (Shapley, 1953; Solan
és Vieille, 2015). A sztochasztikus jatékok ezért a (nem-
kooperativ) jatékelméletben a kovetkez6képpen helyezhe-
ték el. A Markov-folyamatok egyik természetes kiterjesztését
a Markov dontési folyamatok jelentik, ahol az allapotokhoz
mar kifizetések és akcidk is tarsulnak. Egy Markov donté-
si folyamat pedig felfoghat6 egy egyszereplds sztochasz-
tikus jatékként. Ugyanakkor a sztochasztikus jatékok az
ismételt jdtékok &ltaldnositasai is, mivel az egyes jatékko-
rokben a jatékosok nem feltétleniil ugyanazzal a jatékkal
szembesiilnek, hanem az 4llapotvaltozasok révén eltérd ja-
tékhelyzetek ad6dhatnak.

A kiilonb6z6 problémdk eltérd jatékmodellekhez ve-
zetnek, amelyek egyik alapvetd véalasztévonala az, hogy
a sztochasztikus jaték diszkrét vagy folytonos idében zajlik.
Mivel a sztochasztikus jatékok elmélete rendkiviil szerte-
agazo, az értekezés els6sorban a diszkrét idejil, véges szdmii
jatékost tartalmazoé jatékmodellek vizsgélatdra dsszponto-
sit. Kiemelend$ tovabb4d, hogy figyelmiink f6ként a disz-
kontdlt sztochasztikus jatékok elemzésére irdnyul, ugyan-

akkor bizonyos esetekben a teljes jutalom, illetve a hosszii td-
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vil dtlagos jutalom esetének vizsgélata is szerepet kap, kisebb-
nagyobb hangstllyal.

A sztochasztikus jatékok alkalmazasi teriilete széles-
korti: megjelennek tobbek kozott a fegyverkezési verse-
nyek elemzésében (Winston, 1978)), az addelkertilés vizs-
galatdban (Raghavan, 2006), valamint a haldszati er6for-
rasokért folytatott konfliktusok modellezésében (Levhari
és Mirman, 1980). Tovabbi alkalmazasokat szamos tanul-
many és monografia targyal; a teljesség igénye nélkiil lasd
példaul White (1993); Puterman (1994); Amir (2003); Solan
és Vieille| (2015); |Chen| (2019).

Az utébbi években szdmos kutatds kozéppontjdba a disz-
kontalt sztochasztikus jatékok kertiltek, amelyekben val-
tozatos diszkontéldsi technikdkat vettek figyelembe Wu,
Wang és Kong|(2021); Wu, Tang és Medina|(2022); Yu, Guo
és Xia (2022).

Az értekezés harom eltér$ jatékmodell keretében vizs-
gdlja azokat az eseteket, amikor a sztochasztikus jatékok-
ban a diszkontrata az id6, az aktudlis dllapot vagy az ak-
cioprofil fliggvényében véltozik.

Az|l] tdblazat 0sszefoglalja, hogy az értekezésben vizs-
gdalt harom probléma mely fejezetben, milyen jatékmodell
keretében jelenik meg, tovabba azt is, hogy az adott feje-
zetben mely diszkontéldsi technika keriil részletes elem-
zésre. Végezetiil, a tablazat utols6 oszlopa bemutatja, hogy
az egyes problémak megolddsdhoz milyen eszkozoket al-

kalmazunk.
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1. tabldzat. Az egyes fejezetekben tdrgyalt problémdk és a

hozzdjuk kapcsol6dé megoldds.

A jatékelméletbe a folytonos dltaldnositott jdatékok oszta-
lyat - legjobb tudomdsunk szerint - Balog és Pintér| (2025)
vezeti be, Glicksberg| (1952) munkdjanak alapjdn. A szu-
perjdtékok és szuperfolyamatok elvének alkalmazasa nem 4j-
donség a sztochasztikus jatékok irodalmaban (lasd példa-
ul Filar és Vrieze| (1992)), ugyanakkor a benniik rejlé po-

tencidl mindeddig nem keriilt széles korben kiaknédzésra.

1.1. Véges sztochasztikus jatékok altalanositott

diszkontdlds mellett

Az értekezés els6ként a véges sztochasztikus jatékokat tar-
gyalja altalanositott diszkontdlds mellett. A kutatés kiin-
dulépontjat Fink (1964), Takahashi| (1964) és Sobel (1971)
eredménye adja: minden véges sztochasztikus jatékban ex-
ponencidlis diszkontalds mellett 1étezik stacionarius Nash-
egyensuly.

A vizsgalt kutatési irdnyhoz kotédden a kovetkezd ku-
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tatasi kérdéseket tessziik fel:

(KK1) Létezik-e Nash-egyensiilya bdrmely véges sztochasztikus

jatéknak dltaldnositott diszkontdlds mellett?

(KK2) Amennyiben a kutatdsi kérdésre pozitiv a vdlasz,
miként jellemezhetd az eqyensiilyt meghatdrozo stratégia-

profil?

1.2. Zérusosszegii sztochasztikus jatékok sze-

parabilis diszkontalas mellett

Az értekezés mésodik problémakore a (kétszemélyes) zé-
rusosszegii sztochasztikus jatékok elemzésére irdnyul sze-
pardbilis diszkontdlds mellett. Ismert, hogy exponencidlis disz-
kontélds esetén minden zérusosszegili véges sztochaszti-
kus jatéknak létezik értéke, és mindkét jatékos szamara 1é-
tezik 0-optimdlis (roviden: optimalis) staciondrius straté-
gia (Shapley, |1953).

Ezen el6zményekre tdmaszkodva kutatdsunk kozéppont-
jaban az alabbi, hierarchikusan strukturalt kutatasi kérdé-
sek allnak:

(KK3) Létezik-e értéke bdrmely zérusdsszegii sztochasztikus jd-

téknak szeparabdlis diszkontdlds mellett?

(KK4) Feltéve, hogy a kutatdsi kérdésre adott vdlasz pozi-

tiv, létezik-e minden jdtékos szdmdra optimidlis stratégia?
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(KK5) Amennyiben a kutatdsi kérdésre adott vilasz igen-
16, milyen tovdbbi tulajdonsdigokkal rendelkeznek ezek az

optimdlis stratégidk?

1.3. Diszkontalt Markov dontési folyamatok vé-

gesen additiv keretrendszerben

Az értekezés harmadik problémakoreként a diszkontalt Mar-
kov dontési folyamatok vizsgalata torténik végesen addi-
tiv keretrendszerben, szepardbilis és fodrozodoé (ripple) disz-
kontalas alkalmazdasaval egyardnt. Az elemzést ismételten
az exponencidlis diszkontdldsra vonatkoz6 eredmény ala-
pozza meg (Sudderth), 2016): minden végesen additiv Mar-
kov dontési folyamatban, exponencidlis diszkontédlds mel-
lett, a jatékos szdmara létezik optimalis staciondrius stra-
tégia.

A fodrozé6dé diszkontalds esetén a vizsgélat az aldbbi

kutatési kérdésekre dsszpontosit:

(KK6) Létezik-e optimdlis stratégia a jdtékos szdmdra minden vé-
gesen additiv Markov-dontési folyamatban fodrozodo disz-

kontdlds mellett?

(KK?7) Amennyiben a kutatdsi kérdésre adott vdlasz pozi-
tiv, milyen tovdbbi tulajdonsdgokkal rendelkeznek az opti-

mdlis stratégidk?

A szeparabilis diszkontalas esetén az aldbbi kutatési

kérdések meriilnek fel:
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(KK8) Létezik-e optimdlis stratégia a jatékos szdmdra minden vé-
gesen additiv Markov dontési folyamatban szepardbilis disz-

kontdlds mellett?

(KK9) Amennyiben a kutatdsi kérdésre adott vdlasz pozi-
tiv, milyen tovdbbi tulajdonsdgokkal rendelkeznek az opti-

mdlis stratégidk?

2. Felhasznalt mé6dszerek és jelolések

Az értekezés diszkontélt sztochasztikus jatékokkal foglal-
kozik, a matematika kiilonboz6 dgait felhasznalva, tobbek
kozott az dltaldnos topoldgia, a funkciondlanalizis, a leiré hal-
mazelmélet és a végesen additiv halmazfiigguények elméletét.
Tovabba az értekezés minden fejezete specifikus jaték-
elméleti fogalmakat és eszkozoket alkalmaz. A 2. fejezet
a véges sztochasztikus jatékokat targyalja, Parthasarathy
és Babul (2020, 2. fejezet) és Solan! (2022, 4. fejezet) munkdi-
ra tdmaszkodva. A folytonos altalanositott jatékok elemzé-
séhez a (Glicksberg-féle fixponttételt (Glicksberg) 1952) hasz-
nalja. A 3. fejezet a zérusosszegii sztochasztikus jatékokra
Osszpontosit, kovetve Parthasarathy és Babul (2020, 3. feje-
zet), valamint [Flesch, Predtetchinski and Sudderth! (2020)
és Nowak| (1984A,B) munkdit. A 4. fejezet erGteljesen épit
Sudderth|(2016) munkéjara a végesen additiv Markov don-

tési folyamatokrol.
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3. Az értekezés tudomanyos eredményei

3.1. Véges sztochasztikus jatékok altalanositott

diszkontalds mellett

A fejezetben ismertetett tudomdanyos eredmények a Balog
és Pintér (2025) tanulméanyban kertiltek publikdlasra. Az
eredmények a szerz6k kozos és elvalaszthatatlan munka-
janak eredményeként jottek létre. Az értekezés ezeket a

kutatasi eredményeket mutatja be:

1. Bevezeti a folytonos dltaldnositott jdtékok osztalyét, és
igazolja, hogy minden ilyen jatéknak létezik Nash-

egyenstlya.

2. Megmutatja, hogy minden véges sztochasztikus ja-
ték altalanositott diszkontalas mellett egy folytonos

altalanositott jaték.

3. A|(KK1)kutatési kérdés esetében bizonyitja, hogy min-
den véges sztochasztikus jatéknak létezik Nash-egyen-

sulya 4ltalanositott diszkontédlds mellett.

4. A kutatési kérdés esetében bemutat egy példat
arra, hogy létezik olyan véges sztochasztikus jaték,
amelynek nincs stacionarius Nash-egyenstlya alta-

lanositott diszkontédlas mellett.
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3.2. Zérusosszegii sztochasztikus jatékok sze-

parabilis diszkontalas mellett

Az értekezés bevezeti a szepardbilis diszkontdlds technika-
jat zérusosszegli sztochasztikus jatékok esetén, valamint
a megoldasukhoz a szuperjdtékok fogalmat. Emellett az ér-
tekezés Nowak! (1984AB) munkai alapjan meghataroz to-
vabba a zérusosszegli végtelen sztochasztikus jatékok ha-
rom specidlis osztalyat szepardbilis diszkontalas mellett: a
Borel, a Szuszlin és a Nowak sztochasztikus jatékokat.
A[(KK3)|kutatasi kérdésre valaszul az értekezés az alab-

bi eredményeket adja:

1. Minden zérusosszegli véges sztochasztikus jatéknak

létezik értéke szepardbilis diszkontdlas mellett.

2. Egy zérusosszegli megszdmlilhatd sztochasztikus ja-
téknak [étezik 1étezik értéke szepardbilis diszkontélds
mellett, amennyiben legaldbb az egyik jatékos minden
allapotban csupén véges szdmu akci6 koziil valaszt-
hat.

3. Minden zérusosszegti Borel, Szuszlin és Nowak szto-
chasztikus jatéknak létezik értéke szepardbilis disz-

kontéalas mellett.

Az egyszerliség kedvéért nevezziik a szepardbilisan disz-
kontalt jutalmat maximalizal6 jatékost Tdmadonak, a ma-
sik jatékost pedig Védekezonek. A |(KK4)|és a|(KK5) kutatési

kérdésekre adott valaszok a kovetkezdk:
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1.

Minden zérusosszegli véges sztochasztikus jatékban,
szepardlhaté diszkontalas mellett, mindkét jatékos-

nak van optimdlis Markov-stratégidja.

. A Védekezonek mindig van optimalis Markov-stratégidja

zérusOsszegli Borel, Suslin és Nowak sztochasztikus
jatékokban.

. Zérusosszegli szamldlhaté sztochasztikus jatékban, sze-

parabilis diszkontélds mellett, a Védekezdnek van op-
timélis Markov-stratégiaja, amennyiben legalabb az egyik
jatékos minden allapotban csupan véges szadmu ak-

ci6 kozul valaszthat.

Zérusosszegli Borel, Suslin és Nowak sztochasztikus
jatékokban a Tdmadonak mindig van e-optimélis Markov-

stratégiaja minden ¢ > 0 esetén.

. Zérusosszegi szdmldlhaté sztochasztikus jatékokban,

szepardbilis diszkontalds mellett, az Tdmadénak van
e-optimdlis Markov-stratégiaja, amennyiben legaldbb
az egyik jatékos minden dllapotban csupdn véges sza-

mu akci6 kozil vélaszthat.

. A disszertacié megad egy zérusosszegli véges szto-

chasztikus jatékot szeparabilis diszkontélassal, amely-
ben egyik jatékosnak sincs optimdlis staciondrius stra-

tégidja.

A fenti eredmények elérése érdekében az értekezés a
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szuperjdték modszerét alkalmazza. Ennek sordn nagymér-
tékben épit Flesch et al.|(2020) munkéjara a pozitiv zérus-
Osszegli megszamlalhato sztochasztikus jatékok, valamint
Nowak (1984A,B) munkaira a zérusdsszegti végtelen szto-

chasztikus jatékok tertiiletén.

3.3. Diszkontalt Markov dontési folyamatok vé-

gesen additiv keretrendszerben

Az értekezés bevezeti a szepardbilis és a fodrozédé (ripple)
diszkontdlds fogalmat végesen additiv Markov dontési fo-
lyamatokban, valamint a megolddsukhoz a szuperfolyama-
tokat.

A és a valamint a [(KK8) és a [(KK9)| kuta-
tasi kérdésekre valaszul az értekezés az alabbi eredménye-
ket adja:

1. Minden végesen additiv Markov dontési folyamat-
ban a jatékosnak van optimilis stratégiaja fodrozodo

diszkontdlds mellett.

2. Minden végesen additiv Markov dontési folyamat-
ban a jatékosnak van optimdlis Markov stratégidja sze-

pardbilis diszkontdlds mellett.

3. Bemutattunk egy példat olyan végesen additiv Mar-
kov dontési folyamatra szepardbilis diszkontdlds mel-

lett, amelyben a jatékosnak nincs optimilis staciondrius
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stratégiaja. Hasonl6 ellenpélda konstrualhat6 fodro-

76d6 diszkontélas esetén is.

A fenti eredmények elérése érdekében az értekezés a
szuperfolyamatok médszerét alkalmazza. Ennek sordn nagy-
mértékben tdmaszkodik Sudderth (2016) munkdjdra a ne-
gativ végesen additiv Markov dontési folyamatok teriile-

tén.
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