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TÉZISGYŰJTEMÉNY

Balog Imre

Néhány probléma a diszkontált

sztochasztikus játékok elméletéből
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1. Kutatási előzmények és a téma indok-

lása

A sztochasztikus játékok (más néven Markov-játékok) külö-

nösen fontos szerepet töltenek be, mivel általános és ru-

galmas keretet nyújtanak a dinamikus, több időszakon át-

ívelő döntési problémák elemzésére (Shapley, 1953; Solan

és Vieille, 2015). A sztochasztikus játékok ezért a (nem-

kooperatív) játékelméletben a következőképpen helyezhe-

tők el. A Markov-folyamatok egyik természetes kiterjesztését

a Markov döntési folyamatok jelentik, ahol az állapotokhoz

már kifizetések és akciók is társulnak. Egy Markov dönté-

si folyamat pedig felfogható egy egyszereplős sztochasz-

tikus játékként. Ugyanakkor a sztochasztikus játékok az

ismételt játékok általánosításai is, mivel az egyes játékkö-

rökben a játékosok nem feltétlenül ugyanazzal a játékkal

szembesülnek, hanem az állapotváltozások révén eltérő já-

tékhelyzetek adódhatnak.

A különböző problémák eltérő játékmodellekhez ve-

zetnek, amelyek egyik alapvető választóvonala az, hogy

a sztochasztikus játék diszkrét vagy folytonos időben zajlik.

Mivel a sztochasztikus játékok elmélete rendkívül szerte-

ágazó, az értekezés elsősorban a diszkrét idejű, véges számú

játékost tartalmazó játékmodellek vizsgálatára összponto-

sít. Kiemelendő továbbá, hogy figyelmünk főként a disz-

kontált sztochasztikus játékok elemzésére irányul, ugyan-

akkor bizonyos esetekben a teljes jutalom, illetve a hosszú tá-
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vú átlagos jutalom esetének vizsgálata is szerepet kap, kisebb-

nagyobb hangsúllyal.

A sztochasztikus játékok alkalmazási területe széles-

körű: megjelennek többek között a fegyverkezési verse-

nyek elemzésében (Winston, 1978), az adóelkerülés vizs-

gálatában (Raghavan, 2006), valamint a halászati erőfor-

rásokért folytatott konfliktusok modellezésében (Levhari

és Mirman, 1980). További alkalmazásokat számos tanul-

mány és monográfia tárgyal; a teljesség igénye nélkül lásd

például White (1993); Puterman (1994); Amir (2003); Solan

és Vieille (2015); Chen (2019).

Az utóbbi években számos kutatás középpontjába a disz-

kontált sztochasztikus játékok kerültek, amelyekben vál-

tozatos diszkontálási technikákat vettek figyelembe Wu,

Wang és Kong (2021); Wu, Tang és Medina (2022); Yu, Guo

és Xia (2022).

Az értekezés három eltérő játékmodell keretében vizs-

gálja azokat az eseteket, amikor a sztochasztikus játékok-

ban a diszkontráta az idő, az aktuális állapot vagy az ak-

cióprofil függvényében változik.

Az 1. táblázat összefoglalja, hogy az értekezésben vizs-

gált három probléma mely fejezetben, milyen játékmodell

keretében jelenik meg, továbbá azt is, hogy az adott feje-

zetben mely diszkontálási technika kerül részletes elem-

zésre. Végezetül, a táblázat utolsó oszlopa bemutatja, hogy

az egyes problémák megoldásához milyen eszközöket al-

kalmazunk.
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Fejezet Játékmodell Diszkontálás Megközelítés

2
N -személyes véges

sztochasztikus játékok
Általánosított

Folytonos

általánosított játékok

3
Kétszemélyes zérusösszegű

sztochasztikus játékok
Szeparábilis Szuperjátékok

4
Végesen additív

Markov döntési folyamatok

Fodrozódó
Szuperfolyamatok

Szeparábilis

1. táblázat. Az egyes fejezetekben tárgyalt problémák és a

hozzájuk kapcsolódó megoldás.

A játékelméletbe a folytonos általánosított játékok osztá-

lyát - legjobb tudomásunk szerint - Balog és Pintér (2025)

vezeti be, Glicksberg (1952) munkájának alapján. A szu-

perjátékok és szuperfolyamatok elvének alkalmazása nem új-

donság a sztochasztikus játékok irodalmában (lásd példá-

ul Filar és Vrieze (1992)), ugyanakkor a bennük rejlő po-

tenciál mindeddig nem került széles körben kiaknázásra.

1.1. Véges sztochasztikus játékok általánosított

diszkontálás mellett

Az értekezés elsőként a véges sztochasztikus játékokat tár-

gyalja általánosított diszkontálás mellett. A kutatás kiin-

dulópontját Fink (1964), Takahashi (1964) és Sobel (1971)

eredménye adja: minden véges sztochasztikus játékban ex-

ponenciális diszkontálás mellett létezik stacionárius Nash-

egyensúly.

A vizsgált kutatási irányhoz kötődően a következő ku-
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tatási kérdéseket tesszük fel:

(KK1) Létezik-e Nash-egyensúlya bármely véges sztochasztikus

játéknak általánosított diszkontálás mellett?

(KK2) Amennyiben a (KK1) kutatási kérdésre pozitív a válasz,

miként jellemezhető az egyensúlyt meghatározó stratégia-

profil?

1.2. Zérusösszegű sztochasztikus játékok sze-

parábilis diszkontálás mellett

Az értekezés második problémaköre a (kétszemélyes) zé-

rusösszegű sztochasztikus játékok elemzésére irányul sze-

parábilis diszkontálás mellett. Ismert, hogy exponenciális disz-

kontálás esetén minden zérusösszegű véges sztochaszti-

kus játéknak létezik értéke, és mindkét játékos számára lé-

tezik 0-optimális (röviden: optimális) stacionárius straté-

gia (Shapley, 1953).

Ezen előzményekre támaszkodva kutatásunk középpont-

jában az alábbi, hierarchikusan strukturált kutatási kérdé-

sek állnak:

(KK3) Létezik-e értéke bármely zérusösszegű sztochasztikus já-

téknak szeparabális diszkontálás mellett?

(KK4) Feltéve, hogy a (KK3) kutatási kérdésre adott válasz pozi-

tív, létezik-e minden játékos számára optimális stratégia?
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(KK5) Amennyiben a (KK4) kutatási kérdésre adott válasz igen-

lő, milyen további tulajdonságokkal rendelkeznek ezek az

optimális stratégiák?

1.3. Diszkontált Markov döntési folyamatok vé-

gesen additív keretrendszerben

Az értekezés harmadik problémaköreként a diszkontált Mar-

kov döntési folyamatok vizsgálata történik végesen addi-

tív keretrendszerben, szeparábilis és fodrozódó (ripple) disz-

kontálás alkalmazásával egyaránt. Az elemzést ismételten

az exponenciális diszkontálásra vonatkozó eredmény ala-

pozza meg (Sudderth, 2016): minden végesen additív Mar-

kov döntési folyamatban, exponenciális diszkontálás mel-

lett, a játékos számára létezik optimális stacionárius stra-

tégia.

A fodrozódó diszkontálás esetén a vizsgálat az alábbi

kutatási kérdésekre összpontosít:

(KK6) Létezik-e optimális stratégia a játékos számára minden vé-

gesen additív Markov-döntési folyamatban fodrozódó disz-

kontálás mellett?

(KK7) Amennyiben a (KK6) kutatási kérdésre adott válasz pozi-

tív, milyen további tulajdonságokkal rendelkeznek az opti-

mális stratégiák?

A szeparábilis diszkontálás esetén az alábbi kutatási

kérdések merülnek fel:
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(KK8) Létezik-e optimális stratégia a játékos számára minden vé-

gesen additív Markov döntési folyamatban szeparábilis disz-

kontálás mellett?

(KK9) Amennyiben a (KK8) kutatási kérdésre adott válasz pozi-

tív, milyen további tulajdonságokkal rendelkeznek az opti-

mális stratégiák?

2. Felhasznált módszerek és jelölések

Az értekezés diszkontált sztochasztikus játékokkal foglal-

kozik, a matematika különböző ágait felhasználva, többek

között az általános topológia, a funkcionálanalízis, a leíró hal-

mazelmélet és a végesen additív halmazfüggvények elméletét.

Továbbá az értekezés minden fejezete specifikus játék-

elméleti fogalmakat és eszközöket alkalmaz. A 2. fejezet

a véges sztochasztikus játékokat tárgyalja, Parthasarathy

és Babu (2020, 2. fejezet) és Solan (2022, 4. fejezet) munkái-

ra támaszkodva. A folytonos általánosított játékok elemzé-

séhez a Glicksberg-féle fixponttételt (Glicksberg, 1952) hasz-

nálja. A 3. fejezet a zérusösszegű sztochasztikus játékokra

összpontosít, követve Parthasarathy és Babu (2020, 3. feje-

zet), valamint Flesch, Predtetchinski and Sudderth (2020)

és Nowak (1984A,B) munkáit. A 4. fejezet erőteljesen épít

Sudderth (2016) munkájára a végesen additív Markov dön-

tési folyamatokról.
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3. Az értekezés tudományos eredményei

3.1. Véges sztochasztikus játékok általánosított

diszkontálás mellett

A fejezetben ismertetett tudományos eredmények a Balog

és Pintér (2025) tanulmányban kerültek publikálásra. Az

eredmények a szerzők közös és elválaszthatatlan munká-

jának eredményeként jöttek létre. Az értekezés ezeket a

kutatási eredményeket mutatja be:

1. Bevezeti a folytonos általánosított játékok osztályát, és

igazolja, hogy minden ilyen játéknak létezik Nash-

egyensúlya.

2. Megmutatja, hogy minden véges sztochasztikus já-

ték általánosított diszkontálás mellett egy folytonos

általánosított játék.

3. A (KK1) kutatási kérdés esetében bizonyítja, hogy min-

den véges sztochasztikus játéknak létezik Nash-egyen-

súlya általánosított diszkontálás mellett.

4. A (KK2) kutatási kérdés esetében bemutat egy példát

arra, hogy létezik olyan véges sztochasztikus játék,

amelynek nincs stacionárius Nash-egyensúlya álta-

lánosított diszkontálás mellett.
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3.2. Zérusösszegű sztochasztikus játékok sze-

parábilis diszkontálás mellett

Az értekezés bevezeti a szeparábilis diszkontálás techniká-

ját zérusösszegű sztochasztikus játékok esetén, valamint

a megoldásukhoz a szuperjátékok fogalmát. Emellett az ér-

tekezés Nowak (1984A,B) munkái alapján meghatároz to-

vábbá a zérusösszegű végtelen sztochasztikus játékok há-

rom speciális osztályát szeparábilis diszkontálás mellett: a

Borel, a Szuszlin és a Nowak sztochasztikus játékokat.

A (KK3) kutatási kérdésre válaszul az értekezés az aláb-

bi eredményeket adja:

1. Minden zérusösszegű véges sztochasztikus játéknak

létezik értéke szeparábilis diszkontálás mellett.

2. Egy zérusösszegű megszámlálható sztochasztikus já-

téknak létezik létezik értéke szeparábilis diszkontálás

mellett, amennyiben legalább az egyik játékos minden

állapotban csupán véges számú akció közül választ-

hat.

3. Minden zérusösszegű Borel, Szuszlin és Nowak szto-

chasztikus játéknak létezik értéke szeparábilis disz-

kontálás mellett.

Az egyszerűség kedvéért nevezzük a szeparábilisan disz-

kontált jutalmat maximalizáló játékost Támadónak, a má-

sik játékost pedig Védekezőnek. A (KK4) és a (KK5) kutatási

kérdésekre adott válaszok a következők:
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1. Minden zérusösszegű véges sztochasztikus játékban,

szeparálható diszkontálás mellett, mindkét játékos-

nak van optimális Markov-stratégiája.

2. A Védekezőnek mindig van optimális Markov-stratégiája

zérusösszegű Borel, Suslin és Nowak sztochasztikus

játékokban.

3. Zérusösszegű számlálható sztochasztikus játékban, sze-

parábilis diszkontálás mellett, a Védekezőnek van op-

timális Markov-stratégiája, amennyiben legalább az egyik

játékos minden állapotban csupán véges számú ak-

ció közül választhat.

4. Zérusösszegű Borel, Suslin és Nowak sztochasztikus

játékokban a Támadónak mindig van ε-optimális Markov-

stratégiája minden ε > 0 esetén.

5. Zérusösszegű számlálható sztochasztikus játékokban,

szeparábilis diszkontálás mellett, az Támadónak van

ε-optimális Markov-stratégiája, amennyiben legalább

az egyik játékos minden állapotban csupán véges szá-

mú akció közül választhat.

6. A disszertáció megad egy zérusösszegű véges szto-

chasztikus játékot szeparábilis diszkontálással, amely-

ben egyik játékosnak sincs optimális stacionárius stra-

tégiája.

A fenti eredmények elérése érdekében az értekezés a
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szuperjáték módszerét alkalmazza. Ennek során nagymér-

tékben épít Flesch et al. (2020) munkájára a pozitív zérus-

összegű megszámlálható sztochasztikus játékok, valamint

Nowak (1984A,B) munkáira a zérusösszegű végtelen szto-

chasztikus játékok területén.

3.3. Diszkontált Markov döntési folyamatok vé-

gesen additív keretrendszerben

Az értekezés bevezeti a szeparábilis és a fodrozódó (ripple)

diszkontálás fogalmát végesen additív Markov döntési fo-

lyamatokban, valamint a megoldásukhoz a szuperfolyama-

tokat.

A (KK6) és a (KK7), valamint a (KK8) és a (KK9) kuta-

tási kérdésekre válaszul az értekezés az alábbi eredménye-

ket adja:

1. Minden végesen additív Markov döntési folyamat-

ban a játékosnak van optimális stratégiája fodrozódó

diszkontálás mellett.

2. Minden végesen additív Markov döntési folyamat-

ban a játékosnak van optimális Markov stratégiája sze-

parábilis diszkontálás mellett.

3. Bemutattunk egy példát olyan végesen additív Mar-

kov döntési folyamatra szeparábilis diszkontálás mel-

lett, amelyben a játékosnak nincs optimális stacionárius
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stratégiája. Hasonló ellenpélda konstruálható fodro-

zódó diszkontálás esetén is.

A fenti eredmények elérése érdekében az értekezés a

szuperfolyamatok módszerét alkalmazza. Ennek során nagy-

mértékben támaszkodik Sudderth (2016) munkájára a ne-

gatív végesen additív Markov döntési folyamatok terüle-

tén.
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