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1. fejezet

Kutatasi el6zmények és a téma

indoklasa

A kozgazdasagtan egyik fontos kérdése, hogy az egyes piacok hogyan allokéiljak az ers-
forrasokat. A parositasi piacokon nincs, vagy csak részben van olyan arrendszer, amely
meghatarozza az allokaciokat, és a létrejovs parositasokat elsGsorban a piacot szabalyozo

mechanizmusok adjak meg. (Nobel Prize, 2012b)

A parositasi piacok elméletének alapjait (Gale és Shapley| (1962)) fektették leﬂ akik
a parositasi feladat megoldésara a stabilitds koncepciot javasoltak. Ennek megfelelGen
kétfGs parok esetében olyan parositas kialakitasa a cél, amelyben nincs két olyan kiilonb6z6
parokban 1évé szerepld, akik jobban preferaljak egymast, mint sajat parjukat. Az egyoldali
parositasi piacok egyik alapveté modellje a (Gale és Shapley (1962) altal meghatarozott
stabil szobatdrsak probléma, amelyben a szereplGknek szigoru preferencia-rendezése van a
tobbiekre nézve, és a feladat egy stabil parositas létrehozéasa, amennyiben az létezik.

Az egyoldali parositasok egyik fontos alkalmazési teriilete a vesecsere-programok (lasd
pl. Bird (2006)). Ezek esetén olyan beteg-donor parok a piaci szereplsk, amelyek egyik
tagjdnak 1j vesére van sziiksége, a masik tagja pedig hajlandé lenne donorként odaadni az
egyik veséjét, ugyanakkor egymaéssal, a transzplantacié szempontjabol, nem kompatibili-
sek. A feladat olyan parositas kialakitasa, amelyben az egymashoz tarsitott két kiilonb6z6

beteg-donor par kézott keresztben valdszintsithetGen megvalosulhat a transzplantacio -

1Az elmélet késSbb szamos gyakorlati alkalmazés alapjaul szolgalt, mint példaul orvosi rezidensek kér-
hazakhoz rendelése, egyetemi felvételi eljarasok, vesecsere-programok. A stabil allokaciok elméletéért és a
piactervezés teriiletén végzett munkajukért Lloyd Shapley és Alvin E. Roth kapta a 2012-es kozgazdasagi
Nobel-dijat (Nobel Prizel [2012a).



késébbi tesztek soran ennek még sajnalatos modon kideriilhet az ellenkezéje.

Morrill (2010) az egyoldali parositasi feladat megoldésra a stabilitassal szemben egy
alternativ megkozelitést, a Pareto-hatékonysagot javasolja. Ervelése szerint a szobatérs
probléma esetében a stabilitas figyelmen kiviil hagyja azt a meghatarozo fizikai korlatot,
hogy a szobatarsaknak szobakra van sziiksége, és ennélfogva az tulsagosan szigora. Ugyan-
is, hogyha egy szobabeosztas mar kialakult, akkor hidba szeretne két kiilonb6z8 szobaban
lévé egyén 6sszekoltozni, egyoldalian egyikiik sem koltoztetheti ki a sajat szobatarsat, és
az 1j parositas nem johet létre. Ez kiilonosen fontos lehet a vesecserék esetében, ahol a
parositas utén is kideriilhet még inkompatibilitas.

Az eddig emlitett megkdzelitések parok kialakitsara vonatkoznak, ugyanakkor a gya-
korlatban vannak olyan feladatok, amelyek esetében el6fordulhatnak nagyobb méreti cso-
portok is. Példaul a vesecserék esetében van olyan program, amelyben megengedettek a
harmas parok (Biro, 2006), a szobatéarsak tekintetében pedig gyakran 3- vagy 4-fGs szo-
bakkal talalkozunk. A szobatérs probléménak azt a valtozatat, amelyben haromfss szobak
kialakitasa a feladat, 3-dimenzios szobatéars probléméanak (3D-SR) nevezziik. Ismerete-
ink szerint egy kivétellel (Arkin és szerzétarsai (2009) 2-stabil parositas megkozelitése)
valamennyi 3-dimenzids felirds NP-teljes eredményre vezet. Ez azt jelenti, hogy ezen
feladatok esetén bonyolultsagelméleti szempontb6l nincs hatékony modszer a megoldas
meghatarozasara, igy a gyakorlatban nagyméretii problémék esetén nem tudjuk megad-
ni azt. Tovabba megjegyezziik, hogy mindossze egy olyan megkozelitéssel talalkoztunk
(Lam és Plaxton| (2019)) teljes ciklikus listakra vonatkoz6 eredménye), amely a haromnal
magasabb dimenzi6 esetét is targyalja.

Segev ¢és szerzotarsail (2005)) a vesecserékre egy olyan gyakorlatban is alkalmazott meg-
kozelitést tekintettek, amely egy sulyozott parositési problémara vezethetd vissza (Bird,
2006). A szerzdk szimulacios kisérletek alapjan tgy talaltak, hogy modszeriikkel orszagos
szinten jobb eredményt lehetne elérni, mint az "els6 talalatot elfogadd" parositési eljarast
alkalmazo vesecsere kozpontok esetében.

A disszertacio célja roviden a kovetkezGképpen fogalmazhato meg:

e A silyozott parositasi megkozelités kiterjesztése egyoldali parositasi kontextusban a

csoportok tetszsleges méretére. Kifejezett célunk olyan keret meghatarozasa, amely-

/////

e Az igy megfogalmazott feladatok elméleti megoldhatosiaganak, vagy masképpen azok
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bonyolultsaganak vizsgélata.

o A feladatok gyakorlati megoldhatosaganak és tulajdonsagainak vizsgélata széleskort
szimulacios kisérletek segitségével az irodalomban talalhaté heurisztikak és sajat
algoritmusok eredményeinek 6sszehasonlitasaval.

A silyozott parositasi feladat tetszéleges m csoportméretre torténd kiterjesztésére az
m-dimenziés parositasi problémét vessziik alapul. Ez egy grafparticionalasi problémaként
kezeli a csoportositasi feladatot, amelyben Pareto-hatékony megoldast hatarozunk meg. A
disszertacod kozéppontjaban ennek egy specialis esete all, amelyben a szereplék egy eukli-
deszi tér pontjainak felelnek meg, a kapcsolataikat a kozottiik adodo euklideszi tavolsagok
adjak meg, a cél pedig m f6bsl allo csoportok létrehozasa ugy, hogy a csoportokon beliili
tavolsagok négyzetosszege a konkrét feladattol fiiggGen minimélis vagy maximalis legyen.

Vegyiik észre, hogy a feladat soran a célfiiggvény értékéhez a csoporton beliili vala-
mennyi élt figyelembe kell venni. Ebbdl kévetkezGen a vesecserékre haromf&snél nagyobb
csoportok kialakitdsara nem tudjuk interpretalni, hiszen ennél az alkalmazasnél tulaj-
donképpen korok kialakitasa a feladat. Megjegyezziik tovabba, hogy a vesecserékre a
gyakorlatban helyesebb lenne olyan megoldasi koncepcié, amely megengedi egyszerre a
két- és haromfss csoportokat is, valamint figyelembe tudja venni a haromfds csoportok
esetén a két kiillonboz6 csere-iranyt is.

Az el6z6 megfontolasok miatt az euklideszi térben felirt problémat szobatéarsak paro-
sitasaként, vagy méasképpen kollégiumi szobakhoz rendeléseként kezeljiik, és m-szobatdrs
problémdnakﬂﬂ nevezziik. Az euklideszi tér dimenziéi a hallgatok tulajdonsagait repre-
zentaljak, és az euklideszi tavolsagok hatarozzak meg, hogy mennyire lennének j6 szoba-
tarsak. A cél egy kollégium hallgatoinak beosztasa egyenlé méretii szobakba tugy, hogy az
szamukra a legelényodsebb legyen.

A csoportositas modjara két kiillonbo6z6 megkozelitést targyalunk, amelyek mellett kii-
16nb6z6 érvek szoélnak. Az egyikben azt tessziik fel, hogy olyan csoportok kialakitésa a
kedvezs, amelyben hasonlé egyének szerepelnek. Ekkor homogén csoportokrol vagy klasz-
terekrol beszéliink. Emogott a motivaciot a hasonld érdeklddési teriiletek és tulajdonsé-

gok révén feltételezhetGen kialakuld jobb kapcsolatok adjak. Ekkor egy minimalzélasi

2Vegyiik észre, hogy az m-szobatérs probléma csupan elnevezésében hasonlit a |Gale és Shapley (1962)
altal megfogalmazott szobatars problémara. Az altalunk targyalt feladat nem preferencia-sorrendekre
épiil, és nem cél stabil megoldas meghatarozasa.

3Ugyanerre a problémara Kondor| (2018)) konferenciaelsadédsomban és 2015-6s k-szobatérs probléma ci-
mi TDK dolgozatomban a k-szobatérs probléma elnevezést hasznaltuk. Ugyanakkor, hogy konzisztensek
legyiink a szélesebb szakirodalomban megjelens, kapcsolédd problémékkal, ezt modositottuk.



problémat tekintiink. A masik megkozelitésben ezzel ellenkez6leg, a napjainkban egy-
re nagyobb szerepet kapo6 diverzitas fontossagaval 0sszhangban, olyan szobabeosztasokat
kivanunk megadni, amelyben a szobatarsak a lehets legvaltozatosabb tulajdonsagokkal
rendelkeznek. Ekkor heterogén csoportok kialakitasa céljabol egy maximalizalasi problé-

méat vizsgalunk.

Hagyomanyosan a klasztereket olyan csoportoknak tekintjiik, amelyek elemei egymas-
hoz hasonloéak. Ebbdl eredéen a mi esetiinkben szigoriian véve az m-dimenzios parositas
és az m-szobatars probléméknak csupan a minimalizalasi verzidja tekinthets egyenletes
klaszterezési feladatnak, vagyis olyan problémanak, amelyben a cél egymashoz hasonlo
elemekbdl allo, egyenld méretl csoportok kialakitdsa. A mi esetiinkben a maximalizalési
feladat célja diverz csoportok kialakitasa. Ugyanakkor az irodalomban taldlhaté olyan
megkozelités (lasd példaul [Feo és Khellaf (1990), valamint |Feo és szerzétarsail (1992) altal
tekintett k-particionalas probléma), amelyben a szereplk kozotti tavolsagokat kompati-
bilitasi értékekként interpretaljék, igy a klaszterek kialakitasat egy maximalizalasi feladat
irja le. Emiatt, és részben az egyszeriibb targyalas érdekében is, a klaszterezés elnevezést
megengedGen hasznaljuk, és olyan csoportokként tekintiink a klaszterekre, amelyeket egy
meghatarozott minimalizalasi vagy maximalizalasi probléma megoldasaként alakitottunk
ki. Ezzel 6sszhangban pedig a dolgozat soran az egyenlé méretd csoportok kialakitasanak

problémait dsszefoglaloan egyenletes klaszterezési problémdknak nevezzik.
A 2. Fejezetben részletes attekintést adunk az alkalmazasi lehetGségekral.

A 3. Fejezetben elGszor illusztraljuk az m-szobatars probléma nehézségét az esetek
szamanak megadéasaval. Ezt kovetGen bevezetjiik a csoportositasi problémak elméleti
nehézségének vizsgalatahoz sziikséges eszkoztarat, és attekintjiik a csoportositési feladatok
nehézségi eredményeit. Végiil kiterjesztjiik a kapcsolodo nehézségi eredményeket altalanos

dimenziéban.

A 4. Fejezetben bemutatjuk a stabil szobatarsak problémét, valamint targyaljuk en-
nek valtozatait és a kapcsolodd bonyolultsagelméleti eredményeket. Ezutan megadjuk
az m-szobatars probléma formalis definiciojat, valamint targyaljuk a modell elényeit és

hatranyait a stabil szobatarsak probléma ellenében.

Az 5. Fejezetben olyan algoritmusokat mutatunk be a megengedett megoldésok konst-
rukcidjara, amelyek polinomiélis futasidejtiek és valamilyen konkrétumot adnak a meg-

oldéas szuboptimalitasara. Kétféle modszert tekintiink, az approximacios eljarasokat és a



kup optimalizéalast.

A 6. Fejezetben bemutatjuk az irodalomban talalhato legfontosabb heurisztikus eljé-
rasokat, és 1j modszereket is megkonstrualunk. Ezeknek két csoportjat targyaljuk. Az
els6be a klaszterelemzéshez kapcsolodo eljarasok tartoznak, amelyek alapvetéen alacsony
futasidével rendelkeznek, ugyanakkor nem garantalt, hogy a megoldasban a csoportok
szama egyenl lesz. Hogy az m-szobatars problémara ezek alkalmazhatoak legyenek, meg-
fogalmazunk 6 kiilonb6z6 heurisztikus eljarast a klaszterek kiegyenlitésére, amelyeket a
7. Fejezetben teszteliink. A maéasodik csoportban olyan eljarasokat targyalunk, amelyek
konstrukci6jukbol adéddan alkalmasak egyenlé elemszamu klaszterek elGallitasara. Ezek
koziil tobbnek is kozos vonasa, hogy péarok cseréjével probal meg javitani a megoldéson.
A mi hozzajarulasunk az eljarasok ezen csoportjahoz, hogy megvizsgaljuk a nagyobb mé-
retd cserék lehetGségét, és megfogalmazunk harom heurisztikus eljarast, amelyek kettes és
hérmas cserék segitségével keresik az optimumot. Ezeket szintén bevonjuk a 7. Fejezetben
elvégzett elemzésbe.

A 7. Fejezet soran végrehajtjuk a probléma egy tobb lépéshdl allo vizsgalatat egy széles
elemzési keretben. Az irodalomban rendszerint az optimalizalasi probléméknak csak az
egyik, vagy a minimalizalasi vagy a maximalizalasi verziojat tekintik, és erre értékelik
ki a heurisztikdk egy sziikebb halmazat. A mi esetiinkben egyszerre vizsgaljuk a feladat
mindkét megfogalmazésat, és az eljarasok széles korét bevonjuk az elemzésbe.

A 8. Fejezetben Osszegezziik a dolgozat eredményeit, és tovabbi kutatasi iranyokat

jeloliink meg.



2. fejezet

A felhasznalt modszerek

2.1. Az m-dimenzids parositasi problémak definidlasa és
bizonyitas redukcié altal

A disszertéacio 3. Fejezetében kiterjesztjiik az egyenlé mérett csoportok létrehozésara vo-
natkozo altalanos dimenzios nehézségi eredményeket. A nehézségi eredmények kiterjeszté-
séhez az egyenletes MSSC problémabol indulunk ki. Huygen tételdalapjan a klasztereken
beliili pontoknak a klaszter centroidjatol vett négyzetes tavolsagainak 6sszege megegyezik
a klaszter pontjainak egyméstol vett négyzetes tavolsdgainak az adott klaszter elemsza-
ménak kétszeresével leosztott Osszegével. Ugyanez egyszertibben, formélisan megadva a
C1, ..., Cy klaszterek egységes m elemszama esetén

1 1 <&
I ERTES SNNEN] S ol W R

s=1 z;€C5 s=1 z4,2;€Cs

k

Ezt felhasznalva atirhatjuk az egyenletes MSSC problémat gy, hogy annak célfiiggveé-
nyében a pontok kozotti euklideszi tavolsagok szerepeljenek. A probléma altalanositésa-
hoz ezt kévetSen lecseréljiik az euklideszi tavolsagot egy, az ¢, norman alapul6 tavolsag-
mértékre, valamint a feladat minimalizalasi verzidja mellett a maximalizélasi célt is te-

kintjiik. Az igy kapott feladatokat a[2.1.1] Optimalizalasi problémaval definialjuk.

2.1.1. Optimalizalasi probléma. pMIN-mDM (pMAX-mDM).
Input: C = {x1,...,2,} C R? pontok halmaza, valamint m és p egész szamok, ahol

k=n/m egész.

"Huygen tételét elGszor |[Edwards és Cavalli-Sforzal (1965) bizonyitotta (Novick, [2009).



Output: A pontok azon C4,...,Cy egyenld méretd csoportokbol dllo particidja, amely
minimalizalja (mazimalizalja) o

k

Do D gl

s=1 z;€C5 T eCy

célfiigguényt.

Az optimalizalasi probléma NP-nehézségének bizonyitasdhoz megmutatjuk, hogy az
optimalizalasi problémahoz tartozo eldontési probléma NP-teljes (Ausiello és szerzétarsai,
2003). Ennek a bizonyitasat egy masik NP-teljes problémabol torténd redukcioval tessziik
meg. A bizonyitas lényege, hogy ha adott egy A NP-teljes eldontési probléma, és ez
alapjén szeretnék bizonyitani egy B eldontési probléma NP-teljességét, akkor elGszor is be
kell latnunk, hogy B NP-beli, masodsorban pedig meg kell mutatnunk, hogy A tetszéleges
esete visszavezethetd polinomialis idében a B feladatra, igy ha meg tudnénk oldani B-t,
akkor meg tudnank oldani A-t is. Ugyanakkor mivel tudjuk, hogy A NP-teljes, ezért
B-nek legalabb olyan nehéznek kell lennie, mint A.

2.2. Uj heurisztikus eljarasok megkonstrualasa

A disszertacidoban targyaljuk az m-szobatars probléma gyakorlati megoldhatosagat. Ehhez
a 7. fejezetben szamos heurisztikus eljarast hasonlitunk dssze kiilonb6z6 feladatok megol-
dasara. Az elemzésben szerepls eljarasok kéréhez mi is hozzajarultunk néhany algoritmus

megkonstrualasaval, amelyeket az aldbbiakban mutatunk be.

2.2.1. Kiegyenlit6 eljarasok eql-6

Az 0Osszevond hierarchikus klaszterezés alkalmas vagassal (cluster, lasd Dr. Kovacs
¢s szerzétarsal (2011))), a k-kozép++ algoritmus (kmeans, lasd |Arthur és Vassilvitskii
(2007)) és a fuzzy c-kozép egyenld klaszterméretekkel modszer (eqFCM, lasd Hoppner és
Klawonn| (2008)) koziil egyik sem ad garantéltan egyenls elemszamu csoportokat, ezért
megadunk hat heurisztikus eljarast a csoportok kiegyenlitésére. Ezek mindegyike a 0.
lépésben ellendérzi, hogy a klaszterek szama k-val egyenlé-e. Amennyiben ez nem teljesiil,
gy a legnagyobb elemszammal rendelkezé klaszterbdl kivalasztjuk azt az elemet, amely
a legtavolabb helyezkedik el a klaszter kozéppontjatol, és ebbdl egy 14j, egyelemi csopor-

tot hozunk létre. Ezt addig ismételjiik, amig mar nem maradnak iires klaszterek. Kzt
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kovetGen az egyes eljardasok miikodési elvei az alabbiak szerinti:

1. kiegyenlitd modszer (eql)

A legnagyobb elemszamu klasztertdl kezdve, egymés utan egyenliti ki a csoporto-
kat. Egy adott csoport esetén a tobbi klaszterkdzépponttol vald téavolsag alapjan
sorol a4t annyi elemet a klaszterbél, amennyi az idealis csoport elemszam eléréséhez
sziikséges. Minden lépésben azt az elemet helyezziik at, amelyik a legkdzelebb van
valamely masik klaszter kozéppontjahoz. Az atsorolasokat kovetSen ‘letiltjuk’ (més-
képpen megjeloljiik) az adott csoportot, hogy ne keriilhessenek vissza az elemek, és
atlépiink a kovetkezd legnagyobb elemszamu klaszterre. Barmely kiegyenlités so-
ran legfeljebb k(k — 1)(m — 1)/2 lépésre van sziikség. Az eljaras pszeudokodjat a
. Algoritmus irja le.E|

Az 1. kiegyenlits eljaras (eql)

Input C' = {C4,...,Ck} nemiires klaszterek ¢ = {cy,..., ¢} klaszterkozép-
pontokkal, ahol ¢; = ‘71‘ ij co, Tj a C; Klaszter kozéppontja, valamint

a klaszterek egyenlé m mérete
(1) i<« argmax{|Ci|: C; € C}  [alegnagyobb klaszter indexe]

(2)  while (|C;| > m)

g, argmin{d(z;,¢) : x; € C;, ¢ € ¢, 1 # i}
4l

C; + C\z;, C; + CyU{x;}, ¢ frissitése

end
(3)  C\Ci, c\¢;, i < argmax {|Cj| : C; € C'}  [halmazok és index frissitése]
(4) if (|G > m)
goto Step (2)

end

2.1. Algoritmus. Az 1. kiegyenlits eljaras (eql)

2A tovabbi kiegyenlits eljarasok ennek kisebb modositasaival kovetkeznek, igy azok pszeudokodjait
nem kozoljiik.
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. kiegyenlit6 modszer (eq2)

A legnagyobb elemszamu klasztertdl kezdve ‘lecsorgatja’ a tobbletet, amig a csopor-
tok ki nem egyenlitédnek. Egy lépésben atsorol egy adott klaszterbdl egy elemet
valamely masik csoportba a klaszterkozéppontoktol valo téavolsag alapjan. Mindig
azt az elemet helyezziik at, amelyik a legkozelebb van valamelyik mésik csoport
kozéppontjahoz. Az atsorolas utan letiltja azt a klasztert, amelybdl athelyezésre
keriilt az elem, majd atlép a kovetkezs legnagyobb elemszami csoportra. Ezt ite-
raljuk, amig van olyan még nem letiltott csoport, amelynek elemszama nagyobb az
idealisnal, egyébként pedig feloldjuk a tiltasokat, és djrainditjuk az algoritmust. A
maximalisan sziikséges lépések szdma ebben az esetben is k(k — 1)(m — 1)/2.

. kiegyenlité modszer (eq3)

A legkisebb elemszamu klasztertdl kezdve, egymés utan egyenliti ki a csoportokat
az 1. kiegyenlité modszerhez hasonlé modon. Egy adott csoportba annyi elemet
sorolunk at, amennyi az idealis csoport elemszam eléréséhez sziikséges. Az atsorolas
a hidnnyal rendelkez6 csoport klaszterkozéppontja és a tobbi, legaldbb két elemmel
rendelkezd csoportban 1évé elemek tavolsaga alapjan torténik. Mindig azt az elemet
helyezziik at, amelyik a legkozelebb van az éppen kiegyenliteni kivant klaszterhez.
Az algoritmus legfeljebb (k — 1)(m — 1) athelyezés utan biztosan terminal.

. kiegyenlité modszer (eq4)

A legkisebb elemszamu klaszter fel6l indulva, és afelé ‘csorgatja’ a tobbletet, amig a
csoportok ki nem egyenlitédnek. Egy lépésben az éppen kiegyenliteni kivant klaszter
koézéppontjanak és a tobbi, legalabb két elemmel rendelkez6 csoport elemeinek a
tavolsadgat tekinti. Mindig azt az elemet sorolja at, amelyik a legkozelebb van az
aktualisan tekintett klaszterhez. Az algoritmus legfeljebb (k — 1) ((m —2)k/2+ 1)
athelyezés utan biztosan terminal.

. kiegyenlité modszer (eq5)

Az eljaras az 1. és a 3. kiegyenlit6 modszereket 6tvozi. Miutan végrehajtotta a
legnagyobb elemszami csoport kiegyenlitését, letiltja azt, majd a legkisebb klaszter
kiegyenlitésével folytatja, amelyet szintén letilt, ha azzal végzett. Ezt a két fazist
iteralja egymés utéan, amig vannak az idealistol eltéré méretd klaszterek.

. kiegyenlité modszer (eq6)

Egyszerre csokkenti a tobbletet a legnagyobb elemszami klaszter fel6l és tolt fel egy
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hidnyt a legkisebb csoportoknal. Egy lépésben atsorol egy elemet az elérhetd (nem
letiltott) legnagyobb elemszamu klaszterbdl, letiltja azt, majd ha még lehetséges,
atrak egy elemet a legkisebb csoportba, és ezt a klasztert is letiltja. A két fazist

addig iteraljuk, amig az 0sszes csoport ki nem egyenlitédik.

2.2.2. Fuzzy c-kozép egyenls elemszamu klaszterekkel (eqFCMv2)

A fuzzy c-kozép egyenld klaszterméretekkel eljaras (a c itt a klaszterek szamaét jeloli, lasd
Hoppner és Klawonn (2008))) eredményeképpen egy olyan U = [u;;] C R®™ hozzatar-
tozasi matrixot kapunk eredményiil, amely minden j,1 < 7 < n pontra egyértelmiien
meghatarozza, hogy mekkora mértékben tartozik az 7,1 < i < ¢ klaszterekhez. Ez alap-
jan megkonstrualhatunk egy olyan csoportositast is, amelyben minden klaszterbe azonos
szému elemet sorolunk.

Az eljaras soran az u,;; hozzatartozasi mértékek szerint haladunk csékkend sorrendben.
Egy adott w;; valtozd esetén, ha a j elemet még nem osztottuk be schova sem, és az i
csoportban van még szabad hely, akkor a j elemet az ¢ csoporthoz rendeljiik. Ellenkezé

esetben ugrunk a kovetkez6 w;; értékre, mig az osszes elemet be nem osztottuk.

2.2.3. Az LCW algoritmus harmas cserékkel (LCWv2, LCWv3 és LCWv4)

Az LCW algoritmus (lasd Weitz és Lakshminarayanan (1996)) tgy probal megengedett
megoldast taldlni az optimalizalési probléméara, hogy egy véletlenszerd beosztasbol kiin-
dulva parok cseréjével lépésenként javit a célfiiggvényértéken. Ha mar nem lehet parok
cseréjével javitani a célfiiggvényértéken, akkor az algoritmus terminal. Ugyanakkor az
optimalizaléasi feladat szempontjabol az LCW modszer megoldasa nem feltétleniil opti-
malis. Ugyanis el6fordulhat, hogy habar egy par cseréjével mar nem lehet javitani a
célfiiggvényértéken, egy harmas vagy nagyobb méretii cserével - ahol az elemek kiilon-
boz6 klaszterekbdl szarmaznak, és egyik sem marad a helyén - még lenne ré lehetGség.
A disszertacioban megvizsgaljuk az LCW modszer kiterjesztésének lehet&ségét hérmas,
vagy akar nagyobb elemszami cserékkel is.

Az LCW eljarés egy lépésben azt vizsgalja, hogy mennyivel javulna a célfiggvény
értéke, hogyha egy csoport egy adott elemét felcserélnénk egy masik csoport valamely
elemével. Ez egy lépésben (k—1)m darab eset kiértékelését jelenti. Ha az LCW algoritmus

metodusat alkalmaznank, és s cserére jelolt elemet tekintenénk, akkor minden egyes javito
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lépésnél Gsszesen

)

esetet kellene figyelembe venniink, ahol D, = sD, 1 + (—1)%, Dy = 1 a fixpont nélkiili
s-edfokt permutéciok (vagyis olyan cserék, amelyeknél egyik elem sem marad helyben;
Ds = 44, Dg = 265, D; = 1854; lasd Kiraly és Toth| (2011)) szaméat megado rekurziv
sorozat. A lehetséges esetek szama ekkor mar kis k és m értékeknél is vallalhatatlanna
valik.

Igy a fentick miatt az algoritmus tovabbgondolasanal a kettes cserék mellett csupan
a harmas cseréket vessziik figyelembe. Ezt haromféleképpen tessziik meg, igy a harmas
cserékre harom kiilonb6z6 heurisztikat konstrualunk. Az elsg valtozat (LCWv2) sorén,
amelynek pszeudokodjat a 2.2 Algoritmus irja le, miutan megprobaltunk kettes cserékkel
javitani a szobédk Ossztavolsaganak értékén, ugyenezt megtessziik harmas cserékre szorit-

kozva is.

LCW Algoritmus mésodik verzié - harmas cserék (LCWv2)

(1) Egy tetszoleges X = [x;,] kezd6megoldas megkonstruélasa, ahol
Tp=1hai=(p—-1)«xS+1,(p—1)*S+2,....,(p—1) %S+ és
p=1,2,...,G, valamint 0 minden més esetben.

(2) R+ DX, ahol D = [d;;] az elemek kozotti tavolsagok matrixa.

Flag < false [ezzel jeloljiik, ha csere torténik a késGbbiek soran]
10
(3)  Megnézziik, hogy lehet-e javitani gy, hogy az i elemet kicseréljik egy
masik csoportban lévd elemmel.
1 1+1
if (1 < N)
t < az a csoport, amelyben az ¢ elem van, vagyis amelyre x;; = 1

k « argmax w;, ahol w; = (1ry — i) + (11 — 1jq) — 2d;; és
jeJ
J={jlrj,=1,1<q< G q#t}
if (wk > O)

Tpg < 0,25 < 1,25 < 1,25 < 0 |kicseréljiik a két elemet]
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R+ DX |frissitjiik az R matrixot]
Flag < true |[jeloljiik, hogy csere tortént]
end if
goto Step (3)
end if

(4) Ha tortént csere a legutobbi iterdcié sordn, akkor ijra végigmegyiink az
osszes elemen.
if (Flag == true)
Flag < false, i <~ 0
goto Step (3)
end if

(5) Megnézziik, hogy lehet-e javitani hdrmas cserével igy, hogy az i elemet
€s két mdsik, kilonbozd csoportokban lévd elemet felcseréliink.
1 1+1
if (i < N)
t < az a csoport, amelyben az ¢ elem van, vagyis amelyre z;; = 1

(ky, ko) < argmax W (ji,j2), ahol
(J1,92)€J-J

W (j1, J2) = Tigy +7j1r+ Vg _(Tit—'_rjun +7jago Hdijy +dij2+dj1j2)
és
J-J= {(j17j2) ’ Tjqn = 17 1 < q1 < Gan 7é t,

Tjoga = L1<@p<Ge#t,a# Q2}

if (W (k1 ks) > 0)
[kicseréljiik a harom elemet|
Thigr < 0, Tyt < 1, Thogy < 0, Tppqy < 1, Tig, < 1,25 < 0
R <+ DX |frissitjik az R matrixot|
Flag « true |[jeloljiik, hogy csere tortént]

end if

goto Step (5)

end if

(6) Megnézziik, hogy tortént-e csere a lequtobbi iterdcid sordn, és ha nem,

akkor az algoritmus termindl.
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if (Flag == false)

stop [nem lehet tovabb javitani cserékkel]
else

Flag < false, i < 0

goto Step (5)
end if

2.2. Algoritmus. LCW Algoritmus masodik verzié - harmas cserék (LCWv2)

Az LCW algoritmus harmas cserékkel kiegészitett masodik valtozatdban (LCWv3) elsd
lépésben kettes cserékkel probalunk meg javitani, majd ha ezzel mar nem tudunk, akkor
a harmas cserék kovetkeznek. Ezt a két fazist egészen addig végezziik el egymas utan
ismételten, amig méar sem kettes, sem harmas cserékkel nem tudtunk javitani.

Végiil a harmadik valtozatban (LCWv4) minden egyes javitasi lépésnél egyszerre tekint-
jik a lehetséges kettes, illetve harmas cseréket. Ezek koziil azt a lehet&séget valasztjuk,
amellyel a legtobbet javitunk. Ha kettes és harmas cserével is ugyanakkora mértékd ja-
vulast érnénk el, akkor a kettes cserét preferaljuk. Az algoritmus akkor terminal, ha

semelyik elem esetén sem lehet méar kettes vagy harmas cserével javitani.

2.3. Szimulaciok a heurisztikus modszerek osszehasonli-
tasara

A disszertéacio 7. fejezetében a gyakorlati megoldhatosag vizsgalata részben szimuléciokkal
torténik, amelyek soran hallgatéi mintakat generdlunk, a vizsgalatban résztvevs algorit-
musokat futtatjuk a mintédkon, és végiil kiértékeljiik, hogy melyek végeztek a legjobban.
Az elemzésben részt vevs algoritmusokat harom csoportba soroljuk, és a modszereket a
2.3] Tablazatban Osszegezziik.

A kisérletek soran a hallgatoi mintak generaldsanal altalanosan a tulajdonsagok szama
3, és minden tulajdonség a [0, 10] intervallumbol vehet fel egész értéket. Az elemzés elvég-
zéséhez sziikséges programokat MATLAB-ban implementaltuk, az algoritmusok futtatasat
pedig egy Intel Core i5-8600K 3.60GHz processzorral és 16,0 GB RAM-mal rendelkezd

szamitogépen hajtottuk végre.
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Konstruktiv moédszerek

cluster

Osszevono hierarchikus klaszterezés alkalmas vagassal, amely tavol-
sagmértékként négyzetes euklideszi tavolsagokat, 6sszevono eljarés-
ként pedig Ward modszert alkalmaz (részletekért lasd Dr. Kovacs

és szerzétarsai (2011))

eql-6

Heurisztikus eljarasok, amelyek az elemek és a klaszterkozéppontok
tavolsagai alapjan, lépésenként egy elem &athelyezésével egyenlitik

ki a csoportokat

Kozéppontok szamitasat és hozzarendelést alternalo eljarasok

kmeans

A k-kozép-++ modszer, amely a klaszterkozéppontok szamitésat és
a pontoknak a hozzajuk legkozelebb 1év6 klaszterhez torténd hoz-

zérendelését alternélja (Arthur és Vassilvitskii, |2007)

eqFCM

A fuzzy c-kozép egyenls klaszterméretekkel modszer, amely proto-
tipusok és hozzatartozasi mértékek szamitasat alternalja (Hoppner

¢s Klawonn| 2008)

eqFCMv2

Az eqFCM modszer futésa utan elvégezziik a csoportok kiegyenlitését
ugy, hogy a hozzatartozéasi mértékek szerint csokkend sorrendben

haladva rendeljiik hozza az elemeket klaszterekhez

MalinenFranti

A kmeans eljarason alapul6 alternalé modszer, ahol az elemek hoz-
zarendelése a klaszterekhez a Magyar modszer segitségével torténik

(Malinen és Franti, 2014)

JittaKlami

Valoszintiségszamitdson alapulé modszer, amely az elemek allokéci-
oinak és a klaszterek paramétereinek becsléseit alternalja (Jitta és

Klami, 2018)

Lokalis keresést alkalmaz6 heurisztikak

LCW

Az eljaras parok cseréjével probal meg javitani a célfiiggvényértéken

(Weitz és Lakshminarayanan) 1996))
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LCWv2-4 A moédszerek parok és harmas cserék segitségével probalnak javitani

a célfiiggvényértéken kiilonboz6 konstrukeiok szerint

TLCW Az LCW modszer moho konstrukcioval és tabu memoriaval, ahol egy
lokélis megoldas megtalalasa utan végrehajtjuk a legjobb nem javito

cserét, és jrainditjuk a keresést (Gallego és szerzétarsai, 2013))

A TLCW modszer stratégiai ingazéssal 6tvozve, amely a keresés soran

S0
nem megengedett megoldasokat is érint (Gallego és szerzdtarsai,
2013)

Costaetal A LIMA-VNS modszer alkalmazésa, amely névekvs szomszédsé-

gokbol egy pontot véletlen cserék utjan kivalasztva inditja Gjra az

LCW eljarast (Costa és szerzétarsai, 2017)

2.3. Tablazat. Az elemzésben szerepld heurisztikus modszerek Gsszefoglald téablazata.

Amikor 6tvozziik a kiegyenlit§ eljarasok valamelyikét egy nem egyenls csoportokat
eredményezd heurisztikus modszerrel, akkor azt a kiegyenlits eljarés nevének utotagként
vald alkalmazaséval tessziik meg, példaul cluster_eq3. Mivel a kiegyenlits eljarasok
onmagukban is alkalmazhatoak egyenld elemszamu klaszterek létrehozéaséara, ezért ezeket
igy is bevessziik az 0sszehasonlitasba.
zivjat is szerepeltetjiik, ha az atiras magatol értet6ds. Igy példaul az LCW algoritmus
esetében tekintiink LCWmin és LCWmax algoritmusokat is rendre a minimalizélasi, valamint
a maximalizalési probléméakra. Hasonléan a hédrmas cseréket megvalosito eljarasokra, to-
vabbéa a TLCW, az SO és Costaetal algoritmusokra is. A hérmas cseréket is alkalmazo
modszerekre azt is megnézziik, hogy més heurisztikdk eredményeit, mint kezdémegoldast

alkalmazva, tudunk-e javitani az eredeti célfiiggvényértéken.

2.3.1. A kiegyenlit6 eljarasok vizsgalata

Az eql-eq6 kiegyenlité modszerek Gsszehasonlitasa Monte-Carlo (MC) szimulacioval tor-
ténik. Az Osszehasonlitast minden esetben valamelyik rogzitett alap klaszterezé eljé-

ras mellett tesszilk meg, amely az 0sszevond hierarchikus klaszterezés alkalmas vagassal
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(cluster), a k-kozép++ (kmeans), vagy a fuzzy c-kozép (eqFCM) heurisztikak valamelyike.

Egy szcenarié esetén véletleniil generélt hallgatokat tekintiink, alkalmazzuk az alap
klaszterezd eljarast, majd az igy kapott csoportositasra futtatjuk valamennyi kiegyenlit
modszert (eql-eq6), amelyekrdl meghatarozzuk, hogy egyméshoz képest mennyire telje-
sitettek jol. Ezutan a modszerek Osszehasonlitasa kiilonb6zd mutatok mentén torténik.
Egy MC szimulacié sordan 10000 mintat generalunk, igy a mutatok az egyes szcenariok
aggregalt eredményeit tiikkrozik. A mutatok stabilitasdnak vizsgélatdhoz ezt a folyama-
tot 100-szor megismételjiik, és meghatarozzuk a 100 futas alapjén a mutatok kiilonb6z6
statisztikait is: a mediant, a minimum és maximum értékeket, valamint a 25%-os, illetve
75%-o0s percentiliseket.

Ahhoz, hogy egy szcenéri6 esetén meghatarozzuk, hogy az egyes kiegyenlits eljarasok
relative mennyivel teljesitenek jobban vetélytarsaiknal, a kovetkezd értékelést alkalmaz-
zuk. Legyen c¢1,c9,...,c4 rendre az eql, eq2, ..., eq6 kiegyenlit§ eljaras altal kapott

koltség, és jelolje
Cterj = max{cy, ..., c6} —min{cy, ..., cs}

a koltségek terjedelmét. Ekkor a

Ci—cs
. 17 ha Cterj > 07

Cterj

D _1<j<6

pi = i
0, egyébként

relativ pontszam mutatja, hogy az i-edik kiegyenlits eljaras relative mennyivel teljesit
jobban a tobbinél. A terjedelemmel valé skalazasra azért van sziikség, mert a generélt
hallgatoktol fliggen a minimum és maximum koltségek kozotti tavolsag elég valtozékony
lehet. A skalazéas révén a legjobban és legrosszabbul teljesitd modszerek skalazott kolt-
ségei kozotti tavolsag mindig 1, a tobbi eljaras skalazott koltségkiilonbségei pedig ezzel

aranyosan adodnak.

Az algoritmusok értékelésre a kovetkezd mutatokat vezetjiik be:
p0 : Azt mutatja, hogy az algoritmus héanyszor adta vissza a legjobb eredményt
(dontetlenek is szamitanak), osztva az ismétlések szamaval.

pl : 6-t6l 1-ig pontozzuk az eljardsokat, és ezek atlagat vessziik algoritmusonként. A
legjobb eljaras 6 pontot kap, a legrosszabb pedig egyet. Dontetlenek esetén az algoritmu-
sok egységesen a helyezésekért jaré pontok atlagat kapjak. Igy ha a két legjobban teljesits
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algoritmus ugyanolyan jol szerepelt, akkor mindketts 5,5 pontot kap. Ha az élen harmas
dontetlen alakult ki, akkor mindharom eljaras 5 pontot kap. A pontszamok egy lehetséges
alakuldsa rendre az eql, ..., eq6 modszerekre: (legjobb) [5,5;5,5; 4;2;2; 2] (legrosszabb).

p2 : Atlagosan mennyire teljesit jol az algoritmus a tobbi modszerhez képest, vagyis
a p; relativ pontszamok atlaga.

T : Atlagos futasidsk.

Az algoritmusok Osszehasonlitasahoz hasznalt abrédkon a 100 futtatis eredményébdl
szamitott statisztikak megjelenitésére gyertyaszerd abrakat alkalmazunk. Ezek a 2.1} ab-
ran jelolt modon mutatjik a maximum (felsé vizszintes kék vonal), a 75%-os percentilis
(a kozépso széles teriilet felss éle), a median (a kozépsd vizszintes sarga vonal), a 25%-os
percentilis (a kozépsd széles teriilet also éle) és a minimum (az alsé vizszintes kék vonal)

értekeét.

4 AT
L= LA ilis
4J_ 127005 percentils
| +—— median
m ‘—|_
25%-05 percentilis

T I— minimum

2.1. dbra. A kiegyenlits eljarasok statisztikai mutatoinak megjelenitésére hasznalt gyer-
tyaszerd abrdk magyarazata.

2.3.2. Optimalitasi pontszaAm a nagyobb hallgatéi elemszamokra

A lokalis kereséseket megvalositod eljarasokat n = 600 f6s hallgatéi mintédk esetében is
vizsgaljuk kiilonb6z6 m szobaméretek mellett. Ekkor az m = 2, vagyis kétfGs szobdk esetét
leszamitva a tényleges optimumok keresése az Osszes lehetséges szobabeosztas koltségének
végignézésével mar biztosan nem megvalosithato. Ezért az eljarédsokat egymashoz képest

értékeljiik ki az optimalitdsi pontszam felhasznéalasaval.

2.3.1. Definicio6. Jeldlje M a hallgatoi mintdk szamdt. Jelélje tovabbd x"*® és ™™ a he-

urisztikdk daltal megtaldlt legnagyobb, illetve legkisebb célfigguényértékeket az i-edik minta

g

esetén. Tegyiik fel, hogy x" > x™" Vi. Legyen végiil :r;fl eqy tetszdleges ‘alg’ algorit-

mus dltal megtaldlt célfigguényérték az i-edik minta esetén. Ekkor az ‘alg’ algoritmus p™9
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optimalitdsi pontszdma
M alg min
alg __ i 2 : Ly~ — X
Pr=u qax _ gpmin’

i=1 "1 i
Az optimalitasi pontszam lényege, hogy kiilonb6z6 csoportszamok (k) és szobaméretek

(m) mellett is azonos skalan tudjuk dsszehasonlitani az eredményeket, mivel p®9 € [0, 1]

mindig teljestil.

2.4. A lehetséges szobabeosztasok megkonstrualasa kis
k és m esetén

Az m-szobatars probléma kisméret eseteire meg tudjuk hatérozni a 2MIN-mDM és
2MAX-mDM problémék optimumét, igy ezt hasznélhatjuk az algoritmusok eredményei-
nek értékeléséhez. Az optimumokat az 0sszes lehetséges szobabeosztas célfiiggvény szerinti
értékének meghatarozasaval, és ezen értékeken a minimum és maximum keresésével adjuk
meg.

Az Osszes lehetséges szobabeosztés felirasara szamokat rendeliink a hallgatokhoz 1-t61
n-ig. Ezutan egy rekurziv eljaras segitségével lépésenként alakitjuk ki a szobakat. A
rekurziv algoritmus pszeudokédjanak megadasahoz az alabbi definiciokat és jeloléseket

vezetjiik be.

2.4.1. Definicio. Jelolje k > 1 a szobdk szdmdt, m > 1 a szobdk (azonos) méretét ésn =
k-m a hallgatok szamdt. Legyen S = {1,...,n} az dsszes hallgato halmaza. Legyen tovabbd
R C S,|R| = m egy beosztott szoba és R = {R|R C S,|R| =m} egy szoba lehetséges
beosztdsainak halmaza. Legyen megadott k és m értékek mellett az r-szobabeosztdasok (0 <

r < k) halmaza

P, Z{(Rl,...,Rr,sl,...,slH
0<r<k; 0#R €RYi; RiNR; =0 Vi,j,i# j;
0<I<n;l=n—-r-m;s €SV s &R, Vi,j;
i 8 Vi ji # 5 (U R U (Ui {si}) = 51

Ez olyan részleges szobabeosztdsok halmaza, ahol azon szobdk szama, amelyekhez mdr hoz-

zdrendeltink m hallgatot, r. FEkkor Py eqy egyelemd halmaz, amelynek eleme annak felel
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meg, amikor még eqy hallgatot sem osztottunk be. Py pedig a lehetséges (teljes) szobabeosz-
tasok halmaza, amelynek elemei azok a beosztdsok, ahol minden hallgatot hozzdrendeltik

valamelyik szobahoz.

2.4.2. Definici6. Jeldlje k > 1 a szobdk szdmdt, m a szobdk (azonos) méretét és igy
n =k -m a hallgatok szamdt. Legyen D € R™ ™ a hallgatok kézotti euklideszi tdvolsdagok
négyzeteinek mdtriza. Legyen 0 < r < k a mdr beosztott szobdk szama, és ennek megfe-
leléen legyen P = (Ry,..., Ry, 81,...,8) € P, egy r-beosztds. Legyen d : P, — R egy
beosztds-koltségfiigguény, amely megadja eqy r-beosztds esetén a mdr beosztott szobdkban
lévd hallgatok szobdn beliili tavolsagainak 6sszegét:
dP)=>" > Dy
m=1 i,ji€<1§m,

Legyen tovibbda D = {(P,d(P))|P € P,,0 <r <k} az dsszes lehetséges beosztds-kiltség
pdr halmaza, és jellje 2P a D részhalmazainak halmazdt. Végiil pedig legyen h : P, xRS —

2P egy olyan szoba(halmaz)-hozzdrendelés, ahol a P € P, r-beosztdsra
B (P,d(P)) ={ (P d(P) | (P, d(P)) € D,
P'=(Ry,...,R,,Roi1,8,....8_1) € Pria,
min{sy,..., 8} € RTH}.
Az Osszes lehetséges szobabeosztas, azok koltségeinek, valamint a minimum- és maxi-

mumértékek meghatarozasahoz hasznalt rekurziv eljaras pszeudokodjat a2.4 Algoritmus

irja le.

Rekurziv eljaras a lehetséges szobabeosztasok meghatarozasara

(1) Vidltozok inicializdldsa.
C =0 [globalis valtozo: az Osszes koltség halmaza]
Cmax = NaN,Cmin = NaN [globalis valtozok: C' szélsGértékei]
r=0 [beosztott szobak szama|
(2) A kroomcases(r, P,d(P)) rekurziv fiigguény futtatdsa.
if (r < k)
H + h(P,d(P)) |r+ l-szobabeosztasok generalésal

21



for (P',d(P')) in H
kroomcases(r + 1, P', d(P’))
end for
else [koltséghalmaz és szélsGértékek frissitése]
C «+ CUd(P)
if (isnan(C'max)) or (Cmax < d(P))
Cmazx < d(P)
end if
if (isnan(C'min)) or (Cmin > d(P))
Cmin < d(P)
end if
end if

2.4. Algoritmus. Rekurziv eljaréas a lehetséges szobabeosztésok koltségeinek és a koltségek
minimum és maximum értékeinek meghatarozasihoz

Az algoritmus mikodését n =9 és m = 3 esetén a2.2] abra szemlélteti.

2.4.3. Allitas. A . Algoritmus az dsszes lehetséges szobabeosztdst megkonstrudlja, €s

mindegyiket pontosan egyszer.

{1,2,3},{4,5,6},7,8,9
{1,2,3},4,5,6,7,8,9 {1,2,3},{4,5,7},6,8,9
{1,2,4},3,5,6,7,8,9 {1,2,3},{4,5,8},6,7,9

1,2,3,4,5,6,7,8,9 {1,2,5},3,4,6,7,8,9 :
{1,2,3},{4,8,9},5,6,7

{1,8,9},2,3,4,5,6,7

2.2. abra. A kroomcases eljaras rekurziv lépéseinek abrazolasa az Osszes lehetséges szo-
babeosztés megkonstrudlasara n = 9 és m = 3 esetén.
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3. fejezet

Az értekezés eredményei

3.1. Az m-dimenziés parositasi problémak NP-nehézségi
eredményei

A kovetkezdekben kiterjesztjik az egyenld méreti csoportok létrehozasara vonatkozo al-
taldnos dimenzids nehézségi eredményeket. Megmutatjuk expliciten, hogy ha a csoportok
m mérete legalabb 3, akkor az egyenletes MSSC feladat kiillonbo6z6 tavolsagfelirasok mel-
lett, a célfiiggvény minimalizédlasara és maximalizdlasara is NP-nehéz. Ezzel egyuttal
alternativ bizonyitast adunk a [Feo és Khellafl (1990) altal targyalt mDM probléméhoz
tartozo optimalizalési probléma NP-nehézségére is. Az optimalizalasi feladatra az alabbi-
akban mazimalis silyd m-dimenzids parositas (MAX-mDM) problémaként hivatkozunk,
és m > 2 egész érték mellett tekintjiik. Tovabbé belatjuk, hogy az el§z6 minimaliza-
lasi verzioja, a minimdlis sulyi m-dimenzids pdarositas (MIN-mDM) szintén NP-nehéz,
amennyiben m > 3. Utébbi jelentGsége abban rejlik, hogy az az egyenletes MSSC problé-
ma altalanositasaként is tekinthetd, amelyben a pontok kozotti tavolsagok tetszdlegesek le-
hetnek. A MAX-mDM és MIN-mDM problémakra ¢sszefoglaléan m-dimenzids pdrositdsi
problémdkként hivatkozunk. Elméleti eredményeinket |[Kondor (2022a)) miithelytanulmany-
ban kozoltiik, az m-dimenzids parositasi problémékra vonatkozo 6sszefoglald tablazatokat
pedig [Kondor| (2022b)) tanulmanyban szerepeltetjiik.

Vegyiik észre, hogy az egyenletes MSSC probléma ekvivalens a 2MIN-mDM probléma-
val. A kovetkezGekben belatjuk a pMIN-mDM és pMAX-mDM problémék NP-nehézségét

m > 3 esetén kiilonb6z6 p értékek mellett.
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3.1.1. Tétel. (Kondor| (2022a)) A pMIN-mDM optimalizaldsi probléma NP-nehéz badr-

mely rogzitett m > 3 és p > 1 egészekre.

Bizonyitas. A tétel bizonyitasahoz belatjuk, hogy a pMIN-mDM problémahoz tartozo
3.1.2. Eldontési probléma NP-teljes.

3.1.2. Eldontési probléma. A pMIN-mDM problémahoz tartozo eldontési probléma.
Input: C = {x1,...,2,} C R? pontok halmaza, valamint m és p egész szamok, ahol
k=n/m egész, és W € QF.

Kérdés: Van-e a pontok C' halmazdnak olyan C4, ..., Cy diszjunkt, m csiucsot tartalmazo

halmazokbol dllo particioja, amelyre

k
DD lwi—al<w

s=1 x;€Cs x;€C5s

teljestil?

A probléma NP-beli. A bizonyitéas hatralévs részében Pyatkin és szerzétarsai (2017)) 1é-
péseit kovetjiik. A redukciot az m-dimenzios parositas élsilyozatlan grafon (mDM-{0,1})
eldontési problémabol végezziik el, amelyet a [3.1.3] Eldontési probléma ir le. Errél [Feo és
Khellaf (1990) belatja, hogy NP-teljes az mDM probléma NP-nehézségi bizonyitasanak

egy lépéseként.

3.1.3. Eldo6ntési probléma. m-dimenziés parositas élsulyozatlan grafon (mDM-{0,1}).
Input: Egy G = (V, E) grdaf, ahol |V| =km,m > 3, k,l pozitiv egészek.

Kérdés: Van-e a csicsok V' halmazdnak olyan Vi, Vy, ..., Vi diszjunkt, m csicsot tartal-
mazo halmazokbol dllo particicja, amelyre azon élek szama, amelyeknek mindkét végpontja

ugyanabban a V; halmazban taldlhato, nagyobb mint 17

A bizonyitashoz megmutatjuk, hogy az mDM-{0, 1} probléma tetszéleges esetét meg
tudnénk oldani (polinomiélis idében), hogyha a pMIN-mDM problémahoz tartozo eldon-
tési problémat a redukci6 soran kapott paraméterekkel meg tudnank oldalni (polinomiélis
idében).

Tekintsiik az mDM-{0, 1} probléma egy tetszéleges esetét |V| = km darab csiccsal
és |E| = q darab éllel. Rogzitsiik a p pozitiv egész értékét, és legyen d = ¢, valamint
W = 4q(m — 1) — 4(l + 1). Jelslje C € {0,1}*™*4 a G graf incidenciamétrixat, vagyis

zy = 1, ha a v; € V cstcs az e él egyik végpontja, és x; = 0 egyébként. Ekkor a
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C soraira tekinthetiink R%-beli pontokként. Ezen pontok n/k = m mérett klaszterekbe
torténd rendezései pontosan megfeleltethetGek a graf csucsainak m méretii részhalmazokra

val6 particionalasainak.

Legyen A, = Zml co. 2 jayec, |Tit — z;|P a C, részhalmaz t koordinata szerinti hoz-

zajarulasa a célfiiggvényhez. A pMIN-mDM célfiiggvényét ekkor felirhatjuk mint

d k

>3 A

t=1 s=1

Ha két olyan x; és x; pontot tekintiink, amelyek ¢-edik koordinataja 1, akkor a kovet-
kez$ két eset egyike teljesiil rajuk: a pontok 1) ugyanabba a Cj, részhalmazba tartoznak,
vagy 2) kiilonbozs, Cy, és Cy, csoportokba lettek particionalva. Jelole A; = lezl Ag
a t-edik koordinata hozzajarulasat a célfiiggvényhez, és jeldlje Agl), valamint A§2) ennek

értékeit a két kiilonbozd esetben. Ekkor a hozzajarulas az elsé esetben
AW = A,y =21 — 1P +4(m — 2)|1 — 0P = 4(m — 2),
mig a méasodik esetben
AP = A+ Ay = 4(m — D1 = 4(m — 1).

Végiil jelolje b azon élek szamat, amelyeknek mindkét végpontja ugyanabban a rész-
halmazban van. Ekkor egy egyenletes particio célfiiggvényértéke kifejezhets a b fliggveé-

nyeként, vagyis
EAWIC) (1) 1) —
A(b) = (¢ — b)A;” +bA; = 4q(m — 1) — 4b. (3.1)

A(b) csokkend b-ben, amelybdl kovetkezik, hogy A(b) < W akkor és csak akkor, hogyha
b>1+1. ]

Az el6z6 parjaként a[3.1.4. Tétel a pMAX-mDM NP-nehézségét mondja ki.

3.1.4. Tétel. (Kondor| (2022a)) A pMAaX-mDM optimalizdlasi probléma NP-nehéz bdr-

mely rogzitett m > 3 és p > 2 egészekre.

Bizonyitas. A bizonyitas soran a [3.1.1l Tétel bizonyitasanak lépéseit kovetjik a ko-
vetkez6 valtoztatasokkal. A pMAX-mDM optimalizalasi probléméhoz tartozé eldontési
probléméban a célfiiggvény értékének nagyobb, vagy egyenlének kell lennie, mint W

A p értékét agy kell megvélasztani, hogy a p > 2 egyenlGtlenség is teljesiiljon ré,
és a célfiiggvény célértéke legyen W = 4q(m — 1) + (1 + 1)(2°*' — 4). Amikor a G graf
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incidenciamaéatrixat tekintjiik, akkor ebben az esetben egy modositott métrixot adunk meg.
A C minden egyes oszlopaban az egyik egyes értéket cseréljiik le —1-re, és hagyjuk a mésik

értéket valtozatlanul. Az el6z8ekbdl kovetkezGen

AN = 2+l d(m — 2),
AP = 4(m — 1), és

A(b) = 4q(m — 1) + b(2PT1 — 4).

Mivel p > 2, A(b) névekvé b-ben, igy A(b) > W akkor és csak akkor, hogyha b > [+ 1. [

Mivel az egyenletes MSSC probléma ekvivalens a 2MIN-mDM probléméval, ezért a
3.1.1] Tételbdl egybdl kovetkezik az egyenletes MSSC probléma NP-nehézsége is altaldnos

m-re.

3.1.5. Kovetkezmény. (Kondor| (2022a)) Az egyenletes MSSC probléma barmely rog-

zitett m > 3 egész esetén NP-nehéz.

A Tételbdl szintén kovetkezik, hogy az m-dimenzids parositasi probléma mini-

malizalasi verzidja is NP-nehéz, hiszen az tartalmazza a 2MIN-mDM problémat.

3.1.6. Kovetkezmény. (Kondor| (2022a))) A minimalis stlyt m-dimenziés parositas

optimalizalasi probléma (MIN-mDM) NP-nehéz barmely rogzitett m > 3 esetén.

Az m-dimenzios parositasokra vonatkozo nehézségi eredményeket a [3.1] és[3.2] tabla-
zatok Osszegzik. A kapcsolodd eredményeket zardjelben hivatkozzuk, a tablazatban
a kovetkezd szamozott roviditéseket alkalmazzuk: (1) Bertoni és szerzétarsai (2012), (2)
Lin és szerzStarsail (2016]), (3) [Kel’'manov és Pyatkin (2016]), (4) |[Pyatkin és szerzStarsai
(2017), (5) Kondor| (2022a)). A kérdgjelekkel jelolt eredmények ismereteink szerint nyitott

problémak.

Maximalis silya m-dimenzios parositas (MAX-mDM)

altalanos pMAaX-mDM
eset =1 p>2
m =2 polinomialis (Edmonds| [1965)

> 3NP-nehéz (Feo és Khellaf] 19904 ? @i]P—nehéz (Kondor} 2022a

3.1. Algoritmus. Nehézségi eredmények a maximaélis stlyt m-dimenziés parositas prob-
lémara és annak specidlis eseteire. Az m a csoportok méretét, a p pedig az ¢, norma
paraméterét jeloli. Forras: Kondor| (2022b)).
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Minimalis salyt m-dimenzios parositas (MIN-mDM)
altalanos pMIN-mDM
eset p=1 p=2 p>3
m =2 polinomialis (Edmonds| [1965))
m=3 NP-nehéz (EJNP-nehéz (5] NP-nehez (@) NP-nehéz (B)
B<m<n/2 NP-nehéz (j)

d=1 ? ? polinomiélis ([1) ?

m=mn/2 d=2 ? ? polinomiélis (2) ?
d altalano§NP-nehéz (5)NP-nehéz ()| NP-nehéz (3) NP-nehéz ()

3.2. Algoritmus. Nehézségi eredmények a minimalis silya m-dimenzids parositas prob-
lémara és annak specialis eseteire. Az m a csoportok méretét, a d az euklideszi tér
dimenzi6jat, a p pedig az ¢, norma paraméterét jeloli. Forras: Kondor (2022b).

3.2. Az m-szobatars probléma, valamint elényei és hat-

ranyai a stabil szobatarsak problémahoz képest

Az m-szobatéars probléma formalis definicidja a kovetkezs. Legyen n a felvételt nyert
hallgatok szama, és legyen m egységesen a szobankénti féréhelyek szama. Az egyszeri-
ség kedvéért legyen n az m egész tobbszorose, a szobdk szama pedig ennél fogva legyen
k =n/m. A szobakat jelolje C1,...,Cy. Tegyiik fel tovabba, hogy azt, hogy két ember
mennyire lenne megfelel§ szobatars, bizonyos tulajdonsagok alapjan dontjiik el a kdvetkezs
modon. Legyen d a tulajdonsdgok szama, és tegyiik fel, hogy a tulajdonsagok tetszéleges
valos értékek lehetnek. Ennek kovetkeztében egy hallgaté megfeleltethets egy Ré-beli
koordinatanak, és az Osszes hallgato elhelyezhets egy d-dimenzids euklideszi térben. Je-
16lje 1, ..., z, € R? a hallgatokat és legyen D € R¥*? a hallgatok kolcsonds téavolsagainak

matrixa. Jelolje tovabba z; € C, ha az i-edik hallgatot az s-edik szobéaba osztottuk be.

Feltessziik, hogy azt, hogy az x; és x; hallgatok mennyire lennének jo szobatarsak egy-
mas szamara a kozottiik 1évé euklideszi tavolsag, vagyis a d;; = ||z; — x| érték reprezen-

talja. A jo szobabeosztéasra két kiillonb6z6 megkozelitést tekintiink. Homogén csoportok

LAz elemzés soran az egyszertiség kedvéért azt tessziik fel, hogy a tulajdonsagoknak megfelels értékek
a [0,10] intervallumbol vehetnek fel egész értékeket.
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kialakitasara egy minimalizalési problémat adunk meg:

k
minz Z dz,, (2MIN-mDM)

s=1 Ti,Xj eCy

s.t. |Cs| =m Vs.

A heterogén csoportositas megadasihoz a maximalizalasi problémét a

k
max» Y dj, (2MAX-mDM)

s=1 z;,2;€Cs

s.t. |Cs| =m Vs

alakban irjuk fel. A megegyezd célfiiggvények garantaljak, hogy egy egységes modell
verzioit.

Elméleti szempontbol az egyik legfontosabb kiilonbség a stabil szobatéars és az m-
szobatars problémék kozott, hogy amig el6bbi stabil megoldast ad eredményiil, addig
utobbi egy Pareto-hatékony megoldasi keretet hataroz meg. Az utobbi altal adott meg-
oldas tehat nem feltétleniil stabil, viszont bizonyos esetekben jobb valasztas lehet a gya-

korlati probléma leirasara (lasd Morrill (2010)).

A stabilitasi koncepcié esetében megmutattuk, hogy a kétfés csoportokra elGfordul-
hat, hogy a megoldasok halmaza az iires halmaz, tovibba gyenge preferencidk esetében
annak eldontése, hogy létezik-e gyengén stabil parositas, NP-teljes feladat. A megkozelités
magasabb dimenziés eredményeinél pedig lathattuk, hogy egy kivétellel az Gsszes feliras
csupan a haromfés csoportokra vonatkozik, és szintén egy kivétellel az 6sszes megfogal-

mazas NP-teljes feladatra vezet.

Ezzel szemben az m-szobatéars probléméaban, optimalizalasi problémarol 1évén szo, min-
dig van megoldas. Emellett parok, vagyis m = 2 esetén Edmonds| (1965) algoritmusa révén
mindig meg tudjuk adni a megoldast polinomialis futasidében. Legalabb haromf{&s csopor-
tokra ugyanakkor mar ennél a megkozelitésnél is nehézségekkel talaljuk szembe magunkat.

AB.1.1] és[3.1.4l Tételek alapjan tudjuk, hogy a 2MIN-mDM, valamint a 2MAX-mDM

problémék NP-nehezek. Ennek értelmében pedig, habar tudjuk, hogy barmely klaszter-
méretre létezik optimum, azt a nagyobb méretd problémak, vagyis a hallgatok nagyobb

szama mellett képtelenek vagyunk meghatéarozni (Kondor, 2022b)).

Gyakorlati szempontbdl az m-szobatars szerinti felirasnak - egytuttal az egyéb metrikus
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térbeli megkozelitéseknek is - az az elénye a stabil szobatarsak problémaval szemben, hogy
nincs sziikség arra, hogy a hallgatok egyéni preferencia-sorrendeket adjanak meg. Ez
olyan esetekben jelent realisabb megkozelitést a szobabeosztasokra, amikor vannak olyan
hallgatok, akiknek nagy valoszintiséggel nincs semmilyen preferencia-sorrendje a tobbiekre
nézve. Ez a helyzet fordul el§ a kollégiumi felvételek soran, amikor sokaknak jellemz&en

nincs informaci6ja a tobbi hallgatorol, és igy rangsort sem tudnak felallitani kozottiik.

A modell tovabbi pozitivuma a preferencia-listak elhagyésaban rejlik. Ugyanis, a
preferencia-sorrendek esetén nincs mértékbeli kiilonbség a rangsor elemei kozott. Vagyis
ha egy x hallgato rangsoraban y és z egyénekre vonatkozoan y >, z szerepel (vagyis x
szempontjabol y jobb, mint z), akkor nem tudjuk, hogy y mennyivel jobban preferalt z-
vel szemben. Ezzel ellentétben a tavolsagok tobbletinformaciot adnak, igy a gyakorlatban

hozzajarulhatnak egy jobb szobabeosztas kialakitasahoz.

Az m-szobatéars modell egyik negativuma a stabil szobatarsak probléméval szemben,
hogy mig utébbiban az y és z hallgatoknak lehetett eltérs preferenciaja a mésikrol, addig

el6bbiben a tavolsidg révén a szerepiik szimmetrikus.

A felirds masik hatranya, hogy hianyzik az egyéni preferencidk megadasanak lehe-
tGsége. Elképzelhets ugyanis, hogy két vagy tobb hallgato, akik mar ismerik egymast,
mindenképpen ugyanabba a szobéaba szeretnének keriilni. Ahhoz, hogy ezt figyelembe
tudjuk venni, egy altalanosabb modell, példaul az m-dimenziés parositas alkalmazasa
lenne a megoldés, amelyben a hallgatok kozott tetszéleges élstlyokkal egyéni tavolsdgokat
is megadhatunk. Ebben az esetben a minimalizalési probléméra akar olyan élsulyokat
is definialhatunk, amely révén két hallgaté biztosan kiilonbozé szobakba keriil, amely-
re egyik el6z6leg emlitett modell sem alkalmas. Az &altalanos modell tovabbi targyalasa

ugyanakkor nem célja jelen dolgozatnak, de érdekes tovabbi kutatési irany lehet.

3.3. A kiegyenlit6 eljarasok osszehasonlitasanak eredmé-
nyei

A kiegyenlits eljarasok eredményeit k = 3 és m = 3 esetére a [3.1], B.2] és abrak
mutatjak be.

29



A kiegyenlitd eljarasok mutatbinak eredményei
Osszevono hierarchikus klaszterezés, k=3, m=3

A p0 mutatd értekei +10% AT mutatd ertékei
I XL T
1.8
0.78 T T I
0.76
2 % ¥ T T
W W -~
0.74
1.4 T
=S
0.72 % %
12 T
eql eq2 egqd eqd eqs egb eql eq2 eqd eqd eqs eqb
Kiegyenlitd modszer Kiegyenlité modszer
A p1 mutato ertekei A p2 mutato ertékei
3.65 I
16 I I 0.2 % %
3.55 % 0.1 T
5 35 0 0
3.45 % 01 %
3.4 % ozt £ %
: T

eqZ eqd egqd eqdb egb
Kiegyenlitd modszer

eql eqg2 eqd eqd eqd eqb eql
Kiegyenlitd modszer

3.1. dbra. A kiegyenlits eljarasok (eql-eq6) mutatoinak eredményei. Osszevoné hierar-
chikus klaszterezés, k = 3, m = 3.

A futésids (T mutatod) szempontjabol minden esetben az eq3 heurisztika teljesitett a
legjobban. Ezt az eqb koveti nem sokkal lemaradva, majd az eql és az eq4 kovetkezik.
A legrosszabb futasidéket minden esetben az eq2 és az eq6 modszerek produkaltak. A
gyertyak magassiga alapjan a sorrend stabil.

Aszerint, hogy melyik algoritmus az esetek hany szézalékaban adta a legjobb ered-
ményt (p0 mutato), valamennyi esetben az eq3 és eqd modszerek teljesitettek a legjob-
ban, és ezeket koveti nagyobb lemaradéssal az eq6 eljaras. Megjegyezziik, hogy az eqFCM
eljarésra a gyertyak kozotti atfedések miatt a sorrend esetenként eltérs lehet.

A pl, illetve p2 mutatok rendkiviil nagy hasonlésagot mutatnak a p0 mutatéval, igy
ezek szerint is egyértelmd az értékelés. Minden esetben az eq3 és eq4 algoritmusok telje-

sitenek a legjobban.

Az elemzést k = 5 csoport, illetve d = 10 dimenzié esetében is elvégeztiik, és tobb-
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nyire hasonlé eredményeket kaptunk. Az elemzés eredményeképpen Osszességében az eqé

modszert értékeljiik a legjobbnak, amely futasidejét tekintve kozepesen, a tébbi mutatod

szerint viszont altaldnossagban nagyon jol teljesitett. Emellett a tovabbi kisérletek soréan

rendkiviil kedvezé futasideje miatt az eq3 modszert is szerepeltetjiik.

Erték

Erték

D.78

D.76

0.74

0.72

3.6

3.66

3.5

3.45

3.4

A kiegyenlité eljarasok mutatdéinak eredményei
k-ktzép++ klaszterezés, k=3, m=3
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3.2. abra. A kiegyenlit§ eljarasok (eql-eq6) mutatdinak eredményei. k-kozép++ klaszte-

rezés, k = 3,m = 3.
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A kiegyenlitd eljarasok mutatbinak eredményei
Fuzzy c-kdzép klaszterezés, k=3, m=3

A p0 mutatd értekei +10% AT mutatd ertékei
0.89 10.5 % %
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3.3. abra. A kiegyenlit§ eljarasok (eql-eq6) mutatoinak eredményei. Fuzzy c-kozép klasz-
terezés, k = 3,m = 3.

3.4. Kisérletek valos adatokon

A heurisztikus eljarasokat dsszehasonlitottuk az irodalomban is hasznalt ‘Iris’ és ‘Seeds’

adathalmazokon (lasd Malinen és Franti (2014)); |Costa és szerzdtarsail (2017); Rujeerapa-|

iboon és szerzétarsai (2019))). Ezek olyan valos adathalmazok, amelyek egyenld elemszamu

klasztereket tartalmaznak. A megjelolt forrasokban ezeket a minimalizalasi problémak
esetén alkalmaztak, és ismert rajuk a minimalis célfiiggvényérték. Ebbdl kifolyolag a
fejezet soran mi is a minimumkeresd algoritmusok Osszehasonlitasaval foglalkozunk.

Az elemzéshez az algoritmusokat futtatjuk az adatokon, mérjiik a futasidejiiket, majd
kiszamitjuk a megtalalt megoldasok célfiggvényértékét. Az eredményeket az Ossztavolsa-
gok és célfiiggvényértékek terében a [3.4. és[3.5] dbrak mutatjék be, valamint ezeket az

algoritmusok feliratain is feltiintetjiik.
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A minimumkeresé algoritmusok futasainak eredményei
) Iris adathalmaz, k=3, m=50
18710
®  15362.16 - 0.0084 - kmeans_eq4
; 5._ ®  7578.82-0.0130 - eq4
' ®  4941.24-0.0052 - eq3
®  4184.98 - 0.0022 - cluster_eqd
14l ®  4184.98 - 0.0020 - cluster_eq3
@  4123.56 - 0.0030 - kmeans_eq3
o @  4068.36 - 14.9456 - Costaetalmin
Rl ©  4068.36 - 1.9354 - SOmin
% ©  4068.36 - 0.2080 - TLCWmin
§ ©  4068.36 - 0.1119 - MalinenFranti
w 1f O 4068.36 - 0.0688 - LCWv3min
O O 4068.36 - 0.0668 - LCWvdmin
O 4068.36 - 0.0357 - LCWw2Zmin
08g ©  4068.36 - 0.0275 - Jittaklami
©  4068.36 - 0.0061 - sqFCMV2
| @  4068.36 - 0.0042 - eqFCM_eqg4
0.6 @  4068.36 - 0.0039 - eqFCM_eq3
; ®  4068.36 - 0.0026 - LCWmin
0.4 o : . 0O
0 5 10 15
Futasido (mp)

3.4. abra. A minimumkeresd algoritmusok futésainak eredményei az Iris adathalmaz ese-
tében. k = 3,m = 50. A feliratok magyarazata: célfiiggvényérték - futasids - algoritmus
neve.

A minimumkeresé algoritmusok futasainak eredményei
Seeds adathalmaz, k=3, m=70
e 104
®  89635.35- 0.0194 - eqd
851 ®  68553.82 - 0.0024 - cluster_eq3
® 58875.87 - 0.0032 - cluster_eq4
Bt ® 57343.14-0.0074 - eq3
. ®  48103.45- 0.0038 - kmeans_eqd
’ @ 47617.87 - 0.0103 - eqFCMv2
2 Ll @  47617.87 - 0.0060 - eqFCM_eqd
w ' @  47617.87 - 0.0054 - eqFCM_eq3
% sl ©  44287.63 - 0.0034 - kmeans_eq3
E ©  42392.08 - 7.3698 - Costaetalmin
h Py ©  42392.08 - 5.0219 - SOmin
0 Q  42392.08 - 0.5355 - TLCWmin
55 @ 42392.08 - 0.4042 - Malinen Franti
@ 42392.08 - 0.1659 - LCWw3min
5 ©  42392.08 - 0.1626 - LCWw4min
@  42392.08 - 0.0890 - LCWwZmin
4. @ 4239208 - 0.0594 - JittaKlami
o) o @ 42392.08 - 0.0037 - LCWmin
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Futasidd (mp)

3.5. abra. A minimumkeresd algoritmusok futasainak eredményei a Seeds adathalmaz ese-
tében. k = 3,m = 70. A feliratok magyarazata: célfiiggvényérték - futasids - algoritmus
neve.

Az eredmények feliratai elsGsorban a megtalélt célfiiggvényérték és masodsorban a fu-

tasidg szerint vannak sorbarendezve. Lathato, hogy a heurisztikdk tobbsége ugyanazt a
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minimumértéket taldlja meg, amely egyben az irodalom alapjan a tényleges minimumnak
gondolt érték. A minimumértéket megtaléld eljarasok kozott a futéasidékben elég nagy
eltérések mutatkoznak, amely egyértelmtien az algoritmusok konstrukciojabol adodik.
Amelyik modszer komplexebb médon prébal meg javitani a célfiiggvényértéken, annak
a futasideje ohatatlanul nagyobb lesz. Ezzel egyiitt viszont altalanos esetben varhatéan
jobban teljesitenek a megadott megoldas tekintetében, mint az egyszertibb téarsaik.

A hagyomanyos klaszterelemzéshez kapcsolodd modszerek, habar futésidé szempont-
jabol jol teljesitenek, altalanosan rosszabb - egyik esetben t6bb, mint 4-szer rosszabb -
célfiiggvényértékeket talalnak meg. Az alacsony futésidé kedvezd lehet az adatpontok

szamanak novekedésével, ugyanakkor a gyenge teljesitmény nem tul biztato.

3.5. Eredmények kis k és kis m értékek mellett

A szobabeosztasok koltségeinek hisztogramja
k=3, m=3, 280 szobabeosztas
minimum: 158, maximum: 606

158 - 0.0003 - LCWmin

158 - 0.0005 - LCWv2min
158 - 0.0007 - TLCWmin
158 - 0.0007 - LCWv4min
158 - 0.0008 - Costaetalmin
158 - 0.0009 - LCWv3min
158 - 0.0020 - kmeans_eq3d
158 - 0.0045 - SOmin

158 - 0.0052 - eqFCM_eq3
158 - 0.0053 - egFCM_eqd
158 - 0.0188 - eqgFCMv2
158 - 0.0265 - JittaKlami
246 - 0.0007 - eqd

272 - 0.0009 - cluster_eq4
272 -0.0010 - cluster_eq3
272 - 0.0019 - kmeans_eqgd
314 - 0.0010 - MalinenFranti
410 - 0.0006 - eq3

606 - 0.0116 - SOmax

606 - 0.0012 - LCWwv3max
606 - 0.0010 - TLCWmax
606 - 0.0009 - LCWwvdmax
606 - 0.0006 - Costaetalmax
606 - 0.0005 - LCWvZmax
606 - 0.0004 - LCWmax

3

Gyakorisag
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3.6. abra. A szobabeosztasok koltségeinek hisztogramja, valamint a minimum- és maxi-
mumkeresé algoritmusok futdsainak eredményei. Egy szimulélt eset, k = 3,m = 3, 280
lehetséges szobabeosztas, a szobabeosztasok generalasdnak és az optimumok keresésének
futésideje 0,1541 mp. Ferdeség: -0,5339. A feliratok magyarazata: célfiiggvényérték -
futasidé - algoritmus neve.
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A szobabeosztasok koltségeinek hisztogramja
k=5, m=3, 1.40e+06 szobabeosztas
minimum: 340, maximum: 1166

g X 104
340 -0.0019 - kmeans_eqg4d
340 -0.0020 - Costaetalmin
181 340 -0.0156 - SOmin
340 -0.0263 - JittaKlami
16} 342 -0.0019 - TLCWmin
342 -0.0050 - eqFCM_eqd
342 -0.0085 - egFCM_eq3
147 350 -0.0022 - kmeans_eq3
358 -0.0008 - cluster_eqd
121 358 -0.0015 - cluster_eq3

358 - 0.0043 - LCW+v2min
358 -0.0055 - LCWw3min
362 -0.0013 - egd

362 -0.0050 - LCWwdmin

Gyakorisag
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08 368 - 0.0005 - LCWmin
382 -0.0205 - eqFCMy2
06 F 420 -0.0024 - MalinenFranti
430-0.0010 - eq3
1154 - 0.0007 - LCWmax
047 1156 - 0.0042 - LCWv3max
1156 - 0.0033 - LCWv2max
021 1156 -0.0027 - LCWvdmax
1156 - 0.0025 - TLCWmax
0 DY 1166 -0.0202 - SOmax
300 400 500 600 OO BOD 900 1000 1100 1200 1166 - 0.0059 - Costaetalmax

Ossztavolsag

3.7. abra. A szobabeosztasok koltségeinek hisztogramja, valamint a minimum- és ma-
ximumkeres§ algoritmusok futésainak eredményei. Egy szimulédlt eset, &k = 5,;m = 3,
1,40e+06 lehetséges szobabeosztas, a szobabeosztédsok generalasanak és az optimumok
keresésének futasideje 62,06 mp. Ferdeség: -0,2814. A feliratok magyarazata: célfiigg-
vényérték - futasids - algoritmus neve.

Az elemzésnek ebben a lépésében kis k és m értékek esetén, szimulalt adathalmazokon
hasonlitjuk 0ssze a kiilonb6z6 modszereket. Ekkor az 6sszes lehetséges beosztast végignéz-
ve meghatarozzuk az elérhetd legnagyobb, illetve legkisebb koltségeket, és ezekhez képest
értékeljiik ki a heurisztikdkat. Az elemzésben a véletlenszertien elGallitott adathalmazok

dimenzidja d = 3, vagyis a szimulalt hallgatok 3 tulajdonsaggal rendelkeznek.

A abra k = 3 és m = 3 valasztas mellett egy szimuldlt adathalmaz esetében ab-
razolja a lehetségek szobabeosztasok koltségeinek hisztogramjat. Emellett megmutatja a
beosztasok koltségének minimumat és maximumat, valamint azt is, hogy mik az egyes heu-
risztikak altal megtalalt célfiiggvényértékek és futasidék. Hasonldan, a hallgatok nagyobb

szaméat tekintve, k = 5 és m = 3 esetét mutatja (1,40e+06 lehetséges szobabeosztésra) a

3.7 abra.

A [3.33] Tablazat egy 200 elemi mintan elvégzett szimulacié eredményeit mutatja be
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(a minimalizalasi esetben csupan a legjobban teljesitd eljarasokra). A tablazatban a
‘T'avolsdgok’ oszlop az optimumtol vald atlagos tavolsédgot, a ‘Futasidék’ oszlop az atlagos
futasidét, mig a ‘# legjobb eredmény’ oszlop azt mutatja meg, hogy az adott algoritmus
hany esetben adta a legjobb eredményt. Az értékek alatt zardjelben a szorasokat tiintetjiik

fel. A tablazat sorai az utols6 oszlop szerint vannak rendezve.

A futésiddk tekintetében észrevehetjiik, hogy az egyes modszerek kozott nagysagrend-
beli eltérések is megjelennek. Az LCW (minimumkeress és maximumkeress) algoritmusok
kittinnek azzal, hogy nagyon alacsony futésidé mellett is az esetek jelentGs szazalékaban

megtalaltdk az optimumot.

A maximumkeres§ eljarasok kozott egyértelmiien azok teljesitenek jobban, amelyek
szofisztikaltabb javit6 modszert alkalmaznak a megoldas keresése soran. Ezek az SOmax
és Costaetalmax algoritmusok. Erdemes ugyanakkor azt is megfigyelni, hogy az SOmax
eljaras futésideje egy nagységrenddel nagyobb, mint az azt kovetd Costaetalmax mobd-
szeré. A harmas cseréket megvalositd algoritmusok tekintetében az LCWv4max teljesit a

legjobban.

A minimumkeresd eljarasoknal szintén a szofisztikilt modszerek érték el a legjobb
eredményeket. A konstruktiv modszerek, a klaszterelemzéshez kapcsolodd heurisztikak, a
JittaKlami, valamint a MalinenFranti algoritmusok a legjobban teljesité modszerektsl
joval lemaradtak (az esetek legfeljebb 30%-aban talaltdk meg a legjobb megoldast), igy
nem keriiltek felsoroldsra. Tovabba a harmas cseréket megvalosito eljarasok kozott az
atlagos tavolsagok szempontjabol az LCWv3min teljesit a legjobban, mig ha azt nézziik,
hogy melyik moédszer hanyszor taladlta meg a legjobb megoldast, akkor bar csak egy haj-
szalnyival, de az LCWv4min modszer nyer. Futésidé szempontjabol viszont a kettd koziil

egyértelmien az utdébbi a gydztes.

Hogy sokkal jobb ralatasunk legyen a jol teljesitd algoritmusok miikédésére, az elemzést
az elemszamok novelése mellett a lokalis keresé modszerek tovabbi vizsgalataval folytatjuk.
Ugyanakkor a tovabbiakban a hdrmas cserék koziil csak egyet vizsgalunk, amely az LCWv4

modszer.

36



Téavolsagok | Futasidék 7" legj(?bb
eredmény
LCWmax 6,96 0,0004 78
(9,08) (0,0001)
LCWv2max 5,64 0,0010 85
(7,71) (0,0002)
LCWv3max 5,31 0,0017 90
(7,65) (0,0004)
LCWv4max 491 0,0015 97
(7,52) (0,0003)
TLCWmax 3,76 0,0014 109
(5,73) (0,0002)
Costaetalmax 0,53 0,0023 180
(1,85) (0,0006)
SOmax 0,20 0,0143 191
(0,92) (0,0022)
Tavolsagok | Futasidék 7 legj(?bb
eredmény
LCWmin 21,89 0,0004 106
(32,92) (0,0001)
TLCWmin 15,54 0,0014 112
(25,38) (0,0003)
LCWv2min 7,95 0,0020 141
(16,88) (0,0006)
LCWv3min 4,62 0,0034 161
(11,85) (0,0009)
LCWv4min 5,06 0,0029 162
(13,98) (0,0005)
SOmin 4,47 0,0126 168
(13,60) (0,0035)
Costaetalmin 0,63 0,0029 190
(3,02) (0,0009)

3.3. Tablazat. A maximum- (feliil) és minimumkeresd (alul) algoritmusok futdsainak
eredményei: atlagos tavolsag az optiméalis megoldastol (és szorasa), atlagos futéasids (és
szorasa), valamint azon esetek szama, amikor az adott algoritmus adta a legjobb ered-
ményt. k =5,m = 3, 200 szimulalt eset.
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3.5.1. A minimalizalasi és maximalizalasi feladatok aszimmetriaja

A szobabeosztasok kbltségeinek hisztogramja
k=2, m= 15, 7.76e+07 szobabeosztas

. minimum: 8062, maximum: 12846
» 10
a -

8062 - 0.0004 - LCWmin
BDG2 - 0.0013 - LCWvZmin
BDB2 - 0.0022 - LCWv3min
B0B2 - 0.0024 - LCWvdmin
BDB2 - 0.0036 - TLCWmin
BOGZ - 0.0058 - MalinenFranti
BDB2 - 0.0092 - Costaetalmin
BDB2 - 0.0245 - JittaKlami
BDB2 - 0.0338 - SOmin
8230 - 0.0028 - eqFCM_eqd
B230 - 0.0053 - eqFCM_eq3
8230 - 0.0182 - eqFCMw2
8262 - 0.0019 - kmeans_eq3
8466 - 0.0008 - eq3
B466 - 0.0013 - eqd
8574 - 0.0009 - cluster_eqd
8574 - 0.0010 - cluster_eq3d
8574 - 0.0016 - kmeans_eqd
12846 - 0.0377 - SOmax
12846 - 0.0079 - Costaetalmax
12846 - 0.0043 - TLCWmax
12846 - 0.0021 - LCWwvdmax
12846 - 0.0016 - LCWv3max
12846 - 0.0008 - LCWvZmax
12846 - 0.0004 - LCWmax

Gyakorisag
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3.8. édbra. A szobabeosztasok koltségeinek hisztogramja, valamint a minimum- és ma-
ximumkeres§ algoritmusok futasainak eredményei. Egy szimulalt eset, & = 2,m = 15,
7,76e+07 lehetséges szobabeosztéas, a szobabeosztédsok generdlasanak és az optimumok
keresésének futasideje 54 p 6 mp. Ferdeség: —0,9044. A feliratok magyarazata: célfiigg-
vényérték - futasids - algoritmus neve.

Felhivjuk a figyelmet egy érdekes jelenségre, amelynek egyértelmi szemléltetéséhez a
3.8l abrat hasznaljuk fel. Az abra k = 2,m = 15 paraméterek esetén mutatja a le-
hetséges szobabeosztasok koltségeinek hisztogramjat. Vegyiik észre, hogy az eloszlés bal
széle rendkiviil vékony a jobb széléhez képest. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az
eloszlas balra ferde, amelyet a kiszamitott ferdeség érték negativ mivolta is megerGsit: -
0,9044. Ez a keresé eljarasok szempontjabol a minimalizalasi és maximalizalasi problémak
lehetséges aszimmetriajara hivja fel a figyelmet.

Az eddig bemutatott, hisztogrammal abrézolt valamennyi minta ferdesége negativ.
Emellett tobb paraméterparra (k=3,m=3; k=3, m=4; k=4, m=3;k=5m =3)
is egyenként 200 hallgatoi mintat generalva, és az egyes mintak esetén a szobabeosztasok

koltségeit meghatarozva a ferdeségi értékek kivétel nélkiil mind negativak voltak.
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3.6. Eredmények nagyobb hallgatoi elemszamok mellett

3.6.1. Edmonds algoritmusa mint viszonyitasi alap

A maximumkeresé algoritmusok futadsainak eredményei
m=2, k=300, ism=100
1r L]
0.9995
£ 0999} ® Edmendsmax
N @ ® | CWmax
2 o
= @ @  LCWwvdmax
g 0.9985| O @  TLCWmax
w ©  TLCWmaxLCWy4
= | o C O  SOmax
S 00998
£ Q  SOmaxLCWv4
= o ©  Costaetalmax
O 0.9975[ @  CostaetalmaxL C\Wv4
0.997 |
0.9955T ' ' :
0 500 1000 1500 2000
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A minimumkeresé algoritmusok futasainak eredményei
m=2, k=300, ism=100
%1072
‘@
35
3t ,
= ® Edmondsmin
g o ® |CWmin
= 257 @  LCWwdmin
2 ©  TLCWmin
= 1 o !
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3.9. abra. A maximum- és minimumkeresé algoritmusok futasainak eredményei, Edmonds
algoritmusat is beleértve. m = 2,k = 300, 100 szimulalt eset.

Pérok esetében ismert, hogy polinomialis id6ben meg tudjuk hatérozni az optimélis meg-

oldast. Emiatt ebben az esetben a heurisztikus eljarasok eredményét 6ssze tudjuk hason-
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litani a tényleges optimummal. A [3.9] dbra 100 generalt hallgatoi minta esetén mutatja az
eredményeket m = 2 hallgatobol allo csoportok mellett, ahol a csoportok szama k£ = 300.
Az eljarasok kozott szerepeltetiink egy-egy Edmonds algoritmuséara épité minimum-, il-
letve maximumkeresd eljarast, amelyekre rendre Edmondsmin és Edmondsmax néven hivat-
kozunk?l

A B.9 abra alapjan azt mondhatjuk, hogy relative kozel tudunk keriilni az optimum-
hoz, akir még onmagéban az LCW eljarassal is. Emellett a szofisztikdltabb modszerek
jelentGsen tudnak javitani a célfiiggvényértéken, ugyanakkor tigy tiinik, hogy még ezekkel
sem tudjuk teljesen lefaragni az LCW megoldésa és az optimum ko6zotti kiillonbséget. Megje-
gyezziik, hogy a maximumkeress eljarasoknal az LCWv4 modszer onmagaban is relevansnak
tlinik, a minimumkeresé eljarasoknél ugyanakkor valamivel rosszabbul teljesitett, mint a
TLCWminLCWv4 és CostaetalminLCWv4 modszerek. Valamely maésik heurisztika utdn al-

kalmazva az LCWv4 a legtobb esetben jelentGsen tud javitani a célfiiggvényértéken.

3.6.2. Eredmények legalabb haromfés csoportokra

A abra 100 generalt hallgatéi minta esetén mutatja az eredményeket m = 5 hall-
gatobol allo csoportok mellett, ahol a csoportok szama k = 120. Optimalitasi pontszam
szempontjabol az alabrakon egymashoz kozeli eredményeket latunk. Eszrevehetjiik, hogy
az LCWv4max modszer 6nmagéban redundéns, hiszen a TLCWmax moédszer mind futasidg,
mind optimalitasi pontszam tekintetében jobban teljesit. A minimalizalasi esetben az
LCWv4min eljarasnak ugyanakkor mar énmagaban is van relevancidja, hiszen futasidg és
optimalitési pontszam szerint is jobban teljesit, mint a Costaetalmin vagy az SOmin
ményeit kezddértékként felhasznélva az LCWv4 modszer jelentGsen tudott javitani azok
célfiiggvényértékeén.

Végiil vegyiik észre, hogy a minimalizalasi probléma esetén az algoritmusok futtata-
sa jelentGsen tobb id6t igényel, mint a maximalizalasi probléma soran. A Costaetal
modszerre egymintas t-probaval tesztelve a HO hipotézist, miszerint a minimum- és ma-
ximumkeresési id6k kiilonbségeinek atlaga 0, barmilyen szignifikancia-szint mellett elvet-
hetjiik. A jelenség fennall a tobbi eljards esetében is, igy ez is tiikrézi a minimalizalasi és

maximalizalasi feladatok aszimmetriajat.

2 Az algoritmusok MATLAB kédja nyiltan hozzaférhets, lasd Saunders| (2022).
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A maximumkeresé algoritmusok futasainak eredményei
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3.10. dbra. A maximum- és minimumkeres§ algoritmusok futasainak eredményei. m =

5,k =120, 100 szimulélt eset.

A abra m = 60 f&bdl allo csoportok és k = 10 csoport mellett mutatja az ered-
ményeket 100 generalt hallgatéi mintabol szamitva. A maximumkeress eljarasok eseté-
ben gyakorlatilag minden eljaras minden esetben megtalalta ugyanazt az optimumot - az
LCWv4 eredmény le-8 nagysagrendi eltérésének hatterében valdszintileg numerikus pon-

tatlansag all. Ennélfogva hasonld esetekben még az egyszer LCWmax eljaras is elegendd

41




lehet az optimum keresésére.

A maxim
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3.11. abra. A maximum-

és minimumkeresd algoritmusok futasainak eredményei. m

60, k = 10, 100 szimulalt eset.

A minimumkeresé heurisztikik abraja esetében azt lathatjuk, hogy az optimalitasi

pontszam mentén az értékek sokkal jobban szétteriilnek, mint a csoportok nagy szama

esetén. Megfigyelhetjiik,

dunk javitani mas eljarasok célfiiggvényértékén. Megjegyezziik tovabbé, hogy habar az

hogy az LCWv4min modszer segitségével itt is jelentGsen tu-
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LCWv4min jobbnak tiinik a TLCWminLCWv4 modszernél, azok eredményei elég kozel esnek

egymashoz, igy a viszonyuk nem feltétleniil stabil.
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