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1. fejezet

Bevezetés

A kozgazdasagtan egyik fontos kérdése, hogy az egyes piacok hogyan allokaljak az erd-
forrasokat. A péarositasi piacokon nincs, vagy csak részben van olyan arrendszer, amely
meghatarozza az allokaciokat, és a létrejové parositasokat elsGsorban a piacot szabalyozo
mechanizmusok adjak meg. (Nobel Prize, 2012h)

A parositasi piacok elméletének alapjait Gale és Shapley| (1962) fektették leﬂ akik
a parositasi feladat megoldésara a stabilitds koncepciot javasoltak. Ennek megfelelGen
kétfés parok esetében olyan parositas kialakitasa a cél, amelyben nincs két olyan kiillénb6z6
parokban 1évé szerepld, akik jobban preferaljak egymast, mint sajat parjukat. Az egyoldali
parositasi piacok egyik alapveté modellje a (Gale és Shapley (1962) altal meghatarozott
stabil szobatdrsak probléma, amelyben a szerepl6knek szigoru preferencia-rendezése van a
tobbiekre nézve, és a feladat egy stabil parositas létrehozésa, amennyiben az létezik.

Az egyoldali parositasok egyik fontos alkalmazasi teriilete a vesecsere-programok (lasd
pl. [Birg| (2006)). Ezek esetén olyan beteg-donor parok a piaci szereplék, amelyek egyik
tagjanak 10j vesére van sziiksége, a masik tagja pedig hajlandé lenne donorként odaadni az
egyik veséjét, ugyanakkor egymaéssal, a transzplantacié szempontjabol, nem kompatibili-
sek. A feladat olyan parositas kialakitasa, amelyben az egymashoz tarsitott két kiillonbozé
beteg-donor par koézott keresztben valdszintsithetGen megvalésulhat a transzplantacio -

kés6bbi tesztek soran ennek még sajnalatos modon kideriilhet az ellenkezGje.

Morrill (2010) az egyoldali parositasi feladat megoldésra a stabilitassal szemben egy

1Az elmélet késSbb szamos gyakorlati alkalmazés alapjaul szolgalt, mint példaul orvosi rezidensek kér-
hazakhoz rendelése, egyetemi felvételi eljarasok, vesecsere-programok. A stabil allokaciok elméletéért és a
piactervezés teriiletén végzett munkajukért Lloyd Shapley és Alvin E. Roth kapta a 2012-es kozgazdasagi
Nobel-dijat (Nobel Prizel [2012a).



alternativ megkozelitést, a Pareto-hatékonysagot javasolja. Ervelése szerint a szobatérs
probléma esetében a stabilitas figyelmen kiviil hagyja azt a meghatarozo fizikai korlatot,
hogy a szobatarsaknak szobakra van sziiksége, és ennélfogva az tulsagosan szigora. Ugyan-
is, hogyha egy szobabeosztas mar kialakult, akkor hidba szeretne két kiilonb6z6 szobaban
lévé egyén 6sszekoltozni, egyoldalian egyikiik sem koltoztetheti ki a sajat szobatarsat, és
az 1j parositas nem johet létre. Ez kiillonosen fontos lehet a vesecserék esetében, ahol a

parositas utén is kideriilhet még inkompatibilitas.

Az eddig emlitett megkdzelitések parok kialakitsara vonatkoznak, ugyanakkor a gya-
korlatban vannak olyan feladatok, amelyek esetében eléfordulhatnak nagyobb méreti cso-
portok is. Példaul a vesecserék esetében van olyan program, amelyben megengedettek a
harmas parok (Biro, 2006), a szobatéarsak tekintetében pedig gyakran 3- vagy 4-fGs szo-
bakkal talalkozunk. A szobatéars problémanak azt a valtozatat, amelyben haromfss szobak
kialakitasa a feladat, 3-dimenzios szobatéars probléméanak (3D-SR) nevezziik. Ismerete-
ink szerint egy kivétellel (Arkin és szerzétarsai (2009) 2-stabil parositas megkozelitése)
valamennyi 3-dimenzids feliras NP-teljes eredményre vezet. FEz azt jelenti, hogy ezen
feladatok esetén bonyolultsagelméleti szempontb6l nincs hatékony modszer a megoldas
meghatarozasara, igy a gyakorlatban nagyméretd problémak esetén nem tudjuk megad-
ni azt. Tovabba megjegyezziik, hogy mindossze egy olyan megkozelitéssel talalkoztunk
(Lam és Plaxton (2019) teljes ciklikus listakra vonatkozé eredménye), amely a haromnal

magasabb dimenzi6 esetét is targyalja.

Segev és szerzétarsail (2005)) a vesecserékre egy olyan gyakorlatban is alkalmazott meg-
kozelitést tekintettek, amely egy stulyozott parositési problémara vezethetd vissza (Biro,
2006). A szerzdk szimulacios kisérletek alapjan ugy talaltak, hogy modszertikkel orszagos
szinten jobb eredményt lehetne elérni, mint az "elsd talalatot elfogado" parositasi eljarast

alkalmazo vesecsere kézpontok esetében.
A disszertacio célja roviden a kovetkezGképpen fogalmazhatoé meg:

e A sulyozott parositasi megkozelités kiterjesztése egyoldali parositasi kontextusban a
csoportok tetszdleges méretére. Kifejezett célunk olyan keret meghatarozésa, amely-

e Az igy megfogalmazott feladatok elméleti megoldhatosdganak, vagy méasképpen azok
bonyolultsaganak vizsgalata.

o A feladatok gyakorlati megoldhatosaganak és tulajdonsagainak vizsgélata széleskori



szimulacios kisérletek segitségével az irodalomban taladlhaté heurisztikdk és sajat
algoritmusok eredményeinek 0sszehasonlitasaval.

A silyozott parositasi feladat tetszdéleges m csoportméretre torténd kiterjesztésére az
m-dimenziés parositasi probléméat vessziik alapul. Ez egy grafparticionalasi problémaként
kezeli a csoportositasi feladatot, amelyben Pareto-hatékony megoldast hatarozunk meg. A
disszertaco kozéppontjaban ennek egy specidlis esete all, amelyben a szereplk egy eukli-
deszi tér pontjainak felelnek meg, a kapcsolataikat a kozottiik adodo euklideszi tavolsagok
adjak meg, a cél pedig m f6bsl allo csoportok létrehozasa gy, hogy a csoportokon beliili
tavolsagok négyzetosszege a konkrét feladattol fiiggéen minimalis vagy maximélis legyen.

Vegyiik észre, hogy a feladat soran a célfiiggvény értékéhez a csoporton beliili vala-
mennyi élt figyelembe kell venni. Ebbdl kivetkezGen a vesecserékre haromfésnél nagyobb
csoportok kialakitasara nem tudjuk interpretalni, hiszen ennél az alkalmazasnal tulaj-
donképpen korok kialakitéasa a feladat. Megjegyezziik tovabbé, hogy a vesecserékre a
gyakorlatban helyesebb lenne olyan megoldasi koncepcié, amely megengedi egyszerre a
két- és haromf6s csoportokat is, valamint figyelembe tudja venni a haromfds csoportok
esetén a két kiillonboz6 csere-iranyt is.

Az el6z6 megfontolasok miatt az euklideszi térben felirt problémat szobatéarsak paro-
sitasaként, vagy méasképpen kollégiumi szobakhoz rendeléseként kezeljiik, és m-szobatdrs
problémdnak P nevezziik. Az euklideszi tér dimenzioi a hallgatok tulajdonsigait repre-
zentaljak, és az euklideszi tavolsagok hatarozzak meg, hogy mennyire lennének j6 szoba-
tarsak. A cél egy kollégium hallgatoinak beosztasa egyenld méretii szobékba tgy, hogy az
szamukra a legelénydsebb legyen.

A csoportositas modjara két kiillonbo6z6 megkozelitést targyalunk, amelyek mellett kii-
16nb6z6 érvek szolnak. Az egyikben azt tessziik fel, hogy olyan csoportok kialakitasa a
kedvezd, amelyben hasonl6 egyének szerepelnek. Ekkor homogén csoportokrol vagy klasz-
terekrdl beszéliink. Emogott a motivaciot a hasonld érdeklédési teriiletek és tulajdonsa-
gok révén feltételezhetGen kialakuld jobb kapcsolatok adjak. Ekkor egy minimalzalasi
problémat tekintiink. A masik megkozelitésben ezzel ellenkezéleg, a napjainkban egy-

re nagyobb szerepet kapo diverzitas fontossagaval 0sszhangban, olyan szobabeosztasokat

2Vegyiik észre, hogy az m-szobatérs probléma csupan elnevezésében hasonlit a |Gale és Shapley (1962)
altal megfogalmazott szobatars problémara. Az altalunk targyalt feladat nem preferencia-sorrendekre
épiil, és nem cél stabil megoldas meghatarozasa.

3Ugyanerre a problémara Kondor| (2018)) konferenciaelsadédsomban és 2015-6s k-szobatérs probléma ci-
mi TDK dolgozatomban a k-szobatérs probléma elnevezést hasznaltuk. Ugyanakkor, hogy konzisztensek
legyiink a szélesebb szakirodalomban megjelens, kapcsolédd problémékkal, ezt modositottuk.



kivanunk megadni, amelyben a szobatarsak a lehets legvaltozatosabb tulajdonsagokkal
rendelkeznek. Ekkor heterogén csoportok kialakitasa céljabol egy maximalizalasi problé-

méat vizsgalunk.

Hagyomanyosan a klasztereket olyan csoportoknak tekintjiik, amelyek elemei egymas-
hoz hasonloak. Ebbdl eredGen a mi esetiinkben szigoriian véve az m-dimenzios parositas
és az m-szobatars probléméknak csupan a minimalizalasi verzidja tekinthets egyenletes
klaszterezési feladatnak, vagyis olyan problémanak, amelyben a cél egymaéashoz hasonlo
elemekbdl allo, egyenld méretii csoportok kialakitasa. A mi esetiinkben a maximalizalasi
feladat célja diverz csoportok kialakitdsa. Ugyanakkor az irodalomban taldlhatd olyan
megkozelités (lasd peldaul [Feo és Khellaf| (1990), valamint Feo és szerzétarsai| (1992) altal
tekintett k-particionalas probléma), amelyben a szerepl6k kozotti tavolsagokat kompati-
bilitasi értékekként interpretaljék, igy a klaszterek kialakitasat egy maximalizalasi feladat
irja le. Emiatt, és részben az egyszeriibb targyalas érdekében is, a klaszterezés elnevezést
megengedGen hasznaljuk, és olyan csoportokként tekintiink a klaszterekre, amelyeket egy
meghatarozott minimalizalasi vagy maximalizalési probléma megoldasaként alakitottunk
ki. Ezzel 6sszhangban pedig a dolgozat soran az egyenl6é méretd csoportok kialakitasanak

problémait Gsszefoglaloan egyenletes klaszterezési problémdknak nevezzik.

Az azonos méreti csoportokat megkovetels és altalanossdgban véve az elemszamkorla-
tokkal ellatott, kapcsolodo feladatok igen sokrétiiek. A [2l Fejezetben részletes attekintést
adunk az alkalmazasi lehetGségekrél, amelyek magukba foglaljak a kiillonb6zdé tanuléi cso-
portok létrehozasat (Weitz és Lakshminarayanan| 1996; Hoppner és Klawonn, [2008)), a
valtozatos munkacsoportok kialakitasat (Bhadury és szerzétarsai, [2000)), valamint az erd-
Su és szerzotarsai (2015)), a vezetéknélkiili szenzorhalozatok (WSN, Lan és szerzétarsai
(2009); Liao és szerzétarsai (2013)) és a tobbiigynokos utazoigynok probléma (MTSP,

Nallusamy és szerzétarsai| (2009)).

A 3l Fejezetben megalapozzuk az egyenletes klaszterezési problémak megoldhatosa-
ganak vizsgélatat. Ehhez el6szor illusztraljuk az m-szobatars probléma nehézségét az
esetek szamanak megadasaval. Ezt kovetGen bevezetjiik a csoportositasi problémak elmé-
leti nehézségének vizsgalatahoz sziikséges eszkdztarat. A minimalizalasi és maximalizalési
feladatokat altaldanosan optimalizalasi problémaknak nevezziik. Ennélfogva, f6ként |Ausi-

ello és szerzétarsai (2003) konyvére tamaszkodva, megadjuk az optimalizalasi problémakra
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vonatkozo, a targyalas szempontjabol relevans bonyolultsagelméleti osztalyokat és ered-

ményeket.

Mar a definiciok ismeretében attekintjiik a csoportositasi feladatok nehézségi eredmé-
nyeit. [tt kitériink mind az altalanos, mind az elemszamkorlatokkal rendelkezd optima-
valtozataival rokon megfogalmazasokra is, tigy mint az m-dimenzios parositas (Feo és
Khellaf], |1990)), a k-particionalas probléma (Feo és szerzétarsai, 1992), valamint az egyen-
letes MSSC probléma (Pyatkin és szerzotarsai, 2017), amely tulajdonképpen a népszerti
k-kozép klaszterezés egyenls elemszami csoportokra vonatkozo kikotéssel. A problémék
elnevezésénél a k a kialakitandoé particiok vagy klaszterek szamara, mig az m a csoportok
egységes méretére utal. A mi megfogalmazasunk szerint ezek rendre a szobék, illetve a

szobatarsak széma.

A fejezet zarasaként Kondor| (2022a) eredményeinek bemutatéséaval kiterjesztjiik a kap-
csolodo nehézségi eredményeket altalanos dimenzidban, és megmutatjuk, hogy az altalunk
targyalt parositasi problémék legalabb haromfss, egyenld mérett csoportok kialakitésara
NP-nehezek. Ez pedig a gyakorlatban azt jelenti, hogy nagyméretd problémak esetén

jelenlegi ismereteink szerint ezekre a feladatokra nem tudjuk megadni az optimumot.

A . Fejezetben Kondor| (2022b) alapjan bemutatjuk a szobatarsak beosztéasara Gale
és Shapley (1962) szigoru preferenciarendezésekre épitd felirasat, a stabil szobatéarsak
problémét, valamint targyaljuk ennek véltozatait és a kapcsolodé bonyolultsdgelméle-
ti eredményeket. Ezutan szintén Kondor| (2022b)) tanulméanyéra épitve bevezetiink egy
Pareto-hatékony megoldasi koncepciot. Végiil megadjuk az m-szobatars probléma forma-
lis definiciojat, valamint targyaljuk a modell elényeit és hatranyait a stabil szobatarsak

probléma ellenében.

Az egyenletes klaszterezési problémékon beliil szamos olyan feladat taldlhato, ame-
lyekre az optimum megadésa altalanosan nem lehetséges. Emiatt az optimalis megoldas
helyett a gyakorlatban egy olyan megengedett megoldéast keresiink, amelyet ‘elég jonak’
gondolunk. A megengedett megoldés jelen esetben egy olyan klaszterezést jelent, amelyre
teljesiilnek a feladat altal elGirt korlatok, vagyis a meghatérozott csoportok mérete azonos,

ugyanakkor maga a megoldas nem feltétleniil optimalis.

A megengedett megoldasok konstrukcidjanak egyik lehetséges megkozelitését, és a kap-

csolodo eljarasokat az o] Fejezetben mutatjuk be. Ezek olyan polinomialis futésidejd,
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vagyis bonyolultsagelméleti szempontboél gyorsnak tekintett algoritmusok, amelyek vala-
milyen konkrétumot adnak a megoldéas szuboptimalitdsara. Az irodalomban erre kétféle
modszert talalunk. Az els6be az approximacios eljarasok tartoznak, amelyeknél ismert az
algoritmus teljesitményi rataja, igy tudjuk, hogy legfeljebb mekkora a megengedett meg-
oldas és az optimum ardnya. A masik modszer a kup optimalizalés alkalmazéasa, amely

konkrét also és felsd korlatot ad az optimum értékére.

A feladat megoldasanak a gyakorlatban gyakrabban alkalmazott, masik megkozelité-
se, hogy olyan heurisztikus eljarast adunk meg, amelyrsl ugy gondoljuk, hogy eredményes
lehet az optimalizalasi cél elérésében. Ezek az algoritmusok altalaban gyorsan szamitha-
toak, ugyanakkor a futasidejiiket nem tudjuk megbecsiilni. A [6] Fejezetben bemutatjuk
az irodalomban talédlhato legfontosabb algoritmusokat, és j modszereket is megkonstru-

alunk. Ezeknek szintén két csoportjat targyaljuk.

Az els6be a klaszterelemzéshez kapcsolodo eljarasok tartoznak, amelyek alapvetGen
alacsony futasidével rendelkeznek, ugyanakkor nem garantalt, hogy a megoldasban a cso-
portok szédma egyenld lesz. Hogy az m-szobatars probléméra ezek alkalmazhatoak le-
gyenek, megfogalmazunk 6 kiilonb6z6 heurisztikus eljarast a klaszterek kiegyenlitésére,

amelyeket a[7] Fejezetben teszteliink.

A masodik csoportban olyan eljarasokat targyalunk, amelyek konstrukciojukbol ado-
doéan alkalmasak egyenld elemszamu klaszterek elGallitasara. Ezek koziil tobbnek is kozos
vonéasa, hogy parok cseréjével probal meg javitani a megoldason. A mi hozzajarulasunk az
eljarasok ezen csoportjdhoz, hogy megvizsgaljuk a nagyobb méretd cserék lehetGségét, és
megfogalmazunk harom heurisztikus eljarast, amelyek kettes és harmas cserék segitségével
keresik az optimumot. Ezeket szintén bevonjuk a[7] Fejezetben elvégzett elemzésbe.

A7l Fejezet soran végrehajtjuk a probléma egy tobb lépésbdl 4llo vizsgalatat egy széles
elemzési keretben. Az irodalomban rendszerint az optimalizalasi problémaknak csak az
egyik, vagy a minimalizalasi vagy a maximalizalasi verziojat tekintik, és erre értékelik
ki a heurisztikdk egy sztikebb halmazat. A mi esetiinkben egyszerre vizsgaljuk a feladat

mindkét megfogalmazésat, és az eljarasok széles korét bevonjuk az elemzésbe.

Célunk egyrészt, hogy jobb betekintést nyerjiink a probléma természetébe. Ehhez egy
altalunk konstruélt eljarassal a kisebb hallgatoi létszami esetekben a lehetséges szobabe-
osztasok Ossztavolsdgainak hisztogramjat is megjelenitjiik. Mésrészt, szeretnénk megha-

tarozni az altalunk javasolt kiegyenlité modszerek és harmas cserék hozzaadott értékét az



irodalomban szerepls eljardasokhoz. Hogy ezt meg tudjuk &allapitani, nagyszami mintét
generalunk nagy hallgatoi 1étszammal rendelkezd esetekbdl, és ezekre tekintjiik a feladat
minimalizalasi és maximalizalasi, valamint a kis- és nagy csoportszamokkal rendelkezé va-
ahol azok eredményeit az optimalis megoldassal is 6ssze tudjuk hasonlitani.

A [§ Fejezetben Osszegezziik a dolgozat eredményeit, és tovabbi kutatéasi iranyokat

jeloliink meg.



2. fejezet

Alkalmazasi lehet6ségek

E fejezetben attekintést adunk a széleskord alkalmazési lehet&ségekrsl az irodalomban
megfogalmazott, kapcsolodé feladatokon keresztiil. Ezzel egyrészt 6sszekapcsoljuk az m-
szobatars problémat més feladatokkal, illetve teriiletekkel, mésrészrél pedig a problémakor

jelent&ségét hangsilyozzuk.

A szobatarsak meghatarozasa mint klaszterezési feladat ismereteink szerint egyediil
Feo és szerzotarsai (1992)) tanulményaban jelent meg. Erre a szerzok a k-particionélés
probléma maximalizalasi verzojanak egyik lehetséges alkalmazasaként hivatkoznak. A
feladat haromf&s szobdk meghatarozéasa, ahol az élsulyok az egyének mint szobatéarsak
kozotti kompatibilitast méri (minél nagyobb, annél jobb). A cél pedig a k darab 3-f6s

klaszteren beliili élstulyok Osszegének maximalizalasa.

Az irodalomban ezen kiviil szamos egyéb, az egyenletes klaszterezéshez kapcsolodo
probléma talalhato. Szigorubb értelemben kapcsolodd problémaknak nevezziik azokat,
amelyek soran a cél egyenlé méretd klaszterek meghatarozasa azon esetektdl eltekintve,
amikor az elemek szama a csoportok szamanak nem egész tobbszorose, és igy esetenként

1-es eltérés mutatkozhat a kialakitott csoportok méretében.

Gyengébb értelemben kapcsolodoé problémaknak tekintjiik az el6zéekkel egyiitt azokat
is, amelyek megfogalmazasaban a csoportok elemszamara egy megadott also és/vagy fels
korlat vonatkozik. Ezek olyan optimalizalasi problémékat adnak meg, amelyek a szigoru
értelemben vett egyenletes klaszterezésnél altalanosabbak, és az egyenld méretii klaszterek

elsallitasa csupan specialis esetként adodik.



2.1. Tanuléi, szakmai és egyéb csoportok kialakitasa

Tanul6i- és munkacsoportok létrehozasa

Az egyenletes klaszterezési feladatok egyik leggyakoribb alkalmazasa az akadémiai kon-
textusban jelenik meg, tanul6i csoportok létrehozasa soran. (Gallego és szerzdtarsai, [2013))

A legvdltozatosabb tanuldi munkacsoport problémdt (maximum diversity workgroup
problem) el6szor Weitz és Jelassi (1992)) irta le. Tanulményukban egy t6bb kritériumot
(nemzetiség, anyanyelv, nem, életkor, elvégzett egyetem, egyetemi szak, korabbi mun-
katapasztalat teriilete) is figyelembe vevs, heurisztikus alapi, dontéstamogato rendszer
fejlesztését és leirasat részletezik, amely az INSEAD-en (European Institute of Business
Administration) keriilt alkalmazasra. A cél a hallgatok csoportositasa projektmunkékra,
és ehhez a lehetd legvaltozatosabb hallgatoi csoportok megkonstrualédsa. Késébb a New
York Egyetemen (NYU) 1év6 Stern School of Business is egy ehhez hasonlot vezetett be.
(Weitz és Lakshminarayanan|, 1996, [1998))

Mingers és O’Brien| (1995)) egymashoz hasonl6 tanuloi csoportok létrehozaséara helyezte
a hangsilyt, vagyis hogy a hallgatok tulajdonsagait a lehets legegyenletesebben ossza
el a csoportok kozott. A csoportok kozotti kiillonbségek minimalizalasénak célja maga
utan vonja a csoportokon beliili karakterisztikak kiilonbségének maximalizélasat, igy ez
az elézével ekvivalens probléma. (Weitz és Lakshminarayanan, [1998))

A tanuldi kérnyezetben az el6z6 célokkal éppen ellenkezdleg az is elGfordulhat, hogy
hallgatokat szeretnénk valamilyen képesség vagy képességek mentén homogén csoportokra
osztani. Vagyis ebben az esetben olyan csoportokat keresiink, amelyeken beliil az egyének
hasonléak. Ennek célja lehet példaul, hogy a tanulok a képességeik szerint a szamukra
legmegfelel6bb szintd oktatésban részesiilhessenek. (Hoppner és Klawonn, |2008))

Bhadury és szerzotarsai| (2000)) a kiilonb6zs szervezeteknél egyre nagyobb mértékben
jelenlévé munkaerd diverzitasra fokuszal. Ez a szamos szocialis, gazdasagi és politikai fak-
tor miatt kialakult jelenség a munkahelyeken 1év§ kiilonosen valtozatos munkavallalokra
utal. A cél olyan diverz csoportok létrehozésa, amelyben a kiillonbo6z6 hattérrel rendelkezé

emberek végiil hatékonyabban dolgozhatnak egytitt. (Gallego és szerzétarsai, 2013))

Vizsgabeosztas
Lotfi és Cerveny| (1991) egy négy lépésbdl allo rendszert implementalt egy nagy egye-

temen a vizsgak beosztasara. Ez els6 lépésben a vizsgékat blokknak nevezett halmazokra



osztjak tgy, hogy azokon beliil minimalizaljak azon hallgatok szamat, akiknek egy idében
tobb vizsgajuk is lenne. Masodik lépésként a blokkokat vizsganapokhoz rendelik ugy, hogy
azon hallgatok szama, akiknek egy nap kettd vagy annél tobb vizsgaja lenne, minimalis
legyen. Harmadik lépésként a vizsganapokat és a napokon beliil a blokkokat gy rende-
zik, hogy minimalizaljak azon hallgatok szamat, akiknek egymast kévets vizsgaja lenne.
Negyedik 1épésben pedig a vizsgakat termekhez rendelik a helykihasznélas maximaliza-
lasa mellett. Ezek koziil a masodik 1épés, vagyis a vizsga blokkok napokhoz rendelése
az egyenletes klaszterezés minimalizalasi verziojaval ekvivalens. (Weitz és Lakshmina-

rayanan, [1998)

Konferencia szekciobeosztas

A konferencidkon jellemzGen egyszerre tobb tudoményteriilet is megjelenik, az elGadé-
sokat pedig el6re meghatéarozott idétartami blokkokba kell beosztani. Ha meghatarozunk
valamilyen tavolsagot, amellyel mérhetévé tessziik, hogy az egyes tanulmanyok mennyire
kapcsolodnak ugyanazokhoz a teriiletekhez, akkor a szekcidbeosztas egy egyenletes klasz-

terezési feladattal lesz ekvivalens.

Szakmai biralok csoportjainak kialakitasa

Gallego ¢és szerzétarsai| (2013) a mazimdlisan diverz csoportositdsi problémdt (maxi-
mally diverse grouping problem, MDGP) vizsgal6 tanulmanyukban [Hettich és Pazzani
(2006) nyoméan alkalmazéasi teriiletként megemlitik a szakmai biralok csoportjainak kiala-
kitdsat tudomanyos publikaciokhoz vagy kutatas-finanszirozo alapok projektértékelései-

hez.

Hettich és Pazzani (2006)) egy olyan applikaciot fejlesztett az amerikai Nemzeti Tudo-
méanyos Alap (National Science Foundation) szaméara, amely segiti a programigazgatok
munkajat, hogy az évente tébb, mint 40.000 beadott palyazatot elbiraljak. Az alkalmazas
adatbanyaszati modszerekkel panelekbe csoportositja a beadott péalyazatokat, majd segiti

ezek birdlokhoz rendelését.

Habar a végleges megoldas nem egy egyszerid klaszterezéssel ekvivalens eljaréas lett,
hanem egy annal sokkal inkdbb az adott problémara igazitott, a targyalas soran ez is
felmeriil alternativaként. Az egyenletes klaszterezés pozitivuma, hogy némely korabbi

megkozelitéssel ellentétben ez garantalja a kozel azonos csoportméreteket. Negativuma
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viszont, hogy nélkiiléz olyan mechanizmusokat, amely Osszehangolna a megoldast a szer-
vezet strukturdjaval és munkamenetével. Példaul nincs garancia arra, hogy a kialakitott
csoportok megfelelnek valamely konkrét tudomanyos teriiletnek. Emellett elGfordulhat,
hogy egyes palyazatok csoportos elbirdlasakor azok témakorébdl kifolyolag heterogénebb

biralokra van sziikség, mig maskor egy homogén csoport kialakitasa a célszeri.

Csapatok kialakitasa sportversenyeken és jatékokban

Sportversenyek csapatkorének kialakitasakor azonos szamu csapat keriil az egyes cso-
portokba. A cél, hogy a csoportok minél hasonlébbak legyenek, igy a feladat megfeleltet-
hets egy egyenletes klaszterezési feladatnak.

Online szamitogépes csapatjatékoknal gyakran két csapat versenyzik egymassal a gy6-
zelemért, ahol a csapatok tagjait is egy algoritmus vélasztja ki a jatékra varakozo egyének
koziil. Ahhoz, hogy a mérkézés ne legyen egyoldali, a csapatoknak azonos erésségiieknek

kell lennitik, tehat hasonlé csoportok kialakitasa sziikséges.

2.2. Ipari és informatikai alkalmazasok

Erdforrasok allokacioja

Egyenletes klaszterezésre van sziikség, amikor arucikkek, munkak vagy véasarlok egy
halmazat kell elosztanunk korlatozott szamu erdforras kozott, és az egyes erdforrasokra
juté munkamennyiségeknek kozel azonosaknak kell lenniiik. Ilyen az, amikor munkakat
kell gépek vagy dolgozok kozott elosztani gy, hogy az egyes egységekre azonos munka-
mennyiség héaruljon, vagy hogy a hatékonyabb munkavégzés vagy a gépek konfiguralasi
idejének csokkentése érdekében a munkak a lehets leghasonlobbak legyenek. Tovabbi pél-
da a telephelyek elhelyezése tigy, hogy a kiilonboz6 helyszinekrdl érkezé arucikkeknek a
lehetd legkevesebbet kelljen utazniuk és a sorban allas is elkeriilhets legyen. (Hoppner és
Klawonn), 2008)

A csoporttechnoldgia (group technology) klasszifikdcio problémaja a munkamennyiség
szétosztasahoz hasonlo feladat. Ebben az esetben adva van a legyartando6 elemek halmaza
és valamennyihez a sziikséges gépi felszereltség. A cél az, hogy tgy képezziink csoportokat

az elemekbdl, hogy a csoporton beliili elemek feldolgozési sziikségletei nagyon hasonléak
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legyenek. Egy rugalmas gyartasi rendszer tervezésénél ez az egyik kezdeti 1lépés (Chang
és Wysk, 1985; |[King és Nakornchai, [1982; [Kumar és szerzétarsai, |1986)). (Feo és Khellaf,
1990)

A szoftverszolgdltatas (Software as a Service, SaaS) egy egyre fontosabb szolgaltatasi
forma a felhdalapi szdmitdstechnikdban (cloud computing). Az Gn. multitenancy lehets-
vé teszi egyszerre nagyszamiu egyedi iigyfél kiszolgalasat csupan egyetlen programkodra
alapozva. Ugyanakkor a multitenant architektira komplexitasa gyenge teljesitményhez
és alacsony eréforras-kihasznélashoz vezethet. Az egyedi kérések pedig szintén magas
miikodési koltséggel jarhatnak. |Su és szerzétarsail (2015) megkozelitésében az dgyefeleket
(tenant) egyenletesen osztjak el az alkalmazas példanyai kozott a hatékonysag novelése

érdekében.

Nallusamy és szerzotarsai (2009) tanulmanyaban a tobbigynickids utazé tigynok prob-
léma (multiple traveling salesman problem, MTSP) soran a véarosokat klaszterezik, és
minden egyes utazo6 ligynok egy klasztert 14t el. Ekkor kivanatos lehet az utazo iigyno-

kokhoz azonos munkamennyiséget allokalni. (Malinen és Franti, |2014])

Ugyanezzel a feladattal taldlkozhattunk a koronavirus jarvany idején, amikor a men-
tGszolgalat dolgozdinak hazhoz kell mennie tesztek elvégzéséhez. Amennyiben szeretnénk

az egyénekre juto terhet egyenletesen elosztani, egy egyenletes MTSP-t kell megoldanunk.

A vezetéknélkiili szenzorhéalozatok (wireless sensor networks, WSN) nagyszamu, oleso,
korlatozott erdforrassal rendelkezs, vezetéknélkiili érzékel6kbdl allnak, amelyek a kor-
nyezetiikben 1évé fizikai paramétereket észlelik és monitorozzak énszervezd moédon (Liao
és szerzdtarsal, 2013). Az egyenletes klaszterezés alkalmazasa csokkentheti az energiavesz-
teséget és novelheti a halozat életciklusat (Lan és szerzétarsai, 2009; Liao és szerzétarsai,

2013). (Malinen és Frénti, 2014)

Kezddklaszterek meghatarozasa

Az egyenletes klaszterezés segithet jelentGségteljesebb kezddklaszterek meghatarozéasa-
ban és az outlier klaszterek kialakulasanak elkeriilésében. Banerjee és Ghosh/ (2002, 2006)
megmutatta, hogy egy kisméretd minta elegends egy kezdeti klaszterezés elgallitasahoz,
majd a tovabbi adatpontokat ezekhez rendelték hozzé az egyenletes korlatok betartasa
mellett. Zhong és Ghosh| (2003ab)) is figyelembe vett egyenls méretii klasztereket el6ird

korlatokat, és a minta klaszterekhez torténd rendeléséhez egy iterativ, paros grafon ala-
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pul6 heurisztikat alkalmazott. A paros graf egyik halmazaban a klasztereket reprezentalod
pontok, mig a mésik halmazban maguk az adatpontok szerepelnek. Ezen tanulmanyok
azt is megmutatjak, hogy ha valamilyen hattérinformaciot is figyelembe vesziink, akkor

az noveli a klaszterezés hatékonysagat és skalazhatosagat. (Zhu és szerzétarsai, 2010)

Adatbanyaszati alkalmazasok (Banerjee és Ghosh, [2006)

Az adatbanyészat népszertisodésével egyidében nétt az érdeklédés az olyan klasztere-
z6 algoritmusok irant is, amelyek megfelelhetnek adatbanyészati alkalmazasokhoz (Jain
¢s szerzdtarsai, 1999; Han és szerzdtarsai, 2001; Fasulol [1999; Ghosh|, 2003)). Az adatbé-
nyaszati problémaknal hasznalt klaszterezési eljarasoknak kiilonosen jol skaldzhatoaknak
kell lenniiik. Emellett szamos adatbanyaszati alkalmazas megkdveteli, hogy a kialakitott
klaszterek (nagyjabol) egyenls mérettiek vagy fontossaguak legyenek. Ezekben az esetek-
ben tehéat az egyenletes klaszterezési megkozelités nem az adathalmaz valamilyen belsé
tulajdonsagabol kovetkezik, hanem a megfelel§ alkalmazasi vagy iizleti igény koveteli meg

azt. Erre néhany konkrét példat adnak az aldbbiak:

Direkt marketing (Strehl és Ghosh, [2003; [Yang és Padmanabhan, 2003)): A direkt mar-
keting kampéanyok gyakran azzal kezdédnek, hogy a fogyasztokat kozel azonos méretii vagy
egyenls becsiilt bevételt generald szegmensekbe soroljak (piaci koséar elemzés, demogréafia
vagy valamely weblapon torténd vasarlasi szokas alapjan), hogy ugyanakkora értékesitési

csapatot, marketing koltséget, stb. tudjanak rendelni valamennyi szegmenshez.

Kategoria menedzsment (Nielsen Marketing Researchl, 1993): A kategoria menedzs-
ment egy folyamat, amely magéba foglalja a termékkategoriak iizleti egységként torténd
menedzselését és azok vasarloi igényeknek megfelels iizletenként eltérs testreszabésat.
A kategoria menedzsment soran az egyik alapvets eljards, hogy a termékeket tgy cso-
portositjak kategoriakba, hogy azok megfeleljenek polcok vagy szintek egységeinek. Ez
kiilontsen fontos egyenletes klaszterezési alkalmazas a nagy aruhazlancok szaméra, mint
példaul Waltmar esetében. Egy mésik kulcsfontossagu mivelet az olyan fogyasztasi cik-
keket elGallitd nagyvallalatoknal, mint amilyen a Procter & Gamble is, hogy az egymassal
kapcsolatban 1évs cikkszamokat (stock keeping unit, SKU) olyan csoportokba rendezik,
hogy azok bevétel és profit szerint 6sszehasonlithatéak legyenek. Mindkét eljaras soran
fontos a csoportok idénkénti kiigazitasa a kiilonbozd termékek eladasi szamainak szezo-

nalis kiilonbségei, a fogyasztoi trendek, stb. kovetkeztében (Gupta és Ghosh, [2001)).
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Dokumentumok klaszterezése (Lynch és Horton, [1999; Baeza-Yates és Ribeiro-Neto,
1999)): Amikor dokumentumok egy nagymeéreti gytjteményét klaszterezik témak szerinti
hierarchiadk generalasahoz, akkor az egyenletesség nagyban hozzajarul a késébbi kénnyebb
bongészéshez és navigaciohoz azzal, hogy elkeriili az olyan torzitott hierarchidk létrehoza-
sat, ahol a hierarchia fa kiilonb6z6 részeinek nem kiegyenstlyozott a mélysége, vagy ahol
a leveleknek megfelel§ csiicsokon véltozo széma dokumentum taldlhaté. Hasonld elvek
vonatkoznak cikkek csoportositasara weboldalakon (Lynch és Horton, [1999) és tartalom-

szolgaltatok tervezésénél.

Egyenletes klaszterezés Energiatudatos Szenzor Hdlozatokban (Energy Aware
Sensor Networks) (Ghiasi és szerzotarsai, [2002; Gupta és Younis, 2003): Az osztott szen-
zor hdlozatok (distributed sensor network, DSN) ad-hoc mobil halozatok, amelyek limitalt
szamitasi és kommunikacios lehetdségekkel rendelkezd érzékelSket tartalmaznak (Esche-
nauer és Gligor, 2002). A DSN-ekben a szenzorokat csoportokba osztjak, és mindegyik
csoportot egy érzékels ‘fej’ reprezentalja olyan attribatumok alapjan, mint a térbeli elhe-
lyezkedés, a protokoll karakterisztikak, stb. Egy tovabbi kivanatos tulajdonséig, amelyet
gyakran kiilsé puha korlatként irnak el§ a klaszterezésre, hogy minden csoport hasonld

mértékd energiat fogyasszon, mivel igy a halozat egésze meghizhatobb és skalazhatobb.

Nagymeéretii szamtogépes programok tarolasa

Ha egy operacios rendszer lapozdst (paging) valosit meg, akkor a memoria allokalasa
memdrialaponként (memory page) torténik. Ekkor a memoriakezels kevés szabad fizi-
kai memoria esetén hattértarra mentheti az egyes lapokat. Ezt a miiveletet nevezziik

lapozasnak. (Benyo és szerzotarsai, 2000)

A particionalés kérdése akkor is felmeriil, amikor nagyméretd szamitogépes progra-
mokat szeretnénk téarolni lapozott memdridn (paged memory). A programok altalaban
egymashoz kapcsolodo eljarasok halmazaként épiilnek fel. A probléma lényege, hogy az
alprogramokat megadott méreti lapokhoz kell rendelni tgy, hogy a kiilonb6z6 lapokon
1év6 objektumok kozotti hivatkozasok szama minimalis legyen. Az alprogramok mérete
rogzitett, és ugyanannak az alprogramnak tobb lapon is vald tarolasa nem megengedett.

(Feo és Khellaf, |1990))
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VLSI tervezés (Feo és Khellaf, |1990)

A Feo és Khellaf| (1990) altal megfogalmazott graf particionalasi probléma soran a
feladat egy graf csiicsainak csoportositiasa egy megadott mérték optimalizdlasa mellet.
Ennek egy lehetséges alkalmazéasaként emlitik a VLSI (Very-Large-Scale Integration) ter-
vezést. A VLSI az a folyamat, amely altal komplex elektronikai aramkoroket integralnak
egy szilikon lapkira egy chip készitéséhez. Az aramkor gyakran szamos modulbol all,
amelyek fizikai kapcsolatokon, pl. vezetéken keresztiil kommunikalnak egymassal. A mo-
dulok integrélasanak elsd 1épése, hogy egymashoz képest fizikailag elhelyezzék Gket. A
masodik 1épés, hogy megteremtsék vezetékek segitségével az Gsszekapcsolast. Az elhelye-
7és és Osszekapcesolas sordn két alapvetd célkittizés van. ElGszor is, hogy minimalizaljak
a vezeték teljes sziikséges hosszat, mésrészt pedig, hogy minimalizaljak a chiphez sziik-
séges szilikon lapka méretét. Az Osszekapcesoltsag szerinti csoportositas elGsegiti mindkét

kitlizott cél megvalosulésat.
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3. fejezet

A klaszterezési feladatok komplexitasa

Az egyenletes klaszterezési feladatokra tekinthetiink kombinatorikai problémaként is, hi-
szen n elemet (Gsszes hallgato szama) kell k& darab (szobdk szama) m nagysagu (szobak
meérete) csoportba beosztani. Ennek megfelelGen megadhatjuk az dsszes lehetséges kom-

binaci6é szamat az

ny\  (n—m\ n—2m..n_m !
() ) -
(n/m)! (n/m)! (ml)"/m
formuléval, mivel az elsG szobaba n hallgato koziil m-et kell beosztani, a masodik szobaba
n — m hallgaté koziil tovabbi m-t és igy tovabb, de mivel a csoportok sorrendje nem

szamit, igy osztanunk is kell a szobak szaméanak faktorialiséaval.

Ez alapjan felmeriilhet 6tletként, hogy az Gsszes lehetséges eset végignézésével egyér-
telmien meg tudjuk hatarozni a feladat szerinti optimumot. Ugyanakkor, ha egyenként
vennék sorra minden egyes eshetgséget, akkor még viszonylag kis n és m értékek mellett

is nagyon sok id& lenne, mire végeznénk.

A formula értékét relative kis k (szobék szama) és m paraméterek esetén a es
tablazat szemlélteti. Lathato, hogy adott m esetén a k = n/m novekedésével a hanyados
rendkiviil gyorsan nd, igy az Osszes eset szambavétele nem jarhaté at. Olyannyira nem,
hogy példaul 9 szoba és 4-f8s szobak (tehat Osszesen csupéan 36 f6) esetén, ha mésod-
percenként egybillio (10'2) esetet tudnank végignézni, még akkor is tébb, mint tizezer
év (3,156 - 10! masodperc) kellene ahhoz, hogy minden lehetdséget megvizsgaljunk. Igy
sejthetjiik, hogy kifejezetten komplex problémékkal allunk szemben. Ha szeretnénk a
komplexitast precizebben megragadni, akkor komolyabb eszkozokre, vagyis a bonyolult-

sdgelmélet fogalmaira van sziikségiink.
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k m = 2 m=3 m =4 m = 10 m = 20
2 3 10 35 92378 | 6,89E+10
3 15 280 775 | 9,25E+11 | 9,63E+25
4 105 15400 2627625 | 1,96E+20 | 8,51E+43
) 945 1401400 | 2,55E+09 | 4,03E+29 | 9,12E+63
6 10395 | 1,.91E408 | 4,561E+12 | 5,06E+39 | 4,48E+85
7 135135 | 3,62E+10 | 1,32E+16 | 2,87E+50 | 5,29E+108
8 2027025 | 9,16E+12 | 5,93E+19 | 5,90E+61 | 9,53E+132
9 | 3,45E+07 | 2)98E+15 | 3,88E+23 | 3,75E+73 | 1,85E+4158

3.1. tablazat. Az Osszes lehetséges rendezés szama kiilonb6z6 k (csoportok szama) és m
(szobatarsak szdma) értékek esetén.

A fejezet hatralévs részében az m-szobatars probléma, valamint altalanosan a klasz-
terezési problémak bonyolultsagelméleti szempontbol térténd vizsgalatahoz els6ként be-
vezetjiikk a kapcsolodo definicidkat és eredményeket, majd az irodalomban térgyalt klasz-

terezési feladatok nehézségi eredményeit targyaljuk.

3.1. Bonyolultsagelméleti alapok

Az optimalizalasi problémak komplexitasanak vizsgalatdhoz a bonyolultasgelméleti alap-
fogalmakat és eredményeket altalanosan |Ausiello és szerzétarsai (2003)) alapjén vezetjiik
be. Ahol ettsl eltériink, azt adott esetben jelezziik. A leirds soran kifejezett célunk,
hogy a lehet&ségekhez képest atfogdan mutassuk be az egymasra épiils, késébb relevans
fogalmakat, ezzel a disszertacié keretein beliil megadva a kell§ elméleti hatteret a bo-
nyolultsagelméleti eredmények értelmezéséhez. Az optimalizalasi problémak definicidi és

eredményei az eldontési problémak fogalmaira épitenek, igy els6ként ezeket adjuk meg.

3.1.1. Eldontési problémak osztalyai
Eldontési probléma

A problémak, amiket meg szeretnénk oldani, elég kiilonféléek lehetnek. Altalanossagban
ezek kifejezthetGek egy P C I xS relacioval, ahol I a probléma eseteinek vagy példanyainak

(problem instances) halmaza és S a probléma megolddsainak (problem solutions) halmaza.
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Alternativaként tekinthetiink egy p(x,y) allitast is, amely akkor és csak akkor igaz, ha
(x,y) € P.

A bonyolultsidgelmélet egyik meghatarozé eleme az eldontési probléma. Az eldontési
problémék sordn csupan arra vagyunk kivancsiak, hogy a probléma egy esetére egy adott
kritérium teljesiil-e, igy a P relacio egy f : I — S fliggvényre egyszertisodik, ahol & =
{IceN, NEM} ]

3.1.1. Definici6. Eldontési probléma.

Egy P problémadt eldontési problémanak (decision problem) nevezink, ha a P probléma
dsszes esetének Ip halmaza particiondlhato pozitiv esetek (positive instances) Yp és ne-
gativ esetek (negative instances) Np halmazdra, és a probléma azt kéri, hogy dontsik el

eqy x € Ip esetre, hogy © € Yp teljestil-e.

Arora és Barak| (2009) nyoméan bemutatjuk a bonyolultsdgelmélet egyik legalapvet&bb
eldontési probléméjat, a SAT-ot, amely a propozicionalis logikabol jon (propozicionéalis

logikarol lasd [Simon! (n.d.) "Matematikai logika" c. jegyzetét).

3.1.2. Példa. SAT, 3SAT
Egy Boole-formula (Boolean formula) az uy, ..., u, valtozokon magukbol a valtozokbol,
valamint az AND (A, "és"), OR (V, "vagy") és NOT (-, "negalt") logikai operatorokbdl
all. Példaul (uy Vug) A (ug Vus) A (ug VvV up) egy Boole-formula. Ha ¢ egy Boole-formula az
Uy, ..., Uy, valtozok és z € {0, 1}" felett, akkor (z) jeloli ¢ értékét, amikor ¢ valtozdi z ér-
tékeihez vannak rendelve, ahol az 1-et IGAZ-ként (TRUE), mig a 0-t HAMIS-ként (FALSE)
értelmezziik. Egy ¢ formula (logikailag) kielégithetd (satisfiable), ha létezik olyan z hoz-
zarendelés, amelyre ¢(z) értéke 1GAZ. Ellenkezs esetben ¢ nem (logikailag) kielégithetd
(unsatisfiable). A fenti példa kielégithetd, ha uy, uq, us valtozok koziil legalabb ketthoz
1 értéket rendeliink, pl. vy = 1,uy =1 és uz = 0.

Egy Boole-formula az uy, . .., u, valtozok felett konjunktiv normdl formdban (conjunc-
tive normal form, CNF) van megadva, hogyha a valtozok és azok negaltjainak OR-jainak

AND-jeiként van kifejezve, vagyis altalanosan az
Ni (V;vi5)

alakban van megadva, ahol v;; egy uy valtozo vagy annak —uy negaltja. A formulaban a

'Eldéntési problémakrol, foként grafelméleti vonatkozéasban, lasd még Katona és szerzGtarsai| (2006)).
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vij tagokat literdlisoknak (literal) nevezziik?] a (V;v;;) tagokat pedig kldzoknak (clause).
Egy ECNF egy olyan CNF, ahol barmely kloz legfeljebb k literalist tartalmaz. Ekkor a
SATISFIABILITY (roéviden SAT) eldéntési probléma a kévetkezs:

3.1.3. Eldontési probléma. SAT
Input: Egy C' CNF.

Kérdés: Van-e C-t kielégitd hozzdrendelés?

Ekkor a SAT probéma egy Isar-beli esete egy C' CNF, amelyre C' € Ysar, ha kielé-
githetd, ellenkez§ esetben pedig C' € Ngar. Az el6z6hoz hasonléan, 3CNF formulékra

vonatkozoan felirhatjuk a 3SAT eldontési problémat.

3.1.4. Eldontési probléma. 3SAT
Input: Egy C' 3CNF.

Kérdés: Van-e C-t kielégitd hozzdrendelés?

P osztaly

A szamitasi bonyolultsag elméletének {6 célja, hogy a szamitashoz sziikséges erdforras
(i, hely) szempontjabol karakterizalja a problémak csoportjait. Ezeket a csoportokat
vessziik alapul, amely fiigg az input méretétsl. Feltételezziik, hogy létezik egy kodolds:
séma (encoding scheme), amellyel barmely probléma barmely esete felirhato karakterek
egy sorozataként valamely abécé f6lott. A tovabbiakban egy probléma x esetére ugyan-
azzal az x szimbolummal jeloljiik azt a karaktersorozatot is, amely az = eset kodolasabol
ered. Jelolje |z| a kodolas soran kapott karaktersorozat hosszat.

Az algoritmusok futésidejének méréséhez az egységes koltség (uniform cost) modellt
alkalmazzuk, amelynek alapja, hogy meghatérozzuk az algoritmus terminélasa el6tt el-
végzett Osszes miivelet szémétE] Az algoritmusok futasidejét az aszimptotikus viselkedé-
siiknek megfelelsen definialjuk, ahol a fiiggvény valtozoja az input mérete. Jelolje £ 4(z)

az A algoritmus futasidejét az = inputon. Ekkor A futdsideje a legrosszabb esetben (worst

2Igy a ONF literalisok diszjunkcitinak konjunkcidja. (Simon, n.d., "Matematikai logika" c. jegyzet)

3Az egységes koltség modellel implicit feltételezziik, hogy egy miivelet barmely inputon konstans idé-
ben elvégezhetsé annak méretétsl fiiggetleniil. Ez a mi targyalasunkhoz megfelels, ugyanakkor egyes
esetekben komoly problémakat okozhat. Alternativaként alkalmazhatd a logaritmikus kéltség modell,
részletekért lasd |Ausiello és szerzétarsail (2003).
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case running time) legyen
ta(n) = max {t4(x) | Vo @ |z| <n}.

3.1.5. Definicié. Algoritmus bonyolultsaganak korlatai.
Azt mondjuk, hogy az A algoritmus
1. bonyolultsaga (vagy bonyolultsdgdnak felsé korlatja) O(g(n)), hogyha t 4(n) O(g(n))
nagysa’grendﬁﬁ

2. bonyolultsdga (vagy bonyolultsiganak alsé korldtja) 2(g(n)), hogyha ta(n) Q(g(n))

nagysagrendi.

3. bonyolultsdga (pontosan) ©(g(n)), hogyha t4(n) O(g(n)) nagysdgrendd.

Azt, hogy egy eldontési probléma milyen futésidében oldhaté meg, az azt megoldo
algoritmusok futasidején keresztiil adjuk meg. Ennek segitségével pedig a problémak

kiilonb6z6 osztalyait definialhatjuk.

3.1.6. Definicié. Probléma megoldasa.

Egy A algoritmus megold eqy P eldintési problémdt, ha az algoritmus termindl (vagyis az
algoritmus futdsa megdll) minden x € Ip esetre, és a visszatérési érték 1GEN akkor és csak
akkor, hogyha x € Yp. Ekkor azt mondjuk, hogy az A algoritmus felismeri (recognize) az
Yp halmazt. Tovibbd azt mondjuk, hogy a P problémdt t(n) idében oldottuk meg, hogyha
az A algoritmus iddbeli bonyolultsdiga t(n).

3.1.7. Definicio. TIME(f(n)) bonyolultsagi osztaly.
Bdarmely f(n) figgvényre jeldlje TIME(f(n)) azon eldontési problémdk osztdlydat, amelyek
megoldhatdak O(f(n)) idén belil.

3.1.8. Definicié. P osztaly.
Legyen P= U (' TIME(n"*) az dsszes olyan eldontési probléma osztdlya, amelyek az input

méretének eqy polinomidlis fligguényével ardnyos iddben megoldhatoak.

A P osztalyba tehat azon eldontési problémak tartoznak, amelyek megoldésara 1étezik
polinomialis futasidejd algoritmus. Altalanosan ezeket a problémakat tekintjiik hatéko-

nyan megoldhatonak.

10(g(n)), Q(g(n)) és O(g(n)) az algoritmus aszimptotikus viselkedését irja le. Az, hogy f(n) O(g(n))
nagysagrendd , vagy masképpen f(n) = O(g(n)), azt jelenti, hogy 3k > 0 Ing Vn > ng : |f(n)| < kg(n).
Hasonloan, f(n) = Q(g(n)) azt jelenti, hogy 3k > 03Ing¥n > ng : f(n) > kg(n). Végil f(n) = 0(g(n))
akkor, hogyha f(n) = O(g(n)) és f(n) = Q(g(n)) egyszerre fennall.
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NP osztaly

Annak a koltsége, hogy ellendrizziik a problémak megoldasait, tovabbi szempontként szol-
galhat a problémak bonyolultsaganak karakterizalasdhoz. Erre a célra lett bevezetve
a nemdeterminisztikus algoritmus koncepcidja, amely olyan lépéseket is végrehajthat,
amelyben az algoritmus t6bb allapot koziil vdlaszt (guess) egyet. Amig a korabbi (deter-
minisztikus) algoritmusok altal elvégzett szamitasok strukturaja linearis volt, a valaszté-
soknak koszonhetSen a nemdeterminisztikus szamitasok egy fahoz hasonlito struktiraval
irhatoak le. Ezt a strukturat hivjuk szdmitdsi fanak (computational tree), amelyben a

valasztasi pontok felelnek meg az elagazasoknak.

3.1.9. Definicié. Nemdeterminisztikus problémamegoldas.

Legyen adott eqy P eldintési probléma. Egy A nemdeterminisztikus algoritmus megoldja
P-t, hogyha barmely x € Ip esetre A megadll a vdlasztdsok barmely lehetséges sorozatdra, és
x € Yp akkor és csak akkor, ha van a vdlasztdsoknak legaldbb egy olyan sorozata, amelynek

megfelelden az algoritmus visszatérési értéke IGEN.

3.1.10. Definicié. Nemdeterminisztikus algoritmus bonyolultsaga.

Egy A nemdeterminisztikus algoritmus egy P problémat t(n) idében old meg, hogyha bdr-
mely x € Ip esetre, amelyre |x| = n, A megdll a vdlasztdasok barmely lehetséges sorozatdra,
ésx € Yp akkor és csak akkor, hogyha létezik a vdalasztasoknak legaldabb egy olyan sorozata,

amelynek megfelelden az algoritmus visszatérési értéke legfeljebb t(n) idében IGEN.

Az, hogy van a vélasztasoknak olyan sorozata, amelyre az algoritmus visszatérési ér-
téke t(n) id6ben IGEN, pontosan annak felel meg, hogy egy feltételezett megoldasrol t(n)
id6ében ellendérizhets, hogy az valoban megoldas-e. A nemdeterminisztikus algoritmusok

révén a kovetkezs osztalyokat definidlhatjuk.

3.1.11. Definici6é. Nemdeterminisztikus bonyolultsigi osztélyok.
Bdarmely f(n) fiiggvényre jelolje NTIMEf (n) azon eldontési problémdk csoportjdt, amelyek

megoldhatdak egy nemdeterminisztikus algoritmus dltal O(f(n)) idében.

3.1.12. Definicié. NP osztély.
Legyen NP= UX,, NTIME(n") az dsszes olyan eldintési probléma osztdlya, amelyek az
input méretének eqy polinomidlis fligguényével aranyos iddben megoldhatoak eqy nemde-

terminisztikus algoritmus dltal.
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Mivel egy hagyoményos (determinisztikus) algoritmus egy nemdetermnisztikus speci-
alis esete, amelyben nincs véletlen valasztés, ezért P C NP rogton kovetkezik. Az, hogy P
= NP teljesiil-e a bonyolultsagelmélet egyik mai napig nem megvélaszolt, kozponti kérdé-
se. Altalanosan gy gondoljuk, hogy P # NP, viszont amig nem nyer bizonyitast, addig

szamos eredménynél feltételként meg kell emlitentink.

NP-teljesség

A kiilonb6z6 problémék bonyolultsagai kozott kapesolatot teremthetiink redukeiok (vissza-
vezetések, angolul ‘reduction’) alkalmazasaval. AlapvetGen egy redukcié egy P; problé-
marol egy P, probléméra egy modszer arra, hogy megoldjuk Pi-et egy Ps-re vonatkozo
algoritmus altal. Ekkor a P; és Py problémak viszonyara gondolhatunk tgy, hogy Ps
legalabb olyan nehéz, mint P; (feltéve, hogy a redukcio csak ‘egyszert’ szamitasokat igé-
nyel). Ugyanez precizebben, ha Ps-t hatékonyan, példaul polinomialis id6ben meg tudjuk
oldani, akkor ez teljesiil P;-re is, vagyis P, € P-b6l P; € P kovetkezik. Ugyanakkor,
ha P;-et bizonyitottan nem tudjuk megoldani hatékonyan, akkor biztosan nem tudjuk
megoldani hatékonyan Ps-t sem, vagyis P; ¢ P maga utan vonja Py ¢ P-t.

Annak megfelel6en, hogy milyen feltételezéssel éliink azt illetGen, hogy a Po egy meg-

oldasa hogyan alkalmazhat6 a P; megoldasara, kiilonb6zd redukciokat definialhatunk.

3.1.13. Definici6é. Karp-redukcié.

Azt mondjuk, hogy eqy Py probléma Karp-redukilhatdé vagy visszavezethets (Karp-re-
ducible) egy Py problémdra, ha létezik eqy R algoritmus, amely ha adott a Py probléma
valamely x© € Ip, esete, akkor azt a Py probléma eqy y € Ip, esetévé transzformdlja ugy,
hogy © € Yp, akkor és csak akkor, ha y € Yp,. Ekkor azt mondjuk, hogy R eqy Karp-
redukcio Pr-rdl Py-re, és ext Py <,, Po-vel jeloljiik. Ha Py <,, Py és Py <,, P1 eqyszerre

teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy P1 és Py Karp-ekvivalens, jeldlésében Py =, Pa.

3.1.14. Definici6. Polinomialis ideji Karp-redukcio.

Azt mondjuk, hogy egy P1 probléma polinomialisan Karp-redukilhatd vagy polinomialisan
visszavezethets egy Py problémdra akkor €s csak akkor, hogyha Py Karp-redukdlhato Ps-re,
és a megfeleld R redukcio polinomidlis futdsideji algoritmus. Ezt Py <P Psy-vel jelolyiik,

és amennyiben Py <P Py €s Py <P Py egyszerre teljesiil, igy Py =P, Ps.

A kovetkez6 definiciok segitségével megadjuk azon problémék részosztalyat, amelyeket
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a legnehezebbnek gondolunk egy adott osztalyon beliil (egy megfelel§ redukciora vonat-

kozoan).

3.1.15. Definici6. C-teljes.
Barmely C bonyolultsagi osztdly esetén azt mondjuk, hogy eqy P € C eldontési probléma
teljes (complete) C-ben, vagy ekvivalensen C-teljes egqy <, redukciora vonatkozdan, ha

barmely mdasik P1 € C problémdra P <, P.

3.1.16. Definici6é. NP-teljes.
Azt mondjuk, hogy egy P eldontési probléma NP-teljes (NP-complete), hogyha teljes NP-

ben <P -re vonatkozoan, vagyis P € NP, és barmely Py € NP eldontési problémdra Py <P,
P.

Az NP osztalyon beliil az NP-teljes problémakat gondoljuk a legnehezebbeknek. Ha
egy problémarol belatjuk, hogy az NP-teljes, akkor arra tgy tekintiink, hogy nem tudjuk
hatékonyan megoldani. A SAT-ra, illetve 3SAT-ra vonatkozo NP-teljességi eredményt

Arora és Barak (2009) nyoman a kévetkezs tétel mondja ki.

3.1.17. Tétel. Cook-Levin Tétel (Cookl (1971)), Levin| (1973)))
1. A SAT NP-teljes.
2. A 8SAT NP-teljes.

3.1.2. Optimalizalasi problémak osztalyai

NPO osztaly

A bonyolultsdgelmélet alapvets definicidinak tobbsége eldontési problémakra lett megad-
va. Ahhoz, hogy optimalizalasi problémakkal foglalkozzunk, 1j fogalmak bevezetése sziik-
séges. Emellett az optimalizalasi problémék bonyolultsdganak és az eldontési problémak
bonyolultsdganak kapcsolatat is targyalnunk kell. Az optimalizalési probléma formélis

definici6ja az alabbi.

3.1.18. Definicié. Optimalizalési probléma.
Egy P optimalizalasi probléméat (optimization problem) az (Ip, SOLp, mp, goaly) objek-

tumnégyes karakterzidal, ahol
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1. Ip a P eseteinek halmaza;

2. SOLp egy figguény, amely barmely x € Ip input esethez az x-hez tartozd megenge-

dett megoldéasok (feasible solutions) halmazdt rendeli;

3. mp eqy (x,y) © € Ip,y € SOLp(x) pdrokon definidlt mértékfiiggvény (measure
function). Valamennyi (x,y) pdarra mp(x,y) egy pozitiv egész értéket ad meg, amely
az y megendedett megoldds értékét adja;

4. goal, € {MIN, MAX} adja meg, hogy P mazimalizdldsi vagy minimalizdldsi problé-

ma.

Egy z input esetre jelole SOLL(x) az x optimdlis megolddsainak (optimal solutions)
halmazat. Az x eset egy y*(z) optimalis megoldasanak értékét jelolje mp(z). Az optima-

lizalasi probléméakra az NP osztallyal anal6g bonyolultsagi osztaly az NPO.

3.1.19. Definicié. NPO osztaly.
Eqy P = (I,SOL, m, goal) optimalizdlasi probléma az NPO osztalyba tartozik, hogyha a
kovetkezdek teljestilnek:

1. Az esetek I halmaza polinomidlis iddben felismerhetd;

2. Létezik egy q polinom, amelyre eqy adott x € I esetén barmely y € SOL(x) meg-
engedett megolddsra |y| < q(|x|), és emellett barmely y-rol, amelyre |y| < q(|x]),
polinomidlis iddben eldonthetd, hogy y € SOL(x) teljestil-e;

3. Az m mértékfigguény polinomidlis iddben szamolhato.

A P optimalizalasi probléma megoldasanak megkozelitésétdl fliggden tobb kapesolo-
d6 problémat is definialhatunk, melyek koziil szamunkra a megfogalmazhat6 eldontési
probléma relevans (ezen kiviil definialhaté még konstruktiv és kiértékelési probléma).
Eldontési probléma (Pp) - Adott = € I eset és K € ZT pozitiv egész esetén dontsiik el,
hogy m*(x) > K (ha goal = MAX) vagy m*(z) < K (ha goal = MIN). Ha goal = MAX,
az {(z, K)|x € I Am*(z) > K} (vagy goal = MIN esetén az {(z, K)|x € I Am*(x) < K})
halmazt a P alapjdul szolgdlé nyelvnek (underlying language) nevezziik.

Az alabbi eredmény mutatja, hogy az NPO osztaly az NP osztaly természetesen adodo

optimalizalasi megfelelGje.

3.1.20. Tétel. Bdrmely P € NPO optimalizdldsi problémdhoz tartozo Pp eldontési prob-
léma NP-beli.
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NP-nehéz optimalizalasi probléma

Az eldontési problémak relativ bonyolultsdgat a polinomiélis ideji Karp-redukcion, és az
ehhez kapcsolodd NP-teljességen keresztiil ragadtuk meg. Ez azonban nem alkalmazhato
optimalizalasi problémakra, igy mas eszkozre van sziikségiink. Ez lesz a polinomiélis idejt

Turing-redukcio6.

3.1.21. Definici6. Orakulum.

Legyen P eqy (akdr tobbvdltozos) f : Ip — Sp fiigguény kiszamitdsdinak problémdja. Egy
ordkulum (oracle) a P problémdhoz egqy olyan absztrakt szerkezet, amely barmely x € Ip
esetre megadja az f(x) € Sp értéket. Feltételezzik, hogy mindezt az ordkulum akdr egy

szamitast [épésben teszi meg.

3.1.22. Definicié. Turing-redukci6.

Legyen Py eqy (akdr tébbudltozds) g : Ip, — Sp, fiigguény kiszamitasdinak problémdja. Azt
mondjuk, hogy P; Turing-redukalhato (Turing-reducible) eqy Po problémdra, ha létezik
eqy R algoritmus Pi-re, amely eqy Po problémdahoz tartozo ordakulumot haszndl. FEkkor
azt mondjuk, hogy az R egy Turing-redukcié P;-rdl Pso-re, és ezt Py <p Po-vel jelolyiik.
Amennyiben Py <y Py és Py <r P; egyszerre teljesiil, Py és Po Turing-ekvivalensek,

amelyet Py =1 Po-vel jelolink.

A Karp-redukci6 a Turing-redukci6 egy specialis esete. Ahogy a Karp-redukcionél, itt
is bevezethetiink <. polinomidlis ideji Turing-redukcidt, amelyre Py <. P, akkor és csak
akkor, hogyha P; <p P,, és az R Turing-redukcié az input mérete szerint polinomiélis

idében szamolhato.

3.1.23. Definici6é. NP-nehéz probléma.

Eqgy P optimalizdldsi problémdt NP-nehéznek (NP-hard) neveziink, hogyha barmely P' €
NP eldontési problémdra P' <} SOLY,, vagyis P’ polinomidlis idében megoldhatd egy olyan
algoritmussal, amely eqy olyan ordkulumot haszndl, amely minden x € Ip esetre megadja

az x optimalis y*(x) megolddsdt annak mi(x) értékével egyiitt.

Vagyis egy probléma NP-nehéz, ha legalabb olyan nehéz megoldani (id& szerinti bonyo-
lultsagot tekintve és a polinomialis idejd redukciot nem szamitva), mint barmely NP-beli

problémét.
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3.1.24. Tétel. Legyen adott eqy P € NPO optimalizdldasi probléma. Ha a P alapjdul
szolgdalo nyelv NP-teljes, akkor P NP-nehéz.

Igy ha egy NPO-beli P problémarél belatjuk, hogy NP-nehéz, akkor azzal P egybdl
az NPO osztaly legbonyolultabb problémainak szintjére kertil.

A szakirodalomban talalkozhatunk az NP-teljes optimalizdldsi probléma elnevezéssel
is. FEz alatt olyan optimalizilasi problémakat értenek, amelyek az eldontési probléma
verziojukban teljesek, vagyis a [3.1.24] Tétel értelmében a [3.1.23] Definicié szerinti NP-

nehéz optimalizalasi problémak.

Approximéacios osztalyok

Az NP-nehéz optimalizalasi problémakat a természetiikbsl adédo bonyolultsaguk mi-
att nem tudjuk egy konkrét médon, hatékonyan, vagyis polinomialis id6ben megolda-
ni (amennyiben P # NP). A megoldas kozelitésére nytjtanak eszkozt az approximacios
algoritmusok. Ezek polinomialis futasidében hataroznak meg egy olyan megengedett meg-

oldast, amely valamilyen elére ismert mértékben garantaltan megkozeliti az optimumot.

3.1.25. Definicié. Approximécios algoritmus, kozelité megoldas.

Legyen adott eqy P = (I,SOL, m,goal) optimalizdldsi probléma. Azt mondjuk, hogy
eqy A algoritmus approximacios algoritmus (approzimation algorithm) P-re, hogyha az
barmely x € I esetre visszaad egy kozelité megoldést, vagyis A(x) € SOL(x) megengedett

megolddst.

Az NP-nehéz optimalizalasi problémakat kiilonb6zé approximécios osztalyokba sorol-
juk aszerint, hogy milyen approximalhatésagi tulajdonsagokkal rendelkeznek. Az elsé
ilyen az APX osztaly, amelynek kiilonosen fontos szerepe van az NPO osztalyon beliil.
Ha egy NP-nehéz optimalizalasi probléméarol belatjuk, hogy APX-beli, az azt jelenti, hogy
a konkrét megoldéas megtalalasanak nehézsége ellenére a megoldas valahogyan mégis meg-

kozelithetd.

3.1.26. Definici6. Teljesitményi arany.
Legyen adott eqy P optimalizdldsi probléma. Ekkor a P bdrmely x esetére és az x barmely y

megengedett megolddsdnak z-re vonatkozo teljesitményi aranya (performance ratio) legyen

miay) ms)Y

m*(z) " m(z,y)

R(z,y) = max (
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3.1.27. Definicié. r-approximécios algoritmus.

Legyen adott eqy P optimalizdldsi probléma, és eqy A approximdcids algoritmus P-re.
Azt mondjuk, hogy A egy r-approximacios algoritmus (r-approzimate algorithm) P-re,
hogyha a P barmely x esetére az A(x) approximdcids megoldds teljesitményi ardnya felilrdl

korldtos r-rel:

R(z, A(x)) <.

3.1.28. Definici6. APX osztély.
Az APX azon NPO-beli P problémdk osztdlya, amelyekre valamely r > 1 értékre létezik

polinomidlis futdsidejd r-approrimdcids algoritmus P-re.

Vannak optimalizalasi problémak, amelyekre a megoldast egy r-approximécional va-
lamilyen értelemben erGsebb médon tudjuk kozeliteni. Ezekben az esetekben véllalva a

nagyobb szamitasi sziikségletet, tetsz6legesen kozel keriilhetiink a megoldashoz.

3.1.29. Definicié. Polinomialis futasidejii approximécios séma (PTAS).

Legyen P eqy NPO-beli probléma. Azt mondjuk, hogy eqy A algoritmus polinomiélis futés-
ideji approximécios séma (polynomial-time approximation scheme, PTAS) P-re, hogyha a
P barmely x esetére és barmely r > 1 raciondlis szamra az A az (z,r) inputra alkalmazva

visszaadja az x eqy r-approrimdcids megolddsdt |x|-ben polinomidlis iddn belil.

Habér |z|-ben mindig polinomialis, egy PTAS futasideje fiigghet 1/(r — 1)-t6l, ugyanis

minél jobb az approximaci6, annal nagyobb a futasidé.

3.1.30. Definicié. PTAS osztaly.
A PTAS azon NPO-beli problémdk osztdlya, amelyekre van polinomidlis idejd approximd-

c10S Séma.

Az el6z6nél erésebb megszoritast, viszont az alkalmazhatosag szempontjabol egyuttal
sokkal jobb algoritmusokat jelent, hogyha az approximacios algoritmus futasideje az input

mérete mellett a teljesitményi ardny inverzében is polinomialis.

3.1.31. Definicié. Teljesen polinomialis ideji approximéacios séma (FPTAS).
Legyen P eqy NPO-beli probléma. Azt mondjuk, hogy eqy A algoritmus teljesen polino-

mialis idejd approximécios séma (fully polynomial-time approximation scheme, FPTAS)
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P-re, hogyha P minden x esetére és minden r > 1 raciondlis szamra az A az (z,r) input-

ra megadja az x eqy r-approximdcios megolddsdt

x| és 1/(r — 1) szerint is polinomidlis

1ddben.

3.1.32. Definicié. FPTAS osztaly.
Az FPTAS azon NPO-beli problémdk osztdlya, amelyekre van teljesen polinomidlis idejd

approrimdacios séma.

Egy NP-nehéz optimalizalasi probléma esetén egy FPTAS létezése azt bizonyitja, hogy
a megoldés nehézségének ellenére a megoldast a legtobb gyakorlati alkalmazas szempont-
jabol hatékonyan és tetszdlegesen kozelithetjiik.

A definialt approximécios osztalyokra a kovetkezd tartalmazasok teljesiilnek:
FPTAS C PTAS C APX C NPO,

és amennyiben P # NP, a tartalmazasok szigortak. (Van Leeuwen és Van Leeuwen, 2012)

Erésen NP-nehéz optimalizalasi probléma

Barmely NPO-beli P probléma barmely x esetére jelolje max(x) az z-ben eléfordulo leg-
nagyobb szam értékét. Vegyiik észre, hogy formalisan a max fiiggvény definicidja fligg az
eset kodolasatol.

Legyen P egy NPO-beli probléma, és legyen p egy polinom. Jeldlje PP azt a
problémat, amelyet P-bdl kapunk ugy, hogy az eseteket azokra az x-ekre korlatozzuk,
amelyekre max(z) < p(|z]). A kovetkez§ definicié formalisan megadja azokat az opti-
malizélasi problémakat, amelyek szamitési nehézsége nem fiigg az eseteiben 1évs szamok
értékétol.

3.1.33. Definici6é. Erdsen NP-nehéz.
Azt mondjuk, hogy eqy NPO-beli P probléma er6sen NP-nehéz (strongly NP-hard), hogyha

létezik olyan p polinom, amelyre P™*P NP-nehéz.

A kovetkezs tétel egy dltalanos feltételt ad meg, amely segit eldonteni, hogy egy prob-
lémara létezik-e FPTAS.

3.1.34. Tétel. Legyen P egy erdsen NP-nehéz probléma, amelyre van egy p polinom, hogy
minden x inputra m*(z) < p(|z|,max(z)). Ha P # NP, akkor P nem tartozik az FPTAS

osztalyba.
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Optimalizalasi problémak teljessége

Habar a legtobb NP-nehéz optimalizalési problémahoz tartozé eldontési probléma polino-
miélis id6ben Karp-redukalhato egymaésra, az optimalizalasi problémak nem rendelkeznek
ugyanazokkal az approximalhatoségi tulajdonsagokkal. Ennek elsGsorban az az oka, hogy
a Karp-redukciok nem minden esetben 6rzik meg a mértékfiiggvényt, és ha ez még meg
is torténik, csak ritkdn 6rzik meg a megoldas mindségét.

Emiatt egy erdsebb redukalhatosig fogalomra van sziikségiink, amely nem csupan hoz-
zarendeli a P; probléma eseteit egy P, probléma eseteihez, hanem visszafelé is a Py jo
megoldasait P; jo megoldasaihoz rendeli hozza. Erre bevezetjik az approximdciot megdrzd
(approximation preserving, AP) redukalhatosagot, amely segit két optimalizalasi problé-
ma approxmialhatosagi tulajdonsdgainak az 6sszehasonlitasaban, és amelynek segitsgével
formalisan megfogalmazhatjuk, hogy egy optimalizalési problémét nem nehezebb kozeli-

teni, mint egy masikat.

3.1.35. Definicié. AP-redukci6.

Legyen Py és Py kettd NPO-beli optimalizdldsi probléma. Azt mondjuk, hogy Py AP-
redukalhato (AP-reducible) Po-re, jelolésben Py <ap Pa, ha létezik f és g két figgvény,
valamint eqgy o > 1 pozitiv konstans, amelyre:

1. Bdrmely x € Ip, esetre és barmely r > 1 raciondlis szdmra f(x,r) € Ip,.

2. Bdrmely x € Ip, esetre és barmely r > 1 raciondlis szamra, ha SOLp, (x) # 0, akkor

SOLp,(f(z,r)) # 0.

3. Bdarmely x € Ip, esetre, barmely r > 1 raciondlis szdmra és barmelyy € SOLp,(f(x,r))
megengedett megolddsra g(z,y,r) € SOLp, (z).

4. f és g az Ay és Ay algoritmusok dltal polinomidlis iddben szdmolhato minden rég-
zitett r raciondlis szamra.

5. Bdrmely x € Ip, esetre, barmely r > 1 raciondlis szdmra és barmelyy € SOLp,(f(x,r))

megengedett megolddsra
sz(f(x,r),y) <r = Rpl(x,g(:n,y,r)) <1+ 04(7’ - 1)

Utobbi feltételt nevezziik A P-feltételnek.

Azt mondjuk, hogy az (f,g,a) hdrmas eqgy AP-redukci6 (AP-reduction) Py-rél Py-re.

Az approximélhatosag megdrzését az alabbi eredmény tamasztja alé.
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3.1.36. Lemma. Ha P; <ap Py és Py, € APX (P, € PTAS), akkor P, € APX
(P, € PTAS).

A kovetkezd definicié az approximéaciéo megérzé redukilhatosag egy eltéré megkoze-
litését adja meg. Habér nincs olyan erds, mint az AP-redukalhatosig, a gyakorlatban
mégis nagyon hasznos az AP-redukciok létezésének bizonyitasara. A fogalom a linearis
kapcsolaton alapszik mind az optimaélis mértékek, mind az abszolit hibak kozott, innen
jon az L-redukéilhatosag elnevezés is. Mi a kovetkezs fejezetben a MAX SNP-teljesség

definiciojanal alkalmazzuk.

3.1.37. Definici6. L-redukci6.
Legyen Py és Py két NPO-beli probléma. Azt mondjuk, hogy Py L-redukalhato (L-reducible)
Po-re, jelolésben Py <p Ps, hogyha létezik [ és g fiigguény, valamint o és B konstans,
amelyekre:

1. Bdrmely x € Ip, esetre f(x) € Ip, polinomidlis idében szimolhato.

2. Bdrmely x € Ip, esetre, ha SOLp, (x) # 0, akkor SOLp,(f(z)) # 0.

3. Bdarmely © € Ip, esetre és y € SOLp,(f(x)) megengedett megolddsra g(z,y) €

SOLp, (x) polinomidlis idében szdmolhato.
4. Bdrmely x € Ip, esetre mp, (f(x)) < pmip ().

5. Barmely x € Ip, esetre ésy € SOLp,(f(x)) megengedett megolddsra

|mp, —mp, (2, g(z,9))| < 7 [m5p, —mp,(f(2),9))]
Azt mondjuk, hogy az (f,g,5,7) négyes eqy L-redukcié (L-reduction) Py-rél Py-re.

Az AP-redukalhatosag tranzitiv, igy egy parcialis rendezést ad meg az azonos osz-
talyban 1év6 problémak kozott. A teljes probléma fogalma megfeleltethets egy maximalis
elemnek a rendezésnek megfelelGen. Egyuttal, ha belatjuk egy probléma teljességét, akkor

egyértelmi valik, hogy felesleges jobb approximacios algoritmusok utan kutatnunk.

3.1.38. Definicié. C-nehéz, C-teljes optimalizalési probléma.

Legyen adott NPO-beli problémdk eqy C osztdlya. Eqy P probléma C-nehéz (C-hard) az
AP-redukdlhatosdg szerint, hogyha barmely P € C problémdra P' <,p P. Egy C-nehéz
probléma C-teljes (C-complete) az AP-redukdlhatdsdgra nézve, hogyha C-beli.

A [3.1.36] Lemma és az el6z6 definicio értelmében, NPO-beli problémak barmely C
osztalyara, amelyre C € APX (C € PTAS), ha P egy C-teljes probléma, akkor P ¢ APX
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(P ¢ PTAS). Ekképpen, a C-teljes problémak valoban a legnehezebbek a C osztalon beliil.
Ha példaul egy P probléma NPO-teljes (APX-teljes), akkor P ¢ APX (P ¢ PTAS), ha P
# NP. Igy a teljességi eredmények egybdl nem-approximalhatosagi eredményeket vonnak

maguk utan.

MAX SNP osztaly

A MAX SNP osztalyt [Papadimitriou és Yannakakis (1991) vezette be. A kovetkezs de-
finiciokhoz és a kapcsolodo tételhez a hivatkozott tanulményt kovetjiik. A szerzdk Fagin
(1974) NP-re adott szintaktikus definiciojabol indulnak ki. Ennek megfeleléen NP az
Osszes olyan G struktiuran értelmezett predikatumbol all, amelyek felirhatoak IS¢ (G, S)
alakban. Itt a G input, az S a megoldas, amely egy struktara (és igy IS maésodren-
dd kvantor), és ¢ elsérendi formula (predikatumrol, elsé-, valamint masodrendii logikarol
lasd Ferenczi (2014)). Ebben ¢ felirhato Vz3gy(z, y, G, S) alakban, ahol ¢ kvantormentes
(kvantorok a V és 3 szimbolumok), z és y pedig klozok.

Példaul, a korabban targyalt SAT probléma (korlatlanul hosszu klozokkal) felirhato
ATVe3z [(P(c,z) Nz € T)V (N(c,z) Nz ¢ T)]

formaban, ahol P(c,x) azt jelenti, hogy az = valtozd pozitivan jelenik meg a ¢ klozban,
mig N(c, x) jelenti azt, hogy negativan, T" pedig az IGAZ logikai értéki valtozok halmaza.

A 3SAT probléma eggyel kevesebb kvantor hasznalatéval is felirhato, ha feltessziik,
hogy az input négyféle relaciot tartalmazhat. Legyenek ezek Cy, Cy, Cy, Cs, ahol C; tar-
talmazza az Gsszes j darab negativ literalt tartalmazo klozt, vagyis (z1, g, x3) € C; annak
felel meg, hogy van egy olyan kl6z, amelyben 1, . .., x; negativan jelenik meg, z;41, ..., 23

pedig pozitivan. Ekkor a 3SAT predikitum a kévetkezs formaban adhaté megl’}

E|TV($1,$2,I3) [((Il,l’g,l’g) S C(] —xr1 €TV €T Vasg € T) VAN
A ((1'1,1'2,.773) € Cg — T ¢TV$2 QT\/Z’g gT)}
Azok a problémék, amelyek kifejezhetsek SV (z, G, S) alakban, ahol ¢ kvantormentes,

mint ahogyan a 3SAT is, az NP osztalyon beliil egy részosztalyt alkotnak amelyet szigori

NP-nek (strict NP, SNP) neveziink.

5A Kkifejezésben a "—" szimbolum segitségével egy logikai allitast adunk meg, melyet implikacionak
neveziink. Az "A — B" logikai allitas értéke HaMIS, ha A IGAZ és B HAMIS, minden mas esetben IGAZ.

31



3.1.39. Definicié. MAX SNP osztaly.
Legyen P € SN P eldontési probléma. Jelolje max P optimalizdldsi probléma a P probléma

maximalizdldsi verzidjdt, amelyet a kovetkezéképpen definidlunk:
TPz, G, S) |
wae {7 62,6 9)}

MAX SNP az 0sszes max P mazimalizdldsi probléma osztdlya, amelyre P € SNP.

Vegyiik észre, hogy a maxP maximalizilasi problémaban ahelyett, hogy egy olyan S
megoldashoz ragaszkodnank, amely kielégiti ¢-t minden = klézra, egy olyan S megoldast
keresiink, amely maximalizilja azon T-ek szdmat, amelyeket kielégit. A kovetkezd tétel

az approximalhatosagra vonatkozoan ad meg egy pozitiv eredményt.

3.1.40. Tétel. Minden MAX SNP-beli probléma kozelithetd eqy rogzitett ardnyi appro-

ximacios algoritmussal.

3.1.41. Definici6. MAX SNP-teljes.
Egqy P € MAX SNP optimalizdldsi probléma MAX SNP-teljes, hogyha barmely mdsik P’ €
MAX SNP problémdra létezik L-redukcio P’ -rél P-re.

Arora és szerzotarsail (1998) belatja, hogy amennyiben P # NP, tgy a MAX SNP-teljes

problémakra nem létezik PTAS. (Van Leeuwen és Van Leeuwen| 2012)

3.2. Hagyomanyos klaszterezési problémak

El6szor azokat a problémékat vessziik sorra bonyolultsagelméleti szempontbodl, amelyek
esetén semmilyen korlatot nem irunk el6 az egyes csoportok elemszamaira.

Drineas és szerzétarsai (2004) a hagyomanyos klaszterezési feladatot diszkrét klaszte-
rezési problémdnak (discrete clustering problem, DCP) nevezik, és felirasuk alapjan az

optimailizalasi probléma a kovetkezSképpen adhaté meg:

3.2.1. Optimalizalasi probléma. Diszkrét klaszterezési probléma (DCP).
Input: m darab pont eqy A = {Any, Aw), ..., Awm)} halmaza a d-dimenzids euklideszi
térben (m és d nem rigzitett) és egy k pozitiv egész.

Output: k darab klaszter kozéppontjait tartalmazo B = {Bgy, B, ..., B} halmaz,
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melynek elemei szintén d-dimenzios térbeli pontok, és amely minimalizdlja az
= Z dist? (A
i=1

fuigguényt, ahol dist (A(i), B) az Ay pont és a B halmaz Ay ponthoz legkizelebbi elemének

tdavolsdga.

Ebben az esetben a klaszterek implicit médon adottak, mivel valamennyi A(;) pontot
ahhoz a klaszterhez rendeljiik, amelynek kozéppontjahoz a legkozelebb van. A szerzdék
adnak egy bizonyitast arra, hogy a DCP probléma NP-nehéz, ugyanakkor ahogy arra
Dasgupta, (2008) és |Aloise és szerzétarsail (2009) is ramutat, a levezetésben elkévetnek
egy hibét.

Dasguptal (2008)) az elézével ekvivalens moédon hatarozza meg a klaszterezési problé-
mat altalanos k-ra. Ez a feladat gyakrabban hasznélt felirasa, amelyre a szakirodalom
k-kozép klaszterezésként (k-means clustering) vagy minimdlis négyzetosszegi klaszterezés-

ként (minimum sum-of-squared clustering, MSSC) hivatkozik.

3.2.2. Optimalizalasi probléma. k-kozép klaszterezés vagy MSSC.
Input: x,,...,x, € R? pontok halmaza és eqy k egész szdm.
Output: A pontok azon Ci, ..., Cy particioja a klaszterek pi; klaszterkizéppontjaival egyiitt,

amely minimalizdlja a

i Z i = °

célfiigguényt.

Belathato, hogy barmely optimalis megoldas esetén j1; megegyezik a Cj-beli pontok
atlagaval. Dasguptal (2008]) eredménye a k = 2 esetre vonatkozik, amelyet harom lépésben,
a 3SAT és a NAE3SAT NP-teljes problémék, valamint az altala megfogalmazott Altalanos

2-kozép (Generalized 2-means) NP-nehéz probléma felhasznalaséval bizonyit.

3.2.3. Tétel. A 2-kozép klaszterezés NP-nehéz optimalizdldsi probléma.

Az el6z6 tanulmanytol fiiggetleniil egy rovidebb bizonyitassal |Aloise és szerzétarsai
(2009) is belatja a fenti tételt, ahol a redukciot a Legstirtibb Vagas (Densest Cut) NP-

nehéz problémabol végzik el.

33



Mahajan és szerzétarsai (2009) a sikbeli klaszterezést helyezik a kézéppontba. A di-
menziok szamat d = 2 értékben rogzitik, és az igy kapott sikbeli 2-kozép (planar 2-means)
optimalizalasi probléméarol latjék be, hogy NP-nehéz. A bizonyitashoz felhasznéljak, hogy
a probléma a Sikbeli 3SAT (Planar 3SAT) NP-teljes problémabol (Lichtenstein, 1982) re-
dukalhato.

Novick! (2009)) a klaszterezési problémak egy 1j osztélyat vezeti be. Munkajaban |Fisher,
(1958)) altal megfogalmazott csoportositdsi problémdt (grouping problem) altalanositja az

(,-statisztika és az {;-norma egy ujszerd alklamazaséaval.

3.2.4. Optimalizalasi probléma. Csoportositasi probléma.
Input: xi,xs,...,x, € R megfigyelések, wy,ws, ..., w, hozzdajuk tartozo sulyok, ésm <n
egeész.

Output: Az {1,2,...,n} halmaz egy {B1, Ba, ..., By} particidja, amely minimalizdlja a
csoportokon beliili négyzetosszegeket, vagyis a

2= > wi(w— )
j=1 i€ B,

értéket, ahol
2 ie, Witi

Zz‘ij wi

Az z; érték az {x; : i € B;} értékek sulyozott atlaga, és azt a {By, Bs, ..., B,,} particiot,

l’j:

amely minimalizéalja z-t, legkisebb négyzetek particionak (least squares partition) nevezziik.

3.2.5. Definicié. (Sulyozott) ¢,-norma.
Legyen x1,x,...,T, eqy paraméter megfigyeléseinek halmaza, €s legyenek wy,ws, ..., w,

hozzdjuk tartozo silyok. A silyozott {,-norma (weighted {,-norm) q > 0 esetén
1
n q
i=1
A sulyozott {o-norma értéke max;—i ., w;x;.

3.2.6. Definici6. (Sulyozott) £,-statisztika.
Legyen x1,xs, ..., x, eqy paraméter megfigyeléseinek halmaza, és legyenek wi, ws, ... wy,

hozzdjuk tartozo silyok. p > 0 esetén a stlyozott (,-statisztika (weighted (,-statistic) a
1
n P
min [Z wi|x; — c|p]
i=1
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célfiigguény eqy ¢ megolddsa.

p > l-re a célfiiggvény szigortian konvex, ennek kovetkeztében p > 1 esetén az /-

statisztika egyértelmii.

3.2.7. Optimalizalasi probléma. ¢, — ¢, optimalizilasi probléma.
Input: xi,29,...,x, € R, hozzdjuk tartozo wy,ws,...,w, nemnegativ silyok és m < n
eqgész Szdm.
Output: Az {1,2,...,n} halmaz eqy {B1, Ba, ..., By} particidja, amely minimalizdlja a
S willzi — ¢
j=1i€B;

célfiigguényt, ahol c; a Bj-hez tartozo sulyozott {,-statisztika.
3.2.8. Tétel. Bdarmely 0 < q <p —1 esetén az {,-{, optimalizdldsi probléma NP-nehéz.

A bizonyitashoz a Részhalmaz-0sszeg (Subset-sum) NP-teljes problémat (Garey és
Johnson, 1979) hasznalja fel. Ebbél az eredménybdl mar kovetkezik az is, hogy az ;-
¢, optimalizalasi probléma magasabb dimenzioban is NP-nehéz. Ugyanis, ha barmilyen
d > 2 dimenzidban lenne megfogalmazva a probléma, az magéiban foglalja azt az esetet
is, amikor a d-dimenziés vektorok els§ koordinéatai felelnek meg az 1, ..., z, értékeknek,
a tobbi index helyén pedig 0-k allnak, amely pedig ekvivalens a megfogalmazott egydi-
menziés problémaval.

Kel'manov és Pyatkin| (2016) ugyancsak a 2-klaszterezéssel foglalkozik, és harom op-
timalizalasi problémat fogalmaznak meg. FEzek koziil az elsé ketts, a kvadratikus eukli-
deszi minimadlis dsszeqil pdrok 2-klaszterezés (Quadratic Euclidean Min-Sum All-Pairs 2-
clustering) és az Fuklideszi egyenletes variancia alapi 2-klaszterezés (Euclidean Balanced
Variance-based 2-clustering) a 2-kézép klaszterezéssel ekvivalens. A szerzék mindketts-
r6l belatjak, hogy erdsen NP-nehéz, amelynek bizonyitasahoz a Kvadratikus Euklideszi
Maximalis Vagas (Quadratic Euclidean Max-Cut) (Ageev és szerzétarsai, 2014) erdsen
NP-nehéz problémat hasznaljék fel.

A harmadik optimalizalasi probléma soran az egyik klaszterkézéppontot elére adottnak

tekintjik.

3.2.9. Optimalizalasi probléma. Euklideszi egyenletes variancia-alapt 2-klaszterezés

egy adott kozépponttal (Euclidean Balanced Variance-based 2-clustering with a given
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center).
Input: Re-beli pontok Y = {y1,...,yn} halmaza.
Output: Az Y halmaz particidja két nemiires X és Z halmazra, amelyekre a
F(X2) =X Y llz = (X)) + 2] Y [l
reX 2€Z
célfiigguény értéke minimdalis, ahol T(X) = ﬁzxexx az X csoport geometriai kozép-

pontja.

3.2.10. Tétel. Az euklideszi egyenletes variancia-alapi 2-klaszterezés eqy adott kozép-

ponttal erdsen NP-nehéz.

A szerz6 a bizonyitashoz felhasznélja, hogy a Minimalis Biszekcié (Minimum Bisec-
tion) NP-nehéz probléma (Garey és szerzdtarsai (1976): Minimélis Vagas Egyenls Mé-
retii Részhalmazokra (Minimum Cut into Equal-sized Subsets) vagy altalanosan (Garey
¢és Johnson (1979): Minimalis Vagas Korlatos Halmazokra (Minimum Cut into Bounded

Sets)) visszavezethetd a fenti feladatra.

3.3. Klaszterezés elemszam megkotésekkel

A problémakorhoz kapesolodo egyik elss eredmény [Edmonds (1965a) algoritmusa, amely-
ben polinomialis futasidejd algoritmust adott a maximélis méret parositas megtalalasé-
ra.E] Edmonds (1965b)) tanulméanyaban pedig leirja az elsd olyan eljaréast is, amely poli-
nomialis futadisében talalja meg a maximalis stulyu teljes parositast élsilyozott graftban,
ami altal egyértelmi, hogy a probléma P-beli. Mivel felirasaban az élsilyok tetszGleges
valos szamok, ezért ebbdl egybdl kovetkezik a minimélis silya teljes parositas P-belisége
is. Ugyanis az élstlyok -1-szeresét véve a feladat visszavezethets a maximalis silyu teljes
parositas keresésére, amely polinomialis futasidében megoldhato.

A Particiondlds hdaromszdogekre (Partition into Triangles) NP-teljes probléma elséként
Karp| (1975), valamint Garey és Johnson| (1979) forrasokban jelenik meg. Utobbi feliré-

saban az eldontési probléma a kovetkezd:

3.3.1. Eldontési probléma. Particionalds haromszogekre.

Input: G = (V, E) grif, a csicsok szama |V'| = 3q valamilyen q egészre.

6 A kés6bbiekben szamos jobb, szintén polinomialis futasidejtd algoritmus is megjelent, melyekrsl pél-
daul |Lovasz és Plummer| (1986) ad attekintést.
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Kérdés: Van-e a G grafnak olyan q diszjunkt halmazbol allo Vi, Va, ...,V particidja, amely
esetén barmely V; = {u;, v, w;},1 < i < q halmazra az {u;,v;}, {u;,w;} és {v;,w;} élek

mindegyike E-bel.

Kirkpatrick és Hell (1978 [1983) a vizsgabeosztasok problémajahoz kapcsolodoan, al-
taldnosan tekintették a pérositdsokat. Felirasuk szerint legyen adott egy H tetszéleges
graf, valamint jelolje V/(H) és F(H) rendre a H csicsainak és éleinek halmazat. Az
E(H) élek egy M halmazat H-beli pdrositisnak (matching) nevezziik, hogyha semelyik
két M-beli elemnek sincs kozos csticsa. Egy M parosités teljes (perfect), vagy masnéven
1-faktor (1-factor), hogyha a V' (H)-beli csticsok mindegyikét az M-beli elemek koziil csak
pontosan egy fedi. Ha H egy sulyozott graf, akkor az M péarositas silyat értelemszertien
ay . stly(e) Gsszeg adja.

Egy H-beli parositasra a H algrafjainak diszjunkt halmazaként is tekinthetiink, ahol
minden egyes algraf izomorf Ks-vel, vagyis a 2-cstcsu teljes graffal. Egy teljes parosi-
tas esetén a V' (H) csucshalmazt teljesen particionéljak az algrafok cstucshalmazai. Ezek

alapjan természetes moédon adodik a kovetkezs altalanositas.

3.3.2. Definici6. G-pakolas, G-faktor.

Legyen G eqgy tetszdleges grif. Egy G-pakolas (G-packing) eqy H grif esetén a H diszjunkt
részgrafjainak egy {Gh, ..., Gq} halmaza, ahol minden egyes G; grif izomorf G-vel. Egy
teljes G-pakolds vagy G-faktor (G-factor) eqy H grif esetén egy olyan G-pakolds, ahol a
V(G;) halmazok o V(H) egy particidjat adjdk.

Ennek megfelelGen a Ks-pakolas egy parositas, a Ko-faktor pedig egy teljes parositas. Ez
alapjan a kovetkezd, FACT(G) eldontési problémat irjak fel:

3.3.3. Eldontési probléma. FACT(G).
Input: Egy H grdf.
Kérdés: Van-e a H grdafnak G-faktora?

Vezessiik be a kovetkezs jelolést. G = a- K7 U S - Ky akkor, hogyha a G graf a darab
K, és B darab K, diszjunkt uni6jabol all, vagy masképpen, ha G barmely Osszefiiggd
komponensében legfeljebb két csuics talalhato. Kirkpatrick és Hell (1978,|1983) a kovetkezd
tételt latja be a 3-dimenzids péarositas (3-dimensional matching, Karp| (1972)) és az annak

altalanositasaként adodo k-dimenzios parositas NP-teljes problémak segitségével.
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3.3.4. Tétel. Ha G nem o - K1 U B - Ky alaki, akkor a FACT(G) probléma NP-teljes.

A fenti megfogalmazas olyan eseteket is megenged, amikor egy G-faktor egy GG; eleme
nem feszitett részgrafja a H grafnak, tehat van a H-nak olyan éle, amely G;-beli cstcsok
kozott huzodik, viszont nem része G-nek. A szigorubb esetet [Kirkpatrick és Hell (1978,

1983) az alabbiak szerint targyalja.

3.3.5. Definicid. Szigoru G-pakolas (vagy G-faktor).
Eqgy H grifra vonatkozo G-pakolds (vagy G-faktor) szigora (strict), ha a pakoldshoz tartozo
valamennyi G; graf a H grdf eqy feszitett részgrdfja.

3.3.6. Eldontési probléma. S-FACT(G).
Input: Egy H grdf.
Kérdés: Van-e a H grifnak szigori G-faktora?

3.3.7. Tétel. Ha G-nek legaldbb 3 csicsa van, akkor az S-FACT(G) probléma NP-teljes.

A G-pakolas fogalmat kiterjeszthetjiik, ha a G grafot lecseréljiik lehetséges grafok egy

G halmazéara.

3.3.8. Definici6. G-pakolas, G-faktor.
Egy H graf eqy G-pakolasa egy olyan H diszjunkt részgrdfjaibol allo {G1,...,Gq} halmaz,

amely esetén minden G; izomorf G valamely elemével. A G-faktor hasonloan definidlhato.

A G-faktorra vonatkozo eldontési probléma értelemszertien kovetkezik.

3.3.9. Eldo6ntési probléma. FACT(G).
Input: Egy H grdf.
Kérdés: Van-e a H grifnak G-faktora?

3.3.10. Tétel. Legyen G a {Ki|t > 1} halmaz valamely részhalmaza. Ha K, € G vagy
Ky € G, akkor FACT(G) P-beli, eqyébként pedig FACT(G) NP-teljes.

Ennek megfelelGen, ha legalabb harom féréhelyes csoportok allnak rendelkezésre, akkor
az elemek beosztasanak megfelels FACT ({ K|t > 3}) probléma NP-teljes.
Kann| (1991) megmutatja, hogy egy graf maximalis fedése 3-elemt csticshalmazokkal

MAX SNP-nehéz, hogyha pedig a csticsok fokszama feliilr6l korlatos egy konstanssal,
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akkor pedig MAX SNP-teljes is. Ez a tanulmany els§ eredményébdl kovetkezik, mely
szerint az NP-teljes 3-dimenzi6s parositasi probléma optimalizalasi verzioja MAX SNP-
nehéz. Ezt a maximalis korlatos 3SAT (MAX 3SAT-B) problémabdl torténd redukcioval
latja be, amelyrdl ismert, hogy MAX SNP-teljes (Papadimitriou és Yannakakis| [1991)).

3.3.11. Optimalizalasi probléma. Maximalis fedés haromszogekkel - B.

Input: Egy G = (V, E) grdaf, ahol a csicsok fokszama felilrdl korldtos B-vel.

Output: G legnagyobb fedése hdromszogekkel, vagyis azon legnagyobb méretd {V;} hal-
mazt, amelynek elemei diszjunkt hdaromelemi csiucshalmazok gy, hogy valamennyi V; eqy

3-klikk (3-clique, K3) G-ben.

3.3.12. Kovetkezmény. A Maximélis fedés haromszogekkel - B probléma B > 6 esetén
MAX SNP-teljes.

A maximalis fedés haromszogekkel elnevezés helyett gyakran talalkozunk a Mazimdlis
hdromszdg pakolds (Maximum Triangle Packing, MTP) névvel, amely ugyanarra az op-
timalizalasi probléméra utal. Szintén ezt tekinti Caprara és Rizzi| (2002) két kiillonbozd

felirasban.

3.3.13. Definicié. Haromszog cstucs-pakolas, haromszog él-pakolés.

Egy G = (V, E) grafban a G hdromszogeinek eqy 11, ..., Ty csalddjat haromszog cstcs-
pakolasnak (node-packing of triangles) nevezziik, hogyha a Ty, ..., T}, hdromszdgek csics-
diszjunktak. Hasonldéan, haromszog él-pakolasnak (edge-packing of triangles) nevezziik,

hogyha a Ty, ..., T, hdromszogek él-diszjunktak.

A definicioknak megfelelGen két optimalizalasi problémat vizsgalnak, amelyek koziil az
elsé a Kirkpatrick és Hell| (1978, 1983)) altal megfogalmazott FACT(G) problémaval al-
lithato parhuzamba G = K3 grafra. Ugyanakkor, mig kordbban egy G-faktor, vagyis az
eredeti graf 0sszes csucsit fedd pakolas 1étezésére vonatkozo eldontési problémaval alltunk

szemben, jelen esetben a lefedhetd csticsok maximalis szama a kérdés.

3.3.14. Optimalizalasi probléma. Cstcs-diszjunkt haromszog pakolas (Node-disjoint
Triangle Packing, NTP).
Input: Egy G grdf.

Output: Maximdlis méretd hdromszog csucs-pakolds.

39



3.3.15. Optimalizalasi probléma. El-diszjunkt haromszog pakolas (Edge-disjoint Tri-
angle Packing, ETP).
Input: Egy G grdf.

Output: Maximadlis méretd hdromszog él-pakolds.

Hurkens és Schrijver| (1989) egy altalanos eredményébdl kovetkezik, hogy mind az
NTP, mind az ETP probléméara barmely ¢ > 0 esetén létezik polinomiélis futasideji
(3/2 + €)-approximacios algoritmus (Caprara és Rizzi, 2002), amelybdl kévetkezik, hogy
az optimalizalasi probléméak APX-beliek.

Jelolje A(G) a G graf maximalis fokszaméat, vagyis A(G) = max,ey |0(v)|, ahol §(v)
jeloli azon élek halmazat, amelyeknek egyik végpontja a v € V' cstcs. Nevezziink egy gra-
fot irredunddnsnak (irredundant), hogyha barmely éle része egy haromszognek. Caprara

és Rizzil (2002) a kovetkezd pozitiv allitasokat fogalmazza meg irredundans G grafokra.

3.3.16. Allitas. Az NTP optimalizdldsi probléma polinomidlisan megoldhaté A(G) < 3

esetén.

3.3.17. Allitas. Az ETP optimalizdldsi probléma polinomidlisan megoldhats A(G) < 4

eseten.

Ezutan a szerzék a nehézségi eredményeket targyaljak. Az az allitds, miszerint az
NTP feladat APX-nehéz mar A(G) = 4 értékre is, mar korabban bizonyitast nyert. Az
alabbi eredmények bizonyitdasahoz az APX-nehéz MAX-2-SAT-3 probléméabol (Ausiello

és szerzotarsal, |2003; Berman és Karpinski, [1999) torténd redukciot alkalmaznak.

3.3.18. Allitas. Az ETP optimalizdldsi probléma APX-nehéz mdr A(G) =5 esetén is.

Mivel az ETP és NTP problémak APX-beliek, ezért az APX-nehézséghdl az APX-
teljesség is kovetkezik. Tovabbi negativ eredményeknek tekinthetSek a sikbarajzolhato
(planar) grafokra vonatkozo allitasok. Egy grafot sikbarajzolhatonak neveziink, ha le
lehet rajzolni Ggy a sikban, hogy az élek nem metszik egymast, azaz csak a csiicsoknél
taldlkoznak. A bizonyitasokhoz az NP-teljes Sikbeli 3SAT problémat (Lichtenstein, 1982)

hasznaljék fel.

3.3.19. Allitas. Az NTP optimalizdldsi probléma NP-nehéz sikbarajzdlhatd grdfokra mdr
A(G) =4 esetén is.
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3.3.20. Allitas. Az ETP optimalizdldsi probléma NP-nehéz sikbarajzdlhatd grifokra mdr
A(G) =5 esetén is.

Chataigner és szerzétarsai (2009)) szintén egy haromszog pakolési feladatot tekint.
Felirasukban az F-pakoldsi probléma a maximélis szamu él megtalalasa, amely egy F-
pakoléassal lefedhets. Legyen K, = {Ks,..., K, }. A szerzdk a legfeljebb 4-es fokszam-
mal rendelkezd, irredundéns grafokra vonatkozé APX-teljes { K3 }-pakolas problémat (lasd
Caprara és Rizzi| (2002) el6z6leg targyalt eredményeinél az NTP problémat) felhasznalva
belatjak a kovetkezSeket.

3.3.21. Tétel. A K3-pakolds probléma APX-nehéz olyan grdfokon, ahol a csiucsok fok-

szdmdnak maximuma 5.

3.3.22. Tétel. A K3-pakolds probléma APX-nehéz azon irredunddns grdfok osztdlydn,

ahol a csicsok fokszamdnak maximuma 4.

Az élstlyozott grafokra vonatkozo elss altalanos eredményt Feo és Khellafl (1990)) bi-
zonyitotta. Tanulméanyukban megfogalmazzak az m-dimenzios parositas grafon (mDM)
probléméat, amely az élstilyozott optimalizélasi probléméahoz tartoz6 eldontési probléma.
Errdl a Graf Particionalas (Graph Partitioning) NP-teljes problémabol (Garey és Johnson,
1979)) torténd redukeioval belatjak, hogy NP-teljes.

3.3.23. Eldontési probléma. m-dimenzios parositas grafon (mDM).

Input: Egqy G = (V, E) grdaf, ahol |V| = km,m > 3 és E minden éléhez tartozik egy w,
suly. Tovabbd eqy j egész szdm.

Kérdés: Van-e olyan Vi, Vs, ..., Vi diszjunkt, m csicsot tartalmazo halmazokbol dllo par-
ticioja o'V grdafnak, hogy azon élek silydnak dsszege, amelyeknek mindkét végpontja ugyan-

abban a V; halmazban taldlhato, nagyobb mint j ¢
3.3.24. Lemma. Az mDM probléma NP-teljes.

Ebbdl pedig mér kévetkezik, hogy a mazimdlis silyd m-dimenzids pdrositds optima-
lizalasi probléma NP-nehéz. Egy szigoribb esetet fogalmaz meg az a probléma, ami-
kor a graf csicsai kozott 1éve élekre teljestil a haromszog-egyenlGtlenség. Legyen A egy

n x n-es, valos, szimmetrikus matrix, amelynek f6atlojaban 0-k éllnak, vagyis a; = 0 Vi.
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Azt mondjuk, hogy A-ra teljesiil a haromszog-egyenlStlenség, ha a;; < a;, + ax; min-
den 1 < 4,7,k < n esetén. Definialjuk a AmDM eldontési problémét tgy, mint egy
olyan m-dimenziés parositas grafon probléma, ahol a graf élsilyainak métrixara teljestil

a haromszog-egyenltlenség.

3.3.25. Lemma. A AmDM probléma NP-teljes.

Bertoni és szerzGtarsai (2012)) a k-kozép klaszterezés (lasd [3.2.2] Optimalizéldsi problé-
ma), vagy ahogyan a targyalasukban roviden szerepel, a k-klaszterezés probléméjat veszik
alapul, és ezt egészitik ki elemszam megkotésekkel. A feladatot altalanosan irjék fel, majd
egydimenzits esetekre fogalmaznak meg eredményeket. A csoportokon beliili tavolsagokat
a p-norma, jelolésben || - ||, rogzitett p > 1 értékkel hatérozza meg, ahol |[(au, ..., aq)|, =
oo |ozl-|p)%. A klaszterezési feladat eredményeképpen kapott {A;, As, ..., Ax} particiot
k-klaszterezésnek nevezik, egy A klaszter p-kozéppontjat (p-centorid) pedig a kovetkezs-
képpen definialjak:

Ch= argminz lz — pll -
HERT e
Ha p > 1, akkor a kozéppont egyértelmi, ha pedig p = 2, akkor a kozéppont a Cy =
(D sea)/|A| atlaggal egyezik meg. Ha p = 1, akkor t6bb kézéppont is adédhat, amelyek
kozil az egyik a komponensenkénti median. Egy A csoport W (A) koltségét a

W(A) =) e~ Caly

T€EA

fiiggvény adja meg, a csoportok méretére pedig elemszam megkotéseket frnak els, igy

végiil a kdvetkezd optimalizalasi probléma adodik:

3.3.26. Optimalizalasi probléma. Elemszam Megkotéses Klaszterezési Probléma (1Si-
ze Constrained Clustering Problem, SCC).

Input: Legyen eqy X = {1, 29, ...,2,} C R ponthalmaz, eqyk > 1 egész ésmy, my, ..., my
k pozitiv egész, amelyekre Zle m; = n.

Output: Eqy {Ay, Ao, ..., Ay} k-klaszterezés, amely elemeire
teljestil, és amely minimalizdalja a

W(Ay, Ay, A) =) W (A)
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kéltséget.

Ha egy SCC probléma esetén a dimenziok d szamat rogzitettnek tekintjiik, akkor SCC-
d probléméanak nevezziik. Ha a csoportok k szama rogzitett, akkor k-SCC problémaként
hivatkozunk ra. Végiil, ha d és k is rogzitett, akkor a feladatot k-SCC-d probléménak
nevezziik.

Bertoni és szerzétarsai (2012) az SCC problémak kapcsan harom komplexitasra vo-
natkozé eredményt kozol. A 2-SCC probléma NP-nehéz, amelynek bizonyitasahoz a Mi-
nimum Biszekcié (Minimum Bisection) NP-nehéz problémat (Garey és szerzotarsail (1976))
hasznaljak fel. A 2-SCC-1 probléma polinomiéalis id6ben megoldhaté, hogyha p > 1 egész.
Végiil pedig, az SCC-1 probléma NP-nehéz minden p > 1 esetén, amelynek bizonyitasdnal
a 3-Particiondlds (3-Partition) NP-teljes probléméabol (Hulett és szerzétarsai (2008) egy
ezzel ekvivalens problémara lattak be az NP-teljességet) torténd redukeiot alkalmaznak.

Lin és szerzétarsai| (2016) kiterjeszti a 2-SCC-1 probléméra vonatkozd nehézségi ered-
ményt a sikra, és megmutatja, hogy az euklideszi norma szerint tekintett célfiiggvény
esetében a 2-SCC-2 problémara létezik polinomiélis futasidejd algoritmus az optimum
megadéséra.

Kel’'manov és Pyatkin| (2016)) a 2-klaszterezés optimalizalasi problémara adott harom
valtozatat az el6z6 fejezetben kozoltiik. Az elemszam megkotésekre vonatkozo eredmé-

nyliket az alabbi kovetkezmény mondja ki.

3.3.27. Kovetkezmény. Mindharom targyalt optimalizalasi probléma erGsen NP-nehéz

akkor is, hogyha a kivant részhalmazok szamossaga is az input részét képezi.

Ez abbol kovetkezik, hogy az ismeretlen elemszamokra megfogalmazott optimalizalasi
probléma tgy is megkozelithetd, hogy megoldjuk azt az O(n) szamu feladatot, ahol a két
részhalmazra valamilyen meghatarozott elemszéamot is elGirunk.

Pyatkin és szerzétarsai (2017) az Egyenletes MSSC (Balanced MSSC) problémét vizs-
galja, amely az MSSC probléméanak (lasd . Optimalizalasi probléma) az a specilis
esete, amelyben minden klaszter m = n/k elemszama megegyezik.

Az egyenletes MSSC probléma m = 2 esetén visszavezetheté a minimalis silyu teljes
parositas keresésére, ezért Edmonds (1965b) eredménye nyoman polinomialis futasidében
megoldhato. Emellett az elézdleg targyalt eredmények alapjan azt is tudjuk, hogy két

egyenld mérett csoport, vagyis k = 2 esetén a probléma NP-nehéz. [Pyatkin és szerzotarsai
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(2017) arra a kérdésre keresi a valaszt, hogy az n/k hanyados mely értékétsl valik a
probléma NP-nehézzé. Tanulmanyukban belétjak, hogy az optimalizalasi probléma NP-

nehéz, amikor a csoportonkénti elemek szdma (n/k) harom.

3.3.28. Tétel. Az Egyenletes MSSC probléma NP-teljes n/k = 3 esetén.

A bizonyitashoz a redukcié a Particionalas haromszogekre NP-teljes problémabol (Ga-

rey és Johnson| 1979)) torténik.

3.3.1. m-dimenziés parositasi problémak

A kovetkezSekben kiterjesztjik az egyenld méretii csoportok létrehozasara vonatkozo al-
talanos dimenzids nehézségi eredményeket. Megmutatjuk expliciten, hogy ha a csoportok
m mérete legalabb 3, akkor az egyenletes MSSC feladat kiilonbozd tavolsagfelirdsok mel-
lett, a célfiiggvény minimalizalasara és maximalizalasara is NP-nehéz. Ezzel egyuttal
alternativ bizonyitast adunk a Feo és Khellafl (1990) altal targyalt mDM probléméhoz
tartozo optimalizalasi probléma NP-nehézségére is. Az optimalizalési feladatra az alabbi-
akban mazimdalis silyd m-dimenzids parositas (MAX-mDM) problémaként hivatkozunk,
és m > 2 egész érték mellett tekintjiikk. Tovabba belatjuk, hogy az el6z6 minimaliza-
lasi verzidja, a minimdlis sulyd m-dimenzids pdarositdas (MIN-mDM) szintén NP-nehéz,
amennyiben m > 3. Utébbi jelent&sége abban rejlik, hogy az az egyenletes MSSC problé-
ma altalanositasaként is tekinthetd, amelyben a pontok kozotti tavolsagok tetszélegesek le-
hetnek. A MAX-mDM és MIN-mDM problémakra Osszefoglaléan m-dimenzids pdrositdsi
problémdkként hivatkozunk. Elméleti eredményeinket |[Kondor| (2022a) miihelytanulmany-
ban kozoltiik, az m-dimenzios péarositasi problémakra vonatkozo 0sszefoglald tabléazatokat
pedig [Kondor| (2022b)) tanulmanyban szerepeltetjiik.

A nehézségi eredmények kiterjesztéséhez az egyenletes MSSC problémabol indulunk ki.
Huygen tételd’| alapjan a klasztereken beliili pontoknak a klaszter centroidjatol vett négy-
zetes tavolsdgainak Osszege megegyezik a klaszter pontjainak egymastol vett négyzetes
tavolsagainak az adott klaszter elemszamanak kétszeresével leosztott 0sszegével. Ugyanez
egyszeriibben, formalisan megadva a Cf, ..., Cy klaszterek egységes m elemszama esetén

k 1 9 1 k
X |-G )] m e X -l

s=1 z;€Cs s=1 z;,2;€Cs

"Huygen tételét elgszor Edwards és Cavalli-Sforzal (1965)) bizonyitotta (Novick, [2009).
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Ezt felhasznalva atirhatjuk az egyenletes MSSC problémat tgy, hogy annak célfiiggveé-
nyében a pontok kozotti euklideszi tavolsagok szerepeljenek. A probléma altalanositésa-
hoz ezt kdvetSen lecseréljiik az euklideszi tavolsagot egy, az £, norman alapul6 tavolsag-

mértékre, valamint a feladat minimalizalési verzioja mellett a maximalizalasi célt is te-

kintjiik. Az igy kapott feladatokat a [3.3.29, Optimalizalasi problémaval definialjuk.

3.3.29. Optimalizalasi probléma. pMIN-mDM (pMAX-mDM).

Input: C = {x1,...,2,} C R? pontok halmaza, valamint m és p egész szdmok, ahol
k=n/m egész.

Output: A pontok azon C4,...,Cy egyenld méreti csoportokbdl dllé particidja, amely

minimalizdlja (mazimalizdlja) a

k
2.2, 2 lei=uly

s=1 z;€Cs T cCy

célfiigguényt.

Vegyiik észre, hogy az egyenletes MSSC probléma ekvivalens a 2MIN-mDM problémé-
val. A kovetkezGekben belatjuk a pMIN-mDM és pMAX-mDM problémék NP-nehézségét

kiilonb6z6 p értékek mellett.

3.3.30. Tétel. (Kondor| (2022a)) A pMIN-mDM optimalizdldsi probléma NP-nehéz bar-

mely rogzitett m > 3 és p > 1 egészekre.

Bizonyitas. A tétel bizonyitasidhoz belatjuk, hogy a pMIN-mDM probléméhoz tartozo
3.3.31] Eldontési probléma NP-teljes.

3.3.31. Eldontési probléma. A pMIN-mDM problémahoz tartozo eldontési probléma.
Input: C = {x1,...,2,} C R? pontok halmaza, valamint m és p egész szimok, ahol
k=n/m egész, és W € QF.
Kérdés: Van-e a pontok C' halmazdnak olyan C4, ..., Cy diszjunkt, m csicsot tartalmazo
halmazokbol dllo particioja, amelyre
k
DD > lm—alh<w
s=1 ;€05 2;€Cs

teljestil?

A probléma NP-beli. A bizonyitas hatralévs részében Pyatkin és szerzétarsai (2017)) 1é-

péseit kovetjiik. A redukciot az m-dimenzios parosités élstlyozatlan grafon (mDM-{0,1})
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eldontési problémabol végezziik el, amelyet a |3.3.32] Eldontési probléma ir le. Errél Feo
és Khellaf| (1990) belatja, hogy NP-teljes az mDM probléma NP-nehézségi bizonyitasanak
egy lépéseként.

3.3.32. Eldontési probléma. m-dimenzios parosités élstlyozatlan grafon (mDM-{0,1}).
Input: Egy G = (V, E) grdaf, ahol |V| =km,m > 3, k,l pozitiv egészek.

Kérdés: Van-e a csicsok V' halmazdnak olyan Vi, Vy, ..., Vi diszjunkt, m csicsot tartal-
mazo halmazokbol dllo particicja, amelyre azon élek szama, amelyeknek mindkét végpontja

ugyanabban a V; halmazban taldlhato, nagyobb mint 17

A bizonyitashoz megmutatjuk, hogy az mDM-{0, 1} probléma tetszéleges esetét meg
tudnank oldani (polinomialis id6ben), hogyha a pMIN-mDM probléméhoz tartozo eldon-
tési problémat a redukcio soran kapott paraméterekkel meg tudnank oldalni (polinomialis
id6ben).

Tekintsitk az mDM-{0, 1} probléma egy tetszbleges esetét |V| = km darab csiccsal
és |E| = q darab éllel. Rogzitsiik a p pozitiv egész értékét, és legyen d = ¢, valamint
W = 4g(m — 1) — 4(1 + 1). Jelslje C' € {0,1}**4 a G graf incidenciaméatrixat, vagyis
xy = 1, ha a v, € V cstcs az e él egyik végpontja, és x; = 0 egyébként. Ekkor a
C soraira tekinthetiink R%beli pontokként. Ezen pontok n/k = m mérett klaszterekbe
torténd rendezései pontosan megfeleltethetGek a graf csucsainak m méreti részhalmazokra
val6 particionalasainak.

Legyen Ay = Zmiecs > jaseCy |z — xj4|P a Cy részhalmaz ¢ koordindta szerinti hoz-
zajarulasa a célfiiggvényhez. A pMIN-mDM célfiiggvényét ekkor felirhatjuk mint

d
oD A
t=1 s=1

Ha két olyan x; és x; pontot tekintiink, amelyek t-edik koordinataja 1, akkor a kovet-
kez$ két eset egyike teljesiil rajuk: a pontok 1) ugyanabba a Cy, részhalmazba tartoznak,
vagy 2) kiillonbozs, Cy, és Cy, csoportokba lettek particionédlva. Jelole A; = lezl Ag
a t-edik koordinata hozzajarulasat a célfiiggvényhez, és jelolje Agl), valamint A§2) ennek

értékeit a két kiilonbozd esetben. Ekkor a hozzajarulas az elsé esetben

AW = A,y =2[1 — 1P +4(m — 2)|1 — 0P = 4(m — 2),
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mig a méasodik esetben
AP = A+ Ay = 4(m — D[P = 4(m — 1).

Végiil jelolje b azon élek szamat, amelyeknek mindkét végpontja ugyanabban a rész-
halmazban van. Ekkor egy egyenletes particio célfiiggvényértéke kifejezhets a b fliggveé-

nyeként, vagyis
ERAWIC) (1) 1) —
A() = (¢ —b)A” +bA; = 4q(m — 1) — 4b. (3.2)

A(b) csokkend b-ben, amelybdl kovetkezik, hogy A(b) < W akkor és csak akkor, hogyha
b>1+1. ]

Az el6z6 parjaként a [3.3.33] Tétel a pMAX-mDM NP-nehézségét mondja ki.

3.3.33. Tétel. (Kondor| (2022a)) A pMAX-mDM optimalizdldsi probléma NP-nehéz

barmely rogzitett m > 3 és p > 2 egészekre.

Bizonyitas. A bizonyitas soran a [3.3.30] Tétel bizonyitasanak lépéseit kovetjik a ko-
vetkez6 valtoztatasokkal. A pMAX-mDM optimalizalasi probléméahoz tartozé eldontési
problémaban a célfiiggvény értékének nagyobb, vagy egyenlének kell lennie, mint W.

A p értékét nugy kell megvalasztani, hogy a p > 2 egyenl6tlenség is teljesiiljon ra,
és a célfiiggvény célértéke legyen W = 4g(m — 1) + (I + 1)(2PT! — 4). Amikor a G graf
incidenciamatrixat tekintjiik, akkor ebben az esetben egy modositott métrixot adunk meg.
A C minden egyes oszlopaban az egyik egyes értéket cseréljiik le —1-re, és hagyjuk a masik

értéket valtozatlanul. Az el6z6ekbdl kovetkezGen
AN = o7t gy (m - 2),
A§2) =4(m—1), és
A(b) = 4q(m — 1) + b(2PT! — 4).

Mivel p > 2, A(b) névekvs b-ben, igy A(b) > W akkor és csak akkor, hogyha b > [+ 1. O

Mivel az egyenletes MSSC probléma ekvivalens a 2MIN-mDM probléméval, ezért a
3.3.30L Tételbsl egybdl kovetkezik az egyenletes MSSC probléma NP-nehézsége is altaldnos

m-re.

3.3.34. Kovetkezmény. (Kondor (2022a)) Az egyenletes MSSC probléma barmely

rogzitett m > 3 egész esetén NP-nehéz.
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A [3.3.30] Tételbsl szintén kivetkezik, hogy az m-dimenzids parositasi probléma mini-

malizalasi verzidja is NP-nehéz, hiszen az tartalmazza a 2MIN-mDM problémat.

3.3.35. Kovetkezmény. (Kondor| (2022a)) A minimalis silyt m-dimenzi6s parositas

optimalizalasi probléma (MIN-mDM) NP-nehéz barmely rogzitett m > 3 esetén.

Az m-dimenzios parositasokra vonatkozo nehézségi eredményeket a[3.2] és[3.3 tabla-
zatok Osszegzik. A kapcsol6dd eredményeket zarojelben hivatkozzuk, a tablazatban
a kovetkezs szamozott roviditéseket alkalmazzuk: (1) Bertoni és szerzétarsai (2012), (2)
Lin és szerztarsail (2016]), (3) [Kel’'manov és Pyatkin (2016]), (4) |[Pyatkin és szerzétarsai
(2017), (5) Kondor| (2022a)). A kérdgjelekkel jelolt eredmények ismereteink szerint nyitott

problémak.
Maximaélis silyt m-dimenzios parositas (MAX-mDM)
altalanos pMAX-mDM
eset, p=1 p>2
m=2 polinomialis (Edmonds), [1965b)
m > 3 || NP-nehéz (Feo és Khellaf:1990;‘ ? ‘7NP—ne}:z(Kondor:2022ar

3.2. tablazat. Nehézségi eredmények a maximaélis stlyd m-dimenziés parositas problémara
és annak specidlis eseteire. Az m a csoportok méretét, a p pedig az £, norma paraméterét
jeloli. Forras: Kondor| (2022b).

Minimalis salyd m-dimenziés parositas (MIN-mDM)
altalanos pMIN-mDM
eset p=1 p=2 p>3
m =2 polinomialis (Edmonds), [1965b)
m=3 NP-nehéz NP-nehéz () ‘ NP—neiléz () NP-nehéz
3<m<n/2 NP-nehéz (5)

d=1 ? ? polinomialis (1) ?

m=n/2 d=2 ? ? polinomialis (2] ?
d altalanos || NP-nehéz () | NP-nehéz (5) NP-nehéz (3) NP-nehéz ()

3.3. tablazat. Nehézségi eredmények a minimalis stulyd m-dimenzios péarositas problémara
és annak speciélis eseteire. Az m a csoportok méretét, a d az euklideszi tér dimenzi6jat,
a p pedig az ¢, norma paraméterét jeloli. Forras: Kondor (2022b)).
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4. fejezet
Egyoldali parositasi piacok

A kozgazdészok altal vizsgalt egyik teriilet, hogy a kozosségek hogyan allokaljak az eréfor-
rasokat. Némely allokacios problémara az arrendszer nydjt megoldést, ugyanakkor vannak
olyan esetek, amelyekben ennek alkalmazéasa jogi vagy etikai akadalyokba {itkézne. Ilyen
példaul az iskolai felvételi helyek gyerekekhez rendelése, vagy az emberi szervek transz-
plantaciora varakozokhoz tarsitdsa. Tovabba van szamos olyan piac is, amelyen ugyan
miikodik arrendszer, viszont a tokéletes verseny hagyomanyos feltételei kozel sem teljesiil-
nek, mert példaul a javak oszthatatlanok és heterogének, igy a piac az egyes arutipusok
esetében nagyon sziik. Azt, hogy ezeken a piacokon milyen allokicidk, vagy masképpen
parositasok jonnek létre, az hatarozza meg, hogy milyen mechanizmusok szabalyozzak

azokat. (Nobel Prize, 2012b)

A parositasi piacok esetében, ha a piacon két kiilonbozd tipusi szerepld talalhato,
akkor kétoldali parositasi piacrél beszéliink. Erre ad példat az egyetemi felvételi eljaras,
amelyben hallgatok és egyetemek kozott kell parositasokat kialakitani. Az egyoldali pa-
rositasi piacokon ugyanakkor csak egy tipusu szerepls van, akiket parokba, vagy nagyobb
csoportokba kell rendezni. A kdvetkez&ekben az utobbihoz kapcesoloddan foglalkozunk a

vesecsere-transzplantéciok problémajaval és hallgatok kollégiumi szobakhoz rendelésével.

A pérositasi piacok vizsgélatdnak alapjait |Gale és Shapley| (1962) fektették le stabi-
litdsra épiilé megoldasi koncepcidjukkal. A alfejezetben elséként a stabil szobatars
problémét, és az ehhez kapcsolodo feladatok nehézségi eredményeit mutatjuk be. Ezt
kovetGen a . alfejezetben |Segev és szerzétarsai| (2005) tanulménya nyomén egy alter-
nativ megkozelitést targyalunk a csoportok kialakitasara. Ez egy m-dimenzios parositasi

probléma, amely Pareto-hatékony megoldast ad eredményiil. Ennek speciélis eseteként
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megadjuk az m-szobatars probléma formalis definici6jat, amely a disszertacié késébbi
fejezeteiben tovabbi vizsgalatok targyat képezi. Bemutatjuk az emlitett megkozelitések
nehézségi eredményeit, és végiil a fejezetet a bemutatott {6bb modellek elényeinek és hat-

ranyainak targyalasaval zarjuk. A fejezet alapjaul a |Kondor| (2022b)) publikacié szolgél.

4.1. Stabil szobatarsak probléma

Gale és Shapley| (1962)) felirja a hdzassdg problémdt (marriage problem), amely egy olyan
parositési feladat, ahol az egyének két csoportja van megadva, minden egyénnek szigortu
preferenciarendezése van a mésik csoport tagjain, és a feladat olyan parok létrehozésa,
amelynek tagjai kiilénb6z6 csoportokbdl szarmaznak. Emellett a szerzék megadjak a
kapcsolodod szobatdrs problémdt (roommate problem), amelyben minden egyén egyazon
csoportba tartozik, mindenki egyértelmiien tud rangsorolni mindenki mast az alapjéan,
hogy kivel mennyire szivesen keriilne egy parba és végiil barki barkivel alkothat egy part.
(Biro6 és szerzdtarsai, 2016)

A megfogalmazott problémakban a pérositasok kialakitasara Gale és Shapley| (1962)
a stabilitas fogalmét javasolja. Ennélfogva a probléméakat gyakran stabil hazassag, illetve
stabil szobatars problémanak is nevezik (a problémakrol magyarul lasd Bird| (2006)). Azt
mondjuk, hogy egy parositas stabil, ha nincs két olyan, kiilonb6z& parokban 1év6 részt-
vevs, akik jobban preferdljak egymast, mint a sajat parjukat. Utobbi esetet nevezziik
blokkolo pdrnak (blocking pair), igy egy pérositas stabil, ha nincs blokkolo pérE] A sta-
bilitas lényege tehat, hogy amennyiben a szerepl6k szabadon alakithatnak ki 0j parokat,
egy stabil megoldas esetében erre nem lesz motivaciojuk, hiszen nem tudnak olyan j
part kialakitani, amelynek tagjai koziil legalabb egyvalaki jobban jar, és az 4j par tobbi
tagja koziil senki sem jar rosszabbul. A kovetkezGekben a stabil szobatarsak problémaéra

vonatkoz6 eredményeket mutatjuk be mind parok, mind tobbf6s csoportok esetében.

4.1.1. Stabil szobatarsak parokra

Szigoru preferenciék esetében a szobatars problémara - a hazassag problémaval ellentétben
- stabil péarositds nem mindig létezik. FErre az egyik legegyszertibb példa a kovetkezd.

Legyen A, B, C és D négy hallgato, és preferencia-sorrendjeik legyenek a kovetkezsGek:

LA stabil szobatarsak probléméra szamos tovabbi megoldési koncepcio is sziiletett az irodalomban,
amelyek a jelen targyalashoz kevésbé kapcsolodnak, lasd példaul |Bir6 és szerzétarsai (2016).
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A-1:B,2:C,3: D
B-1:C,2: A, 3: D
C-1:A,2.B,3:D
D-1: A)2: B,3: C

Ekkor A, B és C mindegyike legjobban preferalt a masik két hallgato koziil valaki altal.
Igy, ha tekintiink egy parositast, akkor béarki is keriil D-vel egy szobéba, a méasik szobaban
lévs két hallgato koziil az egyik biztosan jobban preferalja majd, mint a sajat szobatarsat,
és mivel a D az A, a B és a C listajan is a legkevésbé preferalt, ez a parositas biztosan
nem lesz stabil, s6t egyik sem.

Irving (1985) megadott egy olyan polinomialis, O(n?) futasidejt algoritmust, amely
a szobatars probléma barmely esetére megmondja, hogy létezik-e stabil parositas, és ha
létezik, akkor meg is talélja azt.

A megoldhatosag karakterizaciojat Tan (1991) adta meg, aki sziikséges és elégséges
feltételt mutatott egy stabil szobatéars létezésére. Tanulményaban a stabil particioval
altalanositja a stabil parositas keretet, és megmutatja, hogy a stabil szobatéars probléma
barmely esetére akkor és csak akkor létezik teljes stabil parositas, hogyha nincs paratlan
particio.

Hogyha a preferenciarendezésekben megengedettek a dontetlenek, vagy masképpen
indifferenciak is, akkor gyenge preferencidkrol beszéliink. A dontetlenek bevezetése tobb
stabilitasi definiciét is maga utan von. Azt mondjuk, hogy egy pérositas gyengén stabil
(weakly stable), hogyha nincs olyan blokkol6 par, amelynek tagjai szigortian jobban pre-
feraljak egymast sajat partneriiknél. Tovabbé egy parositas szuper-stabil (super-stable),
hogyha nincs olyan blokkolé par, amelynek tagjai szigortian jobban preferalnak a masikat
sajat parjuknal, vagy indifferensek kozottiik.

A gyenge preferencidkra Ronn| (1990) beléatja, hogy a stabil szobatéars problémara NP-
teljes feladat eldonteni, hogy egy adott esetre létezik-e gyengén stabil parosités. |Chung
(2000) szintén a gyenge preferenciak esetét tekinti, és meghatarozza a ,nincsen paratlan
hosszt kor” tulajdonsagot, amely elégséges feltétele a gyengén stabil szobatars parositas
létezésének.

A szuper-stabil parositasokra pozitiv eredményként |Irving és Manlove (2002) meg-
ad egy olyan linearis futasidejd algoritmust, amely megtalal egy szuper-stabil parositast,

hogyha az létezik. Ezt az algoritmust tovabba kiterjesztik nem teljes és/vagy részbenren-
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dezett preferencia-listdk esetére is.

Emellett Irving és Manlove (2002) azt is megmutatja, hogy a stabil szobatars probléma
egy olyan esetére, amelyben dontetlenek és nem teljes preferencia-listak is megengedet-
tek, tobb, kiillonb6z6 méreti gyengén stabil megoldas is el6fordulhat. Belatjak, hogy a
legnagyobb méretd gyengén stabil parositas megtalaldasa NP-nehéz feladat, ugyanakkor
2-es approxmacios rataval kozelithetd.

Arkin és szerzétarsai (2009) a stabil szobatarsak probléma egy olyan felirasat tekin-
tik, amelyben a hallgatokat pontok reprezentaljak egy metrikus térben, és a preferencia-
listajukat a tobbi hallgatotol vett euklideszi tavolsdgok sorrendje adja. Ezt geometriai
stabil szobatdrsak (geometric stable roommates) probléméanak nevezik. Felhivjuk ra a
figyelmet, hogy amig az eredeti felirdsban a preferencia-listak teljesen fliggetlenek egy-
mastol, addig itt a konstrukciébol adoddan egymaéssal Osszefiiggenek. A szerz6k megmu-
tatjak, hogy ennek a felirasnak a gyengén-stabil parositasra van polinomialis futasideji
megoldasa még akkor is, hogyha dontetlenek is szerepelnek a preferencia-listaban.

Emellett |Arkin és szerzétarsai (2009)) bevezetik az a-stabil parositas fogalmat, amely-
nek értelmében a hallgatok csak akkor hajlandoak cserélni, hogyha legalabb a-szoros
javulast érnek el. Belatjak, hogy egy a-stabil parositas megtalélasa legalabb olyan nehéz,

mint egy olyan parositas megadasa, amely a hagyoméanyos értelemben stabil.

4.1.2. Stabil szobatarsak magasabb dimenziéban

A gyakorlatban taldlhatoak olyan alkalmazésok, amelyekben kétfGsnél nagyobb csopor-
tok kialakitasa a feladat. Példaul a vesecserék esetében a transzplantaciok az amerikai
NEPKE programban harom hosszu korokben is megengedettek (Birol 2006). A kollégiu-
mi hallgatokat pedig sok esetben 3 vagy akar 4-fGs szobakba kell beosztani. A kétfGsnél
nagyobb pérositdsok kialakitasara a stabilitds kontextusdban adott megoldasokat a ko-
vetkezGekben targyaljuk.

A stabil szobatars probléma természetes modon adodo kiterjesztése a 3-dimenzids
stabil szobatdrs (3-dimensional stable roommates, 3D-SR) probléma, amelyben haromfGs
szobak kialakitasa a célE] Ng és Hirschbergl (1991) megmutatja, hogy ha az egyének a
tobbi hallgatobol alkotott valamennyi part rangsoroljak, akkor a feladat NP-teljes. Meg-

2A 3-dimenzioés stabil szobatars problémat eredetileg [Knuth| (1977) vetette fel a stabil hdzassdgok-
rol (stable marriages) szolo konyvében az altala megfogalmazott 12 lehetséges tovabbi kutatési irany
egyikeként.
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oldasuk sorén a preferenciarendezések nem konzisztensek, ami azt jelenti, hogy egy e egyén
preferencia-sorrendjében (>=.) el6fordulhat, hogy egy masik egyén rangsorolasa attol fiigg,
hogy kivel van parban. Példaul az xq, xo,y1,y2 egyénekre x1y; =, x1y2 €S Tals = Ty,

ahol xy az x és y egyénekbdl alkotott part jeloli.

Huang| (2007) beléatja, hogy a 3D-SR probléma el6z6, paros rangsorolasos megfogal-
mazasa akkor is NP-teljes, hogyha a preferenciarendezések konzisztensek, azaz xy =, xz
vagy minden x egyénre teljesiil, vagy egyikre sem. Konzisztens preferenciarendezésre pél-
daként egy olyan felirast emlitenek, amelyben az egyének értékeléseket adnak a tébbiekre,
és a parok értéke a benne szerepld egyének értékeinek osszege. A kombinaciok sorrendjét
az értékek Osszege hatérozza meg, és amennyiben két kiilonbo6z§ parra az értékek Osszege

egyenld, ugy az egyén indifferens kozottiik.

[wama és szerzotarsai| (2007)) bizonyitjak, hogy a 3D-SR probléma NP-teljes még akkor
is, hogyha a hallgatok nem parokat rangsorolnak, hanem minden maés jelentkez6t kiilon-

kiilon.

Deineko és Woeginger| (2013)) definialja a 3D-SR probléma egy metrikus térbeli meg-
kozelitését (METRIC-3D-SR), amelyben az egyének pontoknak felelnek meg egy metrikus
térben, akik kozott egy sztenderd téavolsagfiiggvényt értelmeziink. Egy e egyén preferen-
ciarendezése a parok folott van megadva, a rangsort pedig az e egyéntdl vett tavolsagok
Osszege hatérozza meg. Vegyiik észre, hogy ez a |[Huang| (2007) &ltal megadott példa egy

specidlis esete. A szerzdk belatjak, hogy a probléma ezen felirasa NP-teljes.

Chen és Roy| (2021) a METRIC-3D-SR probléma speciélis eseteként megmutatja, hogy
az NP-teljesség akkor is fennall, hogyha az egyéneket euklideszi térbeli pontokként repre-
zentaljuk (igy definidlva az EUCLID-3D-SR problémat), és a tavolsagfiiggvényt a pontok
kozotti tavolsag adja.

Arkin és szerzétarsai (2009) a stabil szobatars probléma 3-dimenzios valtozatat is te-
kintik, amelyre geometriai 3D-SR problémaként hivatkoznak. A szerzdék bizonyitjak, hogy
a 3-dimenzi6s geometriai stabil szobatarsak problémara egy 2-stabil parositas polinomiélis
futasidében megadhato.

A 3D-SR probléma tovabbi variansaiként Bir6 és McDermid| (2010) belatja a 3-dimenzios
probléma NP-teljességét ciklikus preferencidkra nem teljes listak esetén, mig|Lam és Plax-
ton (2019) bizonyitotta az NP-teljességet teljes ciklikus listakra, amely eredményt kiter-

jesztették 3-nal magasabb dimeziora is.
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4.2. Az m-szobatars probléma, mint egyenletes klaszte-

rezési megkozelités

Morrill (2010) a szobatars probléma megoldasa soran abbél indul ki, hogy a valésagban,
ha méar kialakult egy beosztas, akkor hidba van a parositasban blokkol6é par, annak tagjai
nem kényszerithetik sajat szobatérsaikat, hogy kikoltézzenek, valamint ha nincsen iires
szoba sem, az 1j par nem tud egyoldaltian 1étrejonni. Ez csupén akkor valosulhat meg,
hogyha van olyan koalici6, amelynek tagjai igy tudnak 0j parokat kialakitani, hogy egyik
szereplé sem jar rosszabbul. Igy a kapott koalicios jatékban az éltala javasolt megoldasi

koncepcioé a Pareto-hatékonység.

A kovetkezGekben egy olyan megkozelitést adunk meg, amely az el6zGekkel 6sszhang-
ban Pareto-hatékony megoldéast hataroz meg. Ehhez Segev és szerzétarsai (2005)) tanul-
manyat vessziik alapul, akik a vesecserék esetében a parok kialakitasara az "elsé talélatot
elfogadd" eljaréssal szemben egy optimalizalt péarositasi modszert javasolnak. Ez az al-
taluk elvégzett szimulacios kisérlet alapjan orszagos szinten tébb transzplantéaciot, jobb
HLA egyez6séget (a transzplantaciok soran kiilonosen fontos tényezd), az atiiltetett szer-
vek jobb 5 éves varhato tulélését, és az utazasra kényszeriil6 parok szdmanak csckkenését
eredményezné. A javasolt eljarést alkalmaztak Ohio allamban, és matematikailag egy
sulyozott parositas feladatra vezethets vissza (Biro, 2006]).

A sulyozott péarositasi megkozelitést magasabb dimenzioban az m-dimenzids parositas
probléméval, pontosabban egy maximalizalasi célra is értelmezett egyenletes klaszterezési
feladatként &altalanositjuk. Vegyiik észre, hogy a vesecsere-transzplantaciok esetében a
kialakitott csoportokon beliill nem az egyének kozotti minden élt kell figyelembe venni,
hanem gyakorlatilag korok kialakitasa a feladat, igy erre az alkalmazésra csak legfeljebb
m = 3-ra tekinthetjiik ezt a felirast. Emellett a sajatossagaibol eredGen a vesecsere prob-
lémara célszertibb lenne olyan modellt vilasztani, amely figyelembe tudja venni, hogy egy
hérmas csoporton beliil egy beteg-donor par hasznossaga a két masik szerepld egyiittes
fiiggvénye, valamint megengedi egyszerre a két- és haromf&s csoportokat is. Ezen meg-

fontolasok miatt az altaldnositast a szobabeosztasok kontextusaban targyaljuk.

Az m~dimenzios parositas probléma (minimalizalasi esetben MIN-mDM, valamint ma-
ximalizalasi esetben MAX-mDM) grafparticionélasi problémaként tekinti a csoportositasi

feladatot. Az egyszertibb targyalas érdekében a kovetkezGekben mi egy maximalizalési
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célra is értelmezett egyenletes klaszterezési feladatként kezeljiilk azt. A minimalizalasi
verziot a 2MIN-mDM, mig a maximalizalasi verziot a 2MAX-mDM optimalizalasi prob-
leméval (lasd a [3.3.29, Optimalizalasi problémat) irjuk le. A szobatars kontextusban

megfogalmazott feladatokra egységesen m-szobatdrs problémdkként hivatkozunk.

4.2.1. Az m-szobatars probléma formalis definiciéja

Az el6z6eknek megfelelGen az m-szobatars probléma formaélis definicidja a kovetkezs. Le-
gyven n a felvételt nyert hallgatok szama, és legyen m egységesen a szobankénti féréhelyek
szama. Az egyszeriiség kedvéért legyen n az m egész tobbszorose, a szobak szama pedig
ennél fogva legyen k = n/m. A szobékat jelolje C,...,Cy. Tegyiik fel tovabba, hogy
azt, hogy két ember mennyire lenne megfelel§ szobatérs, bizonyos tulajdonsagok alapjan
dontjiik el a kovetkez6 modon. Legyen d a tulajdonsdgok széma, és tegyiik fel, hogy a
tulajdonsagok tetszéleges valos értékek lehetnek | Ennek kévetkeztében egy hallgaté meg-
feleltethets egy R%-beli koordinatanak, és az dsszes hallgaté elhelyezhets egy d-dimenzids
euklideszi térben. Jeldlje 1, ..., 2, € R? a hallgatokat és legyen D € R4 a hallgatok
kolesonos tavolsagainak matrixa. Jelolje tovabba x; € Cj, ha az i-edik hallgatot az s-edik
szobaba osztottuk be.

Feltessziik, hogy azt, hogy az x; és x; hallgatok mennyire lennének j6 szobatarsak
egymas szamara a kozottiik 1évs euklideszi tavolsag, vagyis a d;; = ||x; — x;|| érték repre-
zentalja. A jo szobabeosztéasra két kiilonbozd megkozelitést tekintiink.

Az egyik soran a hasonl6 tulajdonsagokat, vagyis a pontok kozotti kisebb tavolsagokat
tekintjiik jonak, és a lehet6 leghomogénebb szobabeosztasokat keressiik. Emogott az az el-
képzelés all, hogy a hasonlé tulajdonsagokkal rendelkezé hallgatok konnyebben alakithat-
nak ki baratsagokat, hossza tavon megfelel6bb szobatarsak lehetnek egymaésnak. Ekkor
a tulajdonsagok reprezentalhatnak akar szakokat, vagy érdeklddési teriileteket, példaul
hogy ki mennyire szeret egy-egy zenei mtfajt vagy hobbit. Igy tehéat egy minimalizalasi
problémat adunk meg:

k
min» > dZ, (2MIN-mDM)
s=1 z;,2,€Cs

s.t. |Cs| =m Vs.

3Az elemzés soran az egyszertiség kedvéért azt tessziik fel, hogy a tulajdonsagoknak megfelel értékek
a [0,10] intervallumbol vehetnek fel egész értékeket.
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A maésik megkozelités a napjainkban egyre nagyobb figyelmet kapo6 diverzitéassal jaro
elényoket hivatott megragadni. E soran a hallgatok kozotti nagyobb tavolsdgokat te-
kintjiik jonak, és a lehets legvaltozatosabb, vagy mésképpen legheterogénebb csoportokat
szeretnénk kialakitani. A megjelenitett tulajdonsagok pedig lehetnek szakok, szakiranyok,

életkor, korabbi tanulmanyok, stb. Az ad6dé maximalizalasi problémét a

k
max dz, 2MAxX-mDM
> 2 4 ( )

s=1 z4,2;€Cs

s.t. |Cs| =m Vs

alakban irjuk fel.

A megegyezd célfiiggvények garantaljak, hogy egy egységes modell keretein beliil vizs-
galhassuk az m-szobatars probléma minimalizélasi és maximalizalasi verzidit. A cél-
fiiggvény a minimalizalési probléméaban a mar megszokott, MSSC feladatban is szerepld.
Ugyanakkor az irodalomban a maximalizalasi problémék soran hagyomanyosan - ismerete-
ink szerint - a négyzetes tavolsagosszegek helyett egyszert tavolsdgosszegeket tekintenek,
igy ez szokatlan valasztasnak hathat. Vegylik észre, hogy ezzel a felirassal a csoporton
beliili kiviilallo egyének szerepét erdsitjiik, cserében pedig a tulajdonsagokat szélesebb

skaldn reprezentaljuk a csoportokon beliil.

4.2.2. A modell el6nyei és hatranyai

Elméleti szempontbdl az egyik legfontosabb kiilénbség a stabil szobatars és az m-szobatars
problémék kozott, hogy amig el6bbi stabil megoldast ad eredményiil, addig utobbi egy
Pareto-hatékony megoldasi keretet hataroz meg. Az utobbi altal adott megoldés tehét
nem feltétleniil stabil, viszont bizonyos esetekben jobb vélasztas lehet a gyakorlati prob-
léma leirasara (lasd Morrill (2010))).

A stabilitasi koncepcié esetében megmutattuk, hogy a kétfs csoportokra elGfordul-
hat, hogy a megoldasok halmaza az iires halmaz, tovibba gyenge preferencidk esetében
annak eldontése, hogy létezik-e gyengén stabil parositas, NP-teljes feladat. A megkdzelités
magasabb dimenziés eredményeinél pedig lathattuk, hogy egy kivétellel az Gsszes feliras
csupan a haromfds csoportokra vonatkozik, és szintén egy kivétellel az 0sszes megfogal-
mazéas NP-teljes feladatra vezet.

Ezzel szemben az m-szobatérs probléméban, optimalizalasi problémarol 1évén sz6, min-
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dig van megoldas. Emellett parok, vagyis m = 2 esetén Edmonds (1965b) algoritmusa
révén mindig meg tudjuk adni a megoldéast polinomialis futasidében. Legaldbb hérom-

f6s csoportokra ugyanakkor mar ennél a megkozelitésnél is nehézségekkel talaljuk szembe

magunkat. A [3.3.30] és[3.3.33] Tételek alapjan tudjuk, hogy a 2MIN-mDM, valamint

a 2MAX-mDM problémak NP-nehezek. Ennek értelmében pedig, habar tudjuk, hogy
barmely klaszterméretre 1étezik optimum, azt a nagyobb méretd problémék, vagyis a
hallgatok nagyobb széma mellett képtelenek vagyunk meghatarozni (Kondor, 2022b).

Gyakorlati szempontbol az m-szobatars szerinti felirasnak - egytttal az egyéb metrikus
térbeli megkozelitéseknek is - az az elénye a stabil szobatarsak problémaval szemben, hogy
nincs sziikség arra, hogy a hallgatok egyéni preferencia-sorrendeket adjanak meg. Ez
olyan esetekben jelent realisabb megkozelitést a szobabeosztasokra, amikor vannak olyan
hallgatok, akiknek nagy valészintiséggel nincs semmilyen preferencia-sorrendje a tébbiekre
nézve. Ez a helyzet fordul el§ a kollégiumi felvételek soran, amikor sokaknak jellemzGen
nincs informéacidja a tobbi hallgatorol, és igy rangsort sem tudnak felallitani kozottiik.

A modell tovabbi pozitivuma a preferencia-listak elhagyasaban rejlik. Ugyanis, a
preferencia-sorrendek esetén nincs mértékbeli kiilonbség a rangsor elemei kozott. Vagyis
ha egy z hallgato rangsoraban y és z egyénekre vonatkozoan y >, z szerepel (vagyis x
szempontjabol y jobb, mint z), akkor nem tudjuk, hogy y mennyivel jobban preferalt z-
vel szemben. Ezzel ellentétben a tavolsagok tobbletinformaciot adnak, igy a gyakorlatban
hozzajarulhatnak egy jobb szobabeosztas kialakitasahoz.

Az m-szobatéars modell egyik negativuma a stabil szobatarsak probléméaval szemben,
hogy mig utébbiban az y és z hallgatoknak lehetett eltérs preferenciaja a méasikrol, addig
el6bbiben a tavolsag révén a szerepiik szimmetrikus.

A feliras méasik hatranya, hogy hianyzik az egyéni preferencidk megadasanak lehe-
tésége. Elképzelhets ugyanis, hogy két vagy tobb hallgato, akik mar ismerik egymast,
mindenképpen ugyanabba a szobéba szeretnének keriilni. Ahhoz, hogy ezt figyelembe
tudjuk venni, egy altalanosabb modell, példaul az m-dimenzioés péarositas alkalmazasa
lenne a megoldés, amelyben a hallgatok kozott tetszéleges élstlyokkal egyéni tavolsagokat
is megadhatunk. Ebben az esetben a minimalizaldsi probléméra akéar olyan élsulyokat
is definidlhatunk, amely révén két hallgaté biztosan kiilonbozé szobakba keriil, amely-
re egyik el6z6leg emlitett modell sem alkalmas. Az altalanos modell tovabbi targyalasa

ugyanakkor nem célja jelen dolgozatnak, de érdekes tovabbi kutatési irany lehet.
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5. fejezet

Garanciak a szuboptimalitasra

Az m-szobatars probléma legalabb 3-f6s szobak esetén NP-nehéz, igy - jelen ismerete-
ink szerint - nem létezik olyan algoritmus, amely polinomialis futdsidében megadna az
optimumot. Emiatt altalanosan nincs esélyilink arra, hogy hatékonyan megtaléljuk az
optimélis megoldéast.

A fejezet soran olyan algoritmusokat tekintiink, amelyek egy meghatarozott egyenletes
klaszterezési feladatra megadnak egy megengedett megoldast, és valamilyen garanciat is
nytjtanak annak (szub)optimalitdsara. Az approximacios eljarasok olyan problémékra
vonatkoznak, amelyekben a célfiiggvényben egyszert tavolsagosszegek szerepelnek. Ezek
teljesitményi aranya a megengedett megoldas és az optimum hényadosara ad meg egy
korlatot.

A kip optimalizalasi megkozelités pedig az elemszamkorlatokkal ellatott MSSC prob-
léméra vonatkozik, amelyben négyzetes tavolsagosszegek jelennek meg. E sorén a relaxalt
probléma megoldésa, és az annak helyreallitasaval kapott megengedett megoldas alsé és

fels6 hatarokat nyujtanak az optimum értékére.

5.1. Approximaciok

A fejezet soran approximacios eljaréasokat tekintiink, amelyek futasideje polinomialis, és
egy meghatarozott r teljesitményi arannyal, vagy masképpen approximacios rataval ren-
delkeznek. FEzek garantaljék, hogy az altaluk talalt megoldas és az optimum ko6zott leg-
feljebb r-szeres az eltérés, ennél rosszabb megoldast nem kaphatunk. Ugyanakkor sok

esetben az approximéacios rata éles, vagyis talalhato olyan példa, ahol az approximécios
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algoritmus altal megadott megoldas célfiiggvényértéke az algoritmus teljesitményi ratéja-
nak megfelels, vagy ahhoz nagyon kozeli. Ez a gyakorlatban egy 2-hoz kozeli teljesitményi
arany esetén még viszonylag laza megszoritast jelent.

Az r-approximécios algoritmusok Definici6jatol eltéréen a fejezet soran megkii-
ma soran az r > 1 teljesitményi arany esetében r-approxmacios eljarasrol, mig maxima-
lizalasi probléma esetén 1/r-approximécios algoritmusrél beszéliink.

A fejezet soran egységesen a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk. Legyen G = (V, F) graf
esetén w : F — R az éleken értelmezett fliggvény, amely egy e € E élre megadja az él w(e)
stlyat vagy élhosszat. Legyen az élek egy E' C E részhalmazara w(E') = Y. p w(e).
Jelolje a csicsok egy V! C V részhalmazara E(V') = {ele = (u,v) € E,u,v € V,u # v}
a V' altal indukalt részgréfot, és legyen w(V’') = w(E(V")) = > cporyw(e) a V' altal
indukalt részgraf éleinek Osszkoltsége.

Jeldlje tovabba Apx minden esetben a szoban forgd optimalizalasi problémara a meg-
adott approxmaécios eljaras altal talalt megengedett megoldast, mig Opt jelolje a feladat
optimalis megoldasat. Végiil jelolje w(Apz) és w(Opt) rendre ezen megoldasok célfiigg-

vényértékét a megfogalmazott optimalizalasi probléma szerint.

5.1.1. k-particionalas probléma

Feo és Khellaf (1990) az NP-teljességi bizonyitason feliil approximécios eljarasokat is meg-
ad a maximaélis sulyt m-dimenziés parositas, vagy ekvivalensen a k-particionalas prob-
lémara, pontosabban annak maximalizélasi verzidjara. Algoritmusaik a maximalis su-
Iyt teljes parositason alapulnak és 1/3-approximaciokat adnak meg k = |V|/3, valamint
k = |V]/4 esetére.

Tekintsiik a k-particionalés problémaét, ahol a kivant klaszterenkénti csticsok szama m.
Legyen adott egy G = (V, E) iranyitatlan, teljes graf, amelynek cstcshalmazara |V| = km
teljesiil, ahol k pozitiv egész. |[Feo és Khellaf (1990) két kiilon esetet kezel aszerint, hogy
m paros, vagy paratlan. Ennek megfeleléen a P1 (ha m péros), illetve P2 (ha m paratlan)
eljardsuk a csticsokat k£ darab, egyenként m csticsot tartalmazé halmazra particionélja.

Az eljarasok pszeudokodjait az [b.1] és Algoritmusok irjak le.
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P1 eljaras (Feo és Khellaf, [1990)

Input Egy G = (V, E) teljes graf, |V| = km,m péaros, w(e) > 0 Ve € E élre

(1) M <+ maximalis stulyu teljes parositas G-ben

(2) for i=1,...,k
Valasszuk ki az M nem megjelolt éleinek egy m/2 elemi, m halmazat
Jeloljiik meg 7 éleit
Helyezziik az i-edik klaszterbe a 7 éleinek végpontjait

end

5.1. Algoritmus. P1 eljaras (Feo és Khellaf|, 1990)

P2 eljaras (Feo és Khellaf, [1990)

Input Egy G = (V, E) teljes graf, |V| = km,m paratlan, w(e) > 0 Ve € E élre
(1) M < (m—1)|V]/(2m) élet tartalmazo, maximalis stlyu teljes parosités
G-ben
(2)  for i=1,....k
Vélasszuk ki az M nem megjelolt éleinek egy (m — 1)/2 elemd, 7 hal-
mazat
Jeloljiik meg 7 éleit
Helyezziik az i-edik klaszterbe a 7 éleinek végpontjait, és barmely olyan

nem M-beli csticsot, amely még nem eleme valamely klaszternek

end

5.2. Algoritmus. P2 eljaras (Feo és Khellaf] 1990)

Az algoritmusok approximacios eredményeit az alabbi tételek mondjak ki.

5.1.1. Tétel. Ha az élsilyokra teljesil a haromszog-egyenldtlenség, akkor az m-dimenzids
pdrositas probléma optimdlis megolddsanak értéke legfeljebb 2(m — 1)/m-szerese a P1 el-

jards dltal megadott megoldds értékének. A korldt az dltaldnos esetben (m — 1).

Amennyiben teljesiil a graf élsilyaira a haromszog-egyenlétlenség, a fenti tételben

szerepl6 hényados értéke m = 4 csucsbol allo klaszterek esetén 3/2, tehat egy 2/3-
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approximaciot ad meg. Ugyanez abban az esetben, amikor a haromszog-egyenlGtlenség

nem all fenn, egy 1/3-approximéciot eredményez.

5.1.2. Tétel. Ha az élsulyokra teljesil a haromszog-egyenldtlenség, akkor az m-dimenzids
pdrositas probléma optimdalis megolddsanak értéke legfeljebb 2m/(m + 1)-szerese a P2 el-

jdrds dltal megadott megoldds értékének. A korldt az dltalanos esetben m.

Harom elemtd particiok (m = 3) és haromszog-egyenltlenség esetén az elézd tétel
egy 2/3-approximéciot jelent. Ha a haromszog-egyenlStlenség nem all fenn, akkor 1/3-
aproximéaciorol beszélhetiink.

Lathato az is, hogy az approximéacios ratak annal szigortibb korlatot adnak meg, minél
kisebb az m értéke, vagyis minél kisebb méretd csoportokat kivanunk létrehozni. |Feo és
Khellaf (1990)) egy tovabbi heurisztikat is megad a |V'|/4-particionalas problémara, amely
els6 lépésben egy maximalis silyd teljes parositast keres, majd elvégez egy 0Osszevond
lépést, majd ezutan egy djabb maximaélis silyt teljes parositas kovetkezik. Ennek psze-
udokodjat nem kozoljik, egy altalanosabb verziojat Feo és szerzdtarsai| (1992) Parosités-
és-Osszevonas (lasd 5.3} Algoritmus) heurisztikdja irja le.

Feo ¢és szerzotarsal (1992) szintén a k-particionéalas problémat tekinti, ahol az m = 3
és m = 2" esetek kapnak kiemelt figyelmet. Megkonstrualnak egy |V|/3-particionald
algoritmust, amely azon az Otleten alapszik, hogy egy |V'|/3-partici6 egy olyan teljes 2-

parositas, amely 3-hosszi korokbsl all.

5.1.3. Definici6. Regularis graf, teljes b-parositéas

Azt mondjuk, hogy eqy G = (V, E) grdf regularis, hogyha minden csicsdnak ugyanannyi
szomszédja van, vagy mdsképpen, minden csiucs fokszama azonos. A G grdf egy teljes
b-parositasa az E éleinek egy olyan E' részhalmaza, amelyre a G = (V, E') grdf requldris

b fokszdammoal.

Ennek kovetkeztében, egy maximalis sulyt teljes 2-parositas stulya nagyobb vagy egyen-
16, mint egy optimalis |V|/3-particié stlya. A konstrukcié lényege, hogy elss lépésként
egy maximalis sulyu 2-parositast keresnek, majd az ebbdl adodd megoldasbol alkotnak
3-élhosszusagu koroket a 3-nal tobb élt tartalmazo korok felbontasaval és dtrendezésével.

Az algoritmus egy 1/2-approximacio:
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5.1.4. Tétel. A heurisztikus eljdrds dltal kapott |V'|/3-particicban a csoporton belili élek
teljes sulya legaldabb feleakkora, mint az optimdlis megoldds csoporton belili élsulyainak

0sszege.

Feo és szerzotarsai (1992) arra a k-particionalas problémara, amikor m értéke a 2
valamely hatvanya, Feo és Khellaf (1990) pdrositds-és-dsszevonds (match-and-contract)

heurisztikajat alkalmazzak. Ennek pszeudokodjat az [5.3] Algoritmus irja le.

Pérositas-és-0sszevonas (match-and-contract) heurisztika (Feo és szerzétérsai, [1992))

Input Egy G = (V, F) teljes graf, |V|/k = m,m = 2", nemnegativ élstulyokkal
(1) G+ G
(2) do (r-szer)
Talaljunk egy maximalis stulyu teljes parositast G'-ben
Legyen G’ az a graf, amelyet tigy kapunk, hogy a) dsszevonjuk a paro-
sitasban 1évé éleket, és b) Osszevonjuk az igy kapott parhuzamos éleket
az ¢élsulyaik Osszeadasaval
end
(3) Képezziik a k darab, egyenként m = 2" csuicsbol allo klaszter mindegyi-

két a G'-ben 1év6 k darab dsszevont cstcs egyenkénti felbontaséaval.

5.3. Algoritmus. Parositas-és-0sszevonas (match-and-contract) heurisztika (Feo és szerzo-
tarsai, 1992)

5.1.5. Tétel. A pdrositas-és-dsszevonds heurisztika alkalmazdsdval kapott, valamint az

optimdlis megolddasra k = |V|/4 esetén w(Apz)/w(Opt) > 1/2.

A |V|/3-particionald heurisztikdban alkalmazott 2-parosités és a parositas-és-Osszevonas
heurisztikdban a kezdeti parositds megtalaldsanak futasideje egyarant O(|V]?) (Papadimi-
triou és Steiglitz, 1982). Igy a|Feo és szerzétarsai| (1992) tanulmanyaban targyalt mindkét
modszer futéasideje O(|V]?).

5.1.2. Specialis elemszam megkotések

Hassin ¢és szerzétarsai (1997) a mazimdlis szorédds (maximum dispersion) problémara
ad meg approximécios algoritmusokat. A problémét a kovetkezGképpen irjak fel. Le-

gyen adott egy G = (V, E) iranyitatlan teljes graf, V' = {vy,...,v,} cstcshalmazzal. A
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w(e), e € F élsulyokrol feltessziik, hogy nemnegativak, és hogy fennall rajuk a haromszog-
egyenlStlenség. Legyen adott p € {2,...,n} és ke {l,...,|n/p|}. A feladat, hogy talal-
junk V-ben k darab, Py, ..., P diszjunkt részhalmazt, amelyekre |P;| = p,i =1,...,k és

Zle w(P;) maximalis. Vegyiik észre, hogy itt a csoportok k szama akar 1 is lehet.

Hassin és szerzétarsai (1997)) algoritmusa

(1) Talaljunk egy M* maximalis g-parositast G-ben, ahol ¢ = k|p/2]
V* < {M* éleinek végpontjai }
(2) Particionaljuk M*-ot tetsz6legesen k darab, M, ..., M} részhalmazra,
melyek mindegyike |p/2] élet tartalmaz
Py, ..., P, < rendre az M, ..., My-beli élek végpontjainak halmazai
(3) Ha p paratlan, egészitsiik ki a megoldast tgy, hogy minden részhalmaz-

hoz hozzaadjuk V\V* egy tetszsleges diszjunkt csicsét

5.4. Algoritmus. |Hassin és szerzétarsai (1997) algoritmusa

Legyen egy g-pdrositds egy q darab cstucs-diszjunkt élbdl 4116 halmaz. Legyen tovabba
egy maximalis q-pdrositdas egy maximélis Osszsulyt g-parositéas. Hassin és szerzétarsai
(1997) metodusat, amely a csoportok barmely k szama esetén legalabb 1/2-es garanciat
ad, az . Algoritmus irja leE| Az algoritmusra vonatkozd approximécios eredményt a

kovetkezs tétel fogalmazza meg.
5.1.6. Tétel. (2—1/[p/2]) w(Apzx) > W (Opt).

A tételben szerepls zarojeles kifejezés értéke p = 3 esetén 3/2. Ez azt jelenti, hogy
az algoritmus (a haromszog-egyenlGtlenség teljesiilése mellett) harom elembdl allo klasz-
terekre egy 2/3-approximaciot ad meg. Emellett nagyobb p értékek, vagyis a particiok
nagyobb elemszama esetén az approximécios rata kevésbé kedvezd.

Az algoritmus futésidejét az els6 1épésben talalhaté maximalis g-parositas megtalalasa
dominalja. Jelolje n = |V| a cstuicsok, mig m = |E| az élek szaméat. Arra alapozva, hogy
egy maximalis stlyt teljes parositias O(n?) idében megkonstrualhaté (14sd Gabow| (1976))),

erre [Hassin és szerz6tarsai (1997) megad egy O(n?) futasidej algoritmust. Ugyanakkor

UHassin és szerzdtarsai (1997) tanulmanyukban megadnak egy mésodik algoritmust is, amely k = 1
esetén ugyanazt a korlatot adja alacsonyabb futasidé mellett.
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megjegyzik, hogy a konstrukcié komplexitasat lehet csokkenteni, ha kezdeti 1épésként a
2q — 1 legnagyobb silyt élen kiviili éleket toroljiik, amely O(n?) futésidén beliil elvé-
gezhetd (lasd Blum és szerzétarsai (1973)). Ekkor, felhasznalva, hogy egy ritka grafon
egy maimalis stlyt teljes parositas O(nm + n?logn) idében megtalalhaté (lasd (Gabow:
(1990)), a konstrukci6 futésideje O(n?(kp + logn)).

Hassin ¢és Rubinstein| (2006c) a metrikus mazimdlis silyd klaszterezési problémat tar-

gyalja megadott klaszterméretekkel (metric maximum clustering problem with given clus-

ter sizes). A G = (V,FE) graf élsulyai nemnegativak, és teljesiil rajuk a haromszog-
egyenlStlenség. Legyenek elére megadva a cy,...,c, klaszterméretek, amelyekre alljon

fenn a Y " | ¢; < n egyenlStlenség. Az altalanossag megszoritasa nélkiil tegyiik fel, hogy
C1L 2> 2 Cp

Hassin és Rubinstein| (2006c) konstrukciojanak egyik alapja, hogy meghatarozhato
maximalis g-parositasok olyan névekvé szamu cstcsbol allo M;,j =1,..., |n/2] sorozata,
amelyre V(M;) C V(M;4q), ahol V(M) jeloli az M parositasban 1évs csicsok halmazat.
Masik alapja pedig, hogy rétegeket (layer) hataroznak meg, amelyekhez a csoportokat
hozzarendelik. Egy réteghez tobb csoport is tartozhat, valamint egy csoport tobb réteghez
is tartozhat.

Az algoritmus pszeudokodjat az [5.5] Algoritmus irja le. Jeldlje ¢; = |¢;/2] azt, hogy
az i-edik csoport mennyi (nem egy csicsot tartalmazo) réteghez tartozik. Ekkor a rétegek
szama ¢, ezeket jelolje Ly, ..., Ly,. Jelolje I; = {i| ¢ > ¢1 — j + 1} azon csoportok hal-
mazat, amelyek a j-edik réteghez tartoznak. Az L, réteghez pontosan azok az i csoportok
tartoznak, amelyekre ¢; megegyezik ¢-gyel. Az algoritmus az (1)-es lépés egy iteracioja-
ban egy adott L; réteghez tartozo valamennyi csoporthoz hozzarendel két elemet. A (2)-es

lépésben az eljaras a péaratlan elemszamu csoportokhoz rendel véletlenszertien 1-1 cstcsot.

Hassin és Rubinstein| (2006¢) algoritmusa

Input Irényitatlan, teljes G = (V, E) graf, w metrika az E éleken
c1 > -+ > ¢, egeészek, amelyekre Y . ¢; < |V|

(0) ¢ < |ci/2],i=1,...,p
mo < 0, M,,, 0

(1) forj=1,...,q1

I «—{i|l¢>q —j+1} |aj-edik réteghez tartozo csoportok indexei]
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m; < mj_1 + |1
M, < maximalis m -parositas, amelyre V(M,,,_,) C V(M,y,,)
Lj V(M \V(Mp,;_,)
Az Lj-beli csticsokat véletlenszertien parokba rendezziik, és azokat vé-
letlenszertien szétosztjuk azon C; csoportok kozott, amelyekre i € I;
ugy, hogy minden csoportba pontosan egy par keriiljon
end
(2) A paratlan elemszami csoportokhoz véletlenszertien hozzarendeliink

egy-egy kiilonbozs elemet a V\V (M, ) halmazbol

q1

5.5. Algoritmus. Hassin és Rubinstein| (2006¢) algoritmusa

Hassin és Rubinstein| (2006¢) az algoritmusra az alabbi eredményt bizonyitjak, amely

aszimptotikusan 2-es approximacios ratat igazol.

5.1.7. Tétel. Legyen k = c, > 6. Az. Algoritmus egy (% — %)—approximdcio’t ad meg.

5.1.3. Maximalis stilyt haromszog pakolas

A mazimadlis silyid hdromszog pakolds (maximum-weight triangle packing, MWTP) a k-
particionalas probléma specidlis esete haromelemt particiokkal. Hassin és Rubinstein
(2006a)) felirasaban legyen G = (V, E) teljes, iranyitatlan graf V' csticshalmazzal, amelyre
|[V| = 3n, valamint jelolje E az élek halmazat. Nevezziink egy harom élbsl allo kort
héaromszognek. A feladat n darab csiics-diszjunkt hdromszog megtalalasa, amelyek éleinek
Osszstlya maximalis.

Hassin és Rubinstein| (2006alb)) dolgozta ki az elss olyan algoritmust, amelynek aprro-
ximacios rataja szigortan nagyobb, mint 1/2. Ennek teljesitménye %(1—8) ~ 0,518(1—¢)
minden ¢ > 0 konstansra]

Az eljaras els lépésként megkonstruédl egy maximaélis stlyta 2-parositast (a 2 a fok-
szamra utal), amely egyszertibben fogalmazva, legalabb harom éllel rendelkezd korokbol
allo fedés. Azon C' koroket, melyekben az élek |C| szaméara |C| > ™! teljesiil, olyan utak-

ra bontja, amelyek legfeljebb 71 élhosszusaginak, majd ezeket korokre egészti ki, amely

2Az eredeti cikkben (% — ¢) szerepelt, de vétettek egy hibat az analizisiikben, igy modositottak az
eredményt.
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végiil megadja a €, szintén korokbsl allo fedést (cycle cover). Ezutan az algoritmus harom
kiilonb6z6 eljarassal harom megoldést konstrual meg, amelyek koziil végiil a legjobbat va-
lasztja ki. Ezek eléggé technikaiak, igy az algoritmusok pszeudokodjat itt nem kozoljiik.
Az els§ algoritmus determinisztikus, és akkor teljesit jol, amikor az Opt nagy része €-beli
élekbdl szarmazik. A masodik szintén determinisztikus, és akkor eredményes, amikor az
Opt nagy része olyan élekbdl ered, amelyek mindkét cstcsa ugyanazon a €-beli koron ta-
lalhato. A harmadik egy komplex véletlen algoritmus. Ez fedi le a fennmarado eseteket,
amikor a megoldés jelentGs részét olyan élek adjak, amelyek € diszjunkt koreit kapcsoljak
ossze. Az algoritmus futasideje O(n?).

Ezt vette alapul |Chen és szerzétarsai (2009] [2010), és a harmadik, véletlen eljaras mo-
dositaséval egy olyan polinomialis futéasidejd, véletlen algoritmust konstrualtak, amellyel
kicsivel jobb, ~ 0,523(1 — ¢)-approximaciot kaptak eredményiil minden & > 0-raf]

Van Zuylen| (2013)) pesszimista becsldk (pessimistic estimator) felhasznalaséval belatja,
hogy mindkét el6z6 algoritmus derandomizalhato, és igy léteznek olyan determinisztikus
algoritmusok, melyek a kapott approximéacios rataval rendelkeznek. Ekképpen adodik a

kovetkezs eredmény:.

5.1.8. Tétel. Létezik determinisztikus 0,523(1—¢)-approximdcids algoritmus a mazximdlis

stlyd hdromszog pakolds problémdra.

Chen és szerzotarsai (2021) a metrikus mazimdlis siulyid hdromszdg pakolds (met-
ric maximum-weight triangle packing, MMWTP) probléméat tekinti. Ebben a kiilonb-
ség az egyszerdi MWTP problémahoz képest, hogy az élsilyokra teljesiil a haromszog-
egyenlGtlenség. A szerzék egy nemtrivialis, véletlen algoritmust adnak meg, amelynek
felépitése az el6z6ekhez hasonlé abban a tekintetben, hogy itt is 3 kiilénb6z6 megoldast
konstrualnak, és ezek koziil valasztjak a legjobbat. Az eljaras futésideje O(n?), varhato
rataja pedig 0,66768 — ¢ barmely ¢ > 0 konstansra, amely nagyobb, mint [Feo és Khellaf
(1990) vagy [Hassin és szerzétarsai (1997) determinisztikus algoritmuséanak 2/3-os appro-

ximéacios rataja.

5.1.4. Minimalis 0sszegi p-klaszterezés

Legyen G = (V, F) iranyitatlan, teljes graf, V' csicshalmazzal, valamint E élhalmazzal,

amely elemeninek élhosszéra teljesiil a haromszog-egyenlStlenség. A minimdlis dsszeqi

3Az eredeti cikkben itt is vétettek egy hibat az elemzésben, melyet késébb javitottak.
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p-klaszterezés (min-sum p-clustering) probléma azt koveteli meg, hogy particionaljuk a
V' csticshalmazt p darab, esetlegesen el6re megadott elemszamu részhalmazra tugy, hogy
azon ¢lek hosszainak 0sszege, melyeknek mindkét végpontja ugyanabba a részhalmazba
esik, minimalis legyen. |Guttmann-Beck és Hassin| (1998)) a problémanak arra a vélto-
zatara adott egy 2-approximacios algoritmust, amelyben a klaszterek elemszama adott.
Eredményiik ugyanakkor arra az esetre is érvényes, amikor az elemszamok nem, csupéan
a klaszterek szama van megadva. Utobbi esetben a hibakorlat ugyanaz, az algoritmus
komplexitasa viszont nagyobb.

A |Guttmann-Beck és Hassin| (1998) altal targyalt minimdlis dsszegt p-klaszterezés
(MCP) probléma soran a feladat, hogy adott p darab pozitiv, egészértékd szam egy {k; }*_,
halmazara, amelyre Y »_ k; = |[V| = n, talaljuk meg a V egy diszjunkt halmazokbol 4llo
{P;}!_, particiojat, amelyre |P;| = k; Vi € {1,...,p} és > 7, w(P;) minimalis.

Az approximaciohoz Guttmann-Beck és Hassin| (1998)) definialja a minimdlis csillag
particiondlds problémdt (min star partitioning problem, SPP), amelyben a feladat p darab
diszjunkt csucs {v;}?_; C V halmazanak és a V' egy diszjunkt halmazokbol allo {P;}7_,
particiojanak a megtalalasa, amelyre |P;| = k;,v; € P; Vi € {1,...,p} és >0 kyw(vi, )
minimalis, ahol w(v;, P;) = Zvje Poyvisto; w(v;,v;) jeloli a v; cstics és a tobbi Pr-beli cstics

kozotti élek sulyainak Osszegét.

Guttmann-Beck és Hassin| (1998)) algoritmusa

Input G = (V, E) graf, és ki, ..., k, konstansok, melyekre > 7 k; = |V|
(1) for {v;}/_, CV  [minden egyes kombinaciora]
A« V\{vi}i,
Plvnv}  minimalis salya A-hozzarendelési probléma megoldésa
end

(2) {vi,...,v3} + argmin Y7 kuw(v;, Pi{m,...,vp})

{v15e0p }CV

5.6. Algoritmus. |Guttmann-Beck és Hassinl (1998) algoritmusa

Ennek megoldéasara (Guttmann-Beck és Hassin| (1998) megkonstrualja a Algorit-
must, amely polinomiélis id6ben megtalélja az SPP optimalis megoldasat. Ennek lényege,
hogy az (1)-es lépésben az Gsszes lehetséges modon kivélasztanak az n csics kozil p-t,

mindegyikre megoldanak egy minimalis stlyt A-hozzéarendelési probléméat, majd a (2)-es
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lépésben kapott lehetGségek koziil kivalasztjak a legkisebbet.

A felhasznalt minimdlis sulyid A-hozzdrendelési probléma (lasd [Tokuyama és Naka-
no| (1991))) egy szallitasi feladat, amely forméalisan a kovetkezSképpen irhato fel. Le-
gyen {v;}_; és A = {ai}g‘l_p = V\{vi}}_; a V cstcsainak két diszjunkt halmaza,
valamint kq,...,k, konstansok, melyekre Y »  k; = |V|. A feladat a V halmaz disz-
junkt halmazokbol allo Plvi-v} = {Pi{vl""’U”}}f:1 particiojanak megtalalasa, amelyre
P, = {v} UA; Vi € {1,...,p}, ahol {A;}}_; az A halmaz diszjunkt halmazokbol &llo
particioja, és Y b, Zaj ca, kiw(vi, a;) minimélis. Ez pedig Tokuyama és Nakano| (1991)

algoritmusaval O(n) idében megoldhato.

Mivel O(n?) nagysagrendd {vy,...,v,} C V részhalmaz képezhets, az alabbi eredmény

rogton adodik.

5.1.9. Tétel. Az [5.6. Algoritmus egy optimdlis megolddst ad az SPP problémdra. Az

algoritmus futdsideje O(nPT1).

Emellett Guttmann-Beck és Hassin| (1998)) a kovetkezs approximécios eredményt is

kimondja.

5.1.10. Tétel. Legyen Py,..., P, az[5.0. Algoritmus dltal meghatdrozott particio. Ekkor

p

w(Apzx) = Zw(Pi) < 2w(Opt).

i=1
Végiil azt is belatjak, hogy 2 egyenlé méretd halmaz megkdvetelése esetén az appro-

ximacios rata nem nagyobb 1,7-nél.

5.2. Kup optimalizalas

Az utobbi években tébb konvex optimalizalasi megkozelités is sziiletett az MSSC prob-
léma relaxalt valtozatanak megoldasara (lasd példaul Peng és Wei (2007) és Awasthi
¢s szerzotarsal (2015)). Ezek az un. ‘kap programok’ polinomialis idében megoldha-
toak, konnyebben kezelhetSek, mint az alapprobléma, és egy korlatot is meghataroznak
egy adott megoldas szuboptimalitasara. A relaxalt probléma megoldasa alapesetben az
eredeti probléma szempontjabol nem megengedett megoldas. Ugyanakkor ezek helyre-
allitasaval, vagy masképpen "kerekitésével" elGallithato olyan megoldas, amely mér az

eredeti probléma szerint is megengedett. (Rujeerapaiboon és szerzétarsai, 2019))
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Rujeerapaiboon és szerzétarsai (2019) els6ként alkalmazza ezt a megkozelitést az al-
taluk elemszamkorldtozott K-kozép klaszterezési problémdnak (cardinality-constrained K-
means clustering problem) nevezett feladatra, amely az egyenletes MSSC feladat altalanos
megfogalmazésa tetszbleges elemszamkorlatokkal. Kup relaxaciokat és kerekité heuriszti-
kakat kombinalnak a probléma megoldaséara, illetve egy a-posteriori garanciat is megadnak
a megoldés optimalitasara. Eredményeiket tanulmanyuk alapjan a kdvetkezGekben mu-
tatjuk be.

Jelolje SV a szimmetrikus, N x N-es (négyzetes) matrixok halmazat. Jelolje A, B € SV
matrixokra az A > B relaci6 azt, hogy A — B pozitiv szemidefinit, valamint A > B azt,
hogy A — B elemenként nemnegativ. Legyen tovabbéa (A, B) = Tr(AB), vagyis az AB
maétrixszorzat féatlojaban 1évé elemeinek Osszege.

Rujeerapaiboon és szerzétarsai (2019) felirasa szerint legyen adva &,...,&y € R,
N darab adatpont. Ezeket I,...,Ix, K darab klaszterre kell particionalni, rendre
ni,...,Ng, N1 + --- + ng = N klaszterméretekkel tigy, hogy a klasztereken beliili ta-
volsdgok négyzeteinek Gsszege minimélis legyen. Formalisan a feladat a kdvetkezGképpen

adhatd meg:

2
C . K
minimize Y ;- > o (1€ — i <Zj€lk£j) H (5.1)
s.t. ([1,...,][() E‘B(nl,...,n;(),
ahol

m(nla"'anK): {([17"'7IK) : ’[k‘ = Nk Vk,Ulelk:{l,,N},Ikal:@‘v’k#l}

a probléma felirasa szerinti megengedett particiok halmazaﬁ

Rujeerapaiboon és szerzétarsai (2019) az feladatot elGszor egy ekvivalens kvad-
ratikus hozzéarendelési problémév alakitja, majd ezt felhasznalva adja meg az . All-
tasban szerepls MILP (kevert egészérték linearis program, mixed-integer linear program)
feladatot. Az altalanos kvadratikus hozzarendelési problémak N dolgozd és N munka ese-
tén N? binaris valtozoval rendelkezé MILP alakban irhatoak fel. Ugyanakkor jelen esetben
az adatpontok klaszteren beliili permutécios szimmetriajabol kovetkezéen NK < Q(N?)

binaris valtozo is elegendd.

4A probléma felirdsanal az ‘s.t.” a ‘subject to’ réviditése, ami azt jelenti, hogy a megadott célfiiggvényt
a felsorolt feltétlek teljesiilése mellett kell optimalizalni.
SKvadratikus hozzarendelési problémarél lasd példaul Burkard (2013).
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5.2.1. Allitas. MILP &tiras
Az (5.1) dltal megadott klaszterezési feladat ekvivalens MILP dtirdsa az aldbbi:

L. 1 K 1 N .k
minimize 5, o > i jer digni;

s.t. mre{0,1},neRy i,j=1,...,Nk=1,... K,
SN T = k=1,..., K, (P)
K =1 i=1,...,N,

nh>aberk—1 ij=1,...,Nk=1,... K,

A 7F binaris valtozéra nF = 1, ha i € I, és 7 = 0 egyébként. Optimumban pedig
ny = max{r} + 75 — 1,0} =1, hai,j € I (vagyis 7} = nf = 1), és 0 egyébként.
Rujeerapaiboon és szerzotarsai| (2019) ezt kovetSen relaxélja a nehezen kezelhetd
MILP felirast egy olyan kup programozasi feladatra, amely majd hatékonyan (vagyis
polinomiéalis futésidében) szamithato also és fels6 korlatokat eredményez a [P| problémara.
Ehhez az x% <+ 27F — 1 valtozo transzforméciot alkalmazzak, igy x¥ értéke +1, ha az i-
edik adatpontot a k klaszterhez rendeljiik, és -1 egyébként. Igy a[P|MILP egy ekvivalens

alakjara a kovetkez SDP (szemidefinit program) relaxéacié adhato meg:

Nk

minimize % <D, Sy (MR 10T 4 2Rt ]l(ack)T)>
s.t. (xF, M*) € Cspp(ny) k=1,..., K, (Rspp)
K
St =(2—- K)1,
ahol barmely n € N természetes szamra a Cspp(n) C RY x S¥ halmazt a kovetkezéképpen

definialjuk:

( 3

172 =2n — N,M1 = (2n — N)x
diag(M) = 1, M = xa®

M4+ 117 + 217 + 127 >0
M+ 117 — 217 — 127 >0

M — 117 + 217 — 127 <0

M —117 — 217 + 127 <0

CSDP(n) = (l’, M) € RN x SN :

/

A fenti SDP tovabbi relaxaciojaval felirhatunk egy LP (linedris program) feladatot is.
Legyen Rpp az a feladat, amelyet tgy kapunk, hogy az Rspp felirasban az (z*, M*) €
Cspp(ny) feltételt lecseréljiik az (2%, M*) € Cpp(ny) tartalmazasra, ahol barmely n € N
esetén a Crp(n) politopot Cspp(n)-bél az M = xz” nemlinedris feltétel eltavolitasaval

kapjuk. Az Rspp és Rpp relaxaciokra |[Rujeerapaiboon és szerzétarsail (2019)) a kovetkezd
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tételt latja be.
5.2.2. Tétel.

minR;p < minRgpp < min P.

Ez természetesen azt jelenti, hogy az Rspp és Rpp feladatok megoldasai alsoé korla-
tot adnak az eredeti [P] probléma optimumara. Emellett Rujeerapaiboon és szerzétarsai
(2019) megad egy olyan kerekits algoritmust, amellyel az Rspp és Rpp relaxalt problé-
mak optimalis megoldasat helyreallitja abban az értelemben, hogy az a[P|egy megengedett
megoldasat adja (ezt a kerekitd eljarast itt nem kozoljiik). Ez pedig természetesen a
optimumanak egy fels6 korlatjat hatédrozza meg.

Az Rspp és Rpp feladatok megoldésanak szamitasi igénye K-ban névekszik. Ugyan-
akkor, hogyha minden klaszter mérete azonos, vagyis ny, = n Vk, akkor Rgpp lecserélhets

az egyszeribb

minimize & (D, M' + 117 + 2'17 + 1(2")T + (K — 1)(M + 117 + 217 + 127))
s.t. (zt, MY, (z, M) € Cspp(n), z'+ (K —-1)z=(2-K)I, z1=1,
(Répp)
probléméra, amelynek mérete méar nem skilazodik K-ban. Hasonléan, R p egyszertisithe-
t6 az RY p probléméra, hogyha R%,, p-ben lecseréljiik Cspp(n)-et Cpp(n)-re. Az egyenletes

..... .

klaszterezés relaxiacioira rogton kévetkezik az aldbbi eredmény.

5.2.3. Kévetkezmény. min RS , < min R%,, < minP.

Az RYpp és RYp optimélis megoldasainak helyreallitasat a Algoritmus irja le.
A megfogalmazott relaxaciok csupan az elsé klaszter megbizhato helyreallitasat teszik
lehet6ve, igy az dsszes klaszter helyredllitdsahoz K — 1-szer kell megoldanunk az RY,p és

R » problémakat, mindig a még héatralévs adatpontokra.

Kerekits algoritmus az egyenletes klaszterezésre (Rujeerapaiboon és szerzétarsai, [2019)
Input Z; = {1,..., N} (indexek), n € N (klaszterméret), K = N/n

Output Iy, ..., Ik (indexhalmazok)

(1) fork=1,... ., K —1
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(a) Az optimélis 2! € RZl meghatarozasa az R, p vagy RY p feladat meg-
oldasabol a &;,1 € I, pontokra

(b) Egy p: {1,...,|Zx|} — Iy bijekci6 megadasa, amelyre :Ull)(l) > . >
Loz

() I {p(1),....p(n)},  Thr < Ti\Li

end

(2) IK(—IK

5.7. Algoritmus. Kerekits algoritmus az egyenletes klaszterezésre (Rujeerapaiboon és szer-
z6tarsai, 2019)

Ez a helyreallito eljaras determinisztikus, tovabba model- és dimenziofiiggetlen. Ezen-
kiviil Rujeerapaiboon és szerzétarsai| (2019) belatja, hogy ha az alabbi, szeparacios feltétel
teljesiil, akkor az &altaluk megadott relaxéciok és az eredeti probléma optimélis értékei
megegyeznek, és az [5.7] Algoritmus megtaléalja az optimélis klaszterezést.

(S) Tokéletes felosztis (Perfect separation): Létezik az {1,..., N} egy egyenletes

(Ji,...,JK) particidja, ahol minden k£ = 1,..., K klaszter elemszdma azonosan |J| =
N/K €N és
max max d;; <  min min d;;.
1<k<K i,jE€J) 1<ki<k2<K i€Jy,,
JE€Jk,

Az (S) feltétel azt fogalmazza meg, hogy létezik az adatoknak egy természetesen
adodo (Ji, ..., k) klaszterezése, és a legnagyobb klaszter atmérgje (bal oldal) kisebb,
mint barmely két kiilonbozs klaszter kozotti legkisebb tavolsag (jobb oldal).

5.2.4. Tétel. Ha az (S) feltétel teljesiil, akkor Rb p és P optimdlis értékei megegyeznek.
Tovdbbd a (Ji, ..., k) klaszterezés optimdlis P-ben, és az . Algoritmus elddllitja azt.

Ez azt jelenti, hogy az (S) feltétel teljesiilése a-posteriori ellendrizhetd, hogyha az also
korlat megegyezik az optimummal, de természetesen utobbibol nem feltétlentil kdvetkezik
az el6bbi. Rujeerapaiboon és szerzétarsai (2019)) megjegyzi, hogy az (S) feltétel teljesiilése
mellett egyszertibb helyreallité mechanizmusokat is meg lehetne fogalmazni, ugyanakkor
az nem valoszind, hogy azok akkor is jol teljesitenének, amikor a feltétel mégsem all fenn.
A szerz6k az altaluk elvégzett numerikus kisérletek soran azt talaltédk, hogy a megadott

kerekitd eljarasok viszont még akkor is jol teljesitenek, amikor az (S) feltétel sériil.
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Tovabbi eredményként a szerzék azt is megmutatjak, hogy az alsé korlatok és a ke-
rekité algoritmus kiterjeszthets az —es probléma olyan eseteire is, amelyekben kilogod
adatpontok (outlier) is talalhatoak, és az ezen pontok altal meghatarozott klaszter szé-
mossaga nem ismert.

Rujeerapaiboon és szerzdétarsai (2019) egy numerikus elemzést is elvégez, amelyhez
7 darab, a val6 életbdl szarmazé adathalmazt hasznalnak fel, koztiik az ‘Iris’ és ‘Seeds’
egyenld elemszamu klaszterekkel rendelkezé adatokat.ﬁ Az adathalmazokban a pontok
szama 150-210-ig terjed, a dimenziok szama 4-147, a klaszterek szdma pedig 2-9. Az
elemzés sordn az Rspp, illetve RYp,p relaxaciokkal kapott alsé korlatok és a kerekitd
eljarassal kapott megengedett megoldasok vagy egybeestek (ekkor optimumrol beszéliink),
vagy nagyon kozel voltak egyméshoz. Ugyanakkor volt egy eset is, amikor az algoritmus
3 oOra alatt nem terminélt.

Emellett a tekintett egyenletes klaszterezési problémak esetében az eredményeket
Osszehasonlitottdk az egyenletes klaszterezés problémara alkalmazhaté heurisztikus el-

jarasokkal is, tobbek kozott Malinen és Franti| (2014)) és | Costa és szerzétarsail (2017)) aglo-

ritmusaival (utobbi eljarasokrol lasd a [6.2.5] és[6.2.6] fejezeteket). Elmondhato, hogy a

heurisztikus eljarasok szintén megtalaltak az optimumot, és futésidejiik nagysagrendekkel
kisebb, mint a kap optimalizalasi megkozelitésé. Igy bar utobbi egyértelmid garanciat ad

az optimalitasra, a gyakorlatban nagy adathalmazok esetén valdszintileg nem praktikus.

6Az adatok forrasa a UCI Machine Learning Repository, és a http://archive.ics.uci.edu/ml/
cimen érhetGek el.
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6. fejezet

Klaszterezé eljarasok

Altalanos minimalizalasi klaszterezési probléméak megoldasara valoszintleg az egyik legis-
mertebb modszertan a klaszterelemzés. Ez egy un. nem feliigyelt tanuldsi mddszer (unsu-
pervised learning method), amely a statisztikai adatelemzés egyik leggyakrabban hasznalt
eszkoze (Bertoni és szerzdtarsai, 2012). Lényege, hogy el6zetes informéaciok nélkiil feltér-
képezi az adatok kozotti Osszefliggéseket, és ez alapjan olyan csoportokat alakit ki, ahol
az egyes klasztereken beliili elemek bizonyos tulajdonségok szerint nagyobb hasonlésagot

mutatnak méas csoportok elemeihez képest (Ganganath és szerzétarsail, 2014)).

A val6élet-beli problémaknal ugyanakkor gyakran allnak rendelkezéstinkre plusz in-
formaciok a klaszterekrsl, amelyeket érdemes figyelembe venni a klaszterezési folyamat
soran, mert javithatja annak teljesitményét (Bertoni és szerzétarsai, [2012). Emellett eld-
fordulnak olyan esetek is, amikor az alkalmazésbo6l addédoan olyan rogzitett elemeszam

korlatok vannak, amelyeknek a kialakitott csoportoknak eleget kell tenniiik.

Azokat a problémaéakat, amelyek valamilyen hattérinformaciot is tartalmaznak, korld-
tozott klaszterezési problémdknak (constrained clustering problem) nevezziik, és két cso-
portra oszthatjuk Sket. Egyfel6l vannak olyan klaszterezési feladatok, amelyekben a cso-
portositando elemekre eldirt, un. elem-alapi (instance-based) korlatok vannak. Ilyen
példaul, amikor két elemnek mindenképpen ugyanabba a csoportba kell keriilnie, vagy
éppen ellenkezéleg, két elem mindenképpen kiilonb6z6 csoportban kell, hogy szerepeljen

(lasd Wagstaff és Cardie] (2000)).

Masfel6l olyan klaszterezési problémékkal taldlkozhatunk, amelyek a csoportok elem-
szamara elsirt, an. csoport-alapi (group-based) korlatokat tartalmaznak (lasd példaul

Bradley ¢s szerzétarsai (2000) vagy [Tung és szerzétarsai (2001)). (Bertoni és szerzétarsail,
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2012)

Az m-szobatérs probléma az utobbi kategériaba tartozik. A megoldas keresésére két
megkozelitést alkalmazunk. Az els6 soran a klaszterelemzséhez kapcsolodo modszereket
tekintiink, amelyeknél a megoldésra nem irhatoak el6 a csoportokra vonatkozo6 elemszam
korlatok. Hogy ezek esetén is garantélni tudjuk az egyenlé méreti csoportokat, ezeket
altalunk konstrualt, kiilonbo6z6 kiegyenlits eljardsokkal kombinéljuk.

A masodik megkozelités soran olyan algoritmusokat alkalmazunk, amelyek a konstruk-
civjukbol adododan olyan megoldast garantalnak, amelyek eleget tesznek az elére rogztett
elemszam korlatoknak. Ez némely algoritmusnal az azonos méretd klasztereknél altala-
nosabb is lehet, és az egyenletes klaszterezés a feladat egy specialis eseteként adodik.

A fejezetben sorra vessziik a [7] Fejezetben elvégzett elemzésben szerepls klaszterezd
eljardsokat, mindegyiknél kiilon gondot forditva az adott modszer hatterére. A klasz-
terelemzésnél targyalt eljarasokhoz a[6.1.4] Fejezetben mutatjuk be az altalunk megadott
heurisztikédkat az alapmodszerek megoldéasainak kiegyenlitésére, amelyeket majd a[7.1] Fe-
jezetben értékeliink ki. Emellett Weitz és Lakshminarayanan| (1996) péaros cseréken ala-

pul6é modszerét a[6.2.3] Fejezetben kiterjesztjiikk harmas cserékre.

6.1. Klaszterelemzéshez kapcsol6d6é moédszerek

A klaszeterelemzés tobbféle modszer és eljaras dsszefoglalo neve, melyek célja, hogy el6re
nem ismert besoroléas esetén feltarjuk és felirjuk az egymashoz leginkdbb hasonl6 egyedek
csoportjait (Dr. Kovacs és szerzétarsai, [2011)). Ezek altalaban véve egyszertiek és gyorsak,
ugyanakkor nem tudjuk megmondani, hogy az eredményiil kapott megoldas mennyire

kozeliti jol az optimumot.

6.1.1. Osszevono hierarchikus klaszterezés (cluster)

Dr. Kovacs és szerzdtarsai (2011) alapjan bemutatjuk a klaszterezd eljarasok egyik 6
csoportjat, a hierarchikus osztdlyozdst. Az ebbe a csoportba tartozé modszerek legfGbb
sajatossaga, hogy nem kell el6re megadni a feltételezett vagy a mintdban meglévs cso-
portok szaméat. Ez a modszer kétféleképpen végezhets. Az dsszevond hierarchikus eljaras
kezdetben minden elemet kiilon osztalynak tekint, majd lépésenként egy-egy Gsszevonast

végez, igy végiil n — 1 1épés soran az Gsszes egyedet egyesiti. A feloszto hierarchikus eljé-
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ras egy nagy csoportbdl indul ki, majd valamilyen dontési kritérium alapjan kettéosztja
a megfigyeléseket, igy az eljaras 27! — 1 felosztas megvizsgalasa utén fejezddik be. Mivel
a gyakorlatban altalaban az n nagy, igy a magas lépésszam miatt nem alkalmazzak.

A hierarchikus klaszterezés modszerei egy tavolsdgmérték és egy 6sszevono eljaras kom-
binaciojaként allnak els. A valaszthato tavolsagmértékek példaul a négyzetes euklideszi
téavolsag, a Csebisev metrika, a Manhattan metrika, stb. Az Osszevonoé eljarés lehet ‘egy-
szeri lanc’, ‘teljes lanc’, ‘atlagos lanc’, ‘centroid’, ‘median’ vagy ‘Ward’. Az egyszerii lanc
¢és median modszerek jellemzGje a lanchatéas, vagyis bizonyos elemeket kozbeesS elemek
lancolata révén kapcsolnak 6ssze. A teljes lanc, atlagos lanc vagy centroid modszerekkel
végzett osztalyozas esetén, egy-egy klaszter elemei egyméshoz nagyon kozeliek lesznek. A
teljes lanc modszer egyenls atmértijs, mig a Ward modszer egyenls elemszamu klaszterek
kialakitasara torekszik.

Az Osszevonasi folyamat abréazolasa dendrogramon torténik. Ez egy specialis kétdi-
menzios abra, melynek egyik tengelyén az Osszevont elemeket latjuk, a masik tengelyén
pedig (25 maximalis tavolsagértékre atskalazva) azt a tavolsagértéket, amelynél az Gssze-
vonas megtortént. Kezdetben, vagyis a 0 tavolsagi szinten minden elem egy-egy csoportot
alkot, mig a végén, a 25-6s tavolsigi szinten méar minden elem Osszevonasra keriilt egy
nagy csoportba. Az eljaras mikéntjébdl fakadoan egy alkalmas ‘vagassal’ ki tudunk va-
lasztani egy olyan allapotot, amelynél pont k£ klaszter volt, ugyanakkor nem garantalt,
hogy ezen klaszterek elemeinek szama megyegyezik.

A [7] Fejezetben elvégzett elemzésbe bevonunk egy hierarchikus modszert is egy al-
kalmas vagassal, amely biztositja a csoportok megfelels szamat. Ez tavolsagmeértékként
négyzetes euklideszi tavolsadgot, 0sszevono eljarasként pedig Ward modszert alkalmaz, a

kisérletek sordn pedig cluster névvel hivatkozunk ré.

6.1.2. k-k6zép++ (kmeans)

Dr. Kovacs és szerzétarsai (2011)) alapjan a masik {6 tipus a nemhierarchikus osztdlyozds.
Az ebbe a csoportba tartozdé modszerek elére meghatarozott szamu csoportra bontjék a
mintat, az eljardsok altalanos menete pedig a kovetkezd:

1. Kezd6 klaszterkozéppontok meghatérozasa.
2. A pontok besorolasa a klaszterekbe.

3. Uj klaszterkozéppontok szamitasa.
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4. Az el6z6 két pont ismétlése, amig méar nem torténik lényeges véltozas.

Ide tartozik a k-kézép (k-means) algoritmus is, amely az MSSC optimalizalasi prob-
léma megoldasara alkalmazott legnépszeriibb eljaras (Costa és szerzotarsai, 2017). A
"k-kozép" kifejezést elszor [MacQueen (1967)) hasznalta, de az algoritmus alapéotlete [Ste-
inhaus| (1956]) nevéhez kotddik (Ganganath és szerzétarsai, 2014). A sztenderd k-kozép
algoritmust 1957-ben [Lloyd| (1982) javasolja (ezért Lloyd algoritmusaként is hivatkoznak
rd), de csak kés6bb keriilt publikalasra.

Az MSSC probléma szémos tulajdonsaga koziil |Costa és szerzdtarsai (2017) a kovet-

kez6 harmat emelik ki:
1. A klaszteren beliili varianciat minimalizalja, mig a klaszterek kozotti tavolsdgokat
maximalizalja. (Spath, [1980)
2. Ha a klaszterkozéppontok adottak, akkor a lokalis optimalitas kovetkeztében minden

egyes adatpontot a hozza legkozelebbi kozépponthoz sorolunk.

3. Ha adottak a hozzarendelések, akkor az elsérendii optimalitasi feltételek kovetkezté-
ben a klaszterkozéppont megegyezik a klaszterhez rendelt adatpontok alapjan meg-
hatarozott centroiddal. Kovetkezésképpen, az MSSC-re gy is tekinthetiink, mint
egy kombinatiorikai optimalizalasi problémara. Ennek megfelelGen a kérdést ugy
is fel lehet tenni, hogy hogyan csoportositsuk az elemeket, a klaszterkézéppontok

pedig a csoportositasnak megfelelen egyértelmiien adoédnak.

A k-kozép eljaras a 2. és 3. pontban leirt tulajdonsagokban rejls lehetségeket aknézza
ki. Els6 lépésként véletlenszeriien kivalasztja a kezddé klaszterkézéppontokat. Ezutan az
Osszes tobbi pontot a hozza legkozelebbi klaszterkdzépponthoz sorolja, amellyel meghata-
rozza a kezdG klasztereket, majd klaszterenként tjraszamolja a kdzéppontokat. Az utébbi
két lépést egészen addig ismétli, amig a folyamat nem stabilizédlodik. A tavolsdgok Gsszege
minden lépésben monoton cstkken, igy a folyamat alatt egyik csoportositds sem ismét-
l6dik, és mivel csak véges sok allapot lehet, igy az algoritmus biztosan terminél. Habar
nem lehet vizsgélni, hogy az eredmény mennyire kozeliti az optimumot, a gyakorlatban
egyszerid és gyors modszert kinal egy megengedett megoldas megkonstrualasara.

Arthur és Vassilvitskii (2007)) gy modositottak az el6z6 algoritmust, hogy a klaszter-
kézéppontok meghatarozasahoz az elsé lépésben véletlenszerien kivalasztanak az elemek
koziil egy ¢y pontot, majd a c¢;,¢ = 2,...,k klaszterkdzepeket tigy adjak meg, hogy az

Osszes pont X halmazibol egy = valasztasanak valoszintisége %, ahol D(z) jeloli
e
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az x-nek és a hozzé legkozelebbi klaszterkozéppontnak a tavolsdgat. Vegyiik észre, hogy
D(z) az x = ¢1,...,c;—1 pontokra 0. Ezt kévetGen a két algoritmus lépései megegyeznek.
Ezzel a kis valtoztatassal a tesztelések alapjan az algoritmus mind gyorsasag, mind pon-
tossag tekintetében jobban teljesitett. A MATLAB-ban talalhato kmeans program is ezt

az algoritmust hasznalja, a kisérletek soran pedig mi is ezt alkalmaztuk.

6.1.3. fuzzy c-kozép egyenld klaszterméretekkel (eqFCM)

A fuzzy c-kozép (fuzzy c-means, FCM) eljaras altalanos miikodését tekintve a k-kozép
algoritmusra hasonlit, ugyanis alapvet&en ez is a klaszterpontok meghatarozasanak és a
hozzéarendelések tjraszamitasanak lépéseit alternalja. A ‘fuzzy’ jelzd, melynek jelentése
elmosodott vagy életlen vonali, jol kifejezi a modszer lényegét. Az eljaras eredménye-
képpen nem egy binaris, egyértelmi hovatartozast kapunk, hanem azt, hogy mely adat
mekkora mértékben tartozik egy-egy csoporthoz. Ez a mérték egy konstans, 0 és 1 ko-
zOttl szam, amely igy egyféle sulyozéasnak is tekinthetd. Hoppner és Klawonn| (2008) a
klaszterezési feladat megoldésra javasolt algoritmust a kdvetkezSképpen irja fel.

A fuzzy c-kizép Klaszterezd eljaras az X = {z1,...,7,} C R? pontokat c klaszterre
particionélja. Az i-edik (1 <i < ¢) klasztert egy p; € R? tn. prototipus (prototype) rep-
rezentalja, tovabba azt, hogy az x; pont mekkora mértékben tartozik a p; prototipushoz,
vagy masképpen az i-edik klaszterbe, egy u;; € [0, 1] hozzdtartozdsi mérték (membership
degree) mutatja. Az u;;-k egylitt egy U € R™™ hozzatartozasi matrixot adnak, emellett

a kovetkezot koveteljiik meg rajuk:

V1i<j<n: Zuijzl. (6.1)
i=1
A klaszterezési eljarés a
T =Y ufdy,  diy =z —pil® (6.2)
j=1 i=1

célfiiggvény minimalizaldsaval torténik a feltétel mellett. Ha az euklideszi tavolsag
az x; pont és a p; prototipus kozott nagy, akkor J,, minimalizalasa esetén az u;; értéke var-
hatoan kicsi, 0-hoz kozeli lesz, mig ha x; és p; kozel vannak egyméashoz, a hozzatartozasi
mérték magas lesz. A J,, minimalizélasa hatékonyan elvégezhets valtakozo optimalizacid
mellett. ElGszor a prototipusok szerint, feltételezve, hogy az u;;-k konstansok, majd pedig

a hozzatartozasi mértékek szerint, konstans prototipusok feltételezése mellet minimalizal-
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juk (6.2)-t. Igy mind a prototipusokra, mind a hozzatartozasi mértékekre zart képletet
kapunk:

n m .
Zj:l U5 g

Vi<i<ec: p;= o (6.3)
Zj:l Usj
.
L T 5 ha ]j — m
c llzj—pill2 ) m—T
Zl:l(\lzj—ml\2)
/ ﬁ yha I; £ 0,0 € I
0 ,ha]j#ﬁ,igfj,

\
ahol [; = {k € N<. | z; = pi}.

Legyen m > 1 (altalaban m = 2), és jelolje AJ,, a célfiiggvény értékének valtozasat az
egyes iteraciok kozott. Jelolje tovabba € > 0 azt a kiiszobot, amelynél ha kevesebbet javit
az algoritmus a célfiiggvény értékén, vagyis amennyiben AJ,, < e, akkor leall. Ekkor a

klaszterezs eljaras pszeudokodjat a[6.1} Algoritmus irja le.

Fuzzy c-kozép eljaras (Fuzzy c-means, FCM, Hoppner és Klawonn| (2008))

(1) Kezds p; prototipusok meghatarozasa (véletlenszertien)

(2) while (AJ,, > ¢)
(a) w;; < hozzatartozasi mértékek Gjraszamitésa alapjan
(b) p; < prototipusok tjraszamitasa alapjan

end

6.1. Algoritmus. Fuzzy c-kozép eljaréas (Fuzzy c-means, FCM, Hoppner és Klawonn| (2008)))

Hoppner és Klawonn| (2008) tgy modositottak az el6z6 algoritmust, hogy a (6.1]) és
(6.2) egyenletekhez hozzavették a

- n
7=1

korlatot is, ezzel megfogalmazva a probléma egyenld klaszterméreteket (equi-sized clusters)
megkovetels verziojat, amelyben a klaszterek azonos mértékben fednek le pontokat.
Levezették, hogy az m-et 2-nek vélasztva a kovetkezéképpen hatérozhatjuk meg az u;;

értékeket:
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e megoldjuk (1, ..., B.re az alabbi egyenletrendszert:

_Z leddky ﬁkZde :E_Z k=1,...,c, (6.6)
i=1 d; zld

e kiszamitjuk az oy, ..., «a, értékeket, ahol
c B
2-y 2
Sr
i=1d;;

Oéj:

e majd az

e = % + Bi
Y 2d;

képlet alapjan megadjuk a hozzétartozasi mértékeket.

A p;-k kiszamitasanak modja nem valtozott, igy a[6.1} Algoritmus lényegében annyiban
modosul, hogy a (2a) lépésben az u;; értékeket a fenti moédon hatarozzuk meg. Megje-
gyezziik, hogy [Hoppner és Klawonn| (2008) a modszer tesztelésénél azt tapasztalta, hogy
habér a hozzatartozasi értékek minden klaszterre 2-t adtak eredményiil, kis szdzalékban
el6fordultak negativ u;; értékek, igy az az interpretacio, miszerint 2?11 u;; a klaszter altal
lefedett pontok szdma, nem teljesen korrekt.

Vegyiik észre, hogy a altal felirt egyenletrendszer sorai linearisan 6sszefiiggéek,
ezért az implementacioban a megoldas keresésénél altalanositott inverzet hasznalunk. Ve-
gyiik észre tovabba, hogy az algoritmus megoldésa nem egyenlé elemszamu csoportokat ad
eredményiil, hanem olyan csoportokat hataroz meg, amelyekre a hozzétartozasi mértékek
Osszege egyenld. Ahhoz, hogy a csoportositas egyértelmi legyen, minden elemet abba a
klaszterbe sorolunk, amelybe a hozzatartozéasi mérték alapjan a legnagyobb mértékben

tartozik. Ez a modszer adja az eqFCM eljérést.lﬂ

6.1.4. Kiegyenlit6 eljarasok eql-6

Az 6sszevono hierarchikus klaszterezés alkalmas vagéssal (cluster), a k-kdzép++ algorit-
mus (kmeans) és a fuzzy c-kozép egyenld klaszterméretekkel modszer (eqFCM) koziil egyik
sem ad garantaltan egyenls elemszamu csoportokat, ezért megadunk hat heurisztikus elja-
rast a csoportok kiegyenlitésére. Ezek mindegyike a 0. lépésben ellenérzi, hogy a klaszte-

rek szama k-val egyenlé-e. Amennyiben ez nem teljesiil, igy a legnagyobb elemszammal

1Az Algoritmus altal megadott FCM eljaras megtalalhaté MATLAB-ban, igy ezt felhasznéltuk az
implementéaci6é soran.
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rendelkezd klaszterbdl kivalasztjuk azt az elemet, amely a legtavolabb helyezkedik el a
klaszter kozéppontjatol, és ebbdl egy 1j, egyelemtd csoportot hozunk létre. Ezt addig
ismételjiik, amig mar nem maradnak iires klaszterek. Ezt kovetGen az egyes eljarasok

miikodési elvei az alabbiak szerinti:

1. kiegyenlité modszer (eql)

A legnagyobb elemszamu klasztertdl kezdve, egymés utan egyenliti ki a csoporto-
kat. Egy adott csoport esetén a tobbi klaszterkdzépponttol vald tavolsag alapjan
sorol 4t annyi elemet a klaszterbdl, amennyi az idealis csoport elemszam eléréséhez
sziikséges. Minden lépésben azt az elemet helyezziik at, amelyik a legkozelebb van
valamely masik klaszter kozéppontjahoz. Az atsorolasokat kovetSen ‘letiltjuk’ (més-
képpen megjeloljik) az adott csoportot, hogy ne kertilhessenek vissza az elemek, és
atlépiink a kovetkezd legnagyobb elemszami klaszterre.

Ha a maximalisan sziikséges 1épések szaméra szeretnénk meghatarozni egy felsd
becslést, akkor azt az esetet kell tekinteniink, amelyben minden lépésben a lehetd
legtobb elemet kell mozgatnunk. Erre akkor keriil sor, amikor egy klasztert leszamit-
va, minden csoportban csupan egy elem van, és az atsoroldsoknal a tobblet mindig
ugyanabba a mésik klaszterbe keriil at.

Ekkor a legnagyobb klaszter elemeinek szama n — k£ + 1. Ennek a klaszternek a
kiegyenlitéséhez igy n — k — m + 1 atsorolas sziikséges. A kivetkezd legnagyobb
csoport elemszama n—k—m+2, amelynek a kiegyenlitéséhez n—k—2m+2 atsorolas
sziikséges. Hasonlo elvet kovetve a k — 1-edik legnagyobb csoport kiegyenlitéséhez
m — 1 elemet kell mozgatni. Igy barmely kiegyenlités soran legfeljebb w

lépésre van sziikség. Az eljaras pszeudokodjat a[6.2] Algoritmus irja lef]

Az 1. kiegyenlits eljaras (eql)

Input C' = {C4,...,Ck} nemiires klaszterek ¢ = {cy,..., ¢} klaszterkozép-
pontokkal, ahol ¢; = ‘71' ij co, ¥ a O klaszter kozéppontja, valamint

a klaszterek egyenlé m mérete

2A tovabbi kiegyenlits eljarasok ennek kisebb modositasaival kovetkeznek, igy azok pszeudokodjait
nem kozoljiik.
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i« argmax {|C] : C; € C}  [a legnagyobb klaszter indexe]

while (|C;| > m)
gyl argmin{d(z;,¢) : x; € Ci,q € ¢, l # i}
5l
Ci <+ Ci\z;, C; + CU{x;}, ¢ frissitése

end
C\Cj, c\ci, i + argmax {|C;] : C; € C}  [halmazok és index frissitése]
goto Step (2)

end

2.

3.

6.2. Algoritmus. Az 1. kiegyenlit§ eljaras (eql)

kiegyenlité modszer (eq2)

A legnagyobb elemszamu klasztertdl kezdve ‘lecsorgatja’ a tobbletet, amig a csopor-
tok ki nem egyenlitédnek. Egy lépésben atsorol egy adott klaszterbdl egy elemet
valamely masik csoportba a klaszterkozéppontoktol valo tavolsag alapjan. Mindig
azt az elemet helyezziik at, amelyik a legkozelebb van valamelyik mésik csoport
kozéppontjahoz. Az atsorolas utan letiltja azt a klasztert, amelybdl athelyezésre
keriilt az elem, majd atlép a kovetkezd legnagyobb elemszamu csoportra. Ezt ite-
raljuk, amig van olyan még nem letiltott csoport, amelynek elemszama nagyobb az
idealisnal, egyébként pedig feloldjuk a tiltasokat, és Gjrainditjuk az algoritmust.
Mivel az optimalisnél kisebb elemszému csoportokbol sohasem vesziink el eleme-
ket, és a tiltasok feloldasa el6tt egy elem biztosan atkeriil a tobblettel rendelkezd
csoportokbol a hiannyal rendelkezékbe, az algoritmus biztosan terminél.

A kiegyenlitéshez sziikséges lépésszam felss korlatjat gy kaphatjuk meg, ha a lehetd
legrosszabb elosztéast tekintve nézziik a sziikséges lépések szamat. Ez akkor fordul
el6, amikor &k — 1 csoportban csupan 1 elem szerepel, és az Osszes tobbi elem egy
klaszterben talalhatd. A legrosszabb esetben az elemeket minden hiannyal rendel-
kez& csoporton keresztiil tudjuk csak eljuttatni végsé helyiikre, igy a maximalisan

sziikséges 1épések szdma ebben az esetben is —k(kfl)z(m’l),

kiegyenlité modszer (eq3)

82



A legkisebb elemszamu klasztert6l kezdve, egymas utan egyenliti ki a csoportokat
az 1. kiegyenlit6 modszerhez hasonlé médon. Egy adott csoportba annyi elemet
sorolunk at, amennyi az idealis csoport elemszam eléréséhez sziikséges. Az atsorolas
a hidnnyal rendelkez6 csoport klaszterkozéppontja és a tobbi, legaldbb két elemmel
rendelkezd csoportban 1évé elemek tavolsaga alapjan torténik. Mindig azt az elemet
helyezziik at, amelyik a legkdzelebb van az éppen kiegyenliteni kivant klaszterhez.
Az algoritmus legfeljebb (k — 1)(m — 1) athelyezés utan biztosan terminél.
4. kiegyenlité modszer (eq4)
A legkisebb elemszamu klaszter fel6l indulva, és afelé ‘csorgatja’ a tobbletet, amig a
csoportok ki nem egyenlitédnek. Egy lépésben az éppen kiegyenliteni kivant klasz-
ter kozéppontjanak és a tobbi, legaldbb két elemmel rendelkezé csoport elemeinek
a tavolsagat tekinti. Mindig azt az elemet sorolja at, amelyik a legkdzelebb van
(m=2)k

az aktudlisan tekintett klaszterhez. Az algoritmus legfeljebb (k — 1) <T + 1)

athelyezés utdn biztosan terminal.

5. kiegyenlité modszer (eq5)
Az eljaras az 1. és a 3. kiegyenlit6 modszereket 6tvozi. Miutan végrehajtotta a
legnagyobb elemszami csoport kiegyenlitését, letiltja azt, majd a legkisebb klaszter
kiegyenlitésével folytatja, amelyet szintén letilt, ha azzal végzett. Ezt a két fazist
iteralja egymés utéan, amig vannak az idealistol eltéré méretd klaszterek.

6. kiegyenlité modszer (eq6)
Egyszerre csokkenti a tobbletet a legnagyobb elemszamu klaszter felsl és tolt fel egy
hianyt a legkisebb csoportoknal. Egy lépésben étsorol egy elemet az elérhetd (nem
letiltott) legnagyobb elemszamu klaszterbdl, letiltja azt, majd ha még lehetséges,
atrak egy elemet a legkisebb csoportba, és ezt a klasztert is letiltja. A két fazist
addig iteraljuk, amig az 6sszes csoport ki nem egyenlitédik.
Az algoritmus a letiltott csoportok feloldéasa el6tt biztosan feltolt egy hianyt, igy az

algoritmus véges sok 1épés utan biztosan terminéal.

A 3. modszer egy futasat szemlélteti a[6.1] dbra, ahol a bal fels§ sarokban jelenik meg
a kiindul6 allapot, és sorfolytonosan kdvetkeznek az algoritmus egyes 1épéseiben kapott

beosztéasok.
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6.1. dbra. Az eq3 kiegyenlits eljaras egy futasat szemléltets abrak.

A kés6bbi 6sszehasonlitas soran, amikor 6tvozzik a kiegyenlits eljarasok valamelyikét
egy nem egyenld csoportokat eredményezé heurisztikus modszerrel, akkor azt a kiegyen-
lit6 eljaras nevének utétagként vald alkalmazasaval tessziik meg. Példaul az 6sszevono
hierarchikus klaszterezés és az eq3 kiegyenlits eljaras alkalmazasa révén kapott, biztosan
egyenld szamu klasztereket ado heurisztikat cluster_eq3 névvel jeloljiik. Mivel a kiegyen-
lit6 eljarasok onmagukban is alkalmazhatoak egyenls elemszamu klaszterek 1étrehozasara,

ezért ezeket igy is bevessziik a késGbbi 6sszehasonlitasba.

6.2. Klaszterezd eljarasok elemszam megkotésekkel

A kovetkezGekben olyan eljarasokat tekintiink, amelyekkel garantalhato a megkonstruélt
csoportositasban a klaszerek egyenlé mérete. Els6ként a fuzzy c-kézép egyenls klaszter-
méretekkel modszerbdl vezetiink le egy ilyen eljarast, majd ezt kovetGen az irodalomban

talalhato, a feladat megoldasara legalkalmasabbnak tiné heurisztikakat vessziik sorra.

6.2.1. Fuzzy c-kozép egyenls elemszamu klaszterekkel (eqFCMv2)

A fuzzy c-kozép egyenld klaszterméretekkel eljaras eredményeképpen egy olyan hozzatar-

tozasi matrixot kapunk eredményiil, amely egyértelmtien meghatéarozza, hogy melyik pont
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mekkora mértékben tartozik az egyes klaszterekhez. Ez alapjan megkonstrualhatunk egy
olyan csoportositast is, amelyben minden klaszterbe azonos szamu elemet sorolunk.

Az eljaras soran az u,; hozzatartozasi mértékek szerint haladunk csékkend sorrendben.
Egy adott w;; valtozd esetén, ha a j elemet még nem osztottuk be schova sem, és az i
csoportban van még szabad hely, akkor a j elemet az ¢ csoporthoz rendeljiik. Ellenkezé
esetben ugrunk a kovetkez6 u,; értékre, mig az Osszes elemet be nem osztottuk. Az igy

kapott modszerre eqFCMv2 névvel hivatkozunk a[7] Fejezetben az elemzés soran.

6.2.2. Lotfi-Cerveny-Weitz (LCW) és egyéb kapcsolodo eljarasok

Weitz és Lakshminarayanan| (1996} 1998) a mazimdlisan diverz (maximally diverse) hall-
gatoi csoportok kialakitasanak probléméajat tekinti. A problémat kvadratikus egészértéki

programozasi feladatként irjak fel az alabbi formaban:

G N-1 N

max Z Z Z diiTipT ip, (6.7)

p=1 i=1 j>i

s.t.
G
d wp=1i=1,...,N,
p=1

N
inp:S, p=1,...,G,
i=1

ahol N jeloli a hallgatok szamat, G a csoportok szamat, N/G = S pedig a csoportonkénti
hallgatok szamét. Tovabbé

d;j = az i és j hallgatok kozotti tavolsag,
Z;p =1, ha az ¢ hallgaté a p csoportban van és

0 egyébként.

Tehat a feladat 1ényege olyan csoportok kialakitasa, amelyekre a csoportokon beliili, ele-
mek kozotti tavolsagok Osszege (vagyis a csoportokon beliili diverzitas, vagy masképpen
kiillonbozGség) az Osszes csoportra Osszegezve maximalis. |Weitz és Lakshminarayanan
(1998) a probléma megoldasara 6t kiilonb6z6 heurisztikus algoritmust tesztelt valos ada-
tokon.

Ezek kozil az egyik a ‘Weitz-Jelassi” (WJ, Weitz és Jelassi (1992)) modszer. Ez a

konstruktiv algoritmus tgy mitkiidik, hogy elGszor kivalaszt véletlenszertien egy hallga-

85



tot, akit besorol az 1. csoportba. Ezutan a kovetkezd csoportba a még sehova sem sorolt
hallgatok koziil kivalasztja azt, amelynek a tavolsaga a legkisebb a legutobb besorolt
hallgatotol, és igy tovabb. Mivel az algoritmus egyszerti és determinalt, a megbizhatobb
eredmény érdekében célszerti N-szer lefuttatni, mindig mas kezd&értéket valasztva. Az al-

goritmus egy futés esetén N (N — 1)/2 Gsszehasonlitast végez, igy a futasids dsszességében

O(N?).

Két masik modszer az ‘Arani-Lotfi’ (AL, |Arani és Lotfi] (1989))) és az ‘Arani-Lotfi-
Weitz” (ALW) eljarasok. Ezek egy tetszdleges kezdeti beosztasbol indulnak ki, amelyre
teljesiil, hogy minden csoportban ugyanannyi hallgaté van. Ezutdn minden csoportbol
1-1 hallgatot kivalasztva, az igy Osszesen G elemet optimalisan Gjraosztjak, majd ajabb G
hallgatot valasztanak, és igy tovabb. Az egyediili kiilonbség a két modszer kozott abban
rejlik, hogy az adott modszer hogyan valaszt ki minden csoportbél 1-1 hallgatot. Az AL
el6szor djraoszt G hallgatot, majd masik G hallgatot, stb., egészen addig, amig minden
hallgatot kivalasztott egyszer, majd az igy kialakult S csoportra visszafelé haladva is vég-
rehajtja az tjrarendezéseket. Egészen addig ismétli az elére-vissza ciklusokat, amig mar
nem torténik tobb csere. Ettdl eltérden az ALW minden cserénél véletlenszertien valaszt
minden csoportbdl 1-1 hallgatot, és azokat osztja tjra optimalisan. Itt egy tGjrarendezés
tekinthetd gy is, mint egy maximalis sulyu teljes parositas megtaldlasa egy paros graf-
ban. Ez pedig Kuhn (1955) Magyar modszerével a paros graf csticsaiban polinomialis,

jelen esetben O(G®) id6ben megoldhato.

A még nem emlitett két modszer a ‘Lotfi-Cerveny’ (LC, Lotfi és Cerveny| (1991)) és a
‘Lotfi-Cerveny-Weitz’ (LCW, |Weitz és Lakshminarayanan (1996)) heurisztikak. Ezek is
egy tetsz6leges kezdé megoldasbol indulnak ki, amelyre teljesiil, hogy minden csoportban
ugyanannyi hallgaté van, majd hasonl6 eljaras soran, parok cseréjével javitjak a tavolsagok
Osszegét. Az LC elGszor kivalaszt egy, a csere szempontjabol legjobbnak ting csoportot,
majd azon beliil vizsgélja a javitas lehetGségét. Ezzel szemben az LCW az Gsszes maésik
csoportban 1évé hallgatdval torténd cserék koziil valasztja a legjobbat. A futési idé tekin-
tetében csupan annyit tudunk mondani, hogy az LC egy-egy iteracio esetén G + 2.5 — 2,
mig az LCW 2(N — S) — 1 6sszehasonlitast vagy szamitast végez.

Meg kell jegyezniink, hogy egyik cseréket végrehajté modszer esetén sem lehet meg-

becsiilni az algoritmus terminélasahoz sziikséges iterdciok szamat. Mindezzel egyiitt az
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eredeti tanulmény szerint a valoés adatokon vald teszteléﬂ soran az LCW nagyon jo6 ered-

ményeket produkalt, valamint konzisztensen ez teljesitett a legjobban a vizsgalt modsze-

rek koziil. Ennélfogva bevessziik a [7] Fejezetben bemutatott elemzésbe, és LCW névvel

hivatkozunk ra. Az LCW eljaras pszeudokodjat a[6.3] Algoritmus irja le.

Lotfi-Cerveny-Weitz (LCW) Algoritmus (Weitz és Lakshminarayanan, 1996)

(1)

Egy tetsz6leges X = [x;,] kezd6megoldas megkonstrualasa, ahol
Tp=1Lhai=(p—-1)*«xS+1,(p—1)*S+2,....,(p—1)*«S+ 5 és
p=1,2,...,G, valamint 0 minden méas esetben.
R < DX, ahol D = [d;;] az elemek kozotti tavolsagok matrixa.
Flag < false [ezzel jeloljiik, ha csere torténik a késGbbiek soran]
10
Megnézziik, hogy lehet-e javitani gy, hogy az i elemet kicseréljik eqy
mdsik csoportban lévd elemmel.
1 1+1
if (i < N)

t < az a csoport, amelyben az ¢ elem van, vagyis amelyre z;; = 1

k « arg rglax wj, ahol w; = (rig — ru) + (rje — rjy) — 2d;; és
je
J={jlrj,=1,1<q¢< G q#t}
if (wy > 0)
Tpg < 0,25 < 1,25 < 1,25 < 0 |kicseréljiik a két elemet]
R+ DX |frissitjiik az R matrixot]
Flag < true |[jeloljiik, hogy csere tortént]
end if
goto Step (3)
end if

Megnézziik, hogy tortént-e csere a lequtobbi iterdcio sordn, és ha nem,

akkor az algoritmus termindl.

if (Flag == false)

3Az adatok forrasa a Stern School, NYU, és 360 hallgaté adatait tartalmazta. A hallgatokat eldszor
60 f6s blokkokba soroltdk be, majd mindegyik blokkot 6 f&s csoportokra osztotték.
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stop [nem lehet tovabb javitani cserékkell
else

Flag < false, i < 0, goto Step (3)
end if

6.3. Algoritmus. Lotfi-Cerveny-Weitz (LCW) Algoritmus (Weitz és Lakshminarayanan,
1996)

6.2.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az R € RV*Y métrix r;, eleme az i elem és a p
csoport esetén megadja, hogy mennyivel jarul hozza az i elem a teljes differenciahoz azzal,
hogyha a) ¢ € p, vagy hogyha b) i & p elem atkeriil p-be.

Vegyiik észre tovabba, hogy az R matrix frissitésénél elegends a t és ¢ csoportoknak

megfelels oszlopokat frissiteni a kévetkezd formaban:

R, Ry,— Dy + D.,

R.t < R.t — Dl -+ D.k,

ahol X.; az X matrix j-edik oszlopat jeloli. Ebbgl kovetkezik, hogy a frissités O(N)

id6ben végrehajthato.

6.2.3. Az LCW algoritmus harmas cserékkel (LCWv2, LCWv3 és LCWv4)

Az LCW algoritmus akkor terminal, hogyha mar nem lehet parok cseréjével javitani a
célfiiggvényértéken. Ugyanakkor az optimalizalési feladat szempontjabol az LCW modszer
megoldasa nem feltétleniil optimélis. Ugyanis el6fordulhat, hogy habér egy par cseréjével
méar nem lehet javitani a célfiiggvényértéken, egy harmas vagy nagyobb méretd cserével -
ahol az elemek kiilonb6z6 klaszterekbdl szarmaznak, és egyik sem marad a helyén - még
lenne ra lehetdség. Vagyis az LCW heurisztika soran meglévé stabilitasi feltétel konnyedén
kiterjeszthet§ gy, hogy az eredeti algoritmust kiegészitjiik harmas, vagy akar nagyobb
elemszamu cserékkel is.

Természetesen minél nagyobb elemszamu lehetséges cseréket vesziink be az eljarasba,
annal nagyobb az esélye, hogy kozelebb keriiliink az optimumhoz. Ugyanakkor sejthetd,
hogy minél nagyobb potencialis cseréket tekintiink, anndl tobb 1épést kell végrehatjania
az algoritmusnak, és igy a célfiiggvény javitasa a futésidé rovasara mehet.

Koénnyen meggondolhato, hogy s = 2 elem cseréje csak egyféleképpen valosithatd meg
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gy, hogy egyik elem se maradjon a helyén. s = 3 esetén a lehetséges cserék szama 2,
s = 4-re ugyanez mar 9. A lehetséges cseréket mutatja az eléz8 esetekre a [6.2] abra.

2 2

Altalanos k elem esetén a cserék szamat pedig a kovetkezs allitas adja meg.

6.2.2. Allitas. Legyen o eqy n-edfoki permutdcid. Azt mondjuk, hogy i a o fizpontja,
ha o(i) = i, azaz i helyben marad. Azon n-edfoki permutdciok szamdt, amelyeknek nincs

fixpontja, a
Dn = nDn,1 + (-1)”, DO =1

rekurziv képlet adja.

oo
SN{Joy
Q |
= Q
oo Q
s SHvivvin Sl e Ru i el e
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6.2. abra. A lehetséges cserék s = 2,3 és 4 elem esetén, ha egyik elem sem marad helyben.

A bizonyitas megtalalhato példaul |Kiraly és Toth| (2011) jegyzetében.

A D,, sorozat kovetkezd, egymast kovets értékei Ds = 44, Dg = 265, D; = 1854,
stb. Magukat a lehetséges cseréket tovabbra is viszonylag kénnyen megkonstrualhatjuk
az el6z6 1épésekben felirt cserék felhasznéléséva]ﬁ, ugyanakkor lathato, hogy a lehetséges

Dy _ 1

cserék szdma meglehetésen gyorsan né. Mivel lim, ;o 5 = ¢, ezért s elem esetén a

megengedett cserék szama O(s!) nagysagrendd. Ha még azt is figyelembe vessziik, hogy

4A lehetséges cserék felirasat adja a kovetkezs konstrukcié. Tegyiik fel, hogy az A BC D E..., n
darab elemet kell felcserélniink tugy, hogy egyik sem maradhat a helyén. Az altalanossig megszoritasa
nélkiil tegyiik fel, hogy az els§ helyre az Gj besorolasban a B keriil. Ekkor két lehetGségiink van:

1, Az A a B helyére keriil, amely esetben a tobbi elemet D,, _o-féleképpen cserélhetjiik fel agy, hogy senki
sem keriil ugyanoda.

2, Az A nem a B helyére keriil, hanem a C, D, E, ... helyek valamelyikére. A példa kedvéért tegyiik fel,
hogy ez a C hely. Ekkor ugyancsak két esetet kell meggondolnunk: i) a C-t beirjuk a B helyére, igy a
t6bbi elemet D,,_3-féleképpen rendezhetjiik, vagy ii) tgy tekintjiik, hogy a C' nem keriilhet a B helyére,
ami pedig D,,_o lehetséges cseréhez vezet.

Osszegezve a lehetoségeket (n — 1)[(n — 1)D,,_o + D, _3] esetet kapunk, amely n > 3-ra megegyezik
D,,-nel.
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a rendelkezésre allo k darab m-f6s csoportbol hanyféleképpen valaszthatunk ki s cserére
jelolt elemet, akkor lathatjuk, hogy ha az LCW algoritmus metédusat alkalmaznank,

akkor minden egyes javito 1épésnél - feltéve, hogy egy csoportot és egy elemet rogzitettnek

(k - 1> .
s—1

esetet kellene figyelembe venniink, ami méar kis k& és m értékeknél is vallalhatatlanna valik.

tekintiink - Osszesen

Igy a fentick miatt az algoritmus tovabbgondolasanal a kettes cserék mellett csupan
a harmas cseréket vessziik figyelembe. FEzt haromféleképpen tessziik meg, igy a harmas
cserékre harom kiilonb6z6 heurisztikat konstruélunk. Az elsg valtozat (LCWv2) sorén,
amelynek pszeudokodjat a[6.4 Algoritmus irja le, miutan megprobaltunk kettes cserékkel
javitani a szobak Ossztavolsaganak értékén, ugyenezt megtessziik harmas cserékre szorit-

kozva is.

LCW Algoritmus masodik verzié - harmas cserék (LCWv2)

(1 - 3) ugyanaz, mint az LCW algoritmus esetében

(4) Ha tortént csere a lequtobbi iterdcio sordan, akkor ijra végigmegyink az
0sszes elemen.
if (Flag == true)
Flag < false, i + 0
goto Step (3)
end if

(5)  Megnézziik, hogy lehet-e javitani hdrmas cserével igy, hogy az i elemet

€s két mdasik, kilonbozd csoportokban lévd elemet felcseréliink.
11+ 1
if (1 < N)

t < az a csoport, amelyben az i elem van, vagyis amelyre z;; = 1
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(ky, ko) < argmax W (41, jz), ahol
(J1,32)€J-J

W (1, J2) = Tige T jur T joqy = (Tit 71y T Tjage T iy + iy +dlj )
és
J-J={(.J2) | Tjia =11 <1 <G g1 #¢,

Tjogy = 1,1 < o <G 0 #t,q1 # 2}

if (W (ky,ke) > 0)
[kicseréljiik a harom elemet]
Thigr < 0, Tt < 1, Thogy < 0, Tppgy < 1, T3¢, < 1,254 < 0
R <+ DX |frissitjik az R matrixot|
Flag < true |[jeloljiik, hogy csere tortént]
end if
goto Step (5)
end if
(6) Megnézziik, hogy tortént-e csere a lequtdbbi iterdcid sordn, és ha nem,
akkor az algoritmus termaindl.
if (Flag == false)
stop [nem lehet tovabb javitani cserékkel]
else
Flag < false, i < 0
goto Step (5)
end if

6.4. Algoritmus. LCW Algoritmus méasodik verzi6 - harmas cserék (LCWv2)

6.2.3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a[6.4] Algoritmus soran a harmas cserékkel tor-
ténd javitasnal egy négyzetes matrix (a fGatloban 0-k allnak) maximalis elemét keressiik,

amelynek koszonhetGen a javitasi 1épés konnyedén implementalhato.

Az LCW algoritmus harmas cserékkel kiegészitett masodik valtozatdban (LCWv3) elsd
lépésben kettes cserékkel probalunk meg javitani, majd ha ezzel méar nem tudunk, akkor
a harmas cserék kovetkeznek. Ezt a két fazist egészen addig végezziik el egymas utan

ismételten, amig méar sem kettes, sem harmas cserékkel nem tudtunk javitani.
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Végiil a harmadik valtozatban (LCWv4) minden egyes javitasi lépésnél egyszerre tekint-
jiik a lehetséges kettes, illetve harmas cseréket. Ezek koziil azt a lehetdséget valasztjuk,
amellyel a legtobbet javitunk. Ha kettes és harmas cserével is ugyanakkora mértéki ja-
vulast érnénk el, akkor a kettes cserét preferaljuk. Az algoritmus akkor terminal, ha

semelyik elem esetén sem lehet méar kettes vagy hérmas cserével javitani.

6.2.4. LCW tabu kereséssel és stratégiai ingazassal (TLCW, S0)

Gallego és szerzétarsai (2013) a mazimdlisan diverz csoportositdsi problémdt (maximally
diverse grouping problem, MDGP) vizsgaljak. Tanulmanyukban tabu keresést, valamint
stratégiai oszcillaciot alkalmazo modszereket konstrualnak meg és tesztelnek.

Az MDGP feladat lényegében a|Weitz és Lakshminarayanan! (1996, (1998) altal targyalt
probléma (lasd a[6.2.2] Fejezetet) kiterjesztésének tekinthets, ahol egy csoport diverzitasat
a csoporton beliili elemek paronkénti tavolsagainak Gsszege adja. (Gallego és szerzdtarsai
(2013) az MDGP probléma két varidnséat targyalja. Az els6ben minden csoport elemsza-
ménak azonosan S = N/G-nek kell lennie, amely a Weitz és Lakshminarayanan (1996,
1998)) tanulmanyaban szerepl$ probléméval ekvivalens. Ezt a problémat MDGP1-ként
jelolik. A méasodik ennek &ltalanositasa, amelyben barmely g € {1,...,G} csoport S,
elemszama egy [a,, by, a, < b, intervallumba kell, hogy essen. Ezt MDGP2-ként nevezik
el, elemzésiik soran pedig a vizsgalt algoritmusokat mindkét valtozaton tesztelik.

Gallego és szerzotarsail (2013)) egy ugynevezett multi-start (t6bbszor tjrakezdd) elem-
zési keretet hasznél, amelynek lényege, hogy az algoritmusok kiiloboz¢ allapotokbol 1j-
raindulva a lehetséges megoldasok tjabb és tjabb tartomanyait térképezik fel. A szerzék
az altaluk vizsgalt algoritmusok konstrukci6jahoz hdrom alapvets épitGelemet hasznalnak
fel: (1) a kezdeti megoldas megkonstruéléasa, (2) javité modszer szomszédsag kereséssel és
(3) stratégiai ingazas. Ezek kiilonb6z6 kombinaciojat tesztelik, ugyanakkor nem minden

esetben jelenik meg az adott algoritmusban mindhérom elem.

Kezdeti megoldas megkonstrualasa

A kezdeti megoldas meghatarozsahoz hasznéalt mohd konstrukcio (greedy construction,
GC) pszeudokodjat a . Algoritmus irja le. Ennek els6 1épéseként G elem véletlenszert
kivalasztasaval inicializalnak G darab egyelemi csoportot, majd ezt méasodik és harmadik

lépésekként a kovetkezs két fazis koveti. Az els6 fazisban a cél azon csoportok feltoltése
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elemekkel, amelyeknek elemszama még nem éri el a megadott also elemszamkorlatot. A
masodik fazisban pedig a fels§ elemszamkorlat figyelembevételével csoportositjak a meg-
maradt elemeket. Mindkét fazis sorén iterativ lépések révén véletlenszertien valasztanak
egy ¢ elemet, majd azt ahhoz a g csoporthoz rendelik hozza, amelyre a csoport elemeitsl
vett atlagos tavolsag, vagyis a

Dig = ZjEEg b
| Eyl

érték maximalis, ahol E, jeloli a g csoporthoz aktuélisan hozzarendelt elemek halmazat,
d;; pedig az i és j elemek tévolsagat. A masodik és harmadik 1épés soran N — G iterécio
torténik.

Az egyszerti GC konstrukci6 mellett (Gallego és szerzétarsail (2013) ennek két tovabbi
valtozatat is bevonja az elemzésbe. Az egyikben a GC algoritmust a Mingers és O’Brien
(1995) altal is targyalt FULL modszerrel 6tvozik (GC-FULL), mig a mésikban a tabu ke-
resésbél atvett elemeket alkalmaznak (GC-Tabu). A GC-FULL a[6.5] Algoritmus (2)-es
és (3)-as lépésein beliil a hozzarendeléshez megkeresi azt az (7, g) elem-csoport part, amely
maximalizalja a D;, értéket. A GC-Tabu arra épit, hogy a kezdeti megoldasok konstru-
alasa egy multi-start keretben torténik. Ez két struktira segitségével rogziti a korabbi
megoldasokhoz kapcsolodo relevans informéciokat, majd ezt felhasznélja az Uj megolda-
sok meghatarozasanal. Fzek az informaciok barmely két elemre a kovetkezdek: hényszor
voltak ugyanabba a csoportba beosztva a korabbi megoldasok soran, valamint ezen meg-
oldasok atlagos mindgsége, vagyis célfiiggvényértéke. Ezen statisztikak figyelembevételével
a . Algoritmus GC-Tabu varidnsaban a D;, tavolsagérték gy modosul, hogy az el6-
segitse olyan elemparok csoportjainak a kialakulasat, amelyek alacsony gyakorisaggal és

magas mindgséggel jartak egyiitt a kordbbiakban.

Moho konstrukeié (Greedy Construction, GC, |Gallego és szerzétarsai| (2013)

(1) Véletlenszertien valsztunk G elemet és mindegyiket egy-egy csoporthoz

rendeljiik

(2) A kovetkezs lépéseket ismételjiik, amig |E,| > a, nem teljesiil barmely

g csoportra

(a) Véletlenszertien valasztunk egy nem csoportositott i elemet
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(b) Az i elemet ahhoz a g csoporthoz rendeljiik, amelyre |E | < a, és D;,
maximalis
(3) A kovetkezs lépéseket ismételjiik, amig van nem csoportositott elem
(a) Veéletlenszertien valasztunk egy nem csoportositott ¢ elemet

(b) Az i elemet ahhoz a g csoporthoz rendeljiik, amelyre |E,| < b, és D;,

maximalis

6.5. Algoritmus. Moho konstrukeci6é (Greedy Construction, GC, Gallego és szerzGtérsai
(2013)))

Javité6 modszerek athelyezésekkel és tabu memoriaval

A kezdeti megoldéasok javitasara Gallego és szerzétarsai (2013) minden esetben a csere
szomszédsag keresésén alapuld modszert alkalmaznak. Baker és Powell (2002) nyoméan
egy adott csoportositas csere szomszédsdga (swap neighbourhoodED azon lehetséges cso-
portositasok halmaza, amelyeket tigy kapunk, hogy a kiindul6é allapothoz képest két kii-
16nb6z6 csoportban 16v6 i és j elemet felcseréliink. A [6.3] abra mutatja egy egyenletes

MSSC megoldas harom lehetséges szomszédjat, ha két klaszter van a csoportositasban.

X
X % x
&> <
¢ 0
X T T »
x o X * X
o 5 Mo * > °
¢ o ¢ x
» <
¢ o

6.3. abra. Egy egyenletes MSSC megoldas harom lehetséges szomszédja a csere szomszéd-
sagban. Forras: |Costa és szerzotarsai (2017))

A |Gallego és szerzotarsai (2013)) altal targyalt javito algoritmusok lépésenként javita-
nak az aktualis megoldason tgy, hogy egy el6re meghatarozott szempont szerint egy olyan
csoportositast valasztanak a csere szomszédsaghol, amely javit a célfliggvény értékén. A

szerzGk tobbféle elére meghatarozott szempontot is emlitenek. |Fan és szerzétarsai (2011))

9Gallego és szerzdtarsai| (2013) egyszertien a ‘szomszédsag’ kifejezést vezeti be, ugyanakkor az egy-
értelmiiség kedvéért mi a dolgozatban altalanosan a |Costa és szerzStarsal (2017) altal hasznalt ‘csere
szomszédsag’ elnevezést alkalmazzuk, amelyet esetenként egyszertisitiink.
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a legjobb javitds (best improvement, BI) stratégiat alkalmazza, amely soran a szomszédsag
Osszes lehetséges csoportositasa koziil azt valasztjak ki, amely a legnagyobb mértékben
javitja a célfiggvényértéket. Egy masik lehetséges modszer az elsd javitds (first imp-
rovement, FI), melynek lényege, hogy a szomszédsag feltérképezése soran az elsg olyan
csoportositast valasztjuk, amely noveli a célfiiggvény értékét. Tovabbi lehetGséget adnak
meg az LC és az LCW modszerek (lasd a alfejezetet) is, amelyek végigiteralnak az
Osszes elemen, és az iteracié minden egyes lépésében egy adott elem valamilyen lehetséges
cseréit tekintik. Akér javitunk, akar nem, az iteracio a kovetkezd elemmel folytatodik, és

mindaddig Gjraindul az els elemtdl, amig az 0sszes elemet végignézve tortént csere.

A szakirodalomban &ltaldban olyan tanulmanyokkal taldlkozunk, ahol a csoportok
elemszaméara nem alsé és fels6 korlatot irnak el, hanem elére meghatarozott értéke-
ket, legyen sz6 akar egyenletes klaszterezésrsl, vagy sem. Ekkor a célfiiggvény értékén
parok cseréjével (swap vagy switch) probalnak meg javitani, hogy a megoldasok a keresés
alatt végig megengedettek maradjanak. |Gallego és szerzétarsai (2013) problémafelvetése
ugyanakkor lehetévé teszi azt is, hogy a keresés soran dthelyezéseket (insertion) is figye-
lembe vegyenenk, amelyek soran csupan egy elem csoport-hozzarendelését valtoztatjak

meg.

Emellett tanulmanyukban egy rovid tavia tabu memoriat is bevezetnek, amely révén
a keresés még azutan is folytatodik, hogy az elért egy lokélis optimumot. FEkképpen,
amikor a javité modszer mar nem tud javitd lépést végrehajtani, a javité modszernek
megfelel6 moédon a legjobb nem-javitd 1épést véalasztjak. Az ekkor athelyezett elemeket
ezutan tabul enure iteracion keresztiill nem mozgatjak. Az eljaras pedig akkor terminél,
amikor maxTenure iteracié 6ta nem tortént javitas a kordbban talalt legjobb megoldéshoz

képest.

Gallego és szerzétarsai| (2013) a beillesztéseket és a tabu memoriat harom javité mod-
szer, a Bl, az FI és az LCW esetében alkalmazzéak, az igy kapott algoritmusokat rendre
T-BI, T-FI és T-LCW jeloli. A legjobb kezdeti megoldés és javit6 modszer kombina-
cibjanak kivalasztasara a kovetkezd algoritmus péarokat tesztelik. A kezdeti megoldés
konstrukciojara mindharom moho varianst (GC, GC-FULL, GC-Tabu) figyelembe veszik,
valamint negyedik lehetdségként a WJ (Weitz-Jelassi, lasd a [6.2.2] alfejezetet) algorit-
must alkalmazzak. A javité modszerek koziil a tabu memoriaval ellatottakat és azok

tabu memoria nélkiili valtozatait veszik be az elemzésbe. ElGzetesen elvégzett kisérletek
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alapjan a tabuTenure értékét 0,1M-ra, mig a maxTenure értékét 0,5M-ra allitottak be.
Az elvégzett kisérletek sordan a ‘kezdeti megoldas’-‘javité modszer’ parok koziil a legjobb

eredményt az egyszeri GC konstrukci6 adta a T-LCW javité modszerrel.

6.2.4. Megjegyzés. Gallego és szerzotarsail (2013) nem tesz rola emlitést, de a keresés
soran el6fordulhat, hogy a tabu memoria révén mar a lehetséges tovabbi maxT enure
iteracio elstt elfogynak az athelyezhets vagy felcserélhets elemek. Az algoritmus ekkor is

terminal.

Stratégiai ingazas

A stratégiai ingdzads (strategic oscillation, OS, lasd még |Glover és Lagunal (1997))) lényege,
hogy az algoritmus olyan keresési tartoméanyt is feltérképezzen, amely a probléma felirasa
szerint nem-megengedett megoldasokat tartalmaz. A megkonstrualt algoritmus esetében
az ingazast egy egészértékd k paraméteren keresztiil vezetik be, amelynek értéke 0 és
egy elére meghatarozott k.. érték kozott valtozhat. Ezt pedig a csoportok elemszamara
vonatkozo6 korlatok modositasara, pontosabban az intervallum bdévitésére alkalmazzak,

ekképpen
ag—k < |E,| < b, + k.

Ez tehat azt jelenti, hogy k£ > 0 esetén az algoritmus olyan megoldasokat is talélhat,
amelyek a probléma eredeti felirdsa szerint nem megengedettek. Az ingazéast az valositja
meg, hogy amikor a stratégiai ingazas alkalmazéasa kdzben egy javité megoldést talalnak,
akkor a k értékét visszaallitjak 1-re. A stratégiai ingazéas pszeudokodjat a [6.6] Algorit-
mus irja le. Ez a kezdeti megoldas barmelyik konstrukci¢jéval, valamint barmely javito
modszerrel kombinalhato. Az (5)-6s 1épésben a nem megengedett megoldas helyreéllitasa
Fan és szerzétarsai (2011) LSGA algoritmusaban is alkalmazott mechanizmussal torténik.
Ennek megfelelGen eltavolitunk véletlenszertien kivalasztott elemeket olyan csoportokbol,
amelyekre |Ey| > b, (vagy amennyiben ilyen csoportok nincsenek, akkor |E,;| > a,), és
athelyezziik ket olyan csoportokba, amelyekre |E,| < a,. Ezt addig ismételjiik, amig
a csoportok elemszamai djra megengedettek nem lesznek. Az elvégzett elemzés soran

Gallego és szerzotarsai (2013)) a k. = 4 értéket talalta a legjobbnak.
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Stratégiai ingazas (Strategic Oscillation, SO, |Gallego és szerzétarsai (2013))

while (tart a keresési id6)
(1) Megkonstrualunk egy kezdeti megengedett megoldast
(2) k<+0
s < valamely javitd6 modszer alkalmazasaval kapott megoldas
(3) k<1
while (k < kpax)
(4) & < az s megoldasra alkalmazzunk egy javité modszert, mikézben az
a, — k < |E,| < b, — k elemszamkorlatot irjuk el6 a csoportokra
(5) Allitsuk helyre az s’ megoldast, ha nem megengedett
Alkalmazzuk a javité modszert k = 0 mellett (vagyis a, < |Ey| < by)
(6) if (s’ jobb, mint s)
s« 8 k<« 1
else
k< k+1
end if
end

end

6.6. Algoritmus. Stratégiai ingazas (Strategic Oscillation, SO, Gallego és szerzGtérsai

(2013))

Fan és szerzotarsai| (2011) LSGA modszere az MDGP altalanos verziojara alkalmazha-
t0, és egy un. hibrid genetikai (hybrid genetic) algoritmus, amely egy genetikai algoritmust
és egy lokalis keresés eljarast 6tvoz. Az LSGA véletlenszertien generalt megengedett meg-
oldasok egy kezdé populaciojabol indul ki, amelyet a kdvetkezd modon frissit. A modszer
a megengedett megoldasok célfiiggvényértékével aranyos valoszintiséggel kivalaszt egy par
‘sziil6” megengedett megoldast, ezeket egy 1j ‘utdéd’ megoldassa kombinalja, amelyet hely-
reallit, ha az nem megengedett, majd megprobél javitani is rajta, igy egy Gj megengedett
megoldéast konstrualva. Ezt a lépést el6re meghatarozott szamszor elvégezziik, majd az

igy kapott, valamint a kezd§ populacidoban 1évé megengedett megoldésok koziil kivalaszt-
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juk az el6re meghatarozott szamu legjobbat, ezzel frissitve a populaciot. Az iterativ lépést
addig ismételjiik, amig egy megallasi feltétel nem teljseiil.

Gallego és szerzotarsal (2013)) az elemzésiik soran 480 darab, véletlenszertien generalt
mintat tekint, dsszesen 48 eltérd kategoriaval, mindegyikben 10-10 mintavalff] A kategori-
akra kiilonb6z6 idékorlatok (1-600 masodperc), elemszamok (10-960), csoportszamok (2-
24), csoportokra vonatkozo elemszamkorlatok (rogzitett, valamint also és fels§ korlatok)
és elemek kozotti tavolsdgok vonatkoznak. Az elemek kozotti tavolsdgokra harom kiilon-
b6z6 verziot tekintenek, melyek mindegyikében ugyanannyi minta szerepel. Az els6ben
(RanReal) a tavolsagokat az U(0,100) egyenletes eloszlasbol generaljak. A masodikban
(Ranlnt) a tavolsagok az U(0, 100) diszkrét egyenletes eloszlasbol szarmaznak. A harma-
dik (Geo) esetén az elemek koordinatait generaljak véletlenszerten, és az elemek kozotti
tavolsagokat az euklideszi tavolsagok adjak. Ehhez a dimenziok szamét véletlenszertien

valasztjak 2 és 21 kozott, az elemek koordinatait pedig a [0, 10] intervallumbol generaljak.

Az elvégzett elemzés utolso lépésében |Gallego és szerzétarsai (2013)) az LSGA algo-
ritmust, az LCW heurisztikat (véletlenszertd ujrakezdésekkel), a T-LCW eljarast (GC
konstrukcioval) és az SO modszert (GC konstrukcioval és T-LCW javitasokkal) hasonli-
totta Ossze. Az egyes algoritmusokat addig futtattak Gjra és Gjra, amig a kategoriara elGirt
idékorlatot el nem érte azok futasideje. A kisérletekben a RanReal és RanInt mintak ese-
tén az SO, mig a Geo minta esetén a T-LCW modszer teljesitett a legjobban. Emiatt a
[7l Fejezetben bemutatott elemzésbe mi mind a T-LCW, mind az SO mddszert bevessziik,

és rendre TLCW, valamint SO névvel hivatkozunk rajuk.

6.2.5. Malinen és Franti algoritmusa (MalinenFranti)

Malinen és Franti (2014) olyan egyenletes k-kiozép (balanced k-means) eljarast alkalmaz-
nak, amelyben a k-kozép eljarasnak megfelel§ hozzarendelési 1épést péarositasi probléma-
ként irjék fel, amelyet a Magyar modszer (Kuhnl, [1955) segitségével O(n?) idében oldanak

meg, ahol n jeloli az elemek szdmat.

s,

adva A és 9, egyenls méretd halmazok, és egy W : A x S — R stlyfiiggvény. A cél, hogy

6A |Gallego és szerzétarsail (2013) altal generalt minta letolthets a https://grafo.etsii.urjc.es/
optsicom/mdgp/| oldalrol.
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egy olyan f : A — S bijekciot talaljunk, amely révén a
Cost = Z W(a, f(a))
a€A

koltségtiiggvény értéke minimalis. A javasolt algoritmus kontextusaban az A és .S halma-

zok klaszterférshelyeknek és adatpontoknak felelnek meg (lasd a[6.4] abrat).

Klaszter
féréhelyek

Centroid

$EEEEEEEEEEEEEEEER

Adatpontok

6.4. abra. Pontok hozzarendelése centroidokhoz klaszterférshelyek altal. Forras:
és Franti (2014)).

Malinen és Franti (2014) egyenletes k-kozép algoritmusa majdnem megegyezik a k-

kozép algoritmussal, az egyetlen eltérés a hozzarendelési fazisban jelenik meg. Ahelyett,
hogy a legkozelebbi centroidokat valasztandk, n elére megadott férGhelyet hataroznak
meg (klaszterenként n/k-t), és az adatpontokat csak ezekhez lehet hozzarendelni (lasd
a abrat). Ekképpen minden klaszter egyenld méreti lesz, feltéve, hogy [n/k| =
|n/k] = n/k. Maskiilonben (n mod k) darab [n/k] méretd, és k — (n mod k) darab
|n/k] méreti klaszter keletkezik.
A cél annak a hozzarendelésnek a megtalaldasa, amely minimalizalja az dtlagos négy-
zetes hibdt (mean squared error, MSE), vagyis az
~ - X -
MSE ;X%; - :
értéket, ahol X; egy adatpontot jelol, C; pedig egy centroidot. Ehhez el6szor konstrualnak
egy paros grafot, amely n adatpontot és n klaszter férGhelyet tartalmaz (lasd a. abrat).
Masodik lépésként annyira egyenletesen osztjak el a klaszter férGhelyeket a klaszterek

kozott, amennyire csak lehetséges.
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6.5. 4bra. Minimalis MSE szamitasa egyenletes klaszterek esetén, paros graffal modellezve.

Forréas: |Malinen és Fréinti| (]2014|>.

Ezutan centroidokat rendelnek a particionalt fér6helyekhez, klaszterenként pontosan
egyet. A kezdeti centroidok véletlenszertien is valaszthatoak az Gsszes adatpont koziil. Az
éleken 1év6 koltségek megegyeznek a pontok és a klasztercentroidok kozott 16vé tavolsagok
négyzetével. A hagyomanyos hozzarendelési probléméval ellentétben - ahol az élsilyok
allandoak - itt a sulyok dinamikusan valtoznak minden egyes k-kozép iteracié utan az
Gjonnan szamitott centroidok alapjan.

Kovetkez6 1épésként a Magyar modszer segitségével meghatarozzak a minimalis silya
parositast. Ehhez a négyzetes tavolsdgokat egy n x n-es matrixban taroljak. A frissi-

tési 1épés hasonlit a k-kozép algoritmuséhoz, ahol a centroidokat a klaszterhez rendelt

adatpontok atlagaként szamitjak:
1
(A —— X;. 6.8
1 n; Z J ( )
XjGCi(t)

Az élsulyok frissitése kozvetleniil a centroidok frissitése utan torténik.

Az igy kapott eljaras pszeudokodjat a[6.7 Algoritmus irja le. Az élstlyok szamitasanal
a klaszter féréhely sorszamat a jeloli, és a mod fiiggvény segitségével hatarozzuk meg,
hogy egy adott klaszter féréhely melyik klaszterhez tartozik. Igy az X, adatpont és az
1-edik klaszter féréhely tavolsaga:

W(a,i) = dist (Xi, Oy moam)’ Va€l[l,n] Vie[lnl. (6.9)

Miutén konvergélt az algoritmus az X; € [1,n] pontok P = {Py,..., P;} particidja az
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alabbi szerint adodik:

Xf(a) € P(a mod k)+1-

Az algoritmusban a dominéans 1épés a minimalis sulyd parositas megtalalasa, amely a
Magyar modszer segitségével O(n?) idében oldhat6 meg.

Malinen és Franti (2014) az algoritmusukat Bradley és szerzétarsai (2000) korldto-
zott k-kozép (constrained k-means) eljarasaval hasonlitjak ossze. Az elemzést mesterséges
adathalmazokon, valamint a val6 életbdl szarmazo, ‘Thyroid’, ‘Wine’ és ‘Iris” nevi adato-
kon végzik el Az adathalmazok méretei 150-5000-ig terjednek. Altalnossagban a korla-
tozott k-kozép modszer kicsivel jobb eredményeket adott a célfiiggvényérték tekintetében,
ugyanakkor a futasidé szempontjabol az egyenletes k-kozép eljaras milta feliil verseny-
tarsat. Ezt mutatja az is, hogy az 5000 elemet tartalmazo esetben csupan az egyenletes
k-kozép modszert tudtak lefuttatni (ezt egyszer tették meg 1 6ra 40 perces futéasidével),
a korlatozott k-kozép modszer pedig 1 nap alatt sem terminélt.

Az algoritmus MATLAB kodjat a szerzdk nyilvanosan elérhetévé tették, igy az letolt-
hetd ahttps://archive.uef.fi/en/web/machine-learning/software/ cimen (Balan-
ced.zip). A modszer teszteléséhez ezt alkalmaztuk, az elemzésben pedig MalinenFranti

néven hivatkozunk ra.

Malinen-Frénti (MF) Algoritmus (Malinen és Fréanti, 2014))

(1) Imicializdlds
C? < kezd6 klaszter centroidok inicializélasa.
t<0
(2)  Hozzdrendelési lépés
W(a,i) Ya € [1,n] Vi € [1,n] < élsulyok szamitasa alapjan
Xt Ya € [1,n] < hozzarendelési probléma megoldasa a Magyar mod-

szerrel

(3)  Frissitési lépés
C'1 « 1j centroid lokaciok szamitasa alapjan
if (C**1 £ C")  |ha a centroidok valtoztak]

"Az adatok megtaldlhatoak a http://cs.uef.fi/sipu/datasets/ cimen.
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t«t+1
goto Step (2)
end if

6.7. Algoritmus. Malinen-Franti (MF) Algoritmus (Malinen és Fréanti, 2014)

6.2.6. "A Kevesebb Tobb" Megkozelités - Valtozé Szomszédsag
Keresés (LIMA-VNS) Algoritmus (Costaetal)

Costa és szerzétarsai (2017)) egy sztenderd Vidltozd Szomszédsdg Keresés (Variable Neigh-
borhood Search, VNS, lasd [Hansen és Mladenovi¢| (2001b))) algoritmust mutat be az egyen-
letes MSSC klaszterezésre, amely az tjszerti "A Kevesebb Tobb" Megkizelitésre ("Less Is
More" Approach, LIMA, lasd Mladenovié és szerzétarsai (2016)) épit.

A szerzdk felirasa szerint P = {py,ps,...,pn} n darab adatpont adott egy R euk-
lideszi térben. A cél k klaszter meghatarozasa, amely révén az adatpontok és az egyes
adatpontokhoz tartozo klaszterkozéppont négyzetes tavolsaganak osszege minimalis. Igy
az optimalizalasi feladat az aldbbiak szerint irhatoé le:

n k
: 2
min Y Y " wyllps — vl
w’y

i=1 j=1
k
s.t.Zwijzl, Vi=1,...,n
j=1
wijG{O,l}, Vi=1,...,n,Vj=1,...,k,

ahol az y; € RY j = 1,...,k dontési valtozok adjak a k klaszterkdzéppontot, mig a
w;; dontési valtozok fejezik ki, hogy a p; pontot a j-edik klaszterhez rendeltiik-e hozza.
Az azonos csoportelemszamok elérésére a szerzék a fenti optimalizalasi problémahoz a

kovetkezd korlatot adjak hozza:

Zwij = %,VJ: ].,...,l{?,
i=1

amikor n a k tobbszorose, egyébként pedig lesz (n mod k) klaszter, amelynek mérete

(%1, és lesz k — (n mod k) klaszter, amelynek mérete |7]. A probléma megoldasara
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alkalmazott VNS metaheurisztikus eljarast és a LIMA modszert |[Costa és szerzdtarsai

(2017) cikke alapjan mutatjuk be.

A VNS alapjai

A Valtozo Szomszédsag Keresés (VNS) egy sztochasztikus keress modszer, amelynek célja
az optimalis vagy kozel optimélis megoldas megtalalésa globalis optimalizalasi problémak-
ban. Ez egy metaheurisztikus eljaras, vagyis egy olyan keret, amely segit mas heurisz-
tikdknak kijutni lokalis optimumokbol. A VNS elényeit tamasztja ald, hogy sikeresen
hasznaltak szamos NP-nehéz klaszterezési probléma soran (Aloise és szerzotarsail, 2013;
Belacel és szerzétarsail, 2002; [Hansen és Mladenovic, |2001a; Hansen és szerzétarsai, 2012

Santi és szerzétarsai, [2016).

Az egyenletes MSSC a kombinatorikai optimalizalasi problémak osztalyaba tartozik,
amely az altaldnossag megszoritasa nélkiil minimalizalasi problémaként a kovetkezSképpen
adhato meg. Legyen Z = {1,..., z} indexek egy véges halmaza, és legyen ¢ = (cy,...,¢,)
egy 2-vektor. Legyen F' C Z esetén c(F) = >, pc;. Tegyik fel, hogy adott a Z

részhalmazainak egy F halmaza. A kombinatorikai optimalizdldsi probléma ekkor
min{c(F): F € F}.

A klaszterezési probléma esetében a c; értékek jelolik azon klaszterek koltségeit, amelyek
valamely csoportositasban el6fordulnak. A klaszterezési probléma egy megengedett meg-
oldésa olyan csoportokbdl all, amelyek az Osszes elemet lefedik, ezen csoportok j indexek
halmaza egy F halmaz. Végiil pedig az F' altal meghatéarozott klaszterezés koltségét c¢(F'),
vagyis a c; értékek Osszege adja.

Egy adott C' = (Z, F,c) kombinatorikai optimalizalasi probléma esetén definialjuk
minden egyes F' € F megengedett megoldas karakterisztikus vektorat tgy, mint x¥ €
{0,1}%, ahol xI' =1, ha j € F, és xI' = 0 egyébként. Igy C-re tgy is tekinthetiink, mint

egy konvex politépon vett minimalizalasi problémaf] vagyis

min {c"z|z € conv {x* € {0,1}7|F € F} }. (6.10)

8 A konvex politop az {XF c{0,1}?|F e F } halmaz konvex burkaként all els, amely tartalmazza az
Osszes olyan pontot, amely felirhaté a halmazbeli pontok konvex kombinaciojaként. A minimalizalasi
probléma megoldasa egy csucson vétetik fel, igy az egy megengedett megoldas.
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Ekkor a (6.10]) egy z* lokalis minimuma egy olyan vektor, amelyre
clo* < cla, Vo € N(x¥),

ahol N () jeloli az x szomszédainak halmazat, vagy masképpen szomszédsdgdt (neigh-
borhood). A kombinatorikai optimalizalasi problémakban egy x megoldas szomszédait
szamos kiilonboz6 moédon megkaphatjuk, példaul az = egy vagy tobb komponensének
komplementerét véve. A VNS egy optimalizalasi probléméra szamos szomszédsagot szisz-
tematikusan végigpéasztaz, hogy megtalalja a globélis optimumot. Az alapétlet a VNS
mogott, hogy egy adott szomszédsag lokilis minimuma nem feltétleniil az egy maésik
szomszédsaghan. Kovetkezésképpen, a szomszédsagok valtoztatésa hatékony lehet a lo-
kalis minimumtol torténd elszakadésban. Persze egy globélis minimum lokalis minimum
fliggetleniil attol, hogy épp melyik szomszédsagot tekintjiik.

A VNS egy egyetlen trajektoridgi (single trajectory) metaheurisztika, mint a szimuldlt
hités (simulated annealing) és a tabu keresés (a metaheurisztikus optimalizalasi eljara-
sokrol példaul [Boussaid és szerzotarsai (2013) ad attekintést). Ez azt jelenti, hogy egy
x megoldast az algoritmus teljes futasideje alatt nyilvantartunk. A {6 kiilonbség a tobbi
metaheurisztikus kerethez képest, hogy a javitasokat az x folyamatosan névekvs szomszéd-
sdgaiban keressiik. Elgszor az aktudlis N;(x) szomszédsaghol véletlenszerten kivalasztunk
egy ' szomszédos megoldast, és ezutan egy lokdlis leereszkedési mddszert (local descent
method) alkalmazunk 2’-bél kiindulva, amely végén egy ujabb z” lokalis minimumhoz
jutunk. Ha z” rosszabb (vagy ugyanannyira jo), mint x, akkor figyelmen kiviil hagyjuk,
¢és az algoritmus egy 1j, véletlenszerd 2’ megoldasbol indul ki, amelyet az x egy széle-
sebb szomszédsagabol valasztunk ki, vagyis Niiq,,.,(2)-bol. Ellenkezs esetben pedig z”
helyettesiti z-et, és az algoritmus az 14j legjobb megoldas legsziikebbb szomszédsigabol
kiindulva folytatodik. Valahanyszor elérjiik a legtdgabb szomszédsagot, vagyis N, .. -ot,
a VNS djraindul a legsziikebb szomszédsaghol egészen addig, amig valamilyen megallasi
kritérium nem teljesiil (példaul el nem érjitk a megadott maximéalis CPU idé6t, vagy egy

rogzitett ismétlésszamot).

LIMA-VNS heurisztika az egyenletes MSSC problémara

Altalanossagban véve, a VNS kiilonboz6 szomszédsagi struktirakat hasznalhat mind a szé-

lesitési (diversification), mind a mélyitési (intensification) lépésekben (lasd példaul |Aloise
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¢s szerzGtarsai (2006), valamint Ribeiro és szerzétarsai (2008)). Ugyanakkor nemrég szii-
letett tanulmanyok ramutattak, hogy egy bizonyos szomszédségi struktiran alapuldé VNS
heurisztika kiilonosen hatékony lehet (lasd Brimberg és szerzétarsai (2017), Mladenovié
¢s szerzotarsal (2016))), amely az ugynevezett "a kevesebb tobb" megkizelitéshez ("less is

more" approach, LIMA) vezet a metaheurisztikus tervezésen belil.

Costa ¢és szerzétarsai (2017) VNS heurisztikdja a csere szomszédsag (lasd a ab-
rat) feltérképezésén alapul, amely tartalmazza az Osszes szomszédos megoldast. Hogy
hatékonyan felderithessék a csere szomszédsigot, Huygen tétele alapjan atfogalmaztéik a

feladatot, igy a célfiiggvényt felirhatjuk a kdvetkezs alakban:

k -1
Z Z?:1 27:141 sz - pl||2wijwlj
i1 Wi

Mivel az egyenletes MSSC problémaban a klaszterek szamosséga el6re ismert, ezt felbont-

j=1

hatjuk két részre:

1 n—1 n 1 n—1 n

7 SN i — pillPwiw + 2] S e - pillPwijwy, (6.11)

k1 jepn i=1 1=i+1 kd jen i=1 1=i+1
ahol 1 és 1) azon klaszterindexek halmazai, amelyek szamossagai rendre [7] és | Z]. Ekkor
egy j* klaszter koltségét a wj*Qwﬂ kvadratikus kifejezés adja, ahol wj = (wyj«, ..., wyj~)
és Q = [qab), q» = ||pa — pol|?/2. Ezutan egy, az LCW algoritmusnal (lasd fejezet)
latott modszerhez hasonlo eljarést javasolnak a lehetséges cserék koltségvaltoztatasainak

frissitésére és a csereszomszédséag feltérképezésére. A frissitési 1épés O(n), mig a feltérké-

pezés O(n?) id6ben végezhetd el.

Costa és szerzétarsai| (2017) VNS modszerében az x megoldasbol kiindulva az o’ vélet-
len szomszédot folyamatosan boviils N, csere szomszédsaghol valasztjak (de Ny C N,
nem feltétlentl teljesiil). Ennek megfelelGen, ha t = 2, akkor 2/-t abbol a szomszédsagbol
valasztjak, amelyet az O0sszes olyan megoldés alkot, amelyet x-bdl kiindulva két véletlen
cserével kaphatunk. Hasonléan, ha t = 3, akkor 2/-t harom véletlen cserével kapjuk, és

igy tovabb.

A lokélis leereszkedési maodszer (descent method) abbél all, hogy egy adott megoldés-
bol kiértékelik azokat a szomszédokat, amelyeket kiilonb6z6 klaszterekben 16v6 pontok
cseréjével kapnak, és az els javitd szomszédra mozognak. Ez eltér a szokésos gradiens
leereszkedd mddszerektdl (gradient descent method), amelyek a legmeredekebb, vagyis a

célfiiggvény értékének legnagyobb javulasaval jaro leereszkedd iranyt véalasztjak a tovabbi
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kereséshez. |Hansen és Mladenovic| (2006) atfogod szamitogépes kisérletekkel bemutatjak,
hogy amennyiben a kezdémegoldéast véletlenszerden inicializaltuk, akkor az els§ javito
irdny valasztésa javasolt.

A VNS-hez altalaban nagyon kevés paramétert kell beallitani. |Costa és szerzétarsai
(2017) VNS-LIMA heurisztikdjaban csupan két paraméter talalhato: t,0, €8 toep. Ezek-
nek a kezdeti szamitogépes kisérleteket kovetSen a tye, = |n/2], illetve a tgep = [timaz/20]
értékeket valasztottak. A szerz6k megjegyzik, hogy a Kkicsi t,,4, értékek nem voltak ele-
gendGek ahhoz, hogy a VNS-LIMA kikeriiljon a mély lokalis optimumboél. Tovabbéa, a
kicsi tsep érték egy nagy tnq. értékkel egyiitt tekintve rontja az algoritmus teljesitményét,
mivel ekkor a szomszédsagok kiterjesztése til lassan torténik. Ezzel ellentétben a nagy
tstep €rték nem hasznositja azt a tényt, hogy a lokalis minimumok jellemz&en kozel vannak
egymashoz a kombinatorikus optimalizalasi problémaknal. A modszer pszeudokoddjat a

6.8 Algoritmus irja le.

Variable Neighborhood Search - Less Is More Approach (VNS-LIMA)

(Costa és szerzétarsail, 2017)

(1) tmae = [1/2], tstep = max{l, |t;as/20]}

(2) Egy tetszoleges X = [x;,] kezddmegoldas megkonstrualasa, ahol
Tip=1hai=(p—1)*xS+1,(p—1)*x5+2,....,(p—1)*S+ 5 és

p=1,2,...,G, valamint 0 minden mas esetben.
(3) R < DX, ahol D = [d;;] az elemek kozotti négyzetes tavolsagok matrixa.
cost < a megoldas koltségének szamitasa alapjan.
<1
(4)  Véletlenszerien vadlasztunk egy elemet az Ny szomszédsdgbol
X+ X, R + R, cost!™ < cost
for tt =1:¢t |végrehajtunk ¢ véletlenszeri cserét]
gl, g2 < véletlenszeriien valasztunk két csoportot
1,12 < véletlenszerten valasztunk 1-1 elemet a két csoportbol
xf??;’l «— 0, xf?& «— 1, xf’; 1 xf;” o < 0 [kicseréljiik a két elemet]

RGP < ngn;p — Dys + Dy

g2
tmp tmp
Rg" < Rj" — Day + D

end
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(5) Végrehajtjuk a lokdlis leereszkedés mddszert

1 < 1, 9; < az a csoport, amelybe az i elem tartozik

for j={j|Jj¢ag}
g; < az a csoport, amelybe a j elem tartozik

cost tmp _ ptmp tmp _ ptmp 3
AT Rigj R,,."+ R, Rjgj 2D;;
if (A <0) |ha javitandnk a cserévell

tmp tmp

tm, tm

RU™ « Ri™ — D+ D,
tm, tm

Rm» < Rimp — D+ D,

P 2P 0 [kicseréljitk a két elemet]

1 Ljg; 5,9

cost'™ < cost""P 4 A§P
goto Step (5)
end if

end

(6) Megnézziik, hogy tudtunk-e javitani az 1j lokdlis megolddssal. Ha nem,

és elértik a t maximadlis értékét, akkor az algoritmus termindl.

if (cost™™ < cost)  [javitottunk]

X « XtP R+ R'™P_ cost < cost™P

<1

goto Step (4) [ Ni-bdl Gjrainditjuk a keresést|
end if
t 4t + turep
if (t < tmaz)

goto Step (4) [ Ni-bdl Gjrainditjuk a keresést|
end if

6.8. Algoritmus. Valtozo Szomszédsag Keresés - A Kevesebb Tbb Megkozelités (Variable
Neighborhood Search - Less Is More Approach, VNS-LIMA) (Costa és szerzétarsai, 2017)

Algoritmusukat [Malinen és Franti| (2014) egyenletes k-kozép heurisztikajaval hasonlit-
jak ossze, amelyet (Costa és szerzdtarsail (2017) az addigi legkorszertibb eljarasnak nevez.
Az elemzéshez valo életbél szarmazo adatokat hasznalnak fell®] Osszesen 16 adathalmazt

szerepeltetnek, koztitk a Malinen és Franti (2014]) altal alkalmazott ‘Thyroid’, ‘Wine’ és

9Az elemzésben felhasznalt adatok letolthetéek a http://archive.ics.uci.edu/ml/| cimen.
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‘Iris’ nevid adatokat is. Az elemek szdma 150-2310-ig, a dimenziok szama 4-240-ig, a
csoportok szama pedig 2-15-ig terjed.

A kisérletek alapjan a VNS-LIMA modszer jobban teljesit az egyenletes k-kozép eljé-
rasnal, kevesebb id§ alatt jobb eredményeket talal meg. A [7] Fejezetben elvégzett elem-

zésben a VNS-LIMA modszerre Costaetal névvel hivatkozunk.

6.2.7. Jitta-Klami Algoritmus (JittaKlami)

Jitta és Klami (2018) valoszintiségszamitason alapuld klaszterezési modellek egy csalad-
jat mutatja be. Megkozelitésiikben el6zetesen megadhato a lehetséges klaszterméretek
eloszlasa, igy elGsegitve a kivant méretd csoportok létrejottét. ElGzetes eloszlasként meg-
adhat6é barmilyen multimodalis eloszlas (olyan, amelynek tobb maximumhelye is lehet),
amely igy altalanositja a korabbi klaszterezési megkozelitéseket, mint példaul az egyenld
méreti vagy a kismerétd klaszterek keresésének problémait. A modell elénye, hogy egy
rugalmas és finomhangolhato eszkozt ad az elemzé kezébe a célnak (a modell keretein
beliil) leginkabb megfelels klaszterek kialakitasahoz.

A Kklaszterezési modelliiket valoszintiségszamitéasi nézépontbol irjék fel, ahol az elemek
adott véges X = {z,}Y_| halmazat D-dimenzi6s vektorok reprezentaljak, és az elemek
valamilyen, azokat generalo eloszlasokbol szarmaznak (generative models). A modelleket
két tényez6 hararozza meg: 1) N darab z, latens valtozo, amelyek azt mutatjak, hogy az
egyes elemeket melyik csoportba soroljuk, valamint 2) K eloszlas, amelyek a klaszterallo-
kéciora feltételesen generaljak a megfigyeléseket. A klaszterallokacidkat a 0, paraméterek
adjak meg.

A modellcsalad egy tipikus példaja McLachlan és Peel (2000)) véges kevert modellje,

ahol a minta egyiittes eloszlasat

N K
(X, Z]0) = HH V(2 |0p)] ="

irja le, ahol I az identitasfiiggvény, melynek értéke 1, ha a szogletes zarojelek kozott 1éves
kifejezés logikai értéke igaz, ellenkezs esetben pedig 0.

A gyakorlat szempontjabol fontos részlet, hogy ebben az esetben a paraméterek becslé-
sénél minden egyes mintat fiiggetleniil lehet tekinteni, mivel p(Z|X, 6) = Hivzl p(zn|Tn, 0),
és igy a probléma hatékonyan megoldhato.

Jitta és Klami (2018)) az altaluk javasolt kevert-alapu klaszterezésben, a klasztermére-
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tek direkt befolyéasolasat is lehet6vé teszi. A fiiggetlen, azonos eloszlasu (i.i.d.) mintakat

fiiggetlen, azonos eloszlasu klaszterekre cserélik fel:

p(X, Z]0) = H p(sk) Hp(a:nlek)'[ZHZkl , (6.12)
k=1 n=1

ahol sy, jeloli a k-adik klaszterben 1év6 mintaelemek szamat. Ezzel a felirassal, egy megfele-
16 p(s) eloszlas megadésa révén, meghatarozhatunk egy elzetes preferenciat a klasztermé-
retekre. Ugyanakkor ezzel egyiitt el is veszitjiik azt az elényt, hogy a klaszterallokaciokat
minden mintara egymaéstol fiiggetlentil hatarozhassuk meg.

A (6.12)-es formula altal lefrt egyiittes eloszlas maximalizalasara egy alternalo algo-
ritmust hasznalhatunk. Egy kezdeti 6, valasztas mellett az aldbbi két 1épést valtogatjuk:
1. p(Z|X,0) alapjan megbecsiiljiik az 0j Z allokaciot egyiittesen minden mintéra.

2. Uj 60, paramétereket becsliink p(6;|X}) alapjan minden k = 1,..., K klaszterre,
ahol X, azon elemek halmaza, amelyekre z, = k.

A tanulmanyukban [Jitta és Klami (2018) a mazimum a posteriori megoldast keresik,

amely esetén igy az elss 1épés egy egyszerii korlatozott optimalizalasi feladatnak felel meg.

A masodik lépés a valasztott likelihoodtol fiigg, és a hagyoményos kevert modellezéssel

(mixture modeling) azonos.

Az elsé 1épés

Az els6 1épésben a hozzarendelést az aldbbi egyiittes log-likelihood maximalizalasaval

hatarozzék meg;:
log p(Z|X,0) = log p(X|0, Z) + log p(Z)
= Z log p(z;|0.,) + Z log p(s;), (6.13)
i J
amelyet minden z,-re egyszerre kell megoldani, mivel s; jeloli a j-edik klaszterhez rendelt
elemek szamaét.
Jelolje
Cyj = log p(x;]0;)

az i-edik adatpont log-likelihoodjat a j-edik klaszterre, vagyis annak a log-valészintiségét,

hogy az i-edik adatpont a j-edik csoportba tartozik. Legyen tovabba & = {Si,...,Sa}

a p(s) valoszintiség tartoja, ahol A jeloli a lehetséges, kiilonboz6 klaszterméretek szamat,
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valamint S adja a legkisebb, nem nulla valoszintiségt, lehetséges klaszterméretet, mig S,

a legnagyobb, nem nulla valoszintiség klaszterméretet. Ekkor jelolje
d, =logp(s = S,)

az S, lehetséges klaszterméret log-priorjat.

A sziikséges inputok barmely olyan modszerhez, amely alkalmas a (6.13)-es képlet
maximalizalasara, osszegy(jthetSek egy C' = [C};] matrixban és egy d = [dy|a=1,.. .4 Vek-

torban.

Jitta és Klami (2018) két gyakorlati modszert javasol, amelyek korlatozott optimaliza-
last felhasznélva, a log-likelihood maximalizélaséval oldjék meg a hozzarendelési feladatot.
Az els6 egy bindris egészértéki programozasi feladatként (binary integer program) tekint
a problémara, mig a masodik egy kevert egészértékid programozdsi feladatként (MILP). A

[7l Fejezetben bemutatott elemzés soran az elsét alkalmazzuk, igy itt ezt részletezziik.

Az egyiittes hozzarendelési feladat tetszéleges elGzetes eloszléasokra megoldhato, ha
azt binris egészértékii programozési feladatként frjuk fel. Ezt egy 1T € [0, 1]¥*% matrix
és egy B € [0,1]%*4 matrix parametrizalja. II;; = 1 jeloli, hogy az i-edik mintaelemet
a j-edik klaszterhez rendeljiik, és B;, = 1 felel meg annak, hogy a j-edik klaszternek
pontosan S, eleme van. Vegyiik észre, hogy a II és B matrixok minden egyes soraban

pontosan egy nem nulla elem lehet (special ordered set of type 1 - SOS1 tipust matrixok).

A binéris egészértéki programozasi feladat a kovetkezSképpen irhato fel:

N K K A
maXZ Z Cij X Hij + Z Z Bj,(z X da (614)

i=1 j=1 j=1 a=1

K

s.t. Z Hij =1 VZ,
j=1
A

> Biu=1 Yj
a=1

N A
ZHU = Z Bj,a X Sa VJ,
i=1

a=1
ahol az x miivelet elemenkénti szorzast jelol. Ebben (N 4+ A)K binaris valtozo szerepel,

és N + 2K feltételt hasznalunk, amelyek koziill N + K SOS1 tipust.
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A masodik 1épés

Ha minden klaszter azonos méretii kell, hogy legyen, akkor S = {S;} egyelemii halmaz,
és d, = logp(s = S1) = 0, igy a fenti (6.14))-es binaris egészértéki programozasi feladat
az alabbi szerint egyszerisodik:

N K

i=1 j=1

K
s.t. Z Hij =1 VZ,
j=1

N
Y Iy =k Vi
=1

A masodik lépésben mazimum a posteriori (MAP) becslést alkalmazunk. Legyen adva
egy 0 meghecsiilendd paraméter és egy D = {:1:(1), oo )} adathalmaz. Legyen tovabba
p(0]D) a posterior eloszlas. Ekkor a MAP becslés azt a 0 paramétert valasztja, amelyik a

legvaldszintibb a posterior eloszlas mellett, vagyis amelyik maximalizalja azt:

OMAP = arg max p(6]D)
o

= argmax p(6, D)
9

= arg max p(0)p(D|0)
0

= arg max [log p() + log p(D|0)] .
0

Ha az adatok eloszlasédra normaélis eloszlast feltételeziink ismeretlen p varhato érték-
kel és ismert o szorassal, és a prior eloszlasra a konjugalt prior eloszlast, vagyis szintén
normélis eloszlast feltételeziink, akkor a posterior eloszlas szintén normalis lesz. A MAP

paraméterbecslés eredménye ekkor

1, N1V ()
~MAP _ (g2 Hpri TN 2im?

, (6.16)

1 N
(a-pri)Z + F

ahol pP" és oP™ a prior normaélis eloszlas varhato érték és szoras paramétereit jelolik.

Finomhangolas

A hagyomanyos, valészintiségszamitason alapuléd klaszterezési modellek a klaszterek szé-
manak megadéasat és mellette esetleg azok relativ sulyanak specifikilasat kovetelik meg.

Jitta és Klami| (2018) felirasaban ezeket két 0j lehetdség valtja fel, amelyekkel a klaszterek
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mérete és szama befolyédsolhato.

A nagyobb jelentGséggel biro rész a likelihood és a prior eloszlas relativ szerepe. Ha a
méretpreferencidkat egy kozel lapos prior adja, akkor a célfiiggvényben a likelihood rész
a meghatarozo, és a prior egyetlen hatasa azon megoldasok kizarasa, amelyekhez a p(s)
prior nulla valoszintiséget rendel. A mésik extrém eset az, amikor a prior dominéal a cél-
fiiggvényben, és csak olyan megoldasok johetnek szoba, amelyek pontosan a kivant méreti
klasztereket adjak. |Jitta és Klami (2018) a gyakorlatban a prior névekvg stlyozasaval ja-
vasolja az algoritmus futtatasat egészen addig, amig a klaszterek empirikus hisztogramja
kell6képpen megfelel a prior eloszlasnak.

A masik lehetGség p(s = 0) megadésa, vagyis az tires klaszterek valészintiségének
meghatarozasa, amely a klaszterek K szaménak megvalasztésaval egyiitt befolyasolja az
adatok modellezéséhez hasznalt klaszterek tényleges szamat. Egy gyakorlatban hasznal-
hato stratégia, hogy el6szor megbecsiiljiik a klaszterek varhatoé szamat a prior eloszlas
alatt, amely K = ﬁ, ahol E,)[] jeloli a p(s) eloszlas és s > 0 esetén a varhato
értéket. FEzutan ugy futtatjuk a modellt, hogy a K értékét kicsivel magasabbra allit-
juk, mint K, példaul K = 1.5K-1a, és hagyjuk, hogy a modell automatikusan kihagyja
azokat a klasztereket, amelyek nem sziikségesek az adatok modellezéséhez. A klaszterek

kihagyasanak mértékét a p(s = 0) paraméter szabéalyozza.

Kisérletek

Az algoritmus inicializaldsahoz valamilyen elfogadhato 0 klaszterparaméterek megada-
sa sziikséges, miel6tt még legelGszor elvégeznénk a hozzarendeléseket. A konvergencia
meggyorsitasa érdekében érdemes a kezdd klasztereket egyenletesen eloszlatni az adatok
altal meghatarozott térben. |Jitta és Klami (2018) a k-kozép++ algoritmus altal hasznalt
inicializalasi stratégiat valasztottak, igy a késébbi elemzés soran mi is ezt alkalmazzuk.
A szerzdk altal alkalmazott modell Gauss klasztereket hasznal ¥; = o1 izotropikus
kovarianciaval és azonos prior eloszlasokat feltételeznek a klaszterkozéppontokra. A klasz-
termodellek javasolt csaladjan beliil ez a modell 4l a legkdzelebb a k-kdzép klaszterezéshez,
és 1gy o2 kontrollalja a klaszterméretekre adott prior informaciok figyelembevételét. Ezt

kénnyedén lathatjuk, hogyha a

1
log p(X|Z, ) +logp(Z) = —5— D i = |+ logp(s))
n J
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célfiiggvény 202-szeresét vessziik, és igy az ezzel ekvivalens

=Dl = g, | 207 Y log p(sy)
n J

célfiiggvényhez érkeziink.

Jitta és Klami (2018) modszerének implementéciojat a . Algoritmus szerinti psze-
udokdd irja le. Mivel a 0,7 = 1,..., K paraméterek a normalis eloszlas varhato érték

paramétereinek felelnek meg, ezért a leirasban p; és = {1, . ..

0 valtozok helyett.

Jitta-Klami (JK) Algoritmus (Jitta és Klami, [2018)

(1)

(3)

Meghatdrozzuk véletlenszerien a kezdd p; klaszterparamétereket.
step <~ 0
{1;}j=1...k < kezdd klaszterekkézéppontok a k-kézép++ algoritmus
inicializalasa szerint
Uj Z allokdcick becslése egyiittesen a minta egészére p(Z|X, n) alapjdn.
IT < a (6.15))-es binaris egészértéki programozasi feladat megoldasaval
Z=Az1,...,an} < I x[1,...,K|" |4 klaszterhozzarendelések]
if (step < max_step and Z megvaltozott)
goto Step (3)
else
stop
end if
Uj j1; paraméterek becslése minden klaszterre p(p;|X;) alapjan, ahol X

azon elemek halmaza, amelyekre z, = j.
pMAP < (6.16) alapjan, ahol pMAY = {aMAP  pMAPY 4 Kklaszteren-
ként ujrabecsiilt paraméterek halmaza

goto Step (2)

6.9. Algoritmus. Jitta-Klami (JK) Algoritmus (Jitta és Klami, 2018)
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6.3. Osszefoglalé tablazat

A fejezet soran bemutatott algoritmusokat harom csoportba soroljuk, és a modszereket a

[6.10] Tablazatban Gsszegezziik. A konstruktiv modszerek egy nem megengedett megoldas-

bol indulnak ki, és a klaszterek ‘felépitése’ a tavolsagok alapjan csoportok Gsszevonaséaval

(cluster) vagy elemek athelyezésével (eql-6) torténik. A kozéppontok szamitasat és hoz-

zarendelését alternalo eljaréasok kozé azon modszereket soroljuk, amelyek lényegi részét ez

a két lépés képezi. A lokalis keresést alkalmazé heurisztikdk megengedett megoldésokbol

indulnak ki, és alapvetGen az elemeken keresztiil iteralva, lokélis keresés révén probalnak

javitani a célfiiggvény értékén.

Konstruktiv moédszerek

cluster

Osszevono hierarchikus klaszterezés alkalmas vagassal, amely tévol-
sagmértékként négyzetes euklideszi tavolsagokat, 6sszevono eljarés-

ként pedig Ward modszert alkalmaz

eql-6

Heurisztikus eljarasok, amelyek az elemek és a klaszterkozéppontok
tavolsagai alapjan, lépésenként egy elem &athelyezésével egyenlitik

ki a csoportokat

Kozéppontok szamitasat és hozzarendelést alternélod eljarasok

kmeans

A k-kozép-++ modszer, amely a klaszterkozéppontok szamitésat és
a pontoknak a hozzajuk legkozelebb 1év6 klaszterhez torténd hoz-

zarendelését alternélja

eqFCM

A fuzzy c-kozép egyenls klaszterméretekkel modszer, amely proto-

tipusok és hozzatartozasi mértékek szamitasat alternélja

eqFCMv2

Az eqFCM modszer futésa utan elvégezziik a csoportok kiegyenlitését
ugy, hogy a hozzatartozasi mértékek szerint csokkend sorrendben

haladva rendeljiik hozza az elemeket klaszterekhez

MalinenFranti

A kmeans eljarason alapul6 alternalé modszer, ahol az elemek hoz-

zarendelése a klaszterekhez a Magyar modszer segitségével torténik
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JittaKlami Valoszintiségszamitason alapulé modszer, amely az elemek alloka-

civinak és a klaszterek paramétereinek becsléseit alternalja

Lokalis keresést alkalmazo heurisztikak

LCW Az eljaras parok cseréjével probal meg javitani a célfiiggvényértéken

LCWv2-4 A modszerek parok és harmas cserék segitségével probéalnak javitani

a célfiiggvényértéken kiillonbozé konstrukeiok szerint

TLCW Az LCW modszer moho konstrukcioval és tabu memoriaval, ahol egy
lokalis megoldas megtalaladsa utan végrehajtjuk a legjobb nem javito

cserét, és ujrainditjuk a keresést

S0 A TLCW modszer stratégiai ingazéassal 6tvozve, amely a keresés soran

nem megengedett megoldasokat is érint

Costaetal A LIMA-VNS modszer alkalmazésa, amely névekvs szomszédsé-
gokbol egy pontot véletlen cserék utjan kivalasztva inditja Gjra az

LCW eljarast

6.10. Tablazat. Az elemzésben szerepls heurisztikus modszerek Osszefoglald tablazata.
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7. fejezet

Elemzés

A kovetkezGekben bemutatjuk a [6] Fejezetben téargyalt algoritmusok elemzését. Az el-
szerepeltetjiik, ha az atiras magatol értetsds. Igy példaul az LCW algoritmus esetében
tekintiink LCWmin és LCWmax algoritmusokat is rendre a minimalizaléasi, valamint a maxi-
malizalasi problémékra. Hasonléan a hérmas cseréket megvaldsito eljarasokra, tovabba
a TLCW, az SO és Costaetal algoritmusokra is. A MalinenFranti algoritmus atirdsat is
megkiséreltiik, de az el6zetes futtatasok soran nem adott jo eredményeket, igy végiil nem
szerepeltetjik az elemzésben. Tovabba amely heurisztikaban eredetileg egyszert tavolsa-

gok jelentek meg, ott az elemzéshez tavolsagnégyzeteket alkalmazunk.

A fejezet soran a célunk, hogy betekintést nyerjiink a megfogalmazott m-szobatars
probléma tulajdonsigaiba és a gyakorlati megoldhatosagaba. Amellett, hogy vizsgéljuk,
hogy mely modszerek teljesitenek a legjobban, kiilon figyelemmel kisérjiik a hdrmas cse-
réket is alkalmazo modszereket. Ezek esetében azt is megnézziik, hogy més heurisztikak
eredményeit, mint kezdémegoldast alkalmazva, tudunk-e javitani az eredeti célfiiggvény-

értéken.

Megjegyezziik, hogy a kisérletekhez a hallgatoi mintédk generalasanal altalanosan a
tulajdonsadgok szama 3, és minden tulajdonsag a [0, 10] intervallumbol vehet fel egész
értéket. Az elemzés elvégzéséhez sziikséges programokat MATLAB-ban implementéltuk,
az algoritmusok futtatasat pedig egy Intel Core i5-8600K 3.60GHz processzorral és 16,0
GB RAM-mal rendelkezd szamitogépen hajtottuk végre.
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7.1. A kiegyenlit6 eljarasok vizsgalata

A[6.1.4] Fejezetben bemutatott kiegyenlité modszerek dsszehasonlitasa Monte-Carlo (MC)
szimulacioval torténik. Az Osszehasonlitast minden esetben valamelyik rogzitett alap
klaszterezs eljaras mellett tessziik meg, amely az 0sszevono hierarchikus klaszterezés alkal-
mas vagassal (cluster), a k-kozép-++ (kmeans), vagy a fuzzy c-kozép (eqFCM) heurisztikak

valamelyike.

Egy szcenarié esetén véletleniil generalt hallgatokat tekintiink, alkalmazzuk az alap
klaszterezd eljarast, majd az igy kapott csoportositasra futtatjuk valamennyi kiegyenlit
modszert (eql-eq6), amelyekrdl meghatarozzuk, hogy egyméshoz képest mennyire telje-
sitettek jol. Ezutan a modszerek Osszehasonlitasa kiilonb6zd mutatok mentén torténik.
Egy MC szimulacié sordan 10000 mintat generdlunk, igy a mutatok az egyes szcenariok
aggregalt eredményeit tiikkrozik. A mutatok stabilitasdnak vizsgalatahoz ezt a folyama-
tot 100-szor megismételjiik, és meghatarozzuk a 100 futas alapjan a mutatok kiilonb6zé
statisztikait is: a mediant, a minimum és maximum értékeket, valamint a 25%-os, illetve

75%-o0s percentiliseket.

Ahhoz, hogy egy szcenari6 esetén meghatarozzuk, hogy az egyes kiegyenlits eljarasok
relative mennyivel teljesitenek jobban vetélytarsaiknal, a kovetkezd értékelést alkalmaz-
zuk. Legyen c¢y,c,...,cs rendre az eql, eq2, ..., eq6 kiegyenlit§ eljaras altal kapott
koltség, és jelolje

Cter; = max{cy, ..., e —min{cy, ..., ¢}
a koltségek terjedelmét. Ekkor a
cj—c¢;

*, ha c¢ierj >0,

Cterj

D _1<j<6

bi = el
0, egyébként

relativ pontszam mutatja, hogy az i-edik kiegyenlité eljaras relative mennyivel teljesit
jobban a tobbinél. A terjedelemmel val6 skaldzasra azért van sziikség, mert a generalt
hallgatoktol fiiggden a minimum és maximum koltségek kozotti tavolsag elég valtozékony
lehet. A skaldzas révén a legjobban és legrosszabbul teljesité modszerek skalazott kolt-
ségei kozotti tavolsag mindig 1, a tobbi eljaras skalazott koltségkiilonbségei pedig ezzel

aranyosan adodnak.
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Az algoritmusok értékelésre a kovetkezd mutatokat vezetjiik be:

p0 : Azt mutatja, hogy az algoritmus hanyszor adta vissza a legjobb eredményt

(dontetlenek is szamitanak), osztva az ismétlések szamaval.

pl : 6-t6l 1-ig pontozzuk az eljarasokat, és ezek atlagat vessziik algoritmusonként. A
legjobb eljaras 6 pontot kap, a legrosszabb pedig egyet. Dontetlenek esetén az algoritmu-
sok egységesen a helyezésekért jaré pontok atlagat kapjak. Igy ha a két legjobban teljesits
algoritmus ugyanolyan jol szerepelt, akkor mindketts 5,5 pontot kap. Ha az élen harmas
dontetlen alakult ki, akkor mindharom eljaras 5 pontot kap. A pontszamok egy lehetséges

alakulasa rendre az eql, ..., eq6 modszerekre: (legjobb) [5,5;5,5; 4;2;2; 2] (legrosszabb).

p2 : Atlagosan mennyire teljesit jol az algoritmus a tébbi modszerhez képest, vagyis

a p; relativ pontszamok atlaga.
T : Atlagos futasidsk.

Az algoritmusok Osszehasonlitasahoz hasznalt abrédkon a 100 futtatas eredményébdl
szamitott statisztikak megjelenitésére gyertyaszerd abrakat alkalmazunk. Ezek a[7.1] ab-
ran jelolt modon mutatjék a maximum (fels§ vizszintes kék vonal), a 75%-os percentilis
(a kozépso széles teriilet felss éle), a median (a kozépsd vizszintes sarga vonal), a 25%-os
percentilis (a kozépsd széles teriilet also éle) és a minimum (az alsé vizszintes kék vonal)

értekeét.

e ——— AT

J 75%t-0s percentilis
|

m mediin
L 25%-05 percentilis

7 — minimum

7.1. abra. A kiegyenlit§ eljarasok statisztikai mutatoinak megjelenitésére hasznélt gyer-
tyaszertd abrak magyaréazata.

A kiegyenlits eljarasok eredményeit k = 3 és m = 3 esetére a[7.2], [7.3] és[7.4] abrak
mutatjak be. A kovetkezs bekezésekben ezeket értékeljiik ki. Ehhez hasonloan mutatjak

be az eredményeket k = 5 és m = 3 esetében a [Melléklet] [A.2] fejezetének [A.2], [A3]
és abrai. Az ezekhez kapcsolodo értékeléseket a vonatkozo részeknél labjegyzetben

adjuk meg.
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A kiegyenlitd eljarasok mutatbinak eredményei
Osszevono hierarchikus klaszterezés, k=3, m=3

A p0 mutatd ertekei +10% AT mutatd ertékei
I XL T
1.8
0.78 T T I
0.76
2 % ' T T
‘w ‘w =
0.74
% 1.4 -
=S
0.72 % %
12 T
eql eq2 eq3 egqgd eq5s eqb eql eq2 eq3 egd eqs eqb
Kiegyenlitd modszer Kiegyenlitd modszer
A p1 mutato ertekei A p2 mutato ertekei
3.65 I
16 I I 0.2 % %
3.55 % 0.1 T
o 38 @ 0
3.45 % 01 %
3.4 % g %
: T

eql

eq2 eqd eqd eqd eqb
Kiegyenlitd modszer

eql eg2 eqd eqd eqd eqb
Kiegyenlitd modszer

7.2. dbra. A kiegyenlits eljarasok (eql-eq6) mutatoinak eredményei. Osszevono hierar-
chikus klaszterezés, k = 3, m = 3.

A k = 3 és m = 3 paraméterekre a futésidé (T mutatd) szempontjabol minden esetben
az eq3 heurisztika teljesitett a legjobban. Ezt az eqb kdveti nem sokkal lemaradva, majd
az eql és az eq4d kovetkezik. A legrosszabb futasidéket minden esetben az eq2 és az eq6
modszerek produkaltak. A gyertyak magassidga alapjan a sorrend stabil.

Aszerint, hogy melyik algoritmus az esetek hany szazalékdban adta a legjobb ered-
ményt (p0 mutat6), valamennyi esetben az eq3 és eq4d modszerek teljesitettek a legjob-
ban, és ezeket koveti nagyobb lemaradassal az eq6 eljérés.ﬂ Megjegyezziik, hogy az eqFCM

eljardsra a gyertyak kozotti atfedések miatt a sorrend esetenként eltérs lehet.

A pl, illetve p2 mutatok rendkiviil nagy hasonlésédgot mutatnak a p0 mutatoval, igy

ezek szerint is egyértelmi az értékelés. Minden esetben az eq3 és eq4d algoritmusok telje-

lk =5 és m = 3 esetén az eqFCM eljarasra sokkal nagyobbak az atfedések, de altalanosan tovabbra is
az eq4 ejaras ttinik a legjobbnak, amelyet az eq3 modszer kovet.
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sitenek a legj obbanEl

A kiegyenlité eljarasok mutatbinak eredményei
k-kbzép++ klaszierezés, k=3, m=3

A p0 mutatd ertékei «10% AT mutatd értékei
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7.3. abra. A kiegyenlits eljarasok (eql-eq6) mutatoinak eredményei. k-kozép++ klaszte-
rezés, k = 3, m = 3.

Az elemzést d = 10 dimenziora is elvégeztiik, ahol tobbnyire hasonlé eredményeket
kaptunk. Az eq3 és eqg4 eldnye sokkal jelentGsebb a tobbi eljarashoz képest, az eqé
futasideje pedig ugy tiinik, hogy javult, bar altalanossagban tovabbra sem el6zte le az
eqb eljarast.

Az elemzés eredményeképpen Osszességében az eqd modszert értékeljiik a legjobbnak,
amely futéasidejét tekintve kdzepesen, a tobbi mutatd szerint viszont altalanossagban na-
gyon jol teljesitett. Emellett a tovabbi kisérletek soran rendkiviil kedvezd futésideje miatt

az eq3 modszert is szerepeltetjiik.

2k = 5 és m = 3 esetén a pl és p2 mutatok alapjan a cluster és kmeans modszerekre az eq3
egyértelmtien lemarad az eq4 kiegyenlits eljarastol. A kmeans modszerre az eq3 kissé elmarad mar az
eqb teljesitményétdl is. Az eqFCM heurisztika esetében a pl és p2 mutatd szerint is a p0-t6l eltérd sorrend
rajzolodik ki. A pl mutato szerint tovabbra is az eq4 modszer teljesit a legjobban, a p2 mutaté esetében
ugyanakkor latszolag az eq2 modszer veszi 4t a vezet§ szerepet, habar az eredményekben rendkiviil nagyok
az atfedések.
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A kiegyenlitd eljarasok mutatbinak eredményei
Fuzzy c-kzép klaszterezés, k=3, m=3

A p0 mutatd ertekei +10% AT mutatd értékei
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7.4. abra. A kiegyenlit§ eljarasok (eql-eq6) mutatoinak eredményei. Fuzzy c-kézép klasz-
terezés, k = 3,m = 3.

7.2. Kisérletek valés adatokon

A heurisztikus eljarasok osszehasonlitasdnak elsd lépéseként az irodalomban is hasznalt

‘Iris’ és ‘Seeds’ adathalmazokat tekintjik (lasd Malinen és Fréanti (2014); [Costa és szer-|

z6tarsal (2017)); [Rujeerapaiboon és szerzétarsai| (2019)). Ezek olyan valés adathalmazok,

amelyek egyenls elemszamu klasztereket tartalmaznak. A megjelolt forrdsokban ezeket a
minimalizélasi problémak esetén alkalmazték, és ismert rajuk a minimalis célfiiggvényér-
ték. Ebbdl kifolyolag a fejezet soran mi is a minimumkeress algoritmusok Osszehasonlité-
saval foglalkozunk.

Az elemzéshez az algoritmusokat futtatjuk az adatokon, mérjiik a futasidejiiket, majd
kiszamitjuk a megtalalt megoldasok célfiiggvényértékét. Az eredményeket az Ossztavolsa-

gok és célfiiggvényértékek terében a [7.5] és[7.6] abrak mutatjak be, valamint ezeket az
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algoritmusok feliratain is feltiintetjiik.

Az eredmények feliratai elssorban a megtaléalt célfiiggvényérték és masodsorban a fu-
tasidg szerint vannak sorbarendezve. Lathato, hogy a heurisztikdk tobbsége ugyanazt a
minimumértéket taldlja meg, amely egyben az irodalom alapjan a tényleges minimum-
nak gondolt értékﬂ A minimumértéket megtalalo eljarasok kozott a futasidékben elég
nagy eltérések mutatkoznak, amely egyértelmien az algoritmusok konstrukciojabol ado-
dik. Amelyik moédszer komplexebb médon probal meg javitani a célfiiggvényértéken,
annak a futédsideje 6hatatlanul nagyobb lesz. Ezzel egyiitt viszont altalanos esetben var-

hatoan jobban teljesitenek a megadott megoldés tekintetében, mint az egyszertibb téarsaik.

A hagyomanyos klaszterelemzéshez kapcsolodd modszerek, habar futésidé szempont-
jabol jol teljesitenek, altalanosan rosszabb - egyik esetben tobb, mint 4-szer rosszabb -
célfiiggvényértékeket talalnak meg. Az alacsony futésidé kedvezd lehet az adatpontok

szamanak novekedésével, ugyanakkor a gyenge teljesitmény nem til biztato.

Ahhoz, hogy jobban szemiigyre tudjuk venni a heurisztikdkat, szimulalt adatokon to-

vabbi, atfogo elemzésnek vetjiik ala Gket.

A minimumkeresé algoritmusok futasainak eredményei

Iris adathalmaz, k=3, m=50

4
10
187

16362.16 - 0.0084 - kmeans_eq4
7578.82 - 0.0130 - eqgd
4941.24 - 0.0052 - eq3
4184.98 - 0.0022 - cluster_eq4
4184.98 - 0.0020 - cluster_eq3
4123.56 - 0.0030 - kmeans_eq3
4068.36 - 14.9456 - Costaetalmin
4068.36 - 1.9354 - S0min
4068.36 - 0.2080 - TLCWmin
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4068.36 - 0.0688 - LCWv3min
4068.36 - 0.0668 - LCWv4min
4068.36 - 0.0357 - LCVWv2Zmin
4068.36 - 0.0275 - JittaKlami
4068.36 - 0.0061 - eqFCMv2
4068.36 - 0.0042 - eqFCM_eqd
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27

7.5. dbra. A minimumkeresd algoritmusok futasainak eredményei az Iris adathalmaz ese-
tében. k = 3, m = 50. A feliratok magyarazata: célfiiggvényérték - futasids - algoritmus
neve.

3 A maximumkeres§ eljarasok egyszeri futtatasaval talalt maximumértékek az Iris adathalmaz esetén
34041,12, mig a Seeds adathalmaz esetén 190389,59.

122



A minimumkeresé algoritmusok futasainak eredményei
Seeds adathalmaz, k=3, m=70

—
=
S

B9635.35 - 0.0194 - eqd
68553.82 - 0.0024 - cluster_eq3
58875.87 - 0.0032 - cluster_eq4
57343.14 - 0.0074 - eq3
48103.45 - 0.0038 - kmeans_eq4d
47617.87 - 0.0103 - eqFCMv2
47617.87 - 0.0060 - eqFCM_eq4
47617.87 - 0.0054 - eqFCM_eq3
44287 .63 - 0.0034 - kmeans_eq3
42392.08 - 7.3698 - Costaetalmin
42392.08 - 5.0219 - SOmin
42392.08 - 0.5355 - TLCWmin
42392.08 - 0.4042 - MalinenFranti
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7.6. 4bra. A minimumkeresé algoritmusok futésainak eredményei a Seeds adathalmaz ese-
tében. k = 3,m = 70. A feliratok magyarazata: célfiiggvényérték - futasids - algoritmus
neve.

7.3. Kis k és kis m

Az elemzés masodik 1épéseként kis k és m értékek esetén, szimuléalt adathalmazokon hason-
litjuk Ossze a kiilonb6z6 modszereket. Ekkor az 0sszes lehetséges beosztéast végignézve re-
lative gyorsan meg tudjuk hatarozni az elérhetd legnagyobb, illetve legkisebb koltségeket,
amelyekhez képest ki tudjuk értékelni a heurisztikdkat. Az elemzésben a véletlenszertien
elgallitott adathalmazok dimenzidja d = 3, vagyis a szimulalt hallgatok 3 tulajdonsaggal
rendelkeznek. Az eljarasok kiértékeléséhez meghatarozzuk az Osszes lehetséges szobabe-

osztast, azok koltségeit, az ezek altal megadott eloszlast hisztogram formajaban, valamint

a tényleges optimumokat is. Ehhez a kovetkezd fejezetben leirt algoritmust alkalmazzuk.

7.3.1. A lehetséges szobabeosztasok

Az Osszes lehetséges szobabeosztas felirdsara szamokat rendeliink a hallgatokhoz 1-t61 n-ig.
Ezutan egy rekurziv eljaras segitségével lépésenként alakitjuk ki a szobakat. A rekurziv
algoritmus pszeudokodjanak megadasahoz az alabbi definicidokat és jeloléseket vezetjiik

be.
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7.3.1. Definici6. Jeldlje k > 1 a szobdk szamdat, m > 1 a szobdk (azonos) méretét ésn =
k-m a hallgatck szamdt. Legyen S = {1,...,n} az dsszes hallgaté halmaza. Legyen tovabbd
R C S,|R| = m egy beosztott szoba és R = {R|R C S,|R| =m} egy szoba lehetséges
beosztdsainak halmaza. Legyen megadott k és m értékek mellett az r-szobabeosztdisok (0 <

r < k) halmaza

Pr:{(Rla"-aRrasla""SlH
0<r <k 0#R €RVi; RiNR; =0 Vi ji#j;
0<I<n;l=n—r-m; s €SVis &R;Vi,j;

i 55 Vi joi £ i (U R) U (U {si}) = S}

Ez olyan részleges szobabeosztdsok halmaza, ahol azon szobdk szama, amelyekhez mdr hoz-
zarendeltiink m hallgatot, r. Ekkor Py eqy egyelemi halmaz, amelynek eleme annak felel
meg, amikor még eqy hallgatot sem osztottunk be. Py pedig a lehetséges (teljes) szobabeosz-
tasok halmaza, amelynek elemei azok a beosztdsok, ahol minden hallgatot hozzdrendeltik

valamelyik szobahoz.

7.3.2. Definicid. Jelolje k > 1 a szobdk szamdt, m a szobdk (azonos) méretét és igy
n =k -m a hallgatok szamadat. Legyen D € R™™ a hallgatok kozotti euklideszi tavolsdgok
négyzeteinek mdtriza. Legyen 0 < r < k a mdr beosztott szobdk szama, és ennek megfe-
leléen legyen P = (Ry,..., Ry, 81,...,5) € P, eqy r-beosztds. Legyen d : P, — Ry egy
beosztds-kaltségfiigguény, amely megadja eqy r-beosztds esetén a mdr beosztott szobdkban
lévd hallgatok szobdan beliili tavolsdagainak dsszegét:
dP)=>" Y Dy
m=1 i,ji€<}§m,

Legyen tovibba D = {(P,d(P))|P € P,,0 <r <k} az dsszes lehetséges beosztds-kiltség
pdr halmaza, és jelilje 2P a D részhalmazainak halmazdt. Végiil pedig legyen h : P, xRy —

2P egy olyan szoba(halmaz)-hozzdrendelés, ahol a P € P, r-beosztdsra
n(P,d(P)) ={ (P',d(P"))| (P',d(P")) € D,
P = (Rb SRR Rra RrJrla 3/17 ceey Sg—m) € Pr+17
min{sy,..., 8} € Rr+1}-
Az Osszes lehetséges szobabeosztas, azok koltségeinek, valamint a minimum- és maxi-
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mumértékek meghatarozasahoz hasznalt rekurziv eljaras pszeudokodjat a[7.1} Algoritmus

irja le.

Rekurziv eljaras a lehetséges szobabeosztasok meghatarozéasara

(1) Vidltozok inicializdldsa.
C =0 [globalis valtozo: az Osszes koltség halmaza]
Cmax = NaN,Cmin = NaN  |[globalis valtozok: C' szélsGértékei]
r=0 [beosztott szobak szama|
(2) A kroomcases(r, P, d(P)) rekurziv figguény futtatdsa.
if (r < k)
H < h(P,d(P)) [r+ l-szobabeosztésok generalasal
for (P',d(P')) in H
kroomcases(r + 1, P’, d(P"))
end for
else [koltséghalmaz és szélsGértékek frissitése]
C + CUd(P)
if (isnan(C'max)) or (Cmax < d(P))
Cmazx < d(P)
end if
if (isnan(C'min)) or (Cmin > d(P))
Cmin < d(P)
end if
end if

7.1. Algoritmus. Rekurziv eljaras a lehetséges szobabeosztésok koltségeinek és a koltségek
minimum és maximum értékeinek meghatarozasahoz

Az algoritmus lényege - ahogyan az a definiciok alapjan is sejtheté -, hogy minden
egyes lépésben kivalasztjuk a még nem csoportositott elemek koziil a legkisebbet és e mel-
lé a még nem csoportositott elemek koziil az 6sszes lehetséges moédon véalasztunk m — 1
elemet visszatevés nélkiil, ahol a sorrend nem szamit. Ha az igy kapott beosztasoknal még
maradnak nem csoportositott elemek, akkor minden egyes igy kapott részleges csoporto-

sitasra megismételjiik a rekurziv lépést. Példaul n = 9 és m = 3 esetén a konstrukci6 a
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[T.7l abra altal bemutatott fa mentén halad.

{1,2,3},{4,5,6},7,8,9
{1,2,3},4,5,6,7,8,9 {1,2,3},{4,5,7},6,8,9
{1,2,4},3,5,6,7,8,9 {1,2,3},{4,5,8},6,7,9

1,2,3,4,5,6,7,8,9 {1,2,5},3,4,6,7,8,9 :
{1,2,3},{4,8,9},5,6,7

{1,8,9},2,3,4,5,6,7

7.7. dbra. A kroomcases eljaras rekurziv 1épéseinek abrazolasa az Osszes lehetséges szo-
babeosztés megkonstrudlasara n = 9 és m = 3 esetén.

A konstrukcié egyik elénye, hogy egy egyszerd és konnyen algoritmizalhaté metodust
ad a szobabeosztasok generaldsara. Maéasik pozitivuma pedig, hogy a szobabeosztasok
koltségeinek széamitédsanal minden lépésben elegendé csak az tGjonnan beosztott szobak
koltségeit meghatarozni. Ez csokkenti a tébbszoros kalkulaciok szaméat, ami jobb futasidét

eredményez.

7.3.3. Allitas. A . Algoritmus az dsszes lehetséges szobabeosztdst megkonstrudlja, és

mindegyiket pontosan egyszer.

Bizonyitas. Konnyedén belathato, hogy a fan barmelyik ketté megkonstrualt szobabe-

osztas kiilonb6z6. Emellett a megkonstrualt szobabeosztasok szama

) e () ()5

B (n—1)! (n—m —1)! 2m—-1! (m-1)!
T m=Dn—m) (m—Dln—-2m)! " (m—Dml (m—1)
(n—1)! 1 B
(m—1)H™™ (n—m)-(n—2m)-(n—3m)-... -m
n-(n—1)! 1 _n! 1 B
(mhyr/m. —— n-(n—m)-....m  (mlr/m I n-m L
n!

 (mh)rm (n/m)l

hiszen minden rekurziv 1épés soran el6szor egyértelmien a legkisebb, még nem csoporto-

sitott elemet valasztjuk, majd a tébbi még nem beosztott elem koziil valasztunk m — 1
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tovabbit. A kapott kifejezés megegyezik a (3.1)-es fomula altal megadott Gsszes lehets-
ség szamaval, ebbdl pedig kovetkezik, hogy az algoritmus az Ssszes kiilonb6z6 beosztast

elgallitja. 0

7.3.2. Eredmények

A szobabeosztasok koltségeinek hisztogramja
k=3, m=3, 280 szobabeosztas
minimum: 158, maximum: 606

158 - 0.0003 - LCWmin

158 - 0.0005 - LCWv2min
158 - 0.0007 - TLCWmin
158 - 0.0007 - LCWv4min
158 - 0.0008 - Costaetalmin
158 - 0.0009 - LCWv3min
158 - 0.0020 - kmeans_eq3
158 - 0.0045 - SOmin

158 - 0.0052 - eqFCM_eq3
168 - 0.0053 - egFCM_eqd
158 - 0.0188 - eqFCMv2
158 - 0.0265 - Jittaklami
246 - 0.0007 - eqd

272 - 0.0009 - cluster_eq4
272 - 0.0010 - cluster_eq3
272 - 0.0019 - kmeans_eqd
314 - 0.0010 - MalinenFranti
410 - 0.0006 - eq3

606 - 0.0116 - SOmax

606 - 0.0012 - LCWv3max
606 - 0.0010 - TLCWmax
606 - 0.0009 - LCWv4max
606 - 0.0006 - Costaetalmax
806 - 0.0005 - LCWvZ2max
606 - 0.0004 - LCWmax
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7.8. dbra. A szobabeosztasok koltségeinek hisztogramja, valamint a minimum- és maxi-
mumkeresé algoritmusok futdsainak eredményei. Egy szimulélt eset, £ = 3,m = 3, 280
lehetséges szobabeosztas, a szobabeosztasok generdlasanak és az optimumok keresésének
futésideje 0,1541 mp. Ferdeség: -0,5339. A feliratok magyarazata: célfiiggvényérték -
futasidé - algoritmus neve.

A abra k = 3 és m = 3 valasztas mellett egy szimuldlt adathalmaz esetében &b-
razolja a lehetségek szobabeosztasok koltségeinek hisztogramjat. Emellett megmutatja
a beosztasok koltségének minimumat és maximumaét, valamint azt is, hogy mik az egyes
heurisztikak altal megtalalt célfiiggvényértékek és futasidsk. A feliratoknal elGszor a mini-
mumkeresé algoritmusok vannak felsorolva célfiiggvényérték és futésids szerint is novekvs
sorrendben, ezutan pedig a maximumkeress algoritmusok kévetkeznek célfiiggvényérték

szerint szintén novekvs, de futasidd szerint csokkend sorrendben. Ekképpen a legjobb
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minimumkeresd algoritmusok a lista elején, mig a legjobb maximumkeresé algoritmusok
a lista végén talalhatoak.

Megfigyelhetjiik, hogy 6 eljaras kivételével valamennyi, osszesen 19 moédszer megta-
lalja az optimumot, vagyis a megfelel6 minimum vagy maximum értéket. A futasidsk
tekintetében észrevehetjiik, hogy az egyes modszerek kozott nagysagrendbeli eltérések is
megjelennek. Az LCW (minimumkeres§ és maximumkeress) algoritmusok kittinnek az-
zal, hogy nagyon alacsony futasidé mellett is megtalaltak az optimumot, de gyakorlatilag

szamos mas eljaras is nagyon jol teljesit.

A szobabeosztasok kbltségeinek hisztogramja
k=5, m=3, 1.40e+06 szobabeosztas
minimum: 340, maximum: 1166

) x10%
340 -0.0019 - kmeans_eqd
340 - 0.0020 - Costaetalmin
18 340 - 0.0155 - SOmin
340 - 0.0263 - JittlaKlami
16k 342 - 0.0019 - TLCWmin

342 -0.0050 - eqgFCM_eqd
342-0.0055 - eqFCM_eq3
350 -0.0022 - kmeans_eq3
358 -0.0008 - cluster_eq4
358 - 0.0015 - cluster_eq3
358 -0.0043 - LCWwvZmin
358 - 0.0055 - LCWwv3min
362-0.0013 - eqd

362 - 0.0050 - LCWwvd4min

-
.
T

-
M
T

Gyakorisag

29900000000 CO0O0OC0OCCOCOCOTRTRSERSOSS

0.8 368 - 0.0005 - LCWmin
382 - 0.0205 - eqFCMv2
06 - 420 -0.0024 - MalinenFranti
430-0.0010 - eq3
1154 - 0.0007 - LCWmax
047 1156 - 0.0042 - LCWw3max
1156 - 0.0033 - LCWv2max
0z 1156 - 0.0027 - LCWwdmax
1156 - 0.0025 - TLCWmax
o DO 1166 - 0.0202 - SOmax
300 400 500 600 OO BOD 900 1000 1100 1200 1166 - 0.00589 - Costaetalmax

Ossztavolsag

7.9. abra. A szobabeosztésok koltségeinek hisztogramja, valamint a minimum- és ma-
ximumkeress algoritmusok futasainak eredményei. Egy szimulalt eset, £ = 5, m = 3,
1,40e+06 lehetséges szobabeosztas, a szobabeosztasok generalasanak és az optimumok
keresésének futasideje 62,06 mp. Ferdeség: -0,2814. A feliratok magyarazata: célfiigg-
vényérték - futasids - algoritmus neve.

A hallgatok nagyobb szaméat tekintve, k = 5 és m = 3 esetét mutatja (1,40e+06

lehetséges szobabeosztésra) a ébraEl Ekkor az optimumot megtalalé minimum- és

4Tovabbi hasonloé hisztogramok talalhatoak a Fejezetben, valamint az mellékletben. A
fejezet abraja k = 2 és m = 15 paraméterekre (7,76e+07 lehetséges szobabeosztassal) illusztalja
az eredményeket egy szimuldlt hallgatéi mintara. A mellékletben & = 3 és m = 4 értékek mellett
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maximumkeresd eljarasok szama 10 (15 nem optimélis eredmény ellenében). Emellett
észrevehetjiik még, hogy a teljesitményiik szerint rendezett algoritmusok sorrendje is kii-

16nb6z6.

A robosztusabb elemzés érdekében kiilonbo6z6 hallgatoi mintékat is szimuldlunk, és
ezek mindegyikén kiértékeljiik a heurisztikakat a tényleges optimum ellenében. A [7.10] ab-
ra ennek a nagyobb, 200 elemd mintan (az dbrakon ¢ism=200’-ként jelolve) elvégzett
elemzésnek az eredményeit mutatja be. Az alabrak feliratain megjelennek a szamitott
statisztikdk: az optimumtol valo atlagos tévolsag (az elss érték), hany esetben adta az
algoritmus a legjobb eredményt (a masodik érték zardjelben) és az atlagos futasids is (a
harmadik érték). Az atlagokat a . Tablazat is tartalmazza a szoras értékekkel egytitt,
a minimumkeres§ eljarasok esetében ugyanakkor csak a legjobban teljesité modszerek

értékei vannak feltliintetve.

A[7.10] 4branal a maximumbkeresd eljarasok kozott egyértelmien azok teljesitenek job-
ban, amelyek szofisztikidltabb javité modszert alkalmaznak a megoldas keresése soréan.
Ezek az SOmax és Costaetalmax algoritmusok. Erdemes ugyanakkor azt is megfigyel-
ni, hogy az SOmax eljaras futasideje egy nagysédgrenddel nagyobb, mint az azt kdvets
Costaetalmax modszeré. A hérmas cseréket megvalositoé algoritmusok tekintetében az

LCWv4max teljesit a legjobban.

A minimumkeresd eljarasok abrajanal szintén a szofisztikalt modszerek érték el a leg-
jobb eredményeket. Emellett azt vehetjiik észre, hogy a konstruktiv modszerek, a klasz-
terelemzéshez kapcsolodo heurisztikak, a JittaKlami, valamint a MalinenFranti algorit-
musok a legjobban teljesité modszerektdl joval lemaradva, legfeljebb az esetek 30%-aban
talaltdk meg a legjobb megoldéast. Tovabba a harmas cseréket megvalosito eljarasok ko-
zOtt az atlagos tavolsdgok szempontjabol az LCWv3min teljesit a legjobban, mig ha azt
nézziik, hogy melyik modszer hanyszor taladlta meg a legjobb megoldast, akkor bar csak
egy hajszalnyival, de az LCWv4min modszer nyer. Futasidé szempontjabol viszont a kettd

koziil egyértelmien az utobbi a gybztes.

Hogy sokkal jobb ralatasunk legyen a jol teljesitd algoritmusok miikodésére, az elemzést

(5775 lehetséges szobabeosztassal) a abra, k = 4 és m = 3 paraméterek esetén (12 6 és 15400
lehetséges szobabeosztas) a abra, mig k = 6, m = 3 értékek esetén (18 hallgato, 1,91e+08 lehetséges
szobabeosztés) a 4dbra mutatja be az eredményeket egy-egy szimulalt hallgat6éi mintara.
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A maximumkeresé algoritmusok futasainak eredményei
k=5, m=3, ism=200

6.96 (78)- 0.0004 - LCWmax
5.64 (85)-0.0010 - LCWvZmax
5.31 (90)-0.0017 - LCWv3max
4.91 (97) - 0.0015 - LCWvdmax
3.67 (109) - 0.0014 - TLCWmax
0.53 (180) - 0.0023 - Costaetalmax
0.20 (191) - 0.0143 - SOmax

®@00C0O0CO®

Tavolsag az optimumtol

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
Futasidd (mp)

A minimumkeresé algoritmusok futasainak eredményei
k=5, m=3, ism=200

22101 (2)-0.0007 - eq3
96.31 (29)-0.0010 - eqgd
7521 (31)-0.0028 - kmeans_eq3
7280 (29)-0.0270 - JittaKlami
68.24 (44)-0.0021 - kmeans_eqd
67.48 (30) - 0.0016 - MalinenFranti
57.04 (54)-0.0055 - eqgFCM_eq4
54.99 (54)-0.0059 - eqgFCM_eq3
52.78 (54)-0.0155 - eqgFCMv2
50.50 (B0)-0.0013 - cluster_eq3
46.77 (B0) - 0.0009 - cluster_eq4
21.89(106) - 0.0004 - LCWmin
15.54 (112) - 0.0014 - TLCWmin
7.95(141) - 0.0020 - LCWvZmin
5.06 (162) - 0.0028 - LCWv4min
4.62(161) - 0.0034 - LCWw3min
4.47 (164) - 0.0126 - SOmin
0.63 (190) - 0.0028 - Costaetalmin

Tavolsag az optimumtol

@9 000 CO0CO0OCOCODODPERS

‘ ® ) . .
1] 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
Futasidd (mp)

7.10. dbra. A maximum- és minimumkeres6 algoritmusok futésainak eredményei. k& =
5,m = 3, 200 szimulalt eset. A feliratok magyarazata: a célfiiggvényérték atlagos tavol-
sdga az optimumtol (azon esetek szama, amikor a célfiiggvényérték megegyezik az opti-
mummal) - atlagos futasidé (mp) - algoritmus neve.

130



Téavolsagok | Futasidék 7" legj(?bb
eredmény
LCWmax 6,96 0,0004 78
(9,08) (0,0001)
LCWv2max 5,64 0,0010 85
(7,71) (0,0002)
LCWv3max 5,31 0,0017 90
(7,65) (0,0004)
LCWv4max 491 0,0015 97
(7,52) (0,0003)
TLCWmax 3,76 0,0014 109
(5,73) (0,0002)
Costaetalmax 0,53 0,0023 180
(1,85) (0,0006)
SOmax 0,20 0,0143 191
(0,92) (0,0022)
Tavolsagok | Futasidék 7 legj(?bb
eredmény
LCWmin 21,89 0,0004 106
(32,92) (0,0001)
TLCWmin 15,54 0,0014 112
(25,38) (0,0003)
LCWv2min 7,95 0,0020 141
(16,88) (0,0006)
LCWv3min 4,62 0,0034 161
(11,85) (0,0009)
LCWv4min 5,06 0,0029 162
(13,98) (0,0005)
SOmin 4,47 0,0126 168
(13,60) (0,0035)
Costaetalmin 0,63 0,0029 190
(3,02) (0,0009)

7.2. Tablazat. A maximum- (felil) és minimumkeress (alul) algoritmusok futdsainak
eredményei: atlagos tavolsag az optiméalis megoldastol (és szorasa), atlagos futéasids (és
szorasa), valamint azon esetek szama, amikor az adott algoritmus adta a legjobb ered-
ményt. k =5,m = 3, 200 szimulalt eset.
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az elemszamok novelése mellett a [7.4] fejezetben folytatjuk. Ezt az is indokolja, hogy a
megfogalmazott m-szobatars probléma megoldhatosidgat olyan modellben is vizsgéljuk,
amely tiikrozi egy valodi kollégium féréhelyeinek szamat. Elvégre a 15 {6s kollégiumok
nem tul gyakoriak.

Az el6z6ekben targyaltak kovetkeztében a tovabbi elemzésbdl kihagyjuk a hagyoma-
nyos klaszterelemzéshez kapcsolodo eljarasokat, név szerint az eq3, az eq4 modszereket,
valamint a cluster, a kmeans és az eqFCM klaszterezs eljarasokat valamennyi kiegyenli-
t6 modszer esetén. Emellett nem szerepeltetjiik tovabb az eqFCMv2, a JittaKlami és a
MalinenFranti algoritmusokat sem. Ezen modszerek gyengébb teljesitménye azt mutat-
ja, hogy a viszgalt optimalizélasi problama megoldésara altalanosan nem teljesitenek jol
azok az eljarasok, amelyek a klaszterkozéppontok meghatarozasanak és az elemek hozza-
rendelésének iterativ valtakozasain alapszanak.

Igy a bemutatott eredmények tiikrében tulajdonképpen a lokélis keresé modszerek to-
vabbi vizsgélataval folytatjuk. Ugyanakkor a tovabbiakban a harmas cserék koziil csak
egyet vizsgalunk, amely az LCWv4 modszer. Ennek okai a koévetkezbek. Egyrészt sze-
retnénk a (legfeljebb) paros cseréket megvalosité heurisztikak altal adott megoldasokat
kezdémegoldasként hasznélni egy harmas cseréket is alkalmazd modszernél, hogy meg-
vizsgaljuk a javitas mértékét. A tul sok kombinacio elkeriilése érdekében ezt csak egy LCW
valtozattal tessziik meg. Masrészt az elemszamok novekedése miatt a futésidék drasztikus
emelkedése varhato. Az Osszfutasid6 csokkentése érdekében szintén indokolt az elemzés-
ben 1év6 eljarasok szdmanak csokkentése. A valasztas azért az LCWv4 modszerre esett,
mert ez Osszességében kicsivel jobban teljesitett, mint az LCWv2 és LCWv3 heurisztikik.

Végiil megjegyezziik, hogy az egyszerti LCW modszert megtartjuk a tovabbiakban is,

mivel nagyon kedvezé futasidék mellett elfogadhaté eredményeket produkalt.

7.3.3. A minimalizalasi és maximalizalasi feladatok aszimmetriaja

A fejezetet egy érdekes megfigyelés lefrasaval zarjuk, amelynek egyértelmi szemléltetésé-
hez a [7.11] abrat hasznaljuk fel. Az abra k = 2,m = 15 paraméterek esetén mutatja a
lehetséges szobabeosztésok koltségeinek hisztogramjat. Vegytiik észre, hogy az eloszlas bal
széle rendkiviil vékony a jobb széléhez képest. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az
eloszlas balra ferde, amelyet a kiszamitott ferdeség érték negativ mivolta is megerdsit: -

0,9044. Ez a keresé eljarasok szempontjabol a minimalizalasi és maximalizalasi problémak
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lehetséges aszimmetridjara hivja fel a figyelmet.

Az eddig bemutatott, hisztogrammal abrézolt valamennyi minta ferdesége negativ.
Emellett tobb paraméterparra (k =3,m=3;k=3,m=4,k=4,m=3; k=5m = 3)
is egyenként 200 hallgatoi mintat generdlva, és az egyes minték esetén a szobabeosztasok

koltségeit meghatarozva a ferdeségi értékek kivétel nélkiil mind negativak voltak.

A szobabeosztasok kdltségeinek hisztogramja
k=2,m= 15, 7.76e+07 szobabeosztas
minimum: 8062, maximum: 12846
o % 10°
® 8062 - 0.0004 - LCWmin
® 8062 -0.0013 - LCWv2min
2L ® 8062 - 0.0022 - LCW3min
® 8062 - 0.0024 - LCWvdmin
® 8062 - 0.0036 - TLCWmin
6L L 8062 - 0.0058 - MalinenFranti
® 8062 - 0.0092 - Costaetalmin
®@ 8062 - 0.0245 - JittaKlami
sl @ 8062 -0.0338 - SOmin
o ©  8230-0.0028 - eqFCM_eqd
o @ 8230-0.0053 - eqFCM_eq3
Sat © 8230 - 0.0182 - eqgFCMv2
© o] B262 - 0.0019 - kmeans_eq3
a O 8466 -0.0008 - eq3
b O 8466 -0.0013 - eqd
o 8574 - 0.0009 - cluster_eqd
o] B574 - 0.0010 - cluster_eq3
5t o 8574 - 0.0016 - kmeans_eqd
© 12846 - 0.0377 - SOmax
@ 12846 - 0.0079 - Costaetalmax
i @ 12846 - 0.0043 - TLCWmax
@ 12846 - 0.0021 - LCWvdmax
® 12846 - 0.0016 - LCWv3max
. . . : ® 12846 - 0.0008 - LCWv2max
Dup@ 09 1 1.4 12 13 L ] 12846 - 0.0004 - LCWmax
Ossztavolsag +10%

7.11. abra. A szobabeosztéasok koltségeinek hisztogramja, valamint a minimum- és ma-
ximumkeresS algoritmusok futésainak eredményei. Egy szimulélt eset, £ = 2,m = 15,
7,76e+07 lehetséges szobabeosztés, a szobabeosztédsok generdlasanak és az optimumok
keresésének futasideje 54 p 6 mp. Ferdeség: —0,9044. A feliratok magyarazata: célfiigg-
vényérték - futasids - algoritmus neve.

7.4. Nagyobb hallgat6i elemszamok

A lokalis kereséseket megvaldsito eljarasokat tovabbi vizsgalatoknak vetjiik ala, amelyet
a kordbbitol eltéré modszerrel tesziink meg a fejezet soran. Ennek oka elsGsorban, hogy a
nagyobb hallgatéi mintak esetén az optimumok keresésének futasideje az 6sszes lehetséges
szobabeosztas koltségét végignézve tul nagyra nd.

A k =2 és m = 15 paraméterek mellett (30 hallgato és 7,76e+07 lehetséges szobabe-
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osztas esetén, lasd a[7.11] 4brat) a minimum és maximum meghatérozasa csaknem 1 6rat
vesz igénybe. Ha a futasidét allandonak tekintjiik, akkor 200 hallgatéi minta generaldsa
és kiértékelése a tényleges optimumok ellenében tébb, mint egy hétig tartanaﬁ

Masodlagos szempont pedig, hogy a szobabeosztasok koltségeinek eloszlasat szemlélte-
t6 hisztogramot nem tudunk elGallitani, mert a szamitogép - amelyen a kisérletek futottak
- memoridja nem képes tarolni egyben a szobabeosztésok koltségeinek Vektorét.ﬂ |Z|

A kovetkezGekben n = 600 f6s hallgatoi mintédkat generalunk, amelyekre m =2, m =
5, valamint m = 60 {&s csoportokat feltételezve teszteljiik a kivalasztott algoritmusokat.
Az elsédleges célunk annak vizsgalata, hogy a harmas cseréket implementald LCWv4 eljaras
mennyiben jarul hozza a meglévs algoritmusok koréhez az optimalis megoldas keresésében.
Ehhez amellett, hogy az algoritmust 6nmagaban is futtatjuk, a TLCW, az SO és a Costaetal
algoritmusok altal adott megengedett megoldésokat kezdGértékként hasznélva, az LCWv4
modszer segitségével megkiséreljiik tovabb javitani ezen heurisztikdk eredményeit. Kzt
az abrék feliratain a nevek kombinélasaval jeldljiik, példaul SOminLCWv4 mutatja hogy az
SOmin heurisztika eredményére alkalmaztuk az LCWv4min eljarast.

Pérokra, vagyis m = 2 esetén a heurisztikdk eredményeit Osszevetjiik az optimélis
megoldassal, amelyet egy Edmonds algoritmuséara épiil§ eljarassal hatarozunk meg (az
implementacioért lasd [Saunders (2022))). Az eljarasokat egymashoz képest értékeljiik ki a
[7.4.7] fejezetben bevezetésre keriils optimalitdsi pontszdm felhasznéalasaval, amely kiilono-
sen hasznos lesz az altalanos esetben (vagyis m > 2 esetén), amikor a tényleges optimum

meghatarozasa nem megvalosithato

7.4.1. Optimalitasi pontszam

7.4.1. Definicio6. Jelolje M a hallgatoi mintdk szamdt. Jelélje tovdbbd x"*® és ™™ a he-

urisztikdk dltal megtalalt legnagyobb, illetve legkisebb célfiigguényértékeket az i-edik minta

g

esetén. Tegyiik fel, hogy T > x™" Yi. Legyen végiil :L‘?l eqy tetszdleges ‘alg’ algorit-

SAz mellékletben megtalalhato egy, a k = 6,m = 3 értékek esetén (18 hallgato, 1,91e+08 lehet-
séges szobabeosztas) szimulalt hallgatoi minta hisztogramja, amelyre az optimumok keresése ezt az id6t
is meghaladta, és tobb, mint 2 6rat vett igénybe.

6k = 5,m = 4 paraméterek esetén (20 £6, 2,5e+09 lehetséges szobabeosztas) 19,0 GB memoriara lenne
sziikség, mig k = 7,m = 3 értékekre (21 {6, 3,6e+10 lehetséges szobabeosztas) mar 269,8 GB sziikséges.

"Ha szemléltetni szeretnénk az eloszlast, akkor valaszthatjuk megoldasképpen, hogy véletlenszertien
generalunk szobabeosztasokat és kiértékeljiik azok koltségét. Ha ezt kell6képpen nagy szamban tessziik
meg, és abrazoljuk az igy kapott értékek hisztogramjat, akkor az varhatéan tiikrézi majd a szobabeosz-
tasok koltségeinek tényleges eloszlésat. Persze a hasonlosag mértéke nagyban fiigg attol, hogy mekkora
a kiilonbség a véletlen minta elemszama, és a lehetséges beosztisok tényleges szama kozott.
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mus dltal megtaldlt célfigguényérték az i-edik minta esetén. Ekkor az ‘alg’ algoritmus p™9
optimalitdsi pontszdma
M al i
1 xy? — g
alg . _— i i
p M Zzl l.;nax - xgnm
7.4.2. Allitas. Az optimalitdsi pontszdmra az aldbbi tulajdonsdgok teljesiilnek:
1. Bdrmely algoritmus esetén p™9 € [0, 1].

alg2

2. Két kiilonbozo ‘algl’ és ‘alg2’ algoritmusra p™9* < p akkor és csak akkor, ha

M 1g2 lgl
0< 1 Zx?g —LU?Q

ar max __ ,.min °
M — 1 x;

3. Tetszdleges maximumkeresd ‘alg’ algoritmusra

M
% Z <:L,§nax i l,;llg) < m?X {x?lax . xgnin} (1 _ palg) )
i=1

Hasonloan, tetszdleges minimumkeresd ‘alg’ algoritmusra

1 M
alg min max min alg
ME <$Z — )Sm@ax{:vi -, }p .
=1

Bizonyitas.
1. és 2. pont trivialis.

3. Egy ‘alg’ maximumkeresé algoritmusra a kovetkezd teljestil:

M M l
max atg
i § : pmax xalg o i § : Z; - T; (xmax . xmin) <
M % % - M pmax _ xmin ( i -
i=1 =1 1 i
1 QL gmax _ yolg .
< — 4 "' max {x?a" — a:;mn} =
3 D e — g ™
i=1
M alg i
. 1 .Y —
_ max __ ,.min o § 7 i —
- mz.a‘X {mz T } 1 M pmax _ xmin
i=1 "t i

— max {xlr'nax o xinin} (1 o palg) ]

Hasonlbéan kovetkezik az egyenlGtlenség minimumkeresé algoritmus esetében is. 0

Az optimalitasi pontszam lényege, hogy kiilonb6z6 csoportszamok (k) és szobamére-
tek (m) mellett is azonos skalan tudjuk Osszehasonlitani az eredményeket. A hallgatoi
mintankénti max-min kiilonbséggel, vagyis az (xf“ax — x?in) értékkel valo skélézé pedig

azért indokolt, mert mar azonos k és m értékek esetén is eltérs lehet a szobabeosztasok

koltségeihez tartozo eloszlas szélessége. A Allitas 1. pontja jeloli a kozos skalat.

max
(2

8Megjegyezziik, hogy a kisérletek soran x — M > (0 Vi minden k és m érték esetén teljesiilt.
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A 2. pontban megfogalmazott tulajdonsag alapjan lathato, hogy amikor az optima-
litasi pontszam alapjan fogalmazunk meg sorrendet, akkor gyakorlatilag az algoritmusok
eredményeinek atlagos skalazott kiilonbsége alapjan tessziik meg ezt. Ennek megfelelGen
azt mondjuk, hogy az a maximumkeres§ (minimumkeress) eljaras teljesit a legjobban,
amelynek pontszama a legkézelebb all 1-hez (0-hoz).

Végiil a 3. pont az optimalitasi mutato interpretaldsahoz nyujt segitséget. Ugyanis egy
tetsz6leges maximumkeress algoritmus és a megtalalt legnagyobb célfiiggvényérték kozotti
atlagos kiilonbség értekeét feliilrsl becsiilhetjiik az optimalitasi pontszam segitségével. Igy
egy egyszerd forméban lehet egy képiink az algoritmusok és az elérhetd legjobb eredmény
viszonyéarol. Tovabba ezzel 6sszhangban hivatkozunk arra, hogy egy ‘alg’ maximumkeresd
algoritmus (1 — p9) - 100%-ra van a legjobban teljesits eljarastol, és minimumkeresd

algoritmusra hasonléan.

7.4.2. Edmonds algoritmusa mint viszonyitasi alap

Pérok esetében ismert, hogy polinomialis id6ben meg tudjuk hatérozni az optimélis meg-
oldast. Emiatt ebben az esetben a heurisztikus eljarasok eredményét 6ssze tudjuk hason-
litani a tényleges optimummal. Ebbd] persze nem tudunk megbizhato kovetkeztetéseket
levonni arra vonatkozoéan, hogy a heurisztikus eljarasok hogyan teljesitenének &altaldnos
esetben, ugyanakkor bizakodasra adhat okot, ha azt latjuk, hogy relative kozel tudunk
keriilni az optimumhoz.

A abra 100 generalt hallgatéi minta esetén mutatja az eredményeket m = 2
hallgatobol allo csoportok mellett, ahol a csoportok szama k = 300. Az eljarasok kozott
szerepeltetiink egy-egy Edmonds algoritmusara épité minimum-, illetve maximumkeresé
eljarast, amelyekre rendre Edmondsmin és Edmondsmax néven hivatkozunkﬂ

A abra alapjan azt mondhatjuk, hogy relative kozel tudunk keriilni az optimum-
hoz, akdr még onmagéban az LCW eljarassal is. Emellett a szofisztikidltabb modszerek
jelent&sen tudnak javitani a célfiiggvényértéken, ugyanakkor gy tiinik, hogy még ezek-
kel sem tudjuk teljesen lefaragni az LCW megoldasa és az optimum kozotti kiilonbséget.
A heurisztikdk részletes elemezése jelen esetben nem célunk, ugyanakkor megjegyezziik,
hogy a maximumkeres§ eljardsoknal az LCWv4 modszer onmagiban is relevansnak ti-

nik, a minimumkeresé eljarasoknél ugyanakkor valamivel rosszabbul teljesitett, mint a

9Az algoritmusok MATLAB kédja nyiltan hozzaférhets, lasd Saunders| (2022).
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TLCWminLCWv4 és CostaetalminLCWv4 modszerek. Valamely masik heurisztika utan al-

kalmazva az LCWv4 a legtobb esetben jelentGsen tud javitani a célfiiggvényértéken.

A maximumkeresd algoritmusok futasainak eredményei
m=2, k=300, ism=100
1r L]
0.9995
£ 0099} ® Edmondsmax
b @ ® [CWmax
= @ O @ | CWvdmax
g 099851 o @ TLCWmax
E ® ©  TLCWmaxLCWva
;_: 0.998 | O o S0max
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A minimumkeresd algoritmusok futasainak eredményei
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7.12. abra. A maximum- és minimumkeres§ algoritmusok futasainak eredményei, Ed-
monds algoritmusat is beleértve. m = 2, k = 300, 100 szimulalt eset.
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7.4.3. Eredmények legalabb haromf&s csoportokra

A maximumkeresé algoritmusok futasainak eredményei
m=5, k=120, ism=100
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A minimumkeresé algoritmusok futasainak eredményei
m=5, k=120, ism=100
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7.13. abra. A maximum- és minimumkeres§ algoritmusok futasainak eredményei. m =
5,k =120, 100 szimulalt eset.

A abra 100 generalt hallgatoi minta esetén mutatja az eredményeket m = 5 hall-
gatobol allo csoportok mellett, ahol a csoportok szama k = 120. A maximumkeres6
eljarasok esetében els6ként azt figyelhetjiik meg, hogy az optimalitasi pontszam tekinte-

tében nagyon kicsik a kiilonbségek az egyes eljarasok atlagos eredményei kozott. Még a
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legrosszabbul teljesité LCWmax modszer is kevesebb, mint 0,03%-ra van a legjobban telje-
sit§ eljarastol.

Emellett észrevehetjiik, hogy az LCWv4max modszer énmagaban redundéns, hiszen a
TLCWmax modszer mind futésidd, mind optimalitasi pontszam tekintetében jobban teljesit.
Ugyanakkor a heurisztika alkalmazasa més szofisztikalt keresémodszerek eredményeire
tovabb javitotta azok célfiiggvényértékét. Tovabba megjegyezziik, hogy az eredmények
alapjdn a maximalizaldsi problémara a legjobb eredményeket a TLCWmax és az SOmax
algoritmusok adjak.

A minimumkeresé modszerek eredményei felé fordulva az optimalitési pontszam szem-
pontjabol az el6zéekhez hasonléan, egyméshoz kozeli eredményeket latunk. Ebben az
esetben az LCWv4min eljarasnak ugyanakkor méar énmagaban is van relevanciaja, hiszen
futasidé és optimalitasi pontszam szerint is jobban teljesit, mint a Costaetalmin vagy
az SOmin modszer. Emellett més heurisztikdk eredményeit kezdGértékként felhasznalva
jelentGsen tudott javitani azok célfiiggvényértékén.

Futasidék kiulénbségének hisztogramja
m=5, k=120, elemszam=100, p=0.00

25 T T T T T
|-Custaetalminchtstaetalmax

20

Gyakorisag
o

=
=

100 200 300 400 500 600 700
Futasidok kilonbsége (mp)

7.14. dbra. A futasidsk kiilonbségének hisztogramja a Costaetal moddszer minimum- és
maximumkeress valtozatai esetén. m = 5, k = 120, 100 szimulalt eset. HO: A kiilénbségek
atlaga nulla.

Végiil vegyiik észre, hogy a minimalizélasi probléma esetén az algoritmusok futtata-
sa jelentGsen tobb id6t igényel, mint a maximalizalasi probléma soran. Példaul vegyiik a

Costaetal algoritmus minimalizalasi és maximalizalasi verzidja esetén a futasidsk kiilonb-
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ségeit, amelyet hisztogram formajaban a[7.14] dbra mutat be. Lathato, hogy valamennyi
generalt minta esetén pozitiv a kiillonbség a minimalizalési probléma javara. Ennélfoga
egymintas t-probéaval tesztelve a HO hipotézist, miszerint a kiilonbségek atlaga 0, természe-
tesen barmilyen szignifikancia-szint mellett elvethetjiik. A jelenség fennall a tébbi eljaras

Az eljarasok eredményeit a szorasértékekkel egyiitt (zarojelben) a [7.3] Téblazatban
is kozoljik. Az algoritmusok optimalitasi pontszam és futasidé szerint vannak rendezve
ugy, hogy fentrdl lefelé haladva lathatoak a jobban teljesité modszerek. A redundans
algoritmusokat sziirke hattérrel jeloltiik. A tablazat alapjan jol lathato, hogy ezekre
létezik legalabb olyan jo optimalitasi pontszamot, ugyanakkor kevesebb idé alatt elérd,

maésik heurisztika.
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Optimalitési

pontszam Futasidé
LCWmax 0,99972 0,58

(0,00011) (0,02)
LCWv4max 0,99983 94,60

(0,00009) (20,08)
Costaetalmax 0,99986 91,72

(0,00007) (25,87)
CostaetalmaxL.CWv4 0,99989 224,37
(0,00006) (46,75)

TLCWmax 0,99993 45,22
(0,00006) (0,60)
TLCWmaxLCWv4 0,99996 176,57
(0,00004) (58,48)
SOmax 0,99998 489,61
(0,00002) (79,18)
SOmaxLCWv4 0,99999 605,27

(0,00001) | (90,75)

Optimalitasi

pontszam Futasids
LCWmin 0,00513 1,05
(0,00091) (0,13)
TLCWmin 0,00400 46,54
(0,00092) (0,66)
Costaetalmin 0,00247 381,77
(0,00074) (79,86)
SOmin 0,00169 794,44
(0,00049) | (137,72)
TLCWminLCWv4 0,00132 286,94
(0,00075) (45,30)
LCWv4min 0,00095 317,58

(0,00063) (48,61)
CostaetalminlL.CWv4 0,00078 603,83
(0,00067) (86,85)
SOminLCWv4 0,00015 1028,23
(0,00026) | (137,40)

7.3. Tablazat. Maximum- (fent) és minimumkeresd (lent) algoritmusok eredményei, m =
5,k = 120. Sziirkével jelolve a redundans heurisztikakat.
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A maximumkeresoé algoritmusok futasainak eredményei

m=60, k=10, ism=100
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A minimumkeresé algoritmusok futasainak eredményei
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7.15. abra. A maximum- és minimumkeres§ algoritmusok futasainak eredményei. m =

60, k = 10, 100 szimulalt eset.

A [715 abra m = 60 f6bol allo csoportok és k& = 10 csoport mellett mutatja az
eredményeket 100 generalt hallgatéi mintabol szamitva. A maximumkeress eljarésok ese-
tében gyakorlatilag minden eljaras minden esetben megtaldlta ugyanazt az optimumot
- az LCWv4 eredmény le-8 nagysagrendi eltérésének hatterében valdszintileg numerikus

pontatlansag all. Ennélfogva hasonlo esetekben még az egyszertd LCWmax eljaras is ele-
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gendd lehet az optimum keresésére. Vegyiik észre, hogy az allitds nem az, hogy biztosan
megtalalja az optimumot, hanem az, hogy varhatéan hasonldéan jol teljesit, mint a szo-
fisztikaltabb algoritmusok, rdadasul alacsonyabb futasidé mellett.

A minimumkeresé heurisztikdk abraja esetében azt lathatjuk, hogy az optimalitési
pontszam mentén az értékek sokkal jobban szétteriilnek, mint a csoportok nagy szama
esetén. A legjobban és legrosszabbul teljesité modszerek optimalitési pontszama kozotti
kiilonbség kortilbeliil 1,8%. Ez azt mutatja, hogy ezen algoritmusok korébsl a legegysze-
riibb moédszert valasztva is relative kozel vagyunk a legszofisztikaltabb eljarasok teljesét-

ményéhez.

Célfliggvényértéekek kilénbségeinek hisztogramja
m=60, k=10, elemszam=100, p=0.06

18
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Ossztavolsagok kiilénbsége 104

7.16. abra. A célfiiggvényértékek kiilonbségének hisztogramja a Costaetalmin és az SOmin
modszerek esetén. m = 60, k = 10, 100 szimulélt eset. HO: A kiilonbségek atlaga nulla.

Az eredmények alapjan az SOmin és Costaetalmin moddszerek hasonléan teljesitenek.
A [7.16] abra mutatja a célfiiggvényértékek kiilonbségének hisztogramjat, és az egymin-
tas t-statisztika értékét arra a nullhipotézisre, miszerint a kiilonbségek atlaga nulla. Ez
alapjan 95%-os szignifikancia-szint mellett még nem vethetd el a nullhipotézis (p=0,06),
ugyanakkor a futasidékbeli jelentés kiilonbség miatt a Costaetalmin eljaras egyértel-
muen jobbnak ttinik. Emellett megfigyelhetjiik, hogy az LCWv4min modszer segitségével
még ennek célfiiggvényértékén is tudtunk javitani. Megjegyezziik tovabba, hogy habér az
LCWv4min jobbnak tiinik a TLCWminLCWv4 modszernél, azok eredményei elég kozel esnek

egyméashoz. Az eljarasok eredményeit a[7.4] Téablazatban is kozoljiik.
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O | Futisid
SOmaxLCWv4 1,00 139,96
(0,00) (0,55)
SOmax 1,00 132,79
(0,00) (0,55)
TLCWmaxLCWv4 1,00 21,39
(0,00) (0,11)
TLCWmax 1,00 14,52
(0,00) (0,09)
CostaetalmaxLCWv4 1,00 10,23
(0,00) (0,42)
LCWv4max 1,00 6,81
(0,00) (0,09)
Costaetalmax 1,00 3,08
(0,00) (0,41)
LCWmax 1,00 0,04
(0,00) (0,00)
OEE;T;EZE& Futéasidé
LCWmin 0,01808 0,15
(0,00961) (0,03)
TLCWmin 0,01446 14,56
(0,00675) (0,08)
TLCWminLCWv4 0,00580 43,06
(0,00514) (9,61)
LCWv4min 0,00533 33,55
(0,00466) (7,32)
SOmin 0,00297 375,47
(0,00302) | (144,71)
Costaetalmin 0,00222 129,19
(0,00190) (42,04)
SOminLCWv4 0,00227 392,16
(0,00269) | (144,78)
CostaetalminLCWv4 0,00125 147,93
(0,00175) (42,19)

7.4. Tablazat. Maximum- (fent) és minimumkeresd (lent) algoritmusok eredményei, m =
60, k = 10. Sziirkével jelolve a redundans heurisztikakat.
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8. fejezet
Gsszegzés

A disszertacio céljaként az m-szobatars probléma elemzését, elméleti és gyakorlati meg-
oldhatosaganak vizsgalatat, valamint altaldnosan az egyenletes klaszterezési problémak
attekintését fogalmaztuk meg.

A dolgozatban az egyenletes klaszterezési problémak tekintetében a2 Fejezetben tér-
gyaltuk ezek lehetséges alkalmazasainak korét.

A [3] Fejezetben bemutattuk a problémék ismert nehézségi eredményeit, majd az
egyenletes MSSC probléma &ltalanositasaként megfogalmaztuk a pMIN-mDM, valamint
a pMAX-mDM problémakat, amelyekrsl belattuk, hogy legalabb haromf&s csoportok ki-
alakitasara rendre p > 1 és p > 2 értékekre altalanos dimenzioban NP-nehezek.

A [] Fejezetben formalisan megadtuk az m-szobatars problémat, amellyel egy Pareto-
hatékony megoldasi koncepcidt hataroztunk meg. A felirds révén feléllitottuk azt az
lizalasi verzidit. A minimalizalasi feladatot a 2MIN-mDM, mig a maximalizalasi fel-
adatot a 2MAX-mDM problémaék altal adtuk meg, amelybdl egybdl kovetkezik, hogy az
m-szobatéars probléma legalabb 3-f6s szobak esetén NP-nehéz, azaz jelenlegi ismereteink
szerint nem tudjuk hatékonyan megoldani. A fejezet végén targyaltuk a megkozelités
elényeit és hatranyait a stabil szobatarsak felirdshoz képest.

Az [5] Fejezetben attekintettiik azokat az egyenletes klaszterezési problémak soran
alkalmazott algoritmusokat, amelyek valamilyen garanciat adnak az altaluk talalt megen-
gedett megoldés szuboptimalitasara. Ezek koziil az m-szobatars feladat szempontjabol a
ktp optimalizalas relevans, hiszen a minimalizalasi probléma esetét targyalja.

Az m-szobatars probléma gyakorlati megoldasanak szempontjabol az irodalomban ta-
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lalhato legfontosabb algoritmusokat a [6] Fejezetben mutattuk be. Az eljarasok koréhez

két modon jarultunk hozza:

e cgyrészt megfogalmaztunk 6 kiillonbo6z6 heurisztikus eljarast a klaszterelemzéshez
kapcsolodo eljarasok altal adott csoportok kiegyenlitésére;

e masrészt megadtuk a fuzzy c-kozép egyenls klaszterméretekkel eljaras egy el6zéektsl
eltérs kiegyenlitését, amely az eqFCMv2 heurisztikat eredményezte;

e harmadrészt megvizsgaltuk az LCW algoritmus (Weitz és Lakshminarayanan, 1996))
esetén a nagyobb mérett cserék lehetGségét, és megfogalmaztunk harom heurisztikus

eljarast, amelyek kettes és harmas cserék segitségével keresik az optimumot.

A[7] Fejezet soran végrehajtottuk az m-szobatars probléma megoldasara adott heurisz-
tikak tobb 1épésbdl allo vizsgalatat a megfogalmazott, minimum- és maximumfeladatot is
tartalmazo elemzési keretben. Egyuttal magénak az m-szobatars problémanak az elem-

zését is elvégeztiik.

A vizsgélat soran az egyik f6, és meglehetésen latvanyos eszkoziink a szobabeosztasok-
nak az az altalunk megadott konstrukcioja, amely lehet6vé tette, hogy alacsony hallgatoi

szamok mellett az 6ssztavolsdgokat hisztogramon abrazoljuk. Az algoritmus felirasahoz a

s s

Masik lényeges hozzajarulasunk pedig az optimalitasi pontszdm megadéasa, amelyet az
elemzési keret minimum- és maximumproblémét is tartalmazé sajatossaga alapjan tud-
tunk definidlni. Ennek segitségével abrazolni tudtuk az algoritmusok egymashoz képest
vett teljesitményét, és a tesztelt heurisztikdk alkalmazéasaval elérhetd maximum- és mi-
nimumértékek kiilonbségéhez képest is ki tudtuk értékelni az algoritmusokat. A fejezet

soran megfogalmazott eredményeink a kovetkezdek:

e a megfogalmazott eql-eq6 kiegyenlits eljarasok koziil az eqéd kiegyenlit§ modszer
teljesitett a legjobban, vagyis az, amelyik a legkisebb elemszamu klaszter feldl in-
dulva, és afelé csorgatja az elemeket;

e az irodalomban hagyoményosan tekintett, vald életbdl szarmazo ‘Iris’ és ‘Seeds’
adathalmazokon a legtébb minimalizalo eljaras hasonléan jol teljesit, igy nem lehet
ez alapjan kiilonbséget tenni kozottiik;

e az egyszerd konstruktiv modszerek, valamint a klaszterkozéppontok meghatéarozasat
és az elemek klaszterkozéppontokhoz valé hozzarendelését alternald eljardsok nem

teljesitenek jol a feladat megoldasa sorén;
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e a kis hallgatéi létszammal rendelkezd esetek a szobabeosztasok koltségeinek ferde

/////

altalanos aszimmetriajara utal;

e a nagy hallgatoi létszam esetén elvégzett elemzés megmutatja, hogy

parok esetén relative kozel tudunk keriilni a tényleges optimumokhoz, de az
LCW eredménye és az optimum kozotti tavolsagot a szofisztikaltabb eljarasokkal
is csak részben tudjuk ledolgozni;

az optimalizalasi problémak minimalizalasi és maximalizélasi feladat, valamint
kis- és nagyméretd csoportok esetén is mas-més karakterisztikdkkal rendelkez-
nek, amely a heurisztikus eljarasok teljesitményeiben tiikrézodik;

a minimalizalasi feladat megoldasédhoz szignifikinsan nagyobb futasidd sziiksé-
ges;

a harmas cseréket megvaldsito LCWv4 heurisztika bizonyos esetekben énmaga-
ban is relevans lehet;

a harmas cseréket megvalosito LCWv4 modszerben kezdeti értékként alkalmazva
valamely masik eljaras altal adott megengedett megoldast, el6bbi jelentGsen
javithat azok célfiiggvényértékén;

a lokalis keresést alkalmazo eljarasok korébdl a legegyszertibbnek szamito és
egyben leggyorsabb LCW eljaras teljesitménye nem sokkal marad el a szofiszti-
kaltabb modszerek eredményeitdl, igy a gyakorlati alkalmazas esetén a konkrét

céltol fiiggGen ezzel is elfogadhatd megoldashoz juthatunk.

Tovabbi kutatasi iranyként els6ként érdemes lenne potolni az egyenletes klaszterezés

témakorében a pMAX-mDM probléma hidnyz6 nehézségi eredményét p = 1 esetén, vagyis

a tavolsagok abszolutértékeinek Gsszegére.

Az elemzés soran lathattuk, hogy a nem redundans heurisztikdk névekvs futasidék

mellett atlagosan egyre jobb célfiiggvényértékeket adnak eredményiil. Ugyanakkor, ahogy
példaul (Costa és szerzétarsai| (2017) elemzésében is megjelenik, vizsgalhatjuk azt is, hogy
egységnyi id6 alatt mennyire teljesitenek jol az eljarédsok. Ezt két szempont miatt érdemes
figyelembe venni. Egyrészt a nagyon alacsony futasidével rendelkezé heurisztikakat érde-
mes lehet tobbszor egymas utan futtatni, hatha igy hatékonyan tudjuk névelni a relative
rossz teljesitményt. Masrészt pedig el6fordulhat, hogy egy komplex modszer egy egysze-
riibb eljaras egységnyi futasideje alatt jobb eredményt talal meg, igy igazabdl barmilyen
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futasidé mellett érdemes lehet az Osszetettebb eljarast alkalmazni, legfeljebb hamarabb
leallitjuk a futésat.

Szintén a futasid6khoz kapcsolodoan, az elemzés soran észrevehettiik, hogy a hallgatok
szamanak novelésével drasztikusan nének a futasidék. Emiatt a komplexebb heurisztikak
egészen biztosan nem alkalmasak az adatbanyaszati alkalmazasoknél elforduld, akar tobb
tizezer f6s mintak particionalasara, mint amilyet Banerjee és Ghosh| (2006) is tekintett.
A szerzok altal javasolt, stabil hazassagokat alkalmazo6 eljarast érdemes lenne Osszevet-
ni az altalunk elvégzett elemzésben alacsony futasidét produkalé modszerekkel, mint a
hagyoményos klaszterezéshez kot6ds algoritmusok egy része, valamint az LCW eljaras.

Ezenkiviil a gyakorlati alkalmazhatosag szempontjabol érdemes lenne megfontolni az
egyéni preferenciak alkalmazhatosdgat a modellben. Példaul olyan esetekben, amikor ket-
t6 vagy tobb hallgaté mindenképp ugyanabba a szobéba szeretne keriilni. Ekkor egyrészt
kérdés, hogy ezt hogyan lehet a modell szintjén kikotni (a 0 tavolsagok egy kézenfekvd
megoldasnak tiinik), masrészt pedig kérdés, hogy a gyakorlati megoldas soran ezt hogyan
tudjuk kikényszeriteni. Hasonlé megfontolasok targya lehet, ha egyes hallgatok biztosan

nem akarnak egy szobaba keriilni valaki méssal.
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Melléklet

A. Tovabbi abrak

A.1. Negativ példa az eq3 kiegyenlit6 médszer futasara

’ . ’ 4

" L " @

, ¢ , ¢

5 Zx 5 Zk
4 m 4 AN

| 2 |

1 L] © 1 ] @

0 0 4 6 8 O_Q 0 0 4 6 8 O_Q
10 A— 10 A—

’ é ’ ¢

i é i ¢

6 <> 6 @

5 Zk 5 Zk
4 A 4 /—\

2 | 2 |

1 L] L] 1 L] L]

0 0 2 4 6 8 O_@ 0 0 2 4 6 8 O_Q

A.1. abra. Az eq3 kiegyenlit6 modszer egy futdasdnak eredményeként kapott abrék. Ne-
gativ példa.
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A.2. A kiegyenlité eljarasok eredményei, £k =5, m =3

A kiegyenlité eljarasok mutatbinak eredményei
Osszevono hierarchikus klaszterezés, k=5, m=3

A p0 mutatod ertékei L1074 AT mutatd értékei
% 35
L 045 .
2 I | 4 %
0.4 % -
% 25
0.35 % =
eql eq?2 eqd egd eqgh eqb eql eq?2 eqd egd eqb eqb
Kiegyenlitd modszer Kiegyenlito modszer
A p1 mutato ertékei A p2 mutato ertékei
- 0.5
38 = = T
36 | . et
g 35 £ o
W LW I
3.4 % L %
33 %
3.2 E 05 E
eql eg2 eqd3 egd eq5s eqb eql eq2 eqd egd en5s egb

Kiegyenlitd modszer

Kiegyenlito modszer

A.2. dbra. A kiegyenlits eljarasok (eqi-eq6) eredményei. Osszevonoé hierarchikus klasz-
terezés, k =5, m = 3.
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Erték

Erték

A.3. dbra. A kiegyenlit§ eljarasok (eql-eq6) eredményei. k-kozép-+-+ klaszterezés, k =

5,m = 3.
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A kiegyenlitd eljarasok mutatbinak eredményei
k-kbzép++ klaszterezés, k=5, m=3
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A kiegyenlitd eljarasok mutatbinak eredményei
Fuzzy c-kdzép klaszterezés, k=5, m=3

A p0 mutatd értekei +10% AT mutatd ertékei
0.63 21 ¥ %
2
0.62 %
é E 1.9
5 061 o5 T
1.8
0.6
1.7 T
¥
0.59 16
eql eg2 eqd3 egd eqs eqb eql eq2 eqd egqd eqs egh
Kiegyenlitd modszer Kiegyenlité modszer
A p1 mutato ertekei A p2 mutato ertékei
0.1
355 T
0.05
L4 E 4 =
£ s 2 o H
aw w
3.45 005 4
eql eqg2 eqd eqd eqd eqb eql eq2 eqd eqd egd eqb
Kiegyenlitd modszer Kiegyenlitd modszer

A 4. abra. A kiegyenlits eljarasok (eql-eq6) eredményei. Fuzzy c-kozép klaszterezeés,
k=5m=3.
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A.3. Tovabbi hisztogramok kis k£ és kis m esetén

Gyakorisag

g

g

1
2]

3

A szobabeosztasok koltségeinek hisztogramja
k=3, m =4, 5775 szobabeosztas

minimum: 464, maximum: 1118

700 800 900 1000 1100 1200
Ossztavolsag

20 POOO0O0O00C0O0CO0C0O0C0O0COCODOGBOBBSBSSS

464 -0.0004 - LCWmin
464 -0.0007 - cluster_eq4
464 -0.0008 - LCWwv2min
464 -0.0009 - eq4
464 -0.0009 - cluster_eq3
464 -0.0010 - TLCWmin
464 -0.0011 - LCWw3min
464 -0.0017 - Costaetalmin
464 -0.0025 - LCWwdmin
464 -0.0052 - eqFCM_eq4
464 -0.0053 - eqFCM_eq3
464 -0.0074 - SOmin
464 -0.0192 - egFCMv2
544 -0.0017 - kmeans_eqd
600 -0.0006 - eq3
602 -0.0250 - JittaKlami
638 -0.0022 - kmeans_eq3
714 -0.0018 - MalinenFranti
1118 -0.0231 - SOmax
1118 -0.0017 - TLCWmax
1118 -0.0014 - Costaetalmax
1118 -0.0011 - LCWv3max
1118 -0.0010 - LCWwvdmax
1118 - 0.0007 - LCWv2max
1118 - 0.0006 - LCW max

A.5. abra. A szobabeosztasok koltségeinek hisztogramja, valamint a minimum- és maxi-
mumkeresS algoritmusok futasainak eredményei. Egy szimulalt eset, k = 3,m = 4, 5775
lehetséges szobabeosztas, a szobabeosztasok generalasdnak és az optimumok keresésének
futésideje 0,2361 mp. Ferdeség: -0,2102. A feliratok magyarazata: célfiiggvényérték -

futasidé - algoritmus neve.
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00

Gyakorisag
B
g 8

g

100

100 400 500 600 700 80D 900
Ossztavolsag

A szobabeosztasok kbltségeinek hisztogramja
k=4, m=3, 15400 szobabeosztas
minimum: 186, maximum: 828

9@ Q200000000000OD0COCCGCRRGEBSBBSSS

186 - 0.0003 - LCWmin

186 - 0.0012 - LCWv2min
186 - 0.0013 - Costaetalmin
186 - 0.0016 - eqd

186 - 0.0018 - LCWwv3min
186 - 0.0018 - LCWv4min
186 - 0.0018 - TLCWmin
186 - 0.0030 - cluster_eq4
186 - 0.0030 - MalinenFranti
186 - 0.0034 - kmeans_eqd
186 - 0.0041 - cluster_eq3
186 - 0.0062 - eqFCM_eq4
186 - 0.0074 - egFCM_eq3
186 - 0.0101 - eqgFCMv2
186 - 0.0125 - SOmin

186 - 0.0126 - kmeans_eq3
186 - 0.0404 - JittaKlami
320 - 0.0014 - eq3

814 - 0.0022 - TLCWmax
828 - 0.0251 - SOmax

828 - 0.0017 - LCWw3max
828 - 0.0017 - Costaetalmax
828 - 0.0015 - LCWwdmax
828 - 0.0012 - LCWvZ2max
828 - 0.0005 - LCWmax

A.6. dbra. A szobabeosztasok koltségeinek hisztogramja, valamint a minimum- és maxi-
mumkeress algoritmusok futasainak eredményei. Egy szimulalt eset, k = 4, m = 3, 15400
lehetséges szobabeosztas, a szobabeosztasok generalasdnak és az optimumok keresésének
futésideje 0,7209 mp. Ferdeség: -0,4372. A feliratok magyarazata: célfiiggvényérték -

futasidé - algoritmus neve.
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A szobabeosztasok koltségeinek hisztogramja
k=6, m=3, 1.91e+08 szobabeosztas
minimum: 274, maximum: 1606
10 210°
®  274-0.0023 - TLCWmin
L 274 -0.0047 - Costaetalmin
a2r ®  274-0.0084 - LCWvdmin
@ 274 -0.0099 - LCWv3min
gt ®  274-0.0241 - SOmin
@  282-0.0011-cluster_eq3
@  232-0.0062 - LCWv2min
r ®  282-0.0054 - eqFCM_eq3
@ 282-0.0086 - eqFCM_eq4
o B ©  282-0.0115-eqFCMv2
o ©  290-0.0010 - cluster_eq4
E 5| ©  316-0.0023 - kmeans_eq4
= © 324 -0.0005 - LCWmin
) ©  358-0.0019 - MalinenFranti
ar ©  358-0.0262 - JittaKlami
O 394-0.0010-egd
3 b o] 598 -0.0035 - kmeans_eq3
O §14-0.0009 - eq3
© 1588 -0.0028 - TLCWmax
2r © 1606 -0.0412 - SOmax
@ 1606 - 0.0066 - Costaetalmax
1r @ 1606 -0.0044 - LCWv4max
® 1606 - 0.0034 - LCWv3max
! ! " " . ® 1606 -0.0019 - LCWv2max
?ZDE.IJ%)D 5% 800 1000 1200 1400 %& 1800 ® 1606 -0.0010 - LCWmax
Ossztavolsag

A.7. dbra. A szobabeosztasok koltségeinek hisztogramja, valamint a minimum- és ma-
ximumkeres§ algoritmusok futésainak eredményei. Egy szimulédlt eset, & = 6,m = 3,
1,91e+08 lehetséges szobabeosztas, a szobabeosztasok generdlasanak és az optimumok
keresésének futésideje 2 6ra 11 p. Ferdeség: -0,2361. A feliratok magyarazata: célfiigg-
vényérték - futasids - algoritmus neve.

155



Irodalomjegyzék

Ageev, A. A., Kel'manov, A. V. és Pyatkin, A. V. (2014). Complexity of the weighted
max-cut in Euclidean space. Journal of Applied and Industrial Mathematics, 8(4):

453-457. DOI: 10.1134/51990478914040012.

Aloise, D., Deshpande, A., Hansen, P. és Popat, P. (2009). NP-hardness of Euclidean
sum-of-squares clustering. Machine Learning, 75:245—248. DOI: 10.1007/s10994-009-
5103-0.

Aloise, D., Caporossi, G., Hansen, P., Liberti, L., Perron, S. és Ruiz, M. (2013). Mo-
dularity maximization in networks by variable neighborhood search. In Bader, D. A.,

Meyerhenke, H., Sanders, P. és Wagner, D., editors, Graph Partitioning and Graph
Clustering, volume 588, pages 113—227. DOI: 10.1090/conm /588 /11705.

Aloise, D. J., Aloise, D., Rocha, C. T. M., Ribeiro, C. C., Filho, J. C. R. és Moura, L.
S. S. (2006). Scheduling workover rigs for onshore oil production. Discrete Applied
Mathematics, 154(5):695-702. DOI: [10.1016/j.dam.2004.09.021.

Arani, T. és Lotfi, V. (1989). A three phased approach to final exam scheduling. IIF
Transactions, 21:86-96. DOI: 10.1080/07408178908966211.

Arkin, E. M., Bae, S. W., Efrat, A., Okamoto, K., Mitchell, J. S. B. és Polishchuk, V.
(2009). Geometric stable roommates. Information Processing Letters, 109(4):219-224.
DOI: [10.1016,/7.ipl.2008.10.003.

Arora, S. és Barak, B. (2009). Computational Complezity: A Modern Approach. Camb-
ridge University Press. ISBN: 978-0-521-42426-4.

Arora, S., Lund, C., Motwani, R., Sudan, M. és Szegedy, M. (1998). Proof verification

156


https://doi.org/10.1134/S1990478914040012
https://doi.org/10.1007/s10994-009-5103-0
https://doi.org/10.1007/s10994-009-5103-0
https://doi.org/10.1090/conm/588/11705
https://doi.org/10.1016/j.dam.2004.09.021
https://doi.org/10.1080/07408178908966211
https://doi.org/10.1016/j.ipl.2008.10.003

and the hardness of approximation problems. Journal of the ACM, 45(3):501-555. DOI:
10.1145/278298.278306.

Arthur, D. és Vassilvitskii, S. (2007). K-means++: The advantages of careful seeding. In
Proceedings of the Fighteenth Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms,
SODA 07, pages 1027-1035. ISBN 978-0-898716-24-5.

Ausiello, G., Crescenzi, P., Gambosi, G., Kann, V., Marchetti-Spaccamela, A. és Protasi,
M. (2003). Complexity and approzimation: Combinatorial optimization problems and
their approximability properties. Springer-Verlag Berlin Heidelberg 1999. ISBN: 978-3-
642-63581-6. DOI: 10.1007/978-3-642-58412-1.

Awasthi, P., Bandeira, A. S., Charikar, M., Krishnaswamy, R., Villar, S. és Ward, R.
(2015). Relax, no need to round: Integrality of clustering formulations. In Proceedings

of the 2015 Conference on Innovations in Theoretical Computer Science, ITCS 15,
pages 191-200. DOI: 10.1145/2688073.2688116.

Baeza-Yates, R. és Ribeiro-Neto, B. (1999). Modern Information Retrieval. Addison
Wesley, 1st edition. ISBN: 020139829X.

Baker, K. R. és Powell, S. G. (2002). Methods for assigning students to groups: A study
of alternative objective functions. Journal of the Operational Research Society, 53(4):

397-404. DOI: 10.1057 /palgrave.jors.2601307.

Banerjee, A. és Ghosh, J. (2002). On scaling up balanced clustering algorithms. In
Proceedings of the Second SIAM International Conference on Data Mining, pages 333
349. DOI: 10.1137/1.9781611972726.20.

Banerjee, A. és Ghosh, J. (2006). Scalable clustering algorithms with balancing const-
raints. Data Mining and Knowledge Discovery, 13:365-395. DOI: [10.1007 /s10618-006-
0040-7.

Belacel, N., Hansen, P. és Mladenovi¢, N. (2002). Fuzzy J-Means: a new heuristic for fuzzy
clustering. Pattern Recognition, 35(10):2193-2200. DOI: 10.1016,/S0031-3203(01)00193-
H.

157


https://doi.org/10.1145/278298.278306
https://doi.org/10.1007/978-3-642-58412-1
https://doi.org/10.1145/2688073.2688116
https://doi.org/10.1057/palgrave.jors.2601307
https://doi.org/10.1137/1.9781611972726.20
https://doi.org/10.1007/s10618-006-0040-z
https://doi.org/10.1007/s10618-006-0040-z
https://doi.org/10.1016/S0031-3203(01)00193-5
https://doi.org/10.1016/S0031-3203(01)00193-5

Benyo, B., Fék, M., Kiss, 1., Koczy, A., Kondorosi, K., Mészaros, T., Roman, G., Sze-
berényi, I. és Sziray, J. (2000). Operdcids rendszerek mérnoki megkézelitésben. Panem

Koényvkiado. ISBN: 9635452500.

Berman, P. és Karpinski, M. (1999). On some tighter inapproximability results. In
International Colloquium on Automata, Languages, and Programming, pages 200—209.

Springer, Berlin, Heidelberg. DOI: 10.1007/3-540-48523-6 17.

Bertoni, A., Goldwurm, M., Lin, J. és Sacca, F. (2012). Size constrained distance clus-

tering: separation properties and some complexity results. Fundamenta Informaticae,

115(1):125-139. DOI: 10.3233/F1-2012-644.

Bhadury, J., Mighty, E. J. és Damar, H. (2000). Maximizing workforce diversity in
project teams: a network flow approach. Omega, 28(2):143-153. DOI: 10.1016/S0305-
0483(99)00037-7.

Biro, P. (2006). Stabil parositasi modellek és ezeken alapuld kézponti parosité progra-
mok. Szigma, 37(3-4):153-175. https://journals.lib.pte.hu/index.php/szigma/

article/view/1096.

Biro, P. és McDermid, E. (2010). Three-sided stable matchings with cyclic preferences.
Algorithmica, 58:5-18. DOI: 10.1007 /s00453-009-9315-2.

Biro, P., Inarra, E. és Molis, E. (2016). A new solution concept for the roomma-
te problem: O-stable matchings. Mathematical Social Sciences, 79:74-82. DOI:
10.1016/j.mathsocsci.2015.12.001.

Blum, M., Floyd, R. W., Pratt, V., Rivest, R. L. és Tarjan, R. E. (1973). Time bo-
unds for selection. Journal of Computer and System Sciences, 7(4):448-461. DOI:
10.1016/S0022-0000(73)80033-9.

Boussaid, 1., Lepagnot, J. és Siarry, P. (2013). A survey on optimization metaheuristics.

Information Sciences, 237:82-117. DOI: 10.1016/j.ins.2013.02.041.

Bradley, P. S., Bennett, K. P. és Demiriz, A. (2000). Constrained k-means clustering.
Technical report, MSR-TR-~2000-65, Microsoft Research. https://www.microsoft.

com/en-us/research/publication/constrained-k-means-clustering/.

158


https://doi.org/10.1007/3-540-48523-6_17
https://doi.org/10.3233/FI-2012-644
https://doi.org/10.1016/S0305-0483(99)00037-7
https://doi.org/10.1016/S0305-0483(99)00037-7
https://journals.lib.pte.hu/index.php/szigma/article/view/1096
https://journals.lib.pte.hu/index.php/szigma/article/view/1096
https://doi.org/10.1007/s00453-009-9315-2
https://doi.org/10.1016/j.mathsocsci.2015.12.001
https://doi.org/10.1016/S0022-0000(73)80033-9
https://doi.org/10.1016/j.ins.2013.02.041
https://www.microsoft.com/en-us/research/publication/constrained-k-means-clustering/
https://www.microsoft.com/en-us/research/publication/constrained-k-means-clustering/

Brimberg, J., Mladenovié¢, N.; Todosijevi¢, R. és Urosevi¢, D. (2017). A basic variable
neighborhood search heuristic for the uncapacitated multiple allocation p-hub center

problem. Optimization Letters, 11:313-327. DOI: 10.1007/s11590-015-0973-5.

Burkard, R. E. (2013). Quadratic assignment problems. In Pardalos, P. M., Du, D.-Z.
és Graham, R. L., editors, Handbook of Combinatorial Optimization, pages 2741-2814.
Springer, New York, NY. DOI: 10.1007/978-1-4419-7997-1 22.

Caprara, A. és Rizzi, R. (2002). Packing triangles in bounded degree graphs. Information
Processing Letters, 84(4):175-180. DOI: 10.1016,/50020-0190(02)00274-0.

Chang, T.-C. és Wysk, R. A. (1985). An Introduction to Automated Process Planning
Systems. Prentice-Hall International Series in Industrial and Systems Engineering.

Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, New Jersey. ISBN: 0134781406.

Chataigner, F., Mani¢, G., Wakabayashi, Y. és Yuster, R. (2009). Approximation algo-
rithms and hardness results for the clique packing problem. Discrete Applied Mathe-
matics, 157(7):1396-1406. DOI: 10.1016/j.dam.2008.10.017.

Chen, J. és Roy, S. (2021). Euclidean 3D stable roommates is NP-hard. Technical report.
https://arxiv.org/abs/2108.03868.

Chen, Y., Chen, Z.-Z., Lin, G., Wang, L. és Zhang, A. (2021). A randomized approxima-
tion algorithm for metric triangle packing. Journal of Combinatorial Optimization, 41:

12-27. DOI: 10.1007/s10878-020-00660-7.

Chen, Z.-Z., Tanahashi, R. és Wang, L. (2009). An improved randomized approximation
algorithm for maximum triangle packing. Discrete Applied Mathematics, 157(7):1640—
1646. DOI: 10.1016/j.dam.2008.11.009.

Chen, Z.-Z., Tanahashi, R. és Wang, L. (2010). Erratum to “An improved randomized
approximation algorithm for maximum triangle packing" | Discrete Applied Mathema-
tics 157 (2009) 1640-1646 |. Discrete Applied Mathematics, 158(9):1045-1047. DOLI:
10.1016/j.dam.2010.01.011.

Chung, K.-S. (2000). On the existence of stable roommate matchings. Games and
Economic Behavior, 33(2):206-230. DOI: 10.1006/game.1999.0779.

159


https://doi.org/10.1007/s11590-015-0973-5
https://doi.org/10.1007/978-1-4419-7997-1_22
https://doi.org/10.1016/S0020-0190(02)00274-0
https://doi.org/10.1016/j.dam.2008.10.017
https://arxiv.org/abs/2108.03868
https://doi.org/10.1007/s10878-020-00660-7
https://doi.org/10.1016/j.dam.2008.11.009
https://doi.org/10.1016/j.dam.2010.01.011
https://doi.org/10.1006/game.1999.0779

Cook, S. A. (1971). The complexity of theorem-proving procedures. In STOC "71:
Proceedings of the third annual ACM symposium on Theory of computing, pages 151—
158. DOI: 10.1145/800157.805047.

Costa, L. R., Aloise, D. és Mladenovi¢, N. (2017). Less is more: basic variable neigh-
borhood search heuristic for balanced minimum sum-of-squares clustering. Information

Sciences, 415-416:247-253. DOI: 10.1016/j.ins.2017.06.019.

Dasgupta, S. (2008). The hardness of k-means clustering. Technical report, Department
of Computer Science and Engineering, University of California, San Diego. http:

//cseweb.ucsd.edu/ dasgupta/papers/kmeans . pdf.

Deineko, V. G. és Woeginger, G. J. (2013). Two hardness results for core stability in
hedonic coalition formation games. Discrete Applied Mathematics, 161(13-14):1837—
1842. DOI: 10.1016/j.dam.2013.03.003.

Drineas, P., Frieze, A., Kannan, R., Vempala, S. és Vinay, V. (2004). Clustering lar-
ge graphs via the singular value decomposition. Machine Learning, 56:9-33. DOI:
10.1023/B:MACH.0000033113.59016.96.

Edmonds, J. (1965a). Paths, trees, and flowers. Canadian Journal of mathematics, 17:

449-467. DOI: [10.4153 /CJIM-1965-045-4.

Edmonds, J. (1965b). Maximum matching and a polyhedron with 0, 1-vertices.
Journal of Research of the National Bureau of Standards, 69B(1-2):125-130. DOLI:
10.6028 /jres.069b.013.

Edwards, A. W. F. és Cavalli-Sforza, L. L. (1965). A method for cluster analysis. Bio-
metrics, 21(2):362-375. DOI: 10.2307/2528096.

Eschenauer, L. és Gligor, V. D. (2002). A key-management scheme for distributed sen-
sor networks. In CCS ’02: Proceedings of the 9th ACM conference on Computer and
communications security, pages 41-47. DOI: |10.1145/586110.586117.

Fagin, R. (1974). Generalized first-order spectra, and polynomial-time recognizable sets.
In Complexity of computation, SIAM-AMS Proceedings, volume 7, pages 43-73. https:

//researcher.watson.ibm.com/researcher/files/us-fagin/genspec.pdf.

160


https://doi.org/10.1145/800157.805047
https://doi.org/10.1016/j.ins.2017.06.019
http://cseweb.ucsd.edu/~dasgupta/papers/kmeans.pdf
http://cseweb.ucsd.edu/~dasgupta/papers/kmeans.pdf
https://doi.org/10.1016/j.dam.2013.03.003
https://doi.org/10.1023/B:MACH.0000033113.59016.96
https://doi.org/10.4153/CJM-1965-045-4
https://doi.org/10.6028/jres.069b.013
https://doi.org/10.2307/2528096
https://doi.org/10.1145/586110.586117
https://researcher.watson.ibm.com/researcher/files/us-fagin/genspec.pdf
https://researcher.watson.ibm.com/researcher/files/us-fagin/genspec.pdf

Fan, Z.-P., Chen, Y., Ma, J. és Zeng, S. (2011). A hybrid genetic algorithmic approach to
the maximally diverse grouping problem. Journal of the Operational Research Society,

62(1):92-99. DOI: 10.1057 /jors.2009.168.

Fasulo, D. (1999). An analysis of recent work on clustering algorithms. Technical report,
Department of Computer Science & Engineering, University of Washington. URL:
https://dada.cs.washington.edu/research/tr/2001/03/UW-CSE-01-03-02.pdf.

Feo, T. A. és Khellaf, M. (1990). A class of bounded approximation algorithms for graph
partitioning. Networks, 20(2):181-195. DOI: 10.1002/net.3230200205.

Feo, T. A., Goldschmidt, O. és Khellaf, M. (1992). One-half approximation algorithms
for the k-partition problem. Operations Research, 40:5170-S173. https://www. jstor.
org/stable/3840846.

Ferenczi, M. (2014). Matematikai logika. Miiszaki Konyvkiado, Budapest, 2. kiadas.
ISBN: 978-963-16-2870-8.

Fisher, W. D. (1958). On grouping for maximum homogeneity. Journal of the American
Statistical Association, 53(284):789-798. DOI: 10.1080/01621459.1958.10501479.

Gabow, H. N. (1976). An efficient implementation of Edmonds’ algorithm for maximum

matching on graphs. Journal of the ACM, 23(2):221-234. DOI: 10.1145/321941.321942.

Gabow, H. N. (1990). Data structures for weighted matching and nearest common ances-
tors with linking. In SODA ’90: Proceedings of the first annual ACM-SIAM symposium
on Discrete algorithms, pages 434-443. https://dl.acm.org/doi/10.55565/320176.
320229\

Gale, D. és Shapley, L. S. (1962). College admissions and the stability of marriage. The
American Mathematical Monthly, 69(1):9-15. DOI: 10.2307/2312726.

Gallego, M., Laguna, M., Marti, R. és Duarte, A. (2013). Tabu search with strategic
oscillation for the maximally diverse grouping problem. Journal of the Operational

Research Society, 64(5):724-734. DOI: 10.1057 /jors.2012.66.

Ganganath, N., Cheng, C.-T. és Tse, C. K. (2014). Data clustering with cluster size

constraints using a modified k-means algorithm. In International Conference on Cyber-

161


https://doi.org/10.1057/jors.2009.168
https://dada.cs.washington.edu/research/tr/2001/03/UW-CSE-01-03-02.pdf
https://doi.org/10.1002/net.3230200205
https://www.jstor.org/stable/3840846
https://www.jstor.org/stable/3840846
https://doi.org/10.1080/01621459.1958.10501479
https://doi.org/10.1145/321941.321942
https://dl.acm.org/doi/10.5555/320176.320229
https://dl.acm.org/doi/10.5555/320176.320229
https://doi.org/10.2307/2312726
https://doi.org/10.1057/jors.2012.66

Enabled Distributed Computing and Knowledge Discovery, Shanghai, China, 2014, pa-
ges 158-161. DOI: 10.1109/CyberC.2014.36.

Garey, M. R. és Johnson, D. S. (1979). Computers and Intractability: A Guide to the
Theory of NP-Completeness. Series of Books in the Mathematical Sciences. W. H.
Freeman, 1st edition. ISBN: 0-7167-1044-7.

Garey, M. R., Johnson, D. S. és Stockmeyer, L. (1976). Some simplified NP-complete
graph problems. Theoretical Computer Science, 1(3):237-267. DOI: [10.1016,/0304-
3975(76)90059-1.

Ghiasi, S., Srivastava, A., Yang, X. és Sarrafzadeh, M. (2002). Optimal energy aware
clustering in sensor networks. Sensors, 2(7):258-269. DOI: 10.3390/s20700258.

Ghosh, J. (2003). Scalable clustering. In Ye, N., editor, The Handbook of Data Mi-
ning, Human Factors and Ergonomics, pages 247-277. Lawrence Erlbaum Associates,

Publishers. ISBN: 0-8058-4081-8.

Glover, F. W. és Laguna, M. (1997). Tabu search. Springer US. DOI: 10.1007/978-1-
4615-6089-0. ISBN: 978-0-7923-8187-7.

Gupta, G. és Younis, M. (2003). Load-balanced clustering of wireless sensor networks. In
IEEE International Conference on Communications, 2003. ICC 03, volume 3, pages
1848-1852. DOI: 10.1109/1CC.2003.1203919.

Gupta, G. K. és Ghosh, J. (2001). Detecting seasonal trends and cluster motion visualiza-
tion for very high dimensional transactional data. In Proceedings of the 2001 SIAM In-
ternational Conference on Data Mining, pages 1-17. DOI: |10.1137/1.9781611972719.8.

Guttmann-Beck, N. és Hassin, R. (1998). Approximation algorithms for min-sum
p-clustering. Discrete Applied Mathematics, 89(1-3):125-142. DOI: 10.1016,/S0166-
218X(98)00100-0.

Han, J., Kamber, M. és Tung, A. K. H. (2001). Spatial clustering methods in data mining;:
A survey. In Miller, H. J. és Han, J., editors, Geographic Data Mining and Knowledge
Discovery, chapter 8th, pages 201-231. Taylor & Francis. ISBN: 0-415-23369-0. URL:
https://www.comp.nus.edu.sg/ atung/publication/gkdbk01.pdf.

162


https://doi.org/10.1109/CyberC.2014.36
https://doi.org/10.1016/0304-3975(76)90059-1
https://doi.org/10.1016/0304-3975(76)90059-1
https://doi.org/10.3390/s20700258
https://doi.org/10.1007/978-1-4615-6089-0
https://doi.org/10.1007/978-1-4615-6089-0
https://doi.org/10.1109/ICC.2003.1203919
https://doi.org/10.1137/1.9781611972719.8
https://doi.org/10.1016/S0166-218X(98)00100-0
https://doi.org/10.1016/S0166-218X(98)00100-0
https://www.comp.nus.edu.sg/~atung/publication/gkdbk01.pdf

Hansen, P. és Mladenovi¢, N. (2001a). J-Means: a new local search heuristic for minimum
sum of squares clustering. Pattern Recognition, 34(2):405-413. DOI: 10.1016/S0031-
3203(99)00216-2.

Hansen, P. és Mladenovi¢, N. (2001b). Variable neighborhood search: Principles
and applications. Furopean Journal of Operational Research, 130(3):449-467. DOL:
10.1016/S0377-2217(00)00100-4.

Hansen, P. és Mladenovi¢, N. (2006). First vs. best improvement: An empirical study.

Discrete Applied Mathematics, 154(5):802-817. DOI: 10.1016/j.dam.2005.05.020.

Hansen, P., Ruiz, M. és Aloise, D. (2012). A VNS heuristic for escaping local extrema
entrapment in normalized cut clustering. Pattern Recognition, 45(12):4337-4345. DOT:
10.1016/j.patcog.2012.04.029.

Hassin, R. és Rubinstein, S. (2006a). An approximation algorithm for maxi-
mum triangle packing.  Discrete Applied Mathematics, 154(6):971-979.  DOI:
10.1016/j.dam.2005.11.003.

Hassin, R. és Rubinstein, S. (2006b). Erratum to “An approximation algorithm for
maximum triangle packing" : | Discrete Applied Mathematics 154 (2006) 971-979 |.
Discrete Applied Mathematics, 154(18):2620. DOI: 10.1016/j.dam.2006.05.005.

Hassin, R. és Rubinstein, S. (2006¢). An improved approximation algorithm for the metric
maximum clustering problem with given cluster sizes. Information Processing Letters,

98(3):92-95. DOTI: 10.1016/j.ipl.2005.12.002.

Hassin, R., Rubinstein, S. és Tamir, A. (1997). Approximation algorithms for maxi-
mum dispersion. Operations Research Letters, 21(3):133-137. DOI: 10.1016/S0167-
6377(97)00034-5.

Hettich, S. és Pazzani, M. J. (2006). Mining for proposal reviewers: lessons learned
at the National Science Foundation. In Proceedings of the Twelfth ACM SIGKDD
International Conference on Knowledge Discovery and Data Mining, pages 862-871.
Philadelphia, PA, USA. DOI: 10.1145/1150402.1150521.

Huang, C.-C. (2007). Two’s company, three’s a crowd: Stable family and threesome

roommates problems. In Algorithms — ESA 2007, Lecture Notes in Computer Science,

163


https://doi.org/10.1016/S0031-3203(99)00216-2
https://doi.org/10.1016/S0031-3203(99)00216-2
https://doi.org/10.1016/S0377-2217(00)00100-4
https://doi.org/10.1016/j.dam.2005.05.020
https://doi.org/10.1016/j.patcog.2012.04.029
https://doi.org/10.1016/j.dam.2005.11.003
https://doi.org/10.1016/j.dam.2006.05.005
https://doi.org/10.1016/j.ipl.2005.12.002
https://doi.org/10.1016/S0167-6377(97)00034-5
https://doi.org/10.1016/S0167-6377(97)00034-5
https://doi.org/10.1145/1150402.1150521

vol 4698, pages 558-569. Springer, Berlin, Heidelberg. DOI: 10.1007/978-3-540-75520-
350,

Hulett, H., Will, T. G. és Woeginger, G. J. (2008). Multigraph realizations of degree
sequences: Maximization is easy, minimization is hard. Operations Research Letters,

36(5):594-596. DOI: 10.1016/j.0rl.2008.05.004.

Hurkens, C. A. J. és Schrijver, A. (1989). On the size of systems of sets every ¢ of which
have an SDR, with an application to the worst-case ratio of heuristics for packing

problems. SIAM Journal on Discrete Mathematics, 2(1):68-72. DOI: 10.1137/0402008.

Hoppner, F. és Klawonn, F. (2008). Clustering with size constraints. In Computational
Intelligence Paradigms, volume 137 of Studies in Computational Intelligence, pages

167-180. ISBN 978-3-540-79473-8. DOI: 10.1007/978-3-540-79474-5 8.

Irving, R. W. (1985). An efficient algorithm for the “stable roommates” problem. Journal
of Algorithms, 6(4):577-595. DOI: 10.1016,/0196-6774(85)90033-1.

Irving, R. W. és Manlove, D. F. (2002). The stable roommates problem with ties. Journal
of Algorithms, 43(1):85-105. DOI: |10.1006 /jagm.2002.1219.

Iwama, K., Miyazaki, S. és Okamoto, K. (2007). Stable roommates problem with
triple rooms. In 10th Korea—Japan Joint Workshop on Algorithms and Computa-
tion. http://www.researchgate.net/publication/228816339_Stable_roommates_

problem_with_triple_rooms.

Jain, A. K., Murty, M. N. és Flynn, P. J. (1999). Data clustering: a review. ACM
Computing Surveys, 31(3):264-323. DOI: 10.1145/331499.331504.

Jitta, A. és Klami, A. (2018). On controlling the size of clusters in probabilistic cluste-
ring. In Thirty-Second AAAI Conference on Artificial Intelligence, volume 32, pages
3350-3357. Palo Alto, CA: AAAI Press. https://ojs.aaai.org/index.php/AAAT/

article/view/11793.

Kann, V. (1991). Maximum bounded 3-dimensional matching is MAX SNP-complete.
Information Processing Letters, 37(1):27-35. DOI: 10.1016 /0020-0190(91)90246-E.

164


https://doi.org/10.1007/978-3-540-75520-3_50
https://doi.org/10.1007/978-3-540-75520-3_50
https://doi.org/10.1016/j.orl.2008.05.004
https://doi.org/10.1137/0402008
https://doi.org/10.1007/978-3-540-79474-5_8
https://doi.org/10.1016/0196-6774(85)90033-1
https://doi.org/10.1006/jagm.2002.1219
http://www.researchgate.net/publication/228816339_Stable_roommates_problem_with_triple_rooms
http://www.researchgate.net/publication/228816339_Stable_roommates_problem_with_triple_rooms
https://doi.org/10.1145/331499.331504
https://ojs.aaai.org/index.php/AAAI/article/view/11793
https://ojs.aaai.org/index.php/AAAI/article/view/11793
https://doi.org/10.1016/0020-0190(91)90246-E

Karp, R. M. (1972). Reducibility among combinatorial problems. In Complexity of
Computer Computations, The IBM Research Symposia Series, pages 85-103. Springer,
Boston, MA. DOI: 10.1007/978-1-4684-2001-2 9.

Karp, R. M. (1975). On the computational complexity of combinatorial problems. Net-
works, 5(1):45-68. DOI: 10.1002/net.1975.5.1.45.

Katona, Gy. Y., Recski, A. és Szabo, C. (2006). A szamitdistudomdny alapjai. Typotex,
5th edition. ISBN: 963 9664 19 7.

Kel'manov, A. V. és Pyatkin, A. V. E. (2016). On the complexity of some quadratic Euc-
lidean 2-clustering problems. Computational Mathematics and Mathematical Physics,

56:491-497. DOI: |10.1134/S096554251603009X.

King, J. R. és Nakornchai, V. (1982). Machine-component group formation in group
technology: review and extension. International Journal of Production Research, 20

(2):117-133. DOI: 10.1080/00207548208947754.

Kirkpatrick, D. G. és Hell, P. (1978). On the completeness of a generalized matching
problem. In Proceedings of the Tenth Annual ACM Symposium on Theory of Computing,
STOC '78, pages 240-245. DOI: 10.1145/800133.804353.

Kirkpatrick, D. G. és Hell, P. (1983). On the complexity of general graph factor problems.
SIAM Journal on Computing, 12(3):601-609. DOI: 10.1137,/0212040.

Kiraly, B. és Toth, L. (2011). Kombinatorika jegyzet és feladatgytijtemény. Pécsi Tudo-

manyegyetem.

Knuth, D. E. (1977). Stable Marriage and Its Relation to Other Combinatorial Problems,
volume 10 of CRM Proceedings and Lecture Notes. American Mathematical Society.
Forditotta Goldstein, M., eredeti: Knuth, D. E. (1976) Mariages Stables. Montréal: Les
Presses de I’Université de Montréal. ISBN: 978-0-8218-0603-6. DOI: |10.1090 /crmp/010.

Kondor, G. (2018). k-szobatérs probléma metrikus térben — klaszterezés egyenls elemszé-
mu és kisméreti csoportokkal. In Tavaszi Szél 2018 Konferencia = Spring Wind 2018:
Konferenciakdtet I1., pages 549-563. ISBN: 9786155586316.

165


https://doi.org/10.1007/978-1-4684-2001-2_9
https://doi.org/10.1002/net.1975.5.1.45
https://doi.org/10.1134/S096554251603009X
https://doi.org/10.1080/00207548208947754
https://doi.org/10.1145/800133.804353
https://doi.org/10.1137/0212040
https://doi.org/10.1090/crmp/010

Kondor, G. (2022a). NP-hardness of m-dimensional matching problems. Mdhelytanul-

many.

Kondor, G. (2022b). Egyoldali parositasi piacok nehézségi eredményei magasabb dimen-

zibban. Kozgazdasdgi Szemle. Megjelenés alatt.

Dr. Kovacs, E., Sziile, B., Fliszar, V. és Vékas, P. (2011). Pénzigyi adatok statisztikai

elemzése: Egyetemi tankonyv. Tanszék Kft., Budapest.

Kuhn, H. W. (1955). The hungarian method for the assignment problem. Naval Research
Logistics Quarterly, 2(1-2):83-97. DOI: |10.1002/nav.3800020109.

Kumar, K. R., Kusiak, A. és Vannelli, A. (1986). Grouping parts and components in
flexible manufacturing system. FEuropean Journal of Operational Research, 24(3):387—

397. DOI: 10.1016,/0377-2217(86)90032-9.

Lam, C.-K. és Plaxton, C. G. (2019). On the existence of three-dimensional stable
matchings with cyclic preferences. In Fotakis, D. és Markakis, E., editors, Algorithmic
Game Theory, SAGT 2019. Lecture Notes in Computer Science, vol 11801. Springer,
Cham. DOI: 10.1007/978-3-030-30473-7 22.

Lan, Y., Xiuli, C. és Meng, W. (2009). An energy-balanced clustering routing algorithm
for wireless sensor networks. In 2009 WRI World Congress on Computer Science and

Information Engineering, pages 316-320. IEEE. DOI: 10.1109/CSIE.2009.559.

Levin, L. A. (1973). Universal sequential search problems. Problems of Information

Transmission, 9(3):265-266. http://www.mathnet.ru/eng/ppi9i4.

Liao, Y., Qi, H. és Li, W. (2013). Load-balanced clustering algorithm with distributed
self-organization for wireless sensor networks. IEEE Sensors Journal, 13(5):1498-1506.

DOI: 10.1109/JSEN.2012.2227704.

Lichtenstein, D. (1982). Planar formulae and their uses. SIAM Journal on Computing,
11(2):329-343. DOI: 10.1137/0211025.

Lin, J., Bertoni, A. és Goldwurm, M. (2016). Exact algorithms for size constra-
ined 2-clustering in the plane. Theoretical Computer Science, 629:80-95. DOI:
10.1016/j.t¢s.2015.10.005.

166


https://doi.org/10.1002/nav.3800020109
https://doi.org/10.1016/0377-2217(86)90032-9
https://doi.org/10.1007/978-3-030-30473-7_22
https://doi.org/10.1109/CSIE.2009.559
http://www.mathnet.ru/eng/ppi914
https://doi.org/10.1109/JSEN.2012.2227704
https://doi.org/10.1137/0211025
https://doi.org/10.1016/j.tcs.2015.10.005

Lloyd, S. (1982). Least squares quantization in PCM. IEEE Transactions on Information
Theory, 28(2):129-137. DOI: 10.1109/TIT.1982.1056489.

Lotfi, V. és Cerveny, R. (1991). A final-exam-scheduling package. Journal of the Opera-
tional Research Society, 42(3):205-216. DOI: 10.1038/sj/jors,/0420302.

Lovéasz, L. és Plummer, M. (1986). Matching Theory. Akadémiai Kiadd, Budapest. ISBN:
963-05-4168-8.

Lynch, P. J. és Horton, S. (1999). Web Style Guide: Basic Design Principles for Creating
Web Sites. Yale University Press. ISBN: 0300076754.

MacQueen, J. (1967). Some methods for classification and analysis of multivariate obser-
vations. In Proceedings of the fifth Berkeley symposium on mathematical statistics and
probability, volume 1, pages 281-297. http://www.cs.cmu.edu/ bhiksha/courses/
mlsp.fall2010/class14/macqueen.pdf.

Mahajan, M., Nimbhorkar, P. és Varadarajan, K. (2009). The planar k-means problem
is NP-hard. In WALCOM: Algorithms and Computation, pages 274-285. WALCOM
2009. Lecture Notes in Computer Science, vol 5431. Springer, Berlin, Heidelberg. DOI:
10.1007/978-3-642-00202-1 24.

Malinen, M. I. és Frénti, P. (2014). Balanced k-means for clustering. In Joint IAPR Inter-
national Workshops on Statistical Techniques in Pattern Recognition (SPR) and Struc-
tural and Syntactic Pattern Recognition (SSPR), S+SSPR 2014, pages 32—41. Springer,
Berlin, Heidelberg. DOI: 10.1007/978-3-662-44415-3 4.

McLachlan, G. J. és Peel, D. (2000). Finite mizture models. John Wiley & Sons. ISBN:
978-0-471-00626-8, DOI: 10.1002/0471721182.

Mingers, J. és O'Brien, F. A. (1995). Creating student groups with similar characteristics:
A heuristic approach. Omega, 23(3):313-321. DOI: 10.1016,/0305-0483(95)00014-F.

Mladenovi¢, N., Todosijevi¢, R. és Urosevi¢, D. (2016). Less is more: Basic variable ne-
ighborhood search for minimum differential dispersion problem. Information Sciences,

326:160-171. DOI: 10.1016/j.ins.2015.07.044.

167


https://doi.org/10.1109/TIT.1982.1056489
https://doi.org/10.1038/sj/jors/0420302
http://www.cs.cmu.edu/~bhiksha/courses/mlsp.fall2010/class14/macqueen.pdf
http://www.cs.cmu.edu/~bhiksha/courses/mlsp.fall2010/class14/macqueen.pdf
https://doi.org/10.1007/978-3-642-00202-1_24
https://doi.org/10.1007/978-3-662-44415-3_4
https://doi.org/10.1002/0471721182
https://doi.org/10.1016/0305-0483(95)00014-F
https://doi.org/10.1016/j.ins.2015.07.044

Morrill, T. (2010). The roommates problem revisited. Journal of Economic Theory, 145
(5):1739-1756. DOI: [10.1016/j.jet.2010.02.003.

Nallusamy, R., Duraiswamy, K., Dhanalaksmi, R. és Parthiban, P. (2009). Optimization
of non-linear multiple traveling salesman problem using k-means clustering, shrink wrap
algorithm and meta-heuristics. International Journal of Nonlinear Science, 8(4):480—

487. https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2595468.

Ng, C. és Hirschberg, D. S. (1991). Three-dimensional stable matching problems. STAM
Journal on Discrete Mathematics, 4(2):245-252. DOI: 10.1137/0404023.

Nielsen Marketing Research. (1993). Category Management: Positioning Your Organiza-
tion to Win. McGraw-Hill. ISBN: 9780844234892.

Nobel Prize. (2012a). Press release. NobelPrize.org. https://www.nobelprize.org/

prizes/economic-sciences/2012/press-release/.

Nobel Prize. (2012b). Scientific background. NobelPrize.org. https://www.nobelprize.
org/uploads/2018/06/advanced-economicsciences2012.pdf.

Novick, B. (2009). Norm statistics and the complexity of clustering problems. Discrete
Applied Mathematics, 157(8):1831-1839. DOI: 10.1016/j.dam.2009.01.003.

Papadimitriou, C. H. és Steiglitz, K. (1982). Combinatorial Optimization: Algorithms
and Complexity. Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J. ISBN: 0131524623.

Papadimitriou, C. H. és Yannakakis, M. (1991). Optimization, approximation, and
complexity classes. Journal of Computer and System Sciences, 43(3):425-440. DOI:
10.1016,/0022-0000(91)90023-X.

Peng, J. és Wei, Y. (2007). Approximating K-means-type clustering via se-
midefinite programming. SIAM Journal on Optimization, 18(1):186-205. DOI:
10.1137/050641983.

Pyatkin, A., Aloise, D. és Mladenovi¢, N. (2017). NP-hardness of balanced mi-
nimum sum-of-squares clustering.  Pattern Recognition Letters, 97:44-45. DOI:

10.1016/j.patrec.2017.05.033.

168


https://doi.org/10.1016/j.jet.2010.02.003
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2595468
https://doi.org/10.1137/0404023
https://www.nobelprize.org/prizes/economic-sciences/2012/press-release/
https://www.nobelprize.org/prizes/economic-sciences/2012/press-release/
https://www.nobelprize.org/uploads/2018/06/advanced-economicsciences2012.pdf
https://www.nobelprize.org/uploads/2018/06/advanced-economicsciences2012.pdf
https://doi.org/10.1016/j.dam.2009.01.003
https://doi.org/10.1016/0022-0000(91)90023-X
https://doi.org/10.1137/050641983
https://doi.org/10.1016/j.patrec.2017.05.033

Ribeiro, C. C., Aloise, D., Noronha, T. F., Rocha, C. és Urrutia, S. (2008). An efficient
implementation of a VNS /ILS heuristic for a real-life car sequencing problem. European

Journal of Operational Research, 191(3):596-611. DOI: 10.1016/j.ejor.2007.02.003.

Ronn, E. (1990). NP-complete stable matching problems. Journal of Algorithms, 11(2):
285-304. DOI: 10.1016,/0196-6774(90)90007-2.

Rujeerapaiboon, N., Schindler, K., Kuhn, D. és Wiesemann, W. (2019). Size matters:
Cardinality-constrained clustering and outlier detection via conic optimization. STAM

Journal on Optimization, 29(2):1211-1239. DOI: 10.1137/17M1150670.

Santi, E., Aloise, D. és Blanchard, S. J. (2016). A model for clustering data from
heterogeneous dissimilarities. Furopean Journal of Operational Research, 253(3):659—

672. DOI: 10.1016/j.ejor.2016.03.033.

Saunders, D. (2022). Weighted maximum matching in general graphs. MATLAB
Central File Exchange. Letoltve: 2022. februar 22. https://www.mathworks.com/
matlabcentral/fileexchange/42827-weighted-maximum-matching-in-general-

graphs|

Segev, D. L., Gentry, S. E., Warren, D. S., Reeb, B. és Montgomery, R. A. (2005). Kidney
paired donation and optimizing the use of live donor organs. Journal of the American

Medical Association, 293(15):1883-1890. DOI: 10.1001 /jama.293.15.1883.

Simon, A. (n.d.). Matematikai logika. Egyetemi jegyzet. http://math.bme.hu/~asimon/
log.pdf.

Spath, H. (1980). Cluster Analysis Algorithms for Data Reduction and Classification of
Objects. Ellis Horwood Series in Computers and Their Applications. Ellis Horwood,
1980. ISBN: 978-0853121411.

Steinhaus, H. (1956). Sur la division des corps matériels en parties. (french). Bulletin
L’Académie Polonaise des Science, Classe III, 4:801-804. https://mathscinet.anms.

org/mathscinet-getitem?mr=90073.

Strehl, A. és Ghosh, J. (2003). Relationship-based clustering and visualization for high-
dimensional data mining. INFORMS Journal on Computing, 15(2):208-230. DOI:
10.1287/1joc.15.2.208.14448.

169


https://doi.org/10.1016/j.ejor.2007.02.003
https://doi.org/10.1016/0196-6774(90)90007-2
https://doi.org/10.1137/17M1150670
https://doi.org/10.1016/j.ejor.2016.03.033
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/42827-weighted-maximum-matching-in-general-graphs
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/42827-weighted-maximum-matching-in-general-graphs
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/42827-weighted-maximum-matching-in-general-graphs
https://doi.org/10.1001/jama.293.15.1883
http://math.bme.hu/~asimon/log.pdf
http://math.bme.hu/~asimon/log.pdf
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=90073
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=90073
https://doi.org/10.1287/ijoc.15.2.208.14448

Su, W., Hu, J., Lin, C. és Shen, S. (2015). SLA-aware tenant placement and dynamic
resource provision in SaaS. In 2015 IEEE International Conference on Web Services,

pages 615-622. DOI: 10.1109/ICWS.2015.87.

Tan, J. J. M. (1991). A necessary and sufficient condition for the existence of a
complete stable matching. Journal of Algorithms, 12(1):154-178. DOI: 10.1016,/0196-
6774(91)90028-W.

Tokuyama, T. és Nakano, J. (1991). Geometric algorithms for a minimum cost assignment
problem. In Proceedings of the Seventh Annual Symposium on Computational Geometry,

SCG 91, pages 262-271. DOI: 10.1145/109648.109678.

Tung, A. K. H., Han, J., Lakshmanan, L. V. és Ng, R. T. (2001). Constraint-based
clustering in large databases. In Database Theory — ICDT 2001, ICDT ’01. Lecture
Notes in Computer Science, vol 1973, pages 405-419. Springer, Berlin, Heidelberg. DOI:
10.1007/3-540-44503-X  26.

Van Leeuwen, E. J. és Van Leeuwen, J. (2012). Structure of polynomial-time approxima-

tion. Theory of Computing Systems, 50:641-674. DOI: 10.1007 /s00224-011-9366-z.

Van Zuylen, A. (2013). Deterministic approximation algorithms for the maximum trave-
ling salesman and maximum triangle packing problems. Discrete Applied Mathematics,

161(13-14):2142-2157. DOI: 10.1016/j.dam.2013.03.001.

Wagstaff, K. és Cardie, C. (2000). Clustering with instance-level constraints. In Procee-
dings of the Seventeenth International Conference on Artificial Intelligence, ICML *00,
pages 1103-1110. https://dl.acm.org/doi/10.5555/645529.658275.

Weitz, R. R. és Jelassi, M. T. (1992). Assigning students to groups: A multi-criteria deci-
sion support system approach. Decision Sciences, 23(3):746-757. DOI: |[10.1111 /j.1540-
5915.1992.tb00415.x.

Weitz, R. R. és Lakshminarayanan, S. (1996). On a heuristic for the final exam sche-
duling problem. Journal of the Operational Research Society, 47(4):599-600. DOI:
10.1057/jors.1996.72.

170


https://doi.org/10.1109/ICWS.2015.87
https://doi.org/10.1016/0196-6774(91)90028-W
https://doi.org/10.1016/0196-6774(91)90028-W
https://doi.org/10.1145/109648.109678
https://doi.org/10.1007/3-540-44503-X_26
https://doi.org/10.1007/s00224-011-9366-z
https://doi.org/10.1016/j.dam.2013.03.001
https://dl.acm.org/doi/10.5555/645529.658275
https://doi.org/10.1111/j.1540-5915.1992.tb00415.x
https://doi.org/10.1111/j.1540-5915.1992.tb00415.x
https://doi.org/10.1057/jors.1996.72

Weitz, R. R. és Lakshminarayanan, S. (1998). An empirical comparison of heuristic
methods for creating maximally diverse groups. Journal of the Operational Research

Society, 49(6):635-646. DOI: [10.1057 /palgrave.jors.2600510.

Yang, Y. és Padmanabhan, B. (2003). Segmenting customer transactions using a pattern-
based clustering approach. In Third IEEE International Conference on Data Mining,
pages 411-418. DOI: [10.1109/ICDM.2003.1250947.

Zhong, S. és Ghosh, J. (2003a). A unified framework for model-based clustering. Jour-
nal of Machine Learning Research, 4:1001-1037. https://dl.acm.org/doi/10.5555/
945365.964287.

Zhong, S. és Ghosh, J. (2003b). Scalable, balanced model-based clustering. In Proceedings
of the 2008 SIAM International Conference on Data Mining (SDM), pages 71-82. DOI:
10.1137/1.9781611972733.7.

Zhu, S., Wang, D. és Li, T. (2010). Data clustering with size constraints. Knowledge-Based
Systems, 23(8):883-889. DOI: [10.1016/j.knosys.2010.06.003.

171


https://doi.org/10.1057/palgrave.jors.2600510
https://doi.org/10.1109/ICDM.2003.1250947
https://dl.acm.org/doi/10.5555/945365.964287
https://dl.acm.org/doi/10.5555/945365.964287
https://doi.org/10.1137/1.9781611972733.7
https://doi.org/10.1016/j.knosys.2010.06.003

	Ábrák jegyzéke
	Táblázatok és algoritmusok jegyzéke
	Köszönetnyilvánítás
	Bevezetés
	Alkalmazási lehetőségek
	Tanulói, szakmai és egyéb csoportok kialakítása
	Ipari és informatikai alkalmazások

	A klaszterezési feladatok komplexitása
	Bonyolultságelméleti alapok
	Eldöntési problémák osztályai
	Optimalizálási problémák osztályai

	Hagyományos klaszterezési problémák
	Klaszterezés elemszám megkötésekkel
	m-dimenziós párosítási problémák


	Egyoldali párosítási piacok
	Stabil szobatársak probléma
	Stabil szobatársak párokra
	Stabil szobatársak magasabb dimenzióban

	Az m-szobatárs probléma, mint egyenletes klaszterezési megközelítés
	Az m-szobatárs probléma formális definíciója
	A modell előnyei és hátrányai


	Garanciák a szuboptimalitásra
	Approximációk
	k-particionálás probléma
	Speciális elemszám megkötések
	Maximális súlyú háromszög pakolás
	Minimális összegű p-klaszterezés

	Kúp optimalizálás

	Klaszterező eljárások
	Klaszterelemzéshez kapcsolódó módszerek
	Összevonó hierarchikus klaszterezés (cluster)
	k-közép++ (kmeans)
	fuzzy c-közép egyenlő klaszterméretekkel (eqFCM)
	Kiegyenlítő eljárások eq1-6

	Klaszterező eljárások elemszám megkötésekkel
	Fuzzy c-közép egyenlő elemszámú klaszterekkel (eqFCMv2)
	Lotfi-Cerveny-Weitz (LCW) és egyéb kapcsolódó eljárások
	Az LCW algoritmus hármas cserékkel (LCWv2, LCWv3 és LCWv4)
	LCW tabu kereséssel és stratégiai ingázással (TLCW, SO)
	Malinen és Fränti algoritmusa (MalinenFranti)
	"A Kevesebb Több" Megközelítés - Változó Szomszédság Keresés (LIMA-VNS) Algoritmus (Costaetal)
	Jitta-Klami Algoritmus (JittaKlami)

	Összefoglaló táblázat

	Elemzés
	A kiegyenlítő eljárások vizsgálata
	Kísérletek valós adatokon
	Kis k és kis m
	A lehetséges szobabeosztások
	Eredmények
	A minimalizálási és maximalizálási feladatok aszimmetriája

	Nagyobb hallgatói elemszámok
	Optimalitási pontszám
	Edmonds algoritmusa mint viszonyítási alap
	Eredmények legalább háromfős csoportokra


	Összegzés
	Melléklet
	További ábrák
	Negatív példa az eq3 kiegyenlítő módszer futására
	A kiegyenlítő eljárások eredményei, k=5, m=3
	További hisztogramok kis k és kis m esetén


	Irodalomjegyzék

