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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Az élettartam-kockazat problémaéja

Az emberi élet hosszanak elérelathathatatlansaga az id6k kezdete ota
foglalkoztatja az emberiséget. Bar az emberi élettartam egy-egy egyén
esetén el6zetesen tobbnyire nehezen megjésolhatd, nagy szamu, egy-
maéashoz kell6képpen hasonl6 egyén megfigyelt adatai alapjan mégis szé-
mos gyakorlati célra megfelelGen modellezhets. A halandésagi modelle-
zés fontos alkalmazasi teriiletei az élet- és nyugdijbiztositas, amelyekre
az b. és 7. fejezetekben bemutatando két esettanulmény fokuszal.
Empirikus tény, hogy az emberi élettartam atlagos hossza az elmult két
évszazad soran jelentGsen novekedett a fejlett orszagok tilnyomo részé-
ben, melynek héatterében tobbek kozott az orvostudomany fejlédése,
a csecsemd- és gyermekhalandosag jelentds csokkenése, az élelmiszer-
ellatas és a kozegészségiigyi helyzet javulasa, valamint az emberi élet-
mod jelentss atalakulasa allnak. A noévekedés mértéke orszagonként
eltérd, de gyakran viszonylag révid tavon is érzékelhetd.

A jelenség szemléltetése kedvéért az 1.1. abran lathaté a magyarorszagi
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nemenkénti, években mért sziiletéskor varhato élettartamok alakulésa
1900 és 2014 kozott. Az adbra alapjan megallapithato, hogy a sziile-
téskor varhato élettartam Magyarorszagon mind a férfiak, mind a nék

esetén kozel kétszeresére emelkedett az utobbi valamivel tobb mint egy

évszézadban.
Ev —Férfiak —NGk
80
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1.1. 4bra. Nemenkénti sziiletéskor varhato élettartamok Magyarorszagon
(19002014, forras: sajat szerkesztés a KSH adatai alapjan)

A kutatok és modellezé szakemberek munkajuk soran kevés ilyen egy-
értelmien pozitiv, orvendetes tarsadalmi-gazdasagi jelenséggel foglal-
kozhatnak. Ezt figyelembe véve valojaban helyesebb lett volna a kissé
negativ kicsengésii cim helyett példaul ,,Az emberi élettartam névekedé-
sébdl szarmazo bizonytalansag modellezése” cimet adni értekezésemnek,
jobban kihangstulyozva a jelenség oromteli jellegét. Ennek ellenére még-
is az aktuarius szakméban magyar nyelven is meghonosodott ,longevity
risk” kifejezés Majer-Kovacs [2011] cikkében bevezetett forditasat, az
élettartam-kockdzatot helyeztem értekezésem cimének kozéppontjaba,

ezzel nyomatékositva azt, hogy dolgozatom a kérdést szigoruan aktu-
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ariusi — és nem példaul demogréfiai vagy kvantitativ pénziigyi — szem-
léletben kozeliti meg.

Az aktuéariusi élettartam-kockézat a kozgazdasdgtudoményi szakiroda-
lomban nem altaldnosan el6fordulé, alapvets fogalom, igy némi tovabbi
kifejtést igényel. Az élettartam-kockazat abbdl ered, hogy — a javuld
élettartam-kilatasok jelenségének masodlagos hatasaként — egyes pénz-
ligyi intézmények (elsgséroban a feloszto-kirovo elven miikodd allami
nyugdijrendszerek, a nyugdijpénztarak és a jaradéktermékeket értéke-
sit§ életbiztositok) a jelenbeli halandoséagi statisztikdkat a jovore ki-
vetitve csupan meglehetGsen pontatlanul jelezhetik elére az intézmény
jovébeli bevételeit és kiadasait, igy komoly tervezési hibat kovetnek el,
és jelentds veszteségre szamithatnak a jovében. Ezt az 5. és 7. fejeze-
tekben bemutatandé esettanulmanyok az allami nyugijrendszer, illetve
a nyugdijpénztarak és biztositok példajan illusztraljak majd. A jelen-
ség mindemellett egyéni szinten, az éngondoskodas keretében is értel-
mezhets, mivel az emelkeds varhatod élettartam a személyes idskori
megélhetés tervezése soran is kihivast jelent.

Az élettartam-kockazat szilikségessé teszi a kifinomult, modern
halandosag-elérejelzé modszerek alkalmazasat. Aktuériusi szamitasok-
ban betoltott szerepe mellett a jelenség aktualitdsat az adja, hogy
2016. januar 1-ét6l, a Szolvencia II keretiranyelv elGirdsainak gyakor-
lati hatalyba lépésétsl imméar hatalyos jogszabaly is rendelkezik annak

modellezésérsl és kiemelt kezelésérdsl.
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1.2. Elettartam-kockazat a Szolvencia II
keretrendszerben

Az Eurdpai Unidban miikods biztositoé tarsasagok és nyugdijpénzté-
rak kockézatkezelését és szavatolotke-sziikségletének meghatéarozéasat
szabalyozo, a gyakorlatban 2016. januar 1-én életbe 1épett Szolvencia
IT iranyelv (EU [2009]) és az arra épiils kockazatkezelési keretrendszer

kiilon figyelmet fordit az élettartam-kockazat modellezésére.

Szavatol6toke-
szikséglet
1

I T 1
A. Alapvetd e
szavatolétSke- B. Miikodési C. Kiigazitdsok
- kockézat
sziikséglet
1
I T T T T 1
. " 2. Egészség- 3. Nemélet- £
1. Eletbiztosftasi : ? : : T 5. Partner- 6. Immateriilis
biztosftisi biztosftisi 4. Piaci kockézat )
kockazat Kockizat Kkockézat - kockazat javak kockdzata
Hosszii tartamn
pad - Halandésig J o egészség- o i- Dfj és tartalék § g i. Kamatldb
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1.2. 4bra. A szavatold t8ke Osszetevdi a Szolvencia 11 keretrendszerben
(forras: sajat szerkesztés)

A szavatolo téke azt hivatott biztositani, hogy a tarsasag egy év id6ta-
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von legalabb 99, 5 szazalék valdszintiséggel fizetGképes maradjon, vagyis
— eltekintve a bevételek és kiadasok varhatdéan csupén 200 évente be-
kovetkezd, kiugroan kedvezétlen alakulasatol — eleget tudjon tenni a
vallalt kotelezettségeinek.t

A szavatolotdke-sziikséglet Szolvencia Il keretrendszer szerinti hierarchi-
kus, lentrdl felfelé épitkezs szemléletti felépitését az 1.2. abra szemlél-
teti. A szavatolotske-sziikséglet {6 Osszetevéi az alapvetd szavatolotdke-
sziikséglet, a miikodési kockazat (1asd példaul Panjer [2006] konyvét és
Vékas [2009] osszefoglalojat) szavatolotSke-sziikséglete és a kiigazitasok
értéke.

Az alapvetd szavatolotGke-sziikséglet meghatarozasa hat, az 1.2. 4bran
arab szamokkal jelolt tgynevezett modul segitségével torténik. A mo-
dulok szavatolotke-sziikségleteit a modulok kozott feltételezett korre-
laciokat figyelembe véve sziikséges aggregalni az alapvets szavatolotSke-
sziikséglet meghatarozasa érdekében. Az egyik ilyen — értekezésem
szempontjabol kitlintetett szerept — modul az 1.2. abrén 1. sorszammal
jelolt életbiztositasi kockédzathoz tartozik.

A modulok tovabbi, az 1.2. abran kisbetiis romai szamokkal jelolt al-
modulokbol &llnak, melyek szavatolotSke-sziikségletét — az almodulok
kozott feltételezett korrelaciokat figyelembe véve — aggregéalva kapha-
t6 meg az egyes modulok szavatolotéke-sziikséglete. Az 1.2. dbran a
ii. sorszam jeloli az élettartam-kockazat almoduljat, amely értekezésem
fokuszaban all.

Az egyes almodulok szavatolotéke-sziikségletei a Szolvencia II keret-

rendszerben a sokkforgatokonyvekre épiilé ugynevezett sztenderd mo-

LAz egy éves id6tavon legalabb 99, 5%-os fizetSképességi valoszintiségre vonatkozo
kovetelménynek az itt ismertetends kockazati modulokra és almodulokra egyenként
is teljesiilnie kell.
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dell vagy a vallalat egyéni jellegzetességeire szabott belsé modell se-
gitségével is meghatarozhatok (EIOPA [2012]).2 A sztenderd formu-
la keretében az élettartam-kockazat szavatolotSke-sziikségletét a netto
eszkozérték csokkenése adja meg egy olyan feltételezett sokkhatas ese-
tén, melynek keretében a modellben valamennyi halandésagi rata értéke
azonnal és véglegesen 20 szazalékkal csokken.

A Szolvencia II keretrendszer numerikus paramétereit az utobbi évek-
ben t6bbszor médositottak a biztositok és nyugdijpénztarak egytlittmii-
kodésével elkészitett 6t mennyiségi hatdstanulmdny (angol roviditéssel
QIS) eredményeinek felhasznalasaval. Bar a szabalyozas elgdjéhez, a
Szolvencia I-hez képest kockazattal kapcsolatos szemléletében kétségki-
viil rendkiviil modern és el6remutato, egyes részletei egyelére kiforrat-

lanok és modszertani szempontbol biralhatok. Ilyenekre néhany példa:

e Nem reélis az az elGirds, miszerint a kockazati almodulok és mo-
dulok szavatolotske-sziikségleteinek aggregalasdhoz felhasznalan-
do korrelacios matrixok minden orszagban és biztositasi agazatban

azonosak.

e A korrelacios egytitthatok segitségével torténd aggregalasi eljaras
csak a tobbdimenzids normalis eloszlas esetén tdmaszthato ala ma-
tematikai szempontbdl, jollehet a biztositasban gyakran elGfordul-

nak vastag széld eloszlésok és nemlineéris kapcsolatok.

e A sztenderd formula altal el6irt sokkforgatokonyvek erdsen leegy-
szertsit6k és ad hoc jellegtiek: példaul Borger [2010] egy bels6

modell hasznalataval bemutatja, hogy az élettartam-kockazat ese-

2 Vallalati szinten tgynevezett hibrid modell is alkalmazhat6, melynek keretében a
kockazatok egy része esetén a szavatolotSke-sziikségletet a sztenderd formula, méas
része esetén pedig belsd modellek segitségével hatarozza meg a tarsasag.
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tén a fentebb méar emlitett, egységes 20 szézalékos halanddsagi
sokkra vonatkozo forgatokonyvet hogyan kellene joval finomabban
differencialni agy, hogy azok egy éves idétavon valoban 99, 5%-os

fizetGképességi valdsziniiséget biztositsanak.

Az élettartam-kockazat vallalatspecifikus belsé modellek keretében tor-
ténd, aktuériusi szempontbol megfelel6 modellezéséhez elengedhetetle-

nek a késébbiekben ismertetends halandéség-elérejelzé modszerek.

1.3. Az értekezés felépitése

Ertekezésem harom f6 részre tagolodik:

e Az 1. részhez tartozé 2. fejezetben a halandosagi modellezés, elére-
jelzés és az élettartam-kockazat gazdag nemzetkozi és hazai szak-
irodalmi hatterét, a 3. fejezetben pedig a halandésagi modellezés
keresztmetszeti, statikus moédszertanit mutatom be. A statikus
modszertan figyelmen kiviil hagyja a halandésag idébeli véltoza-
sat, ugyanakkor annak ismertetése sziikséges a II. és I11. részekben

bemutatandé dinamikus megkozelitések targyalasahoz.

e A II. részhez tartozo 4. fejezetben a halandosag-elérejelzés vezets
modszerének tekintett Lee-Carter [1992] modell elméletét ismer-
tetem. Itt igyekszem nagy hangsulyt fektetni az eljaras mate-
matikai hatterének a szakirodalomban megszokottnal mélyebb és
szabatosabb bemutatasara. Az 5. fejezetben a modszer gyakor-
lati alkalmazasat mutatom be Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015]
cikke alapjan. Az esettanulmény elsé alfejezetében bemutatom a

hazai korfliggd halandosagi és termékenységi ratak, a népesség, a
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sziiletéskor varhato élettartam és az idGskori fliggsségi rata elére-
jelzését, a tovabbi alfejezetekben pedig egy kohorszalapi nyugdij-
modell segitségével ismertetem az éllami nyugdijrendszer {6bb mu-
tatoinak az elkovetkezd husz évre vonatkozo elérejelzését, tovabba
a makrogazdasagi és gazdasagpolitikai feltételezések valtoztatésa-
ra vonatkozd érzékenységét. Az eredmények alapjan lehetséges
gazdasagpolitikai ajanlasokat is ismertetek a rendszer hosszu tava

fenntarthatosaganak biztositasa érdekében.

A TIII. részhez tartozo 6. fejezet a Lee—Carter modellnél djabb,
az aktuariusi gyakorlatban egyre népszertibb halandésag-el6rejelzé
eljarasokat modszertanilag egységes targyalasban mutatja be az
altalanositott korcsoport—idészak—kohorsz (GAPC) modellcsalad
(Villegas és szerzétarsai [2016]) keretében. A 7. fejezetben is-
mertetett esettanulméany arra a Vékas [2016] tanulmanyra épiil,
melyben Méajer—Kovacs [2011] cikke nyoman, de azzal ellentétben
a GAPC modellcsalad segitségével végzem el a hazai nyugdijasok
nyugdijkorhataron varhat6 hatralévs élettartamanak és a nyug-
dijcélu életjaradékok egyszeri nettd dijanak aktuariusi becslését,
miutén kivalasztom a mintan kiviili el6rejelzési pontossag kritéri-
uma alapjan javasolhato legjobb modellvaltozatot. Elemzésemben
nagy hangsulyt fektetek a paraméterbizonytalansag megfelel§ mo-
dellezésére. Végezetiil eredményeimet Osszevetem Majer—Kovacs
[2011] korabbi adatok és eltérd modszertan alapjan szamitott ha-
sonld értékeivel. A 7.1. alfejezetben réviden bemutatom azokat
a jaradékszolgéaltatasra vonatkozo jogszabalyi valtozésokat, ame-
lyek a kérdés aktualitdsat adjak, illetve felértékelik a halandosag-

elérejelzé modszertan szerepét.
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A kovetkezs, 1.4. alfejezetben dolgozatom kutatéasi kérdéseit, hipotézi-
seit és {6 eredményeit ismertetem. A 8. fejezetben a kutatési kérdésekre
és a megfogalmazott hipotézisekre adott, értékezésemben kissé elszor-
tan elhelyezett valaszokat foglalom Gssze, és végezetiil néhény lehetséges
jovébeli kutatési iranyt ismertetek.

Dolgozatom matematikai jellegti részeiben a téma erdsen alkalmazott
jellegénél fogva, a szaraz targyalas elkeriilése érdekében eltekintek a

szigoru allitas-bizonyitas sorrendtdsl.

1.4. Kutatasi kérdések és f6 eredmények

Az értekezésemben megvalaszolando {6 kérdések, melyek vizsgélatahoz
a sziikséges modszertant és elemzési keretet dolgozatom I-1I1. részeiben

ismertetem majd:

e Varhatoan hogyan alakulnak 2035-ig a kovetkezé mutatoszamok:
a magyarorszagi férfiak és n6k halandoségi ratai, a termékenységi
ratak, az orszag népessége, a sziiletéskor varhato élettartam és a

nyugdijrendszer szempontjabol lényeges idéskori fliggdségi rata?

e Mennyi ideig tarthato fenn a magyar allami nyugdijrendszer bevé-
teleinek és kiadasainak egyensulya a jelenlegi foglalkoztatasi, ha-
landoséagi, gyermekvallalasi és redlbér-novekedési trendek és nyug-
dijkorhatar mellett, illetve az id6é miulasaval hogyan alakul var-
hatoan a rendszer egyenlege? Ceteris paribus milyen paraméter-
valtozasok és varhatoan mennyi ideig képesek meghosszabbitani a

rendszer hozzavetSleges egyensiilyi allapotat?

e Melyik széles korben elterjedt halandosag-elérejelzé modell irja le
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legmegfelel6bben a hazai idGskori halandosag alakulasat a mintan

kiviili el6rejelzési pontossag kritériuma alapjan?

e Varhatoan mekkora tévedést, illetve pénziigyi veszteséget eredmé-
nyez, ha egy jaradékszolgaltatd a klasszikus aktuariusi modszer-
tan alapjan, dinamikus helyett statikus halandosagi feltételezések
mellett szamitja ki a nyugdijkorhataron varhato hatralévs élettar-

tamot és a nyugdijcélu életjaradékok egyszeri nettd dijat?

e Vajon jelentésen valtozott-e az életjaradékok dijszamitasa soran
az élettartam-kockazat figyelmen kiviil hagyésaval elkovetett dij-

szamitasi hiba nagysaga a 2006 és 2014 kozotti idszakban?
A kapcsolddo hipotéziseim:

1. A hazai halandésag javulasa a termékenységi és munkaers-piaci
trendekkel egyiittesen az allami nyugdijrendszer jelenlegi paramé-
terei mellett kozéptavon a kiadasok tulsilyahoz és a rendszer fenn-

tarthatatlansagahoz vezet.

2. A hazai idgskori halanddsag el6rejelzésére a klasszikus Lee—Carter
[1992] modellnél alkalmasabb valamely az ezredfordulot kévetSen

elterjedt tjabb eljaras.

3. 2006 és 2014 kozott orszagos szinten emelkedett az élettartam-

kockézat jelentGsége a nyugdijcélu életjaradékok dijszamitasaban.

Az 5. fejezetben ismertetendd, a hazai rendszer sajatossagaira szabott
nyugdijmodell a forrascikken (Bajk6-Maknics-Toth-Vékas [2015]) ki-
viil nem szerepel méshol a szakirodalomban, illetve legjobb tudoméasom

szerint a forrascikk az elsé olyan hazai alkalmazas, amely a Lee—Carter

25



VEKAS PETER: AZ ELETTARTAM-KOCKAZAT MODELLEZESE

[1992] modellt a termékenységi ratak eldrejelzésére alkalmazza. To-
vabba értekezésem ¢és az annak III. részében ismertetett Vékas [2016]
tanulmany az elsé olyan hazai tudoményos munkak, amelyek a legtijabb
halandoséag-elérejelzé modszereket, illetve az azokat egységesité GAPC
modellkeretet ismertetik és hazai halandosagi statisztikai adatokon al-
kalmazzék, figyelembe véve ezen adatsorok egyedi jellegzetességeit.
Dolgozatom f6 hozzéjarulasait a hazai allami nyugdijrendszer muta-
toinak aktuariusi szemléletl elérejelzése és érzékenységvizsgalata, az
élettartam-kockazat nyugdijcéli életjaradékok dijszamitédsaban betdl-
tott szerepének részletes elemzése, a Lee-Carter [1992] modell ma-
tematikai hatterének szabatos ismertetése, valamint a legelterjedtebb
halandosag-el6rejelzé eljarasok részletes Gsszehasonlitédsa és az azokat
magaba foglal6 GAPC modellcsalad hazai adaptacioja adjak.

Célom, hogy eredményeimet a tudoményos kutatok, tarsadalombiztosi-
tasi szakemberek és gyakorlo aktuariusok egyarant eredményesen hasz-
nalhassak fel a jovében az olyan modellek készitése soran, amelyek-
ben lényeges szempont az élettartam-kockazat modszertani szempont-

bol megfelels figyelembe vétele.
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A halandoésagi modellezés
szakirodalmi hattere és

keresztmetszeti modszertana
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2. fejezet

Szakirodalmi attekintés

Ebben a fejezetben a téma nemzetkozi és hazai szakirodalmat tekintem
at. Mivel — a doktori értekezésekben szokasos és azoktol elvart moédon —
a valasztott témam rendkiviil széles kort, folyamatosan és gyors litem-
ben béviils szakirodalommal rendelkezik, melynek csupan egy kis, de
remélhetSleg lényegi szeletét volt médom megismerni kutatasaim soran,
ezért a teljességre torekvés helyett kénytelen vagyok a f6bb csapasira-
nyok felvazolaséara szoritkozni, nagy hangsulyt fektetve az 1j és igéretes
kutatasi teriiletek vazlatos ismertetésére.

A vonatkozo6 hazai szakirodalmat kiilon alfejezetben ismertetem, mivel
lényegesnek tartom munkdm magyarorszagi kutatasokhoz ftiz6dé viszo-
nyanak meghatarozasat.

Némi tovabbi, az itt bemutatott forrasokhoz szorosan nem kapcsol6do
szakirodalmi attekintést tartalmaz majd az 5.6. alfejezet, amely az 5. fe-
jezetben bemutatott alkalmazas mikroszimulacios tovabbfejlesztési le-

het@ségeit ismerteti.
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2.1. Nemzetkozi szakirodalom

A témamhoz kapcsolodd nemzetkozi szakirodalmat az attekinthetGség

kedvéért strukturaltan, tematikus szakaszokra bontva mutatom be.

2.1.1. A halandésagi modellezés kialakulasa

Az els6 mai értelemben vett halandosagi tablat a halandésagi modelle-
zés atyjanak tekinthets Halley [1693]" készitette. A halandosagi tablak
elterjedését kovetGen szamos kisérlet tortént az emberi élettartam va-
loszintiségeloszlasanak egyszert, paraméteres matematikai osszefiiggé-
sek segitségével torténd leirasara, melyeket a szakirodalom halanddsdgi
torvények (angolul mortality laws) néven ismer. Ezek részletesebb be-
mutatasara a 3.3.4. szakaszban keriil majd sor. Az els6 — kezdetleges
— halandoésagi torvényt de Moivre [1752] javasolta. Torvénye szerint az
emberi élettartamok a sziiletés és a feltételezett legmagasabb életkor
kozotti intervallumon egyenletes eloszlasiak. Gompertz [1825] torveé-
nye szerint az életkorfiiged halandosag? az életkorral exponencialisan
ng, ami abbol az empirikus megfigyelésbdl ered, hogy a Gompertz éltal
megfigyelt életkorfliiggd halandoségi ratak nagyjabol konstans hosszu-
sédgu intervallumonként kétszerezédtek meg. Gompertz térvényét Ma-
keham [1867] additiv konstanssal bévitette, amit az életkortol fiigget-
leniil alakulé — jellemz&en baleseti — halalozasok indokolnak. Az alta-
la javasolt Osszefiiggés Gompertz—Makeham torvény néven is ismert.
A logisztikus torvény (Perks [1932]) a Gompertz—Makeham torvény

olyan modositésa, amely képes megragadni a legmagasabb életkorokban

1 Az angol Edmond Halley nevét viseli a hires Halley-iistokos is.
2 Precizebben: a halalozasi intenzitas (lasd a 3.2.1. szakaszban).
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mar lassulé iitemben novekvs halandosag® empirikus jelenségét. Wei-
bull térvénye (Weibull [1951]) a megbizhatosag-elméletbdl szarmazik,
és konstrukcidja egy egymastol fiiggetleniil meghibasodo alkatrészekkel
rendelkez mechanizmus élettartamat irja le. Ujabb, Gsszetettebb para-
méteres halandosagi torvényekre példa a nyolc paraméterrel rendelkezé
Heiligman-—Pollard térvény (Heiligman-Pollard [1980]).

Az életkorfiige halandosagi ratak elérejelzésének lehetséges modszere
a megfigyelt adatokra illesztett halandosagi torvények paramétereinek
eldrejelzése valamely id&soros modell segitségével (lasd példaul Forfar—
Smith [1985]). Ezt a modszert az tjabb eljardsok elterjedése miatt

manapsig viszonylag ritkan alkalmazzak a gyakorlatban.*

2.1.2. A Lee—Carter modell

A halandosag el6rejelzésében hatalmas attorést hozott Lee—Carter
[1992] cikke, amelyben a szerzék az életkorfiiggd halandoséagi ratakra
egy viszonylag egyszerd, naptari idészaktol és életkortol fiiggd para-
métekkel rendelkezé log-bilinearis modell illesztését javasoljak, amely
meglepGen jol irja le az Egyesiilt Allamok 1900-1989. évi életkorfiig-
g6 halandosagi ratainak alakulédsat. A szerz6k a paraméterek becslé-
sét kovetGen a pontossdg érdekében a naptari évtsl fiiggs paraméte-
rek (az tgynevezett mortalitasi index) Gjrabecslését javasoljak, elGirva
a modell alapjan vart és a ténylegesen megfigyelt halalesetek szamai-

nak egyezését. Az tjrabecsiilt mortalitasi index idGsorat autoregressziv

3 Gavrilov—Gavrilova [2011] amellett érvelnek, hogy ez a jelenség valojaban irrelevans,
illetve annak korabbi észlelései adat- és modszertani hibakbol fakadtak.

4 Hasonl6 modszert alkalmaz Araté és szerzdtarsai [2009] 2.2. alfejezetben ismertetett
tanulménya.
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integrdlt mozgddtlagoldsu® (ARIMA, angolul Autoregressive Integrated
Mowing Average) folyamatnak tekintik, és az adatok alapjan az eltola-
sos véletlen bolyongast talaljak a legmegfelel6bb modellspecifikdcionak.
A folyamat el6rejelzése alapjan a modellben az tjrabecsiilt mortalitasi
index idGsora varhatéan linearisan csokken, és az el6re jelzett halando-
sagi ratak csokkenése exponencialis. Az azdta Lee-Carter modell néven
elterjedt eljaras Deaton—Paxson [2001] szerint az ezredfordulora a vilag
vezetS halandosig-eldrejelzé modszerévé valt.

A Lee—Carter [1992] modell megjelenése 6ta az alkalmazasokkal kap-
csolatos nemzetkozi tapasztalatokrol szamtalan cikk latott napvilagot.
A modell els6 nyolc évének tapasztalatairol Lee [2000] ad attekintést.
Tuljapurkar—Li-Boe [2000] tanulmanya a G7 orszagok fél évszadot fel-
Olels adataira alkalmazza a modellt, és valamennyi vizsgalt orszdgban
helytallonak talalja annak a mortalitasi index linearis csckkenésére vo-
natkozo feltételezését. Csupan az illusztracio kedvéért néhany orszag-
specifikus tanulmany: példéaul Argentindban Andreozzi és szerzGtarsai
[2011], Portugaliaban Coelho [2001], Svédorszagban pedig Wang [2007]
alkalmaztak a modellt.

Fontos megjegyezni, hogy a Lee—Carter modell — a tovabbiakban ismer-
tetendd egyéb modszerekhez hasonléan — statisztikai alapd, agynevezett
extrapolativ eljdrds, amely a miltban megfigyelt trendek meghosszab-
bitasara épiil, figyelmen kiviil hagyva a valtozasok héatterében allo mo-
gottes (példaul orvostudomanyi, életmodbeli sth.) okokat. A halan-
dosagi folyamatok hattérben rejls jelenségeket leird strukturdlis model-
lekrdl példaul Booth—Tickle [2008] tanulmanya nyuajt rovid osszegzést,

amelynek szerz6i megallapitjak, hogy ez a megkozelités jelentds kivanni

5 Az ARIMA modellekrél és az azokhoz szorosan kapcsolodé Box—Jenkins modszer-
tanrol részletesebben lasd példaul Asteriou—Hall [2015] konyvét.
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valokat hagy maga utan az oksagi kapcsolatok elégtelen ismerete miatt.
Keilman ([1998] és [2008]) tanulményaiban amellett érvel, hogy a nem-
zeti és nemzetkozi statisztikai szolgalatok altal készitett, gyakran szub-
jektiv szakértsi véleményekre alapozott hivatalos demografiai projekci-
ok pontossaga erésen megkérdGjelezhetd, mivel azok a multban sziszte-
matikusan és jelentdsen alabecsiilték az emberi élettartam javulasi tite-
mét és ezaltal az élettartam-kockazat nagysagat. Lee-Miller [2001] és
Wong-Fupuy—Haberman [2004] megallapitjak, hogy a Lee—Carter mo-
dellt visszemendleg alkalmazva a hivatalos projekcioknél joval meghiz-
hatobb elérejelzések készithetsk.

A szakirodalomban nincs egyetértés azzal kapcsolatban, hogy vajon az
emberi élettartam miltban tapasztalt, gyors iitemd novekedése a jovo-
ben is folytatodik-e. Mig Wong-Fupuy—Haberman [2004] a pesszimista
szakért6i becslések pontatlansiga és a Lee—Carter modell meglepGen jo
teljesitménye alapjan arra kovetkeztet, hogy a névekedés fenntarthato,
addig a vitaban szkeptikus allaspontra helyezkedsk (példaul a maguk
allaspontjat ,realistaként” aposztrofalo Carnes—Olshansky [2007]|) meg-
kérdgjelezik az extrapolativ halanddsag-elérejelzé eljarasok hosszu tava
alkalmazhatosagat, és elképzelhetének tartjak, hogy a fejlett orszagok-
ban a sziiletéskor varhato élettartamok el6bb-utébb egyfajta plafonba

titkdznek, s6t, akar csokkenébe fordulnak majd.

2.1.3. A Lee—Carter modell biradlata
és kiterjesztései

Szamtalan tanulméany biralja a Lee—Carter [1992] modell eléfeltevése-
it, és javasolja annak modositasat, illetve kiterjesztését. Egy egyszeri
modositas méar Lee—Carter [1992] eredeti tanulméanyaban is szerepel,
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amelyben a szerzék az els§ vilaghaborit kévetd spanyolnathajarvany
idején megfigyelt halandosdgi sokk kezelésére binaris valtozokkal bévi-
tik a halandosagi ratak egyenleteit a sokkhatas éveiben.

Wilmoth [1993] biralja a Lee-Carter [1992] modell ugynevezett ho-
moszkedaszticitdast feltevését, miszerint az egyes korcsoport-naptari év
kombinaciokhoz tartozoé logaritmikus halandésagi ratak hibatagjainak
varianciai azonosak, ramutatva arra, hogy a hibavariancia val6jaban
kozelitsleg forditottan aranyos az egyes korcsoport-naptari év kombi-
naciokban megfigyelt halalesetek szamaival. A probléma orvoslasa ér-
dekében a szerzé a silyozott legkisebb négyzetek modszerét javasolja
a paraméterek becslésére a Lee-Carter [1992] tanulméanyéban szerepld
szingularisérték-felbontas helyett.

Lee-Miller [2001] az eredeti modell modositasaként azt javasoljak, hogy
a becsiilt mortalitasi index kiigazitasa ne a halalesetek szdma, hanem a
sziiletéskor varhato élettartam alapjan torténjen, tovabbéa hogy minden
életkorban kiilon-kiilon a logaritmikus halandoésagi ratak utols6 ismert
értékei legyenek az eldrejelzések kiinduldépontjai.

Alternativ megoldéasként Brouhns és szerzétarsai [2002a] a normalis el-
oszlasu hibatagok alkalmazasa helyett az egyes korcsoport-naptari év
kombinaciokhoz tartozd haldlesetek szamainak Poisson-eloszlaséat fel-
tételezik. Az altaluk javasolt — Poisson Lee—Carter modell néven is
ismert — modellvaltozat szamos elénnyel rendelkezik Lee—Carter [1992]
eredeti modelljéhez képest: tobbek kozott nem él a homoszkedisztici-
tasra vonatkozoé irrealis feltevéssel, a maximum likelihood becslés ré-
vén — Wilmoth [1993] modszeréhez hasonloan — figyelembe veszi az
egyes korcsoport-naptari év kombinaciokhoz tartozo 1étszamokat, sziik-

ségtelenné teszi a mortalitédsi index erdsen heurisztikus, a sztochasz-

34



VEKAS PETER: AZ ELETTARTAM-KOCKAZAT MODELLEZESE

tikus modellkeretbe nem illeszkedd tujrabecslését, valamint konnyedén
beagyazhato aktuariusi alkalmazasokba. Kz utobbira példaként Bro-
uhns és szerzétarsai [2002a| egy életjaradék-piaci antiszelekciot elemzd
alkalmazast mutatnak be.

A Lee-Carter [1992] modellel szembeni gyakori kritika, hogy a szer-
z8k értelmezésében az eldre jelzett halandosagi ratak konfidenciainter-
vallumai csupan a mortalitasi index idésorédnak hibatagjaibol fakado
bizonytalansagot tartalmazzak, ismertnek tekintve a modell — val6ja-
ban becsiilt — paramétereit. A modell ezaltal figyelmen kiviil hagyja a
paraméterbecslési eljarasbol fakado bizonytalanségot, jelentGsen alabe-
csiilve a tényleges elérejelzési hiba nagysagat. Brouhns és szerzétarsai
[2005] megmutatjak, hogy a Brouhns és szerz6tarsai [2002a] altal java-
solt Poisson Lee—Carter modellvaltozatban az elére jelzett halandosagi
ratdk konfidenciaintervallumaiba a paraméterbizonytalansdg is beépit-
hetd a statisztikai becsléselméletben Efron [1979] 6ta ismert bootstrap
eljaréas segitségével.

A Lee-Carter [1992] modellel és annak Poisson-valtozataval szemben
egyarant gyakran felmeriilé tovabbi kritika, hogy az életkortol fiiggs
(keresztmetszeti) és naptari évtol fiiggs (hosszmetszeti) hatasokon tul
nem veszi figyelembe az azonos naptéri idGszakban sziiletett egyének
halandosaganak a sziiletés idépontjatol fiiggs — a szakirodalomban ko-
horszhatds néven ismert — jellegzetességeit. A Lee—Carter modell legis-
mertebb, kohorszhatéast tartalmazoé kiterjesztése a Renshaw—Haberman
[2006] modell. Mivel ez az eljaras a gyakorlatban numerikusan instabil-
nak bizonyult, ezért Haberman—Renshaw [2011] ajabb tanulméanyukban

modelljiiket tgy egyszertsitik, hogy az eredeti modellben életkortol fiig-
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g6 kohorszhatést életkortol fiiggetlennek tekintik.©

hosszmetszeti valtozésat leird egydimenzids idGsorok szaméanak novelé-
se, amelyekbdl az eddig ismertetett modellek csupéan egyet tartalmaz-
nak. Az ilyen irdnyban bévitett modelleket a szakirodalom tobbténye-
20s eljardsoknak nevezi. Booth-MainDonald-Smith [2002] tanulmé-
nya tobbek kozott a Lee—Carter [1992] modell — bizonyos szempont-
bol természetes — tobbtényezGs kiterjesztését mutatja be. Figyelem-
be véve, hogy a klasszikus Lee—Carter modellben a keresztmetszeti és
hosszmetszeti hatédsok paraméterei a soronként centralizélt logaritmi-
kus halandoésagi ratdk matrixanak szingularisérték-felbontasaval, majd
a legnagyobb szinguléarisértéknél kisebb szingularisértékek elhagyasé-
val nyerhetk, Booth-MainDonald-Smith [2002] — a f6komponenselem-
is megtartanak néhanyat, igy téve tobbtényezGssé a modellt. A szer-
z6k tovabba ajanlasokat fogalmaznak meg a mortalitasi index kiigazi-
tasaval és a becslési idGszak kivalasztaséval kapcsolatban. A modell
tobbtényezGs kiterjesztésével kapcsolatban megallapitjak, hogy az igy
nyert tovabbi tényezdk nehezen épithetSk be az elérejelzésekbe, illet-
ve ausztral adatokon kimutatjak, hogy azok a teljes variancia igen kis
hanyadat magyarazzéak, igy a gyakorlatban elhanyagolhatok. Girosi—
King [2007] megmutatjak, hogy az altaluk vizsgalt 24 orszag jelentds
részében az egytényezds modell a logaritmikus halandoésagi ratak va-
riancidjanak 90% feletti hanyadat képes megmagyarazni, igy a jelent-
kez6 modszertani nehézségek mellett a tovabbi tényezdk felhasznalésa

nem noveli jelent&sen a modell magyarazo erejét. FeltehetSen ez az

6 Sajnos meég az egyszerisitett modell illesztése is gyakran komoly numerikus prob-
lémakkal jar. A témét bévebben Hunt—Villegas [2015] tanulménya targyalja.

36



VEKAS PETER: AZ ELETTARTAM-KOCKAZAT MODELLEZESE

oka annak, hogy ez a modellvaltozat nem valt kiilondsen népszertivé.
Booth és szerzétarsai [2006] a Lee-Miller [2001] és Booth-MainDonald—
Smith [2002] modellvaltozatok, valamint az eredeti Lee-Carter modell
elérejelzd képességét hasonlitjak Ossze egymassal, és tiz fejlett orszag
adatainak vizsgalataval megallapitjak, hogy az tijabb modellvaltozatok
pontossaga jellemzden feliilmilja az eredeti modellét.

A Lee—Carter modell és kiterjesztései az életkorfiiggs termékenységi
ratak modellezésére is alkalmazhatok. Ilyen alkalmazasokra két pél-
da: Hyndman-Ullah [2007]| cikke, amely a Lee-Carter [1992] modell
tobbtényezds kiterjesztését a simitott korcsoportos halandoségi és ter-
mékenységi ratak elérejelzésére alkalmazza ausztral adatok felhasznalé-
saval, valamint Wisniowski és szerzétarsai [2015] tanulmanya, amely a
halandésag, a termékenység és a vandorlas elemzését kozos bayes-i mo-
dellkeretbe agyazza be a Lee—Carter [1992] eljaras kiterjesztésével, és e

modell segitségével jelzi el6re Nagy-Britannia népességének alakulésat.

2.1.4. Ujabb halandésag-eldrejelzé modszerek

Haberman—Renshaw [2011] tjabb modelljének nevezetes specialis esete
az orvosi statisztikdban méar régota alkalmazott korcsoport-idGszak—
kohorsz (réviden APC, vagy angolul Age—Period-Cohort) modell
(Hobcraft és szerzétarsai [1982], illetve Carstensen [2007]), amelyben
a kohorszhatéason kiviil a hosszmetszeti hatas is — a Lee-Carter modell-
t6l eltéréen — fiiggetlen az életkortol.

Az aktuériusi gyakorlatban a legelterjedtebb, tjabb tobbtényezds
halandosig-elérejelz6 modszerek a kéttényezds Cairns—Blake-Dowd
[2006], valamint az azt altalanosito, haromtényezds Plat [2009] model-

lek. Specialisan az idGskori halandésag modellezésére Plat [2009] mo-
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delljének olyan kéttényezss egyszertisitését javasolja, amely a Cairns—
Blake-Dowd modell kohorszhatéassal bévitett valtozata. A korabban
ismertetett eljarasoktol eltérGen ezekben a modellekben paraméteres
forméban adott a halandésagi ratak érzékenysége a mortalitasi ténye-
z0k valtozasara.

Lovasz [2011] tanulmanya finn és svéd halandosagi adatok felhaszna-
laséval szdmos, az eddigiekben targyalt halandoésag-elérejelzé modellt
Osszehasonlit egymassal, és az eredmények alapjan aktuariusi alkalma-
zasok céljara a Plat [2009] modellt javasolja. Cairns és szerzGtarsai
[2009] nagy-britanniai adatokon a Cairns-Blake-Dowd [2006], amerikai
adatokon pedig a Renshaw-Haberman [2006] modell illeszkedését ta-
laljak a legmegfelelébbnek, ugyanakkor megallapitjak, hogy e modellek
becsiilt paraméterei nem eléggé robusztusak a becslési idGszak valtozta-
taséra nézve. A szerzdk a probléma megoldaséara a Cairns—Blake—Dowd
modell kvadratikus életkorhatast tartalmazé boévitését javasoljak.

A tudomanyos és gyakorlati szakmak részérdl egyarant jelentkezs, ter-
mészetes igény a Lee-Carter modell kritikdja nyoméan sziiletett, rend-
kiviil szertedgazo halandosag-elérejelzd eljarasok atlathato, egységes
modszertani keretbe foglalasa. Erre tobbek kozott Hunt-Blake [2014],
Villegas és szerzdtarsai [2016], valamint Currie [2016] tettek kisérletet
a kozelmultban. A Villegas és szerz6tarsai [2016] altal javasolt — sza-
mos, mar létezs és széles korben alkalmazott modellt feldlels — egy-
séges modellkeret Osszefoglalé neve dltaldnositott korcsoport—iddszak—
kohorsz (angolul Generalized Age—Period—Cohort vagy réviden GAPC)
modell, a statisztikdban és az aktuariustudomanyokban elterjedt alta-
lanositott linearis modell (angolul Generalized Linear Model vagy ro-

viden GLM, lasd példaul McCullagh—Nelder [1989)], illetve magyarul
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Gray—Kovacs [2001]|) analogidjara. A GAPC modellkeret az életkor-
ban és iddszakban log-bilinearis vagy logit-bilinearis, egy- és tobbté-
nyezds, valamint kohorszhatastol mentes és azt tartalmazo eljarasokat
egységesiti. Az igy nyert, igen széles modellcsalad tagjai tobbek ko-
zott a korabbiakban mar ismertetett Poisson Lee—Carter (Brouhns és
szerzotarsai [2002a|), Renshaw—Haberman [2006], korcsoport-iddszak—
kohorsz (Carstensen [2007]), Cairns—Blake-Dowd [2006] és Plat [2009]
modellek. A GAPC modellek keretében lehetség nyilik tobbek kozott
a paraméterbecslés, a modellvalasztas és az el6rejelzés egységes keret-
ben torténd targyaldsara és elvégzésére.

A bemutatott halandésag-el6rejelzé modszerek tovabbi fejlesztése az
életkorfiiggs halandosag simitasanak” és a halandosig eldrejelzésének
egységesitése, amelyre példa Currie és szerzétarsai [2004] p-spline in-
terpolacios fliggvényeket felhasznéld tanulmanya.

Egyéb halandosag-elérejelzési  megkozelitésekre példék a  panel-
Okonometriai eljarasok hasznélatat javaslo Babel-Bomsdorf-Schmidt
[2008], illetve a Lee-Carter modellbeli becsiilt mortalitasi index val-
tozasa és egyes makrookonomiai valtozok valtozasai kozotti osszefiiggé-
seket elemzd Hanewald [2009] tanulmanyok. Hanewald [2009] elemzé-
sében arra a kovetkeztetésre jut, hogy hat fejlett orszdgban gazdasagi
fellendiilés esetén jellemzden kissé mérséklgdik a halandosag csokkené-
si iiteme, tehat az emberi élettartam javulasa enyhén kontraciklikus.
Eredményét a haldlokok kozotti, gazdasagi novekedéstsl fiiggs atrende-

z6déssel magyarazza.

7 A téma valamivel részletesebb targyalasara a 3.3.4. szakaszban keriil majd sor.
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2.1.5. Tobbdimenziés halando6sag-elérejelzés

Szamos tanulméany foglalkozik a kiilonb6z6 populéacidkra készitett ha-
landosagi eldrejelzések koherens keretbe foglalasaval. Lee [2000] példaul
a Lee—Carter [1992] modellben nemenkénti el6rejelzések esetén egységes
ferfi és néi mortalitasi index elGirdsat javasolja, amennyiben lényeges
szempont az eldrejelzések koherenciaja. Li-Lee [2005] megallapitjak,
hogy a Lee—Carter [1992] modellben a kiilénb6z6 populaciokban egy-
méastol hossza tavon nem divergéld eldrejelzések sziikséges és elégséges
feltétele, hogy a mortalitasi indexek eltolasos véletlen bolyongéasainak
sztochasztikus trendparaméterei és az index valtozasara vonatkozo élet-
korfiiggs érzékenységi paraméterek egyarant azonosak legyenek a vizs-
galt populaciokban. Ezen tual a szerzék el6irjak a mortalitési indexek
idGsorainak azonosségat is, igy az altaluk javasolt koherens modellben
az egyes populaciokban csak az életkorfliggd atlagos logaritmikus halan-
doségi szintek kiilonboznek egyméstol. Tizenot orszag adatait megvizs-
galva megallapitjak, hogy tizenegy orszag esetén a koherens el6rejelzé-
sek nagyjabol megegyeznek az egyenkénti elérejelzésekkel, négy maésik
orszag esetén pedig egy-egy orszagspecifikus komponenssel bévitve az
egyenleteket mar elfogadhatd a kozos modell. Li-Lee [2005] amellett
érvelnek, hogy a javasolt koherens keretben egy adott orszag esetén a
hasonlé demografiai adottsagokkal rendelkezé orszagok adatainak fel-
hasznalésa javithatja az elérejelzések pontossagat. Cairns és szerzé-
tarsai [2011] a bayes-i modellkeretbe beagyazott korcsoport—idgszak—
kohorsz (Carstensen [2007]) modellt javasoljak koherens eldrejelzésre.

Igéretes kutatési teriilet a halandosagi ratak haldlozasi okok szerint
bontott elérejelzése, amely pontosabba teheti az elérejelzéseket. A ha-

lalozasi okokat egymastol fiiggetleniil jelzi elére Wilmoth [1995] tanul-
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manya, amely az aggregalt elérejelzéshez képest pesszimistabb becslé-
seket k6zol a varhato élettartam novekedési titemére, illetve Di Cesare—
Murphy [2009] cikke, amely nagy-britanniai adatok segitségével ha-
rom lényeges haldlozasi ok trendjeit jelzi el6re kiillonb6zé népszert
halandosag-el6rejelz6 modszerek felhasznalaséaval.

A fejlettebb megkdzelitések kiilonds figyelmet forditanak a haldlozasi
okok kozotti korrelaciok statisztikai szempontbol megfelels kezelésére.
Arnold-Gaille-Sherris [2016] a tobbvaltozos idGsorelemzésbdl koleson-
z0tt kointegracios, vektor-autoregresszios és vektor-hibakorrekcios elja-
réasokat alkalmazzak, és 6t halalokot elemeznek az Egyesiilt Allamok,
Japan, Franciaorszag, Nagy-Britannia és Ausztrélia adatai alapjan. Ta-
nulmanyukban megallapitjak, hogy a modell inkabb a halélokok kozotti
Osszefiiggések vizsgalatara alkalmas, de a megkozelités kiforratlansédga
miatt nem javasoljak annak el6rejelzési célu hasznélatat. Alai—-Arnold-
Gaille-Sherris [2015] a kiilonb6z8 halalokokat és a tulélést mint ver-
sengd kimeneteleket hosszmetszeti multinomiélis logisztikus regresszio
segitségével modellezik, és modelljiiket franciaorszagi adatok alapjan
elérejelzésre is felhasznaljak. Korrelalt kockazatok (példaul hazastarsak
¢élettartamai vagy kiilonboz6 betegségek okozta halélesetek) modellezé-
sére a kvantitativ modellezésben az ezredfordul6 ota elterjedt kopulak
szintén alkalmazhatok.® Dimitrova-Haberman—Kaishev [2013]| tanul-
méanya ezzel a modszertannal modellezi a halalokok kozotti dsszefiiggé-
seket, és megallapitja, hogy az ismertetett eredmények sztochasztikus
halandosag-el6rejelzésre is felhasznalhatok.

A varhato élettartamon tul kiilon figyelmet érdemel a varhatd egész-

8 A kopula a tobbdimenzios egységkockan értelmezett, a (0, 1) intervallumon egyen-
letes peremeloszlasokkal rendelkezé eloszlasfiiggvény, melyet tetszGleges peremel-
oszlasokkal kombinalva barmely t6bbidimenzios eloszlasfliggvény elsallithatd Sklar
tétele alapjan (lasd példaul Nelsen [2006] vagy magyarul Vékas [2012]).
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séges élettartam mutatdja is, amelyet az Egészségligyi Vilagszervezet
(WHO) a sziiletéstsl a rokkantsag vagy halal valamelyikének beko-
vetkezéséig eltelt id§ varhato értékeként definidl. A tobbdimenzios
halandosag-el6rejelz6 modszertan ennek vizsgalatara is alkalmazhato:
példaul Méajer és szerzdtarsai [2013] cikke 55 éves és annal idGsebb hol-
land egyének adatai alapjan a Lee—Carter [1992] modell segitségével
jelzi el6re az egészséges, rokkant és elhunyt allapotok kozotti atmenet-

valoszintiségeket.

2.1.6. Az élettartam-kockazat
pénziigyi hatasai

Az élettartam-kockazat pénziigyi hatasair6l a Nemzetkozi Valuta-
alap készitett atfogo jelentést (IMF [2012]), amely egyebek mellett
megallapitja, hogy a 63 éves korban varhato hatralévs élettartam
minden egy évnyi noévekedése hozzavetSleg 3 szézalékkal noveli a
nyugdijkotelezettségek értékét az Egyesiilt Allamokban.

Brouhns és szerzétarsai [2002b] cikke az élettartam-kockazat életja-
radékok dijszamitasaban betoltott szerepét vizsgalja a Brouhns és
szerzétarsai [2002a] tanulmanyaban bemutatott Poisson Lee—Carter
modell segitségével. A szerzk a halandodsag-elérejelzé modell paramé-
tereit tobbdimenzios normaélis eloszlasbol szimulaljak (Deédk [1990] és
Gassmann-Deak—Szantai [2002]) a maximum likelihood becsléfiiggvény
értéke és aszimptotikus kovaranciamatrixa alapjan, majd minden egyes
replikaciora kiszamitjak az életjaradék nettod dijat, igy kozelitve annak
eloszlasat. Hari és szerz6tarsai [2008] cikke hasonlo célra a kéttényezss
Lee—Carter modellt (Booth-MainDonald-Smith [2002]) alkalmazza.
Tanulmanyukban Richards—Currie [2009] a modellkockazat szerepére
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hivjak fel a figyelmet, kimutatva, hogy az alkalmazott modellfeltevések
hatasa pénziigyileg jelents lehet az életjaradékok piacéan.

Borger [2010] cikkében az élettartam-kockazat —szavatolotSke-
sziikségletét a Szolvencia II keretrendszerben a sztenderd formula
és a Lee—Carter [1992] modellre épiil6 belsé modell segitségével
egyarant kiszamitja, és megéllapitja, hogy a sztenderd formula leegy-
szertisité sokkforgatokonyve nincs Osszhangban a keretrendszer altal
eléirt 99,5 szazalékos kvantilis elvével. Ezért osszetettebb sokkforga-
tokonyvek hasznalatat javasolja.

Csupan illusztracioként néhany prominens forrds az élettartam-
kockézat értékezésemben nem targyalt, kvantatitiv pénziigyi és
befektetési vonatkozéasaival kapcsolatban: az élettartam-kockazat
értékpapirositdval — mint a pénziigyi piacokon az ezredforduld ota
felttint 4 jelenséggel — példaul Krutov [2006] és Cairns—Blake-Dowd
[2008|, az ennek keretében megjelent longevity kotvények &razasi
kérdéseivel Blake és szerzétarsai [2006] és Bauer és szerzétéarsai
[2010], a kapcsolodo ,longevity swap” cseretigyletekkel pedig Dowd és

szerz6tarsai [2006] tanulmanya foglalkozik.

2.2. Hazai kutatasok és alkalmazasok

A torténelmi Magyarorszag elsé halandosagi tablajat Fay [1854] készi-
tette, azonban ezt kovetSen csak hosszu sziinet elteltével, a XX. szazad
elején késziilt Gjra hasonld szamitas hazankban. Az 1900-1968. évek
magyarorszagi halandosagi tabléait és azok modszertani hatterét Pallos
[1971] mive foglalja ssze.

Csupén illusztracioként harom, a hazai népesség részcsoportjainak ha-
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landoésagéra vonatkozoé munka: a hazai halandésagot iskolédzottsag sze-
rinti bontasban vizsgalé Hablicsek—Kovécs [2007], valamint a nyugdij-
ban és nyugdijszertd ellatdsban részesiilék halandosigaval foglalkozo
Hablicsekné-Hollosné [2007] és Molnar-Hollosné [2015] tanulméanyok.
A halalozés oka szerint bontott halandosagi trendekkel foglalkozik Ko-
vacs [2012] irasa.

Baran és szerzétarsai [2007] a Lee—Carter modell tobbtényezds véaltoza-
tat alkalmazzak hazai adatokon, és az illesztett haromtényezGs modell
alapjan megallapitjdk, hogy az 1949-2003. évek adatai alapjan nyert
elérejelzések nem megfelel6k a mortalitasi indexek trendjeiben beko-
vetkezett strukturalis torések miatt, amelyek az 1989-2003 kozotti ba-
zisidGszak esetén azonban mar nem jelentkeznek. A szerzSk szerint a
modell segitségével nyert eldrejelzéseket 6vatosan kell kezelni a hazai
halandésag multbeli valtozékonysaga miatt.

Mivel a jaradékban részesiil6k halanddsaga jelentGsen eltérhet a nép-
halandosagtol, és a hazai életjaradék-piac rovid torténete és alacsony
volumene miatti sziikds tapasztalatok &ltalaban nem teszik lehetévé
a jaradékszolgaltatok szamara a megbizhatd, vallalatspecifikus halan-
dosagi tablak készitését, ezért Aratd és szerzétarsai [2009] tanulmé-
nya mas orszagok olyan, multbeli halandoésigi tablainak hasznalatéat
javasolja, amelyek kell6képpen hasonléak az elérejelzendd adatokhoz.
A megfelel§ referenciatabla kivalasztasara harom lehetséges tavolsag-
mértéket javasolnak, és ismertetnek egy eljarast a tablak egyezésére
vonatkoz6 teszt kritikus értékeinek Monte Carlo szimulacidjara (Dedk
[1990]). A szerzok megéllapitjak, hogy a 60-90 év kozotti életkorokban
az Bgyesiilt Allamok 1950. évi férfi és 1970. évi n6i halandosagi tablai

meglehetésen jol illeszkednek a 2000. évi hazai halandosagi tapaszta-
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latokhoz. A referenciatablak segitségével végzendd elSrejelzés céljabol
bemutatnak tovabba egy egyszerti paraméteres halandésagi torvényre
épiils elSrejelzd eljarast és annak egy lehetséges alkalmazasat is.
Majer-Kovacs [2011] tanulmanya a 65-100. korévek 1970-2006. évi ha-
landosagi adataira a Lee—Carter [1992] modellt illeszti, és a klasszikus
statikus, keresztmetszeti halandosagi tabla és a halanddsag elGrevetité-
se alapjan egyarant kiszamitja a jelenlegi nyugdijkorhatar betoltésekor,
65 évesen varhato hatralévs élettartamot és a nyugdijcéla életjaradék
egyszeri netto dijat’. A szerzék eredményei alapjan a nyugdijazéskor
varhato élettartamot 6, 33%-kal, az életjaradék egyszeri netto dijat pe-
dig 4, 51%-kal becsiili ala az élettartam-kockéazatot figyelmen kiviil ha-
gy6 keresztmetszeti szamitas. A tanulmany két eltérd megkozelitésben
kozol konfidenciaintervallumokat a nyugdijazaskor varhato élettartamra
és az életjaradék netto dijara: az elsd esetben Lee—Carter [1992] nyomén
csupan a mortalitési index folyamatanak véletlen hibatagjait tekintik
a bizonytalansag forrasanak, mig a méasodik esetben a mortalitasi in-
dex sztochasztikus trendparaméterét is valoszintiségi valtozoként keze-
lik, igy az eldrejelzési hiba részeként — részben — a becslés soran felléps
paraméterbizonytalanségot is figyelembe veszik. Megmutatjak tovabba,
hogy élettartam-kockazat jelenlétében még végtelen nagy kockazatko-
z0sség esetén, hatarértékben sem valik kockazatmentessé a nyugdijcélu
életjaradék nyijtasa a jaradékszolgaltatod szamara.
Bajko-Maknics-Toth-Vékas [2015] cikke a Lee-Carter [1992] modell

alapvaltozatat alkalmazza az életkorfiiggs halandosagi és termékenysé-

9 Az egyszeri netto6 dij az az azonnali befizetés, amelyért cserébe az adott szerzédésen
— a dijtartalékon a technikai kamatldbnak megfelel6 hozamot elérve — a jaradékszol-
galtatd dijbevételeinek és jaradék-kifizetéseinek varhatéd jelenértékei megegyeznek
(Banyar [2003]). A nett6 dij kozgazdasagi értelemben nem tekinthetd arnak. Az ar
itt a nett6 dijon felil felszamitott koltségekhez kapesolodik (Banyar—Veékas [2015]).
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gi raték elérejelzésére és a magyar nyugdijrendszer fenntarthatosaganak
vizsgalatara. E tanulmany részletes bemutataséra az 5. fejezetben ke-
riil majd sor.

Arato-Dryden—Taylor [2006] hierarchikus bayes-i térstatisztikai modellt
illesztenek 150 magyarorszagi kistérség életkorfiiggd halalozési adataira.
A kistérségenként kiilonbozé életkorfiiggd halandosagi ratdk megbizha-
tosagi intervallumait a szerzék Markov-lanc Monte Carlo szimulécio
segitségével allitjak eld, és relativ kockazati szinteket is becsiilnek a
nem ¢és telepiilésméret valtozok kategoriaira.

A Lee—Carter [1992] modellben is alkalmazott szingularisérték-felbontas
altalanositasait mutatja be Ispany és szerzdtarsai [2010] tanulmanya,
melynek szerzéi a javasolt moédszereket hazai néphalandoségi adatok
modellezésére és vizualizacidjara alkalmazzak.

Agoston [2001] tanulméanya harom olyan, a halandoséagi ratak becslé-
sére alkalmazhato modszert mutat be, amelyek cenzoréalt megfigyelések
(példaul év kézben felmondott életbiztositasi szerzédések) jelenlétében
is alkalmazhatok: a Kaplan—Meier, aktuariusi és maximum likelihood
becslofiiggvényeket. Az orvosi statisztikaban régota alkalmazott, ha-
landdsag becslésére is alkalmazhato Kaplan—-Meier és Cox-regresszios
modelleket magyar nyelven Vékas [2011] ismerteti. Bar nem szigortan
hazai alkalmazés, mégis itt emlitem meg Méajer és szerzdtarsai [2011]
cikkét, amely Cox—regresszio segitségével elemzi a rokkant egyének ha-
landdsagat, és megéllapitja, hogy varhato élettartamuk 10 évvel marad
el az egyéb csoportokétol, amelybdl 6 év magyarazhato a két populacio
kozott az életmod, a tarsadalmi-demografiai jellemzdk és a kronikus
betegségek terén fennéllo kiilonbségekkel.

A nyugdijpénztari életjaradékok elméleti és gyakorlati kérdéseirdl és
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modellezési probléméairol Banyéar [2012] nyujt széles korti attekintést.
Az élettartam-kockazat, a népességoregedés, valamint a rokkantnyug-
dijasok magas szama okozta anomalidk hazai nyugdijrendszerben be-
toltott szerepét mutatjak be Kovacs—Sziile ([2005] és [2006]) munkai.
Szepesvary [2015] cikkében a Lee—Carter modell felhasznalasaval mo-

dellezi az élettartam-kockazatot a Szolvencia II keretrendszerben.
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3. fejezet

A halando6sagi modellezés

modszertani alapjai

Ebben a fejezetben a halandosag keresztmetszeti, statikus modellezésé-
r6l adok attekintést a halandosag statisztikai mérészamaibol kiindulva
a folytonos és diszkrét matematikai modelleken &t az aktuarius szakmé-
ban elengedhetetlen eszkozként szolgalé halandosagi tabla konstruéla-
séig és teszteléséig. Elére megjegyzem, hogy targyaldsomban — a téma
sokszintiségébdl adoddan, az egyszertiséget szem elStt tartva — néhol
keverednek a statisztikdban, valészintségszamitasban és az aktuarius-

tudoményokban szokésos jelolésmodok.

3.1. A halandésag statisztikai mérdszamai

A halandosag multbeli adatok alapjan torténd szamszertsitésének leg-
alapvet&bb leiro statisztikai eszkoze a halanddsdgi rdta (més néven ha-
ldlozdsi ardnyszdm), amely egy valasztott idGszak és populécié vonatko-

zésédban értelmezhetd, és az adott iddszak soran az adott populaciéban
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bekovetkezett halalozasok szamanak a populacio 1étszamahoz viszonyi-

tott ardnyaként szamithato ki. Képlettel felirva:
D
=—. 3.1
m= (31)

ahol m a halandoésagi rata, D € N a vizsgalt id6szakban elhunytak sza-
ma, F > 0 pedig a vizsgalt populécié valamilyen modon értelmezett
létszama. Ertekezésemben a vizsgalt idészak hossza egy év lesz.

A populéci6 létszamat pontosabban definidlni sziikséges: érthets alat-
ta a vizsgalt id6szak kezdetén él6 egyének szama (agynevezett kezdeti
kitettség, angolul initial exposed to risk, jelolése: E°) vagy a vizsgalt
idgszak alatt €16 egyének atlagos létszama (agynevezett kozponti kitett-
ség, angolul central exposed to risk, jelolése: E°) is. Ez utobbi a vizsgalt
id6szak kezdetén életben 1évs egyénekre a vizsgalt idGszakban megélt
egyéni idémennyiségeket Osszegezve szamithato ki.!

Kezdeti kitettség alkalmazasa esetén kezdeti halanddsdgi rdtdrol (an-
golul initial death rate, jeldlése: mP), kozponti kitettség esetén pedig
kézponti halanddsdgi ratdardl (angolul central death rate, jelolése: mc)
beszélhetiink. A kétféle halandosagi rata kozotti kapcesolat a vizsgalt
id6szakban elhunyt egyének altal megélt idémennyiségektdl fligg. Ha a
vizsgalt idGszak sorédn elhunyt, az id&szak kezdetén még él6 egyének
atlagosan A > 0 egységnyi id6t éltek az idGszak kezdetétsl szamitva,

akkor a kétféle kitettség kozotti kapcsolat:

E¢=E"—(1-A)D. (3.2)

LA kozponti kitettség mértékegysége f6 és év is lehet, attél fiiggden, hogy atlagos
létszamnak vagy Osszes megélt idémennyiségnek tekintjiik.
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Igy a (3.1) és (3.2) Gsszefiiggések alapjan adodik a kétféle halandosagi

rata kozotti kapcsolat:

. D D = m°
T B T B - (1-A)D B-0-AD ~ 1_(1_ A)m°’
0 B (3.3)
mo = —mc
1+ (1= A)me

Gyakori az A = % egyszertsits feltevés, miszerint a vizsgalt idGszakban
elhunytak atlagosan az idészak feléig éltek. Ebben az esetben a (3.3)
Osszefiiggés kovetkeztében a kétféle halandosagi rata egymasbol az alab-

bi képletek segitségével szarmaztathato:

Osszefiiggések, és a kozponti halandosagi rata a kezdeti halandosagi

rataval ellentétben egységnyinél nagyobb értéket is felvehet.

1. Példa. Magyarorszdg lakossdga 2014. janudr 1-én E° = 9.877.365
fé volt, és az év soran D = 126.308 haldlozdst regisztrdltak. FEkkor a

2014. évi orszdgos kezdeti halanddsdgi rdta értéke

D 126.308
0= — = _—"— ~0,01279
T T 9877365 ’
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az A = % év feltételezés mellett pedig a kozponti kitetiség értéke a (5.2)

osszefiliggés alapjdn
. o 1 1
Ec=F — §D = 9.877.365 — 5126.308 = 9.814.211,

19y a 2014. évi orszdgos kozponti halanddsdgi rdta értéke

D 126.308
e 2 20900 0 01087
M= Te T gsiaon 001287

10-27
27-44
4.4-6.0
6.0-7.7

Ws-1

Wi1-13

W13-16

1519

3.1. abra. Kozponti halandésagi rata ezerszerese a vilag orszagaiban
2014-ben (forras: www.indexmundi.com)

[usztracioképpen a 3.1. abra a kozponti halandosagi réata orszédgon-
kénti alakulasat szemlélteti a vilagon a 2014. évben. Ugyanekkor az
egész vilagra nézve a rata értéke 0,00789 volt. Erdemes megfigyelni,
hogy szamos fejl6dd orszagban a fejlett orszagok tobbségéhez képest
kedvezGbb a rata értéke, ami a fejl6ds orszégok fiatalosabb kordsszeté-
telével magyarazhatd. Azonos korcsoportok ratéait osszehasonlitva mar
megmutatkozna a fejl6dé orszagok jelentés hatranya.

A kezdeti és kozponti halandoségi ratak kozotti modszertani kiilonb-

ségtételen til szamos kiillonbozd tipust halandosagi ratat szokas meg-
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kiilonboztetni a vizsgalt populécid szerint:

e Eletkor szerint: életkortol fiiggetlen (agynevezett nyers) és életkor-
fiiges (korévenként vagy bévebb korcsoportonként bontott) halan-

doséagi ratak,
e Nem szerint: uniszex, férfi és n6i halandosagi ratak,

e Lakohely szerint: orszagos, regionalis, megyei, varosi stb. halan-

doségi ratak,

o Fgyéb szelekcios wvdltozok szerint: példaul nyugdijasok, hazasok,
egy adott biztosité valamely termékének tigyfelei, egy vallalat al-
kalmazottai, a sajat bevallasuk szerint napi hédrom szalnéal t6bb

cigarettat fogyasztok stb. halandosagi ratai.

Ertekezésem tovabbi fejezeteiben kitiintetett szerepet jatszanak majd
az életkorfiiggd halandosagi ratak, melyek esetén a tovabbiakban az
adott x € {1,2,..., X} korcsoportot als6 index jeloli majd. Ennek
megfelelGen az életkorfiiggd kezdeti és kdzponti halandosagi ratak kép-

letei a (3.1) Osszefliggés alapjan:

(3.4)

3.2. A halandésag matematikai modellezése

A multbeli adatokon nyugvo, leiré statisztikai szemléleten és annak kor-
latain az élettartamok hosszara vonatkozo, valoszintiségszamitasi ala-

pokra épiils, sztochasztikus modell feltételezésével lehetséges tullépni.

52



VEKAS PETER: AZ ELETTARTAM-KOCKAZAT MODELLEZESE

Ertekezésem tovabbi részében az élettartam kifejezés (jelolése: L) min-
den esetben valamely években mért, nemnegativ valoszintiségi valtozora
fog utalni.

A haland6sag modellezésében kiemelt jelentGségd a tulélési fiigg-
vény (angolul survival function) fogalma, amely az élettartam
valoszintiség-eloszlasat jellemzi. Az L élettartam tulélési fliggvényén azt

a G:RT — [0,1] fliggvényt szokas érteni, amelyre

Gly)=P(L>y) (y=0).

Nyilvanvaloan teljesiilnek a

Gly)=1-F(y) (y>0)

osszefliggeések, ahol F': Rt — [0,1] az L élettartam eloszlasfiiggvénye.
Ha a modellezett egyén méar betoltott egy adott > 0 életkort, akkor
L — x hdtralévd élettartamdnak valoszintiségeloszlasa az L > x feltétel
melletti feltételes eloszlasként modellezheté megfelelGen. Ezt ragadja

meg a G, : R™ — [0,1] (z > 0) rezidudlis tulélési figgvény fogalma:

Gult) =B(L —a 2yl 2 0) = T =20 CEED ()

Fontos mutatészam az x > 0 éves korban vdrhato hdtralévd élettartam,

melynek jelolése és kiszamitési modja:

e, =E(L—2z|L>2)= /00 G.(y)dy (x >0), (3.5)
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illetve annak x = 0 melletti nevezetes specialis esete, az

e = E(L) = / " Gly)dy (3.6)

sziiletéskor varhato élettartam.

Az L élettartam eloszlasanak konkrét specifikicidojaban két jellegzetes
irdny kiiloniil el aszerint, hogy a modellez6 folytonos vagy — jellemzs-
en egész értékid — diszkrét valoszintiségi valtozonak tekinti azt. E két

modellkeretet kiilon szakaszokban targyalom.

3.2.1. A folytonos modell és a halalozasi intenzitas

Folytonos eloszlasok hasznalata esetén célszert a halandosag mértékeét
az egyes ¢letkorokban az adott pillanatra vonatkoztatni, ugy, hogy az
igy kapott mérdészam ne fiiggjon a vizsgalt idészak hosszatol. Persze
adott pillanatban a haldlozési valdszintiség mindig nulla, mivel folyto-

nos eloszlas esetén barmely y > 0 értékre

Hatarértékekben viszont értelmezhets egyfajta pillanatnyi évesitett ha-
lalozasi valoszintiség, ha egy révid idStartam évesitett halalozasi valo-
szintiségében az id6tartam hossza nulldhoz tart. Az igy kapott muta-
toszam szokasos neve haldlozdsi intenzitds (mas néven hazdrdrdta vagy

kockdzati rdta, angolul hazard rate, Agoston-Kovacs [2000]):

. P(L<y+elL>y
uly) = tim = L29)

e—0+ IS (y Z O)
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A halalozasi intenzitas tehat — bar maga nem valoszintiség — egyfajta
évesitett pillanatnyi haldlozdsi valdsziniségnek tekinthets. A halalo-
zési intenzités fenti definicidja tartalmi szempontbol igen szemléletes,
ugyanakkor a gyakorlatban a halalozasi intenzitasfiiggvényt tobbnyire

kénnyebb a kdvetkezd Osszefiiggés alapjan kiszamitani:

_ iy P te) —F(y) _ fy)
ply) = lim G0 Gly) (y=0,G(y) > 0),

ahol f: Rt — R" az L élettartam stirtiségfiiggvénye.
Hasznélatos még a kumuldlt haldlozdsi intenzitds fogalma, amely a ha-

lalozasi intenzitasfiiggvénybdl integraléssal szamithato ki:

M) = [ utarde (52 0) (3.7)

A kumulélt haldlozasi intenzitas gyakorlati jelentGségét az adja, hogy
segitségével konnyedén meghatarozhato a tulélési fiiggvény a kovetkezs

osszefliggeés alapjan (Vékas [2011]):
Gly) =e ™MV (y>0). (3.8)

2. Példa. Legyen u(y) =y (y > 0). Ekkor a (3.7) egyenlet alapjin

y y 1

M) = [ ntwyde = [ ade =3¢ w2 0)

0 0

tovabbd a (3.8) dsszefiiggés alapjdn
Gly) =MW =" (y>0),

gy a sziletéskor vdrhatd élettartam a (3.6) egyenlet és a sztenderd nor-
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malis eloszlds striségfiigguényének tulajdonsdgai alapjdan

> 1 1 [ _1, V2 s
60:/ G(y)dy:/ e2ydy:§/ €2ydy:T:\/;'
0 0 —00

3.2.2. A diszkrét modell és a halandésagi tabla

Aktuariusi alkalmazasokban Kkitiintetett jelentéségl az egész értéki

élettartamokra épiils halanddsdgi tdabla (angolul life table), melynek

/////

valdsziniségek ismerete, amelyek egész életkorok esetén annak a valo-
szintiségét adjak meg, hogy egy adott életkort éppen betdltétt egyén a

soron kovetkez§ sziiletésnapjat megéri, illetve mar nem éri meg:

peo=P(L>z+1|L>x) (z€N),

¢ =P(L<z+1L>z) (zeN).
Nyilvanvaloan fennéll a kévetkezd azonosség:
Dz +Gqz = 1 (l’ S N)? (39)

illetve a koréves tilélési valoszintiségek és a tulélési fliggvény egész élet-

korokban felvett értékei egyméasbol egyszertien meghatarozhatok:

Gz +1)
=Ty

Gw)=[Ip (€M)

(xeN, G(z)>0), (3.10)

Az egészértékiiség feltevése két okbol is célszert: egyrészt az embe-

ri élettartamokrol altalaban egész években mért adatok allnak csupén

56



VEKAS PETER: AZ ELETTARTAM-KOCKAZAT MODELLEZESE

rendelkezésre, masrészt integralok helyett konnyebb véges Gsszegekkel
dolgozni a modellezés soran.

Az egészértékld modell matematikai hatterének ismertetéséhez minde-
nekel6tt célszertd az L élettartamot annak egész és tort részének 6ssze-

gére felbontani:

L — LLJ "‘Lt,

ahol | L| az élettartam egész része, L, pedig annak tort része. A koréves
halalozéasi valoszintiségek csak az élettartam egész részének eloszlasat
definialjék, igy ebben a modellben a tort rész alakulasaval kapcsolatban

potlolagos feltevéssel sziikséges élni (lasd a 3.2.3 szakaszban).

Magyarorszag férfinépességének halanddsagi tabldja a 2013. évre

X Ay | dy e
0 0,00589 100 000 589 72,01
0,00035 99 411 35 7143
2 0,00020 99 376 20 70,46
3 0,00017 99 357 7 69,47
4 0,00010 99 340 0 68,4
5 0,00005 99 330 67 4
6 0,00006 99 324 66,4
7 0,00010 99 31 65,50
8 0,00012 99 30 2 64,50
9 0,00013 9929 3 63,51
0 0,00012 9928 2 62,52
0,00011 99 27 0 61,53
0,00009 99 260 9 60,
0,00012 99 251 2 59,54
4 0,00023 99239 23 58,55
5 0,00028 99216 27 57,56
6 0,00032 99 188 32 56,58
7 0,00036 99 157 36 55,59
8 0,00041 99 121 41 54,
9 0,00045 99 080 45 53,64
0 0,00049 99035 49 52,66
1 0,00052 98 987 52 1,69
2 0,00055 98935 4 0,7
23 0,00057 98 880 7 49,74
4 0,000 98 824 9 48,77
5 0,00061 98 765 61 47,80
26 0,00063 98 704 62 46,83
27 0,00063 98 642 62 45,86
28 0,00063 98 580 62 44,88

3.2. abra. A KSH 2013. évi férfi néphalandosagi tablajanak részlete
(forras: KSH NKI)

A halandosagi téablak altalaban tartalmaznak egy olyan feltételezett
w € N maximalis életkort, amelyre P(L > w) = 0. Magyarorszagon a
KSH az w = 100 év paramétert alkalmazza. A maximaélis életkor fel-
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tevésének kdvetkezménye, hogy az élettartam egész részének eloszlasat
meghatarozzak a ¢, (r = 0,1,2,...,w — 1) valészintiségek a szokésos
q., = 1 potlolagos feltételezéssel egylitt, amely biztositja, hogy a mo-
dellben nulla az w-nal magasabb életkor megérésének valdszintisége.

A halandodsagi tablakban a p, és ¢, (z =0,1,2,...,w — 1) valoszintisé-

geken kiviil rendszerint szerepel még az

l. = G(x) (x=0,1,2,...,w),

de =lps1 =1, (x=0,1,2,...,w—1)

tovdbbélési és kihaldst rend, ahol [y = 100.000 a halandoésagi tabla alap-
szama. A tovabbélési rend a tulélési fliggvény konstansszorosa, és egy
az alapszdmmal megegyez6 1étszami — hipotetikus — jsziilott populé-
cibban adja meg a legalabb x éves kort eléré egyének varhato szamat,
amellett az — igen silyos — feltételezés mellett, hogy az id6 mulasaval
a koréves tulélési valoszintiségek valtozatlanok maradnak. A kihalasi
rend ugyenezen feltevés mellett az x éves korukban elhunyt egyének
varhat6 szamét adja meg.

A halandosagi tablakban szerepelnek még a kovetkezs képlet alapjan

kiszamitott varhato hdtralévd élettartamok:

1 < 1
ex:l_zll+§ ($:O,1,2,,w—1), (311)

z i=x+1

melyekrsl konnyen belathato, hogy a (3.5) egyenletnek megfelels
mennyiségek, feltéve, hogy az élettartam tort részének varhato érté-

ke E(L;) = %, tovabba annak egész és tort részei fiiggetlenek.
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3.3. abra. Sziiletéskor varhato élettartam években a vilag orszédgaiban
2014-ben (forras: www.indexmundi.com)

Mlusztracioképpen a 3.2. abran a KSH 2013. évi férfi néphalandosé-

gi tablajanak egy részlete lathato, valamint a 3.3. dbra szemlélteti az

években mért sziiletéskor varhato élettartam alakulasat 2014-ben a vi-

lag orszagaiban.

3.2.3. A folytonos és a diszkrét modell kapcsolata

Az egészértéki modell konnyedén bedgyazhatd a folytonos modellbe:
a sziikséges koréves tulélési valoszintségek a (3.10) Osszefiiggés alapjan
meghatarozhatok, sziikség esetén egy w € N feltételezett maximalis
életkorral és a g, = 1 lezaréssal kiegészitve. Tehat a folytonos modell
alapjan is elkészithet6 a halanddsagi téabla.

Forditott iranyban a két modell kapcsolata méar nem ilyen egyértel-
mi: az egészértékid modell nyilvanvaléan kevesebb informéaciot hordoz
a folytonos modellnél, mivel a tulélési fiiggvényt csak egész életkorok
esetén definialja, nem specifikalva az élettartam tort részének eloszlasat.
Ebben az esetben — sziikség esetén — két egész életkor kozott a tulélési

fliggvényt a szomszédos egész értékek kozotti interpolacioval szokés de-
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finialni, igy bizonyos értelemben a folytonos modell is bedgyazhato az
egészértéki modellbe.? Az interpolacié mikéntjére tobbféle megoldas
létezik a szakirodalomban. A tulélési fliggvény interpolécidja altaldnos
alakban, az argumentumot annak x egész és v tort részére felbontva

(Bowers és szerzétarsai [1997], 3.6. alfejezet):

O(G(z +v)) = (1 = v)o(G(z)) + vo(G(z + 1))
(xeN,Gz+1)>0,0<v<1),
ahol a ¢ : (0,1) — R szigortian monoton interpoldcids figgvény altala-
ban a kévetkezk valamelyike:
e identitasfiiggvény: ¢(s) = s,
e logaritmusfiiggvény: ¢(s) =1Ins,
—1

e reciprokfiiggvény: ¢(s) = s

A fenti valasztasok esetén ebben a sorrendben linedris, exponencidlis

vagy harmonikus interpoldciordl beszélhetiink. E harom eljaras esetén

lozési intenzitasfiiggvényeket a 3.1. tablazat foglalja Gssze.

Eljaras o(s) = Gz +v)= plr +v) =
Linearis S (1 —v)G(z) +vG(x + 1) .
Exponencialis Ins G(z)(ps)’ —Inp,
: - G(@)G(z+1) s
Harmonikus 571 @) T 17(1’171))%

3.1. tablazat. A legelterjedtebb interpolécios eljarasok (forras: sajat
szerkesztés Bowers és szerzGtarsai [1997] alapjan)

2 Erdemes megjegyezni, hogy az itt bemutatott interpolacios modszerek példaul 5 év
hosszusagn idgszakra vonatkozo halandosagi ratdk évesitésére is alkalmazhatok.

60



VEKAS PETER: AZ ELETTARTAM-KOCKAZAT MODELLEZESE

A lineéris interpolaciot ebben a kontextusban a halalesetek éven be-
liili egyenletes eloszlasa hipotézisének is nevezik, mivel egyszertien be-
lathato, hogy alkalmazéasa egyenértéki azzal a feltételezéssel, hogy az
élettartam tort része egyenletes eloszlasu a (0, 1) intervallumon, vala-
mint fiiggetlen annak egész részétsl. Ebben az esetben a (3.5) és (3.11)
egyenletek azonos eredményre vezetnek. Az eljarés szemléletessége el-
lenére az intuicioval ellentétes, hogy alkalmazésa esetén a halalozasi in-
tenzitasfliiggvény az egész életkoroknal talalhaté ugraspontokban nem
feltétlentl monoton novekvs (lasd 3.1. tablazat).

Exponencialis interpolacié esetén a haldlozési intenzitasfiiggvény sza-
kaszonként konstans (lépcsds) fiiggvény (lasd 3.1. tablazat), amelyet
ezért a konstans haldlozasi intenzitas hipotézisének is neveznek. Az in-
tenzitasfliiggvény monoton noévs, ha a koréves halélozési valoszintiségek
sorozata is az.> Ekkor az exponencialis interpolécié az egyetlen olyan a
bemutatott harom megkozelités koziil, amely — az intuicionak megfele-
16en — garantaltan monoton novs halélozasi intenzitésfiiggvényt ered-
ményez. Az eljaras tovabbi kedvezd tulajdonsaga a 3.1. tablazatban
risége.

A hiperbolikus interpolaciot a szakirodalom Balducci-hipotézis néven is
ismeri. Hasznalata az intuitidval és a tapasztalatokkal ellentétesen azt
feltételezi, hogy egész életkorok kozott a halalozasi intenzitasfiiggvény

monoton csokkend (lasd 3.1. tablazat).

3Ez utobbi feltevés altalaban csak igen alacsony életkorok esetén sériil, de ekkor
empirikus tények alapjan nem is varhaté el a halalozési intenzitasfiiggvény mono-
tonitasa.
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3.3. A halandésagi tabla becslése

3.3.1. Becslés diszkrét modellkeretben

Feltéve, hogy minden egyes z € {0, 1,...,w—1} életkorra megfigyelhets
E? € N. szami egyén tulélése az egyének z-edik sziiletésnapjat kovetd
egy-egy évben, jelolje D, € N az x éves életkorban megfigyelt halélo-
zasok szamét, valamint D, a megfelels elméleti valoszintségi valtozot.
Ekkor az egyéni élettartamok fiiggetlenségét feltételezve ez utdbbiak
fiiggetlen, binomialis eloszlast valoszintiségi valtozok az alabbi para-

méterekkel:
D, ~ Bin(E°,q,) (z=0,1,...,w—1). (3.12)
Ezért a modell log-likelihood fiiggvénye a kovetkezs alakban irhato fel:

w—1
Uqo, q1s- -y Gu—1) = a+ Z (Dw Ing, + (E° — D,)In(1 — qx)),

=0

(3.13)

ahol a = S “"In (gg) konstans. A (3.13) fliggvény a maximuméat
akkor veszi fel, ha a jobb oldalon szerepld O6sszeg minden egyes tagja

maximalis. Elemi differencidlszamitassal belathato, hogy ez a
o= =my (x=01,...,w—1) (3.14)

értékek esetén teljesiil, vagyis a fenti feltételezések mellett a g, koréves
halélozasi valoszintiségek maximum likelihood becsléfiiggvényei a (3.4)

egyenlet szerinti életkorfiiggs kezdeti halandosagi ratak.
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3.3.2. Becslés folytonos modellkeretben

A diszkrét modellt a folytonos modellbe a 3.2.3. szakaszban ismertetett
— legkedvez6bb tulajdonsigokkal rendelkezé — exponencidlis interpo-
lacio feltevése mellett bedgyazva a modell log-likelihood fiiggvénye a

kovetkezd alakban frhato fel (Agoston-Kovacs [2000], 53. oldal):

€
L

(p(0), 1), ol = 1)) = 37 (Dol p(e) = p(x)ES). (3.15)

8
Il
<)

A (3.15) fiiggvény maximumhelyén a jobb oldalon szerepld 6sszeg min-

den egyes tagja maximalis, ami a

pr)=—=m, (x=0,1,...,w—1) (3.16)

valasztas esetén teljesiil. Tehat ebben a modellkeretben a haldlozasi
intenzitasfiiggvény egész életkorokban felvett értékeinek maximum li-
kelihood becsléfiiggvényei a (3.4) Osszefliggés szerinti életkorfiiggs koz-
ponti halandoésagi ratak.

A 3.1. tablazat és a (3.9) Osszefiiggés alapjan exponencialis interpolacio

esetén teljesiil az aldbbi Osszefliggés:

p(z)=—In(1—-¢q,) (x=0,1,...,w—1), (3.17)

igy ebben a modellben a (3.16) és (3.17) egyenletek Gsszevetésébdl és a
maximum likelihood becsl6fiiggvény fiiggvénytranszformacioval szem-

beni invarianciajabol adodik a koréves haldlozasi valoszintiségek maxi-
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mum likelihood becslése:

—In(1 - ¢,) =mg,

Go=1—€¢" (x=0,1,...,w—1).

Ez a kiilonbo6zd kiindulo feltevések kovetkeztében eltér a (3.14) Ossze-
fliggéstdl, de a kiilonbség a gyakorlatban jelentéktelen.

Ertekezésem tovabbi részében koréves haldlozasi valoszintiségek esetén
a (3.14), haldlozasi intenzitasfiiggvény esetén pedig a (3.16) Osszefiig-

gést tekintem iranyadonak.

3.3.3. A sziiletésnapok és a naptari év kezdete

kozotti eltérés korrekcidja

Fontos kitétel, hogy a (3.14) Osszefiiggés feltételezi, hogy a megfigyelési
idGszak kezdete az egyének sziiletésnapjara esik, igy egyénenként kii-
16nb6z6. Ezzel szemben a valésagban egy adott naptari évre vonatkozo
halandoségi téabla Osszeallitasanal az adott év januar elsején megfigyelt
x éves egyének — ritka kivételektdl eltekintve — nem aznap toltotték
be az x-edik életéviiket, igy elképzelhets, hogy az adott naptari évben
bekovetkezd halaluk idején mar x + 1 évesek, illetve — ehhez hasonlo-
an — az év soran z évesen elhunyt egyének jelentds része a naptari év
kezdetekor még csak o — 1 éves. Igy ha E® a naptdri év kezdetén x
éves egyének szaméat és D, a naptdri év soran x évesen elhunyt egyé-
nek szamat jeloli, akkor a (3.14) Gsszefiiggés mar hibas eredményt ad,
mivel a szamlaloban figyelembe vett egyének egy része nem szerepel a
nevezdében, és a nevezdben figyelembe vett, a naptari év soran elhunyt

egyének egy része nem szerepel a szamlaloban.
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A probléma megoldésara a KSH az alabbi tgynevezett Béckh-formulat
(Radnoti [2003]) alkalmazza, amely mar figyelembe veszi és korrigélja

a naptari év kezdete és az egyének sziiletésnapjai kozotti eltérést:

) D, Dy
QO:1_< —§>< _E_g )

D/ D//
qrzl— ].—m _ﬁ (.1'2172,...70)—1),

(3.18)

ahol B az adott naptari évre es6 élvesziiletések szama, valamint D! és
D azon z évesen, az adott naptari év folyaman elhunyt egyének szama,
akik z-edik sziiletésnapjukat az adott, illetve a megel&z6 naptari évben
toltotték be.t

A 3.4. dbra egy példan keresztiil szemlélteti, hogy valodi hazai ha-
landosagi adatokon a (3.14) és (3.18) képletek eredményei még magas
életkorok esetén sem kiilonboznek egymastol szémottevGen: a koréves
halalozési valoszintiségek és a kezdeti halandosagi ratak gorbéi szabad

szemmel megkiilonboztethetetlenek egyméstol.

3.3.4. Kiegyenlit6 eljarasok

Ahogy a 3.4. abran is lathato, a (3.14) vagy (3.18) Osszefiiggések alap-
jan becsiilt koréves halalozasi valosziniiségek sorozata meglehet&sen sza-
balytalan, véletlen ingadozast tartalmaz, amelyet az élet- és nyugdijbiz-
tositasi alkalmazasokat szem elGtt tartva célszert kiszirni az adatokbol.
Az aktuéariusi szakirodalom ezt kiegyenlitésnek vagy simitdsnak (ango-
lul graduation vagy smoothing) nevezi. Erre a célra félparaméteres,

paraméteres és nemparaméteres eljarasok egyarant alkalmazhatok.

4 Nyilvanvaloan fennall a D! + D" = D, (x =1,2,...,w — 1) azonossag.
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===Koréves haldlozas (Béckh-formula) e=={ezdeti halanddsag Simitott halalozds
10000
1000 I I I I | | { /
=
//’/
—
—
| o~ I
100 //
4
| Y 4
10 1 | | | |
| P /
\ s
r/
SN
0
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Eletkor

3.4. dbra. Férfi koréves halalozasi valoszintiségek, kezdeti halandosagi
ratak és simitott koréves haldlozasi valoszintiségek
(2013-ban, 0-84 évesekre, 10.000-rel szorozva, logaritmikus
skalan, forras: sajat szerkesztés a KSH NKI adatai alapjan)

A KSH a (3.18) osszefliggés alapjan becsiilt koréves halélozasi valo-
szintiségek simitédsara a kovetkezd félparaméteres eljarast alkalmazza
(Agoston [2003]): 0-3 éves életkorok esetén a becsiilt koréves halélo-
zési valoszintiségeket valtozatlanul hagyjak, 4-14 éves életkorok kodzott
negyedfokt polinom illesztésésével simitjak azokat, 15-74 éves életko-
rok kozott a mozgoatlagolashoz hasonld, mechanikus kiegyenlitésnek is
nevezett Karup—King interpolaciot alkalmazzak, 75-100 éves életkorok
kozott pedig a Gompertz—Makeham torvényt (lasd a 3.2. tablazatban)
illesztik a becsiilt adatokra. A 3.4 dbran lathaté a KSH altal alkalma-
zott simitas hatasa a koréves halalozasi valoszintiségekre.

Tovabbi lehetség a paraméteres simité modszerek alkalmazasa, vagyis

paraméteres eloszlés illesztése a megfigyelt élettartamokra. Az ilyen

eloszlasokat a szakirodalom halanddsdgi torvényekként (angolul morta-

lity laws) is ismeri. A paraméteres simitas leginkabb abban az esetben
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hasznos az aktuériusi gyakorlatban, ha — példaul kisebb alloméannyal
rendelkez§ életbiztositok vagy nyugdijpénztarak esetén — a megfigyelt
populécidéban tul kevés adat all rendelkezésre a halandésagi tabla meg-
bizhato becslésére. Ekkor a paraméteres eloszlas altal meghatarozott
szabalyszertiségek hivatottak kiegésziteni a hidnyos halandésagi tapasz-
talatokat. Az eloszlasok paraméterei a kozonséges és siilyozott legkisebb
négyzetek modszerével és a maximum likelihood modszerrel egyarant
becsiilhetdk. Csupén illusztracioképpen, a teljesség igénye nélkiil né-
hény nevezetes halandésagi torvény paramétereit és pu(y) (y > 0) hala-

lozési intenzitasfiiggvényeit mutatja be a 3.2. tablazat.

Név Paraméterek Intenzitasfiiggvény
de Moivre w>0 (w—9y)" (y <w)
Gompertz a,>0 aelV

Gompertz—Makeham a,B,7>0 aelY + v
Logisztikus a, 3,7 >0 lizzzy +
Weibull a, >0 ay”®

3.2. tablazat. Néhany nevezetes halandoségi torvény
(forras: sajat szerkesztés)

A félparaméteres és paraméteres modszereken kiviil tovabbi lehetdség a
nemparaméteres simito eljarasok alkalmazasa. Ilyenre példak a koréb-
ban emlitett Karup—King interpoléacio, a mozgoatlagolas vagy a p-spline

interpolacio (lasd példaul Currie és szerzdtarsai [2004]).

3.3.5. Az illeszkedés vizsgalata

Ha minden z € T' C {0,1,...,w — 1} életkorra rendelkezésre allnak
ismert O € Nyg kezdeti kitettségek és D, € N halaleseti gyakorisdgok,
valamint a ¢, koréves halalozasi valoszintiségekre vonatkozo ¢, € (0,1)

feltételezett értékek, akkor érdemes lehet megvizsgélni, hogy a tapasz-
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talt halaleseti gyakorisdgok szarmazhatnak-e a feltételezett koréves ha-
lalozéasi valoszintiségek altal meghatérozott eloszlasokbol. A nullhipo-

tézis ekkor:

Hy:q.=q, (zel). (3.19)

Az egyes egyének egymastol fiiggetlen taléléset feltételezve a D, élet-
korfliggd elméleti haléleseti gyakorisagok fiiggetlen, binomialis eloszlastu

valoszintiségi valtozok:

D, ~ Bin(E°,q,) (zeT),

melyek eloszlasai elegendGen nagy kezdeti kitettségek esetén a valoszi-
niiségszamitasban alapvets fontossagu de Moivre-Laplace tétel kovet-

keztében normaélis eloszlassal kozelitheték:

D, ~ N(ERq.. Eq:(1 - ¢.)) (z €7T). (3.20)

A (3.20) Osszefiiggés ekvivalens felirasa sztenderdizalas segitségével:

E;U)Qx(l - qoc)

~N(0,1) (zeTl). (3.21)

A (3.19) nullhipotézis fennallasa esetén igy — aszimptotikusan, elegen-
d6en nagy kezdeti kitettségeket feltételezve — a (3.21) Osszefliggés és az
életkorfliggd elméleti halaleseti gyakorisagok fiiggetlensége kovetkezté-

ben felithat6 a kovetkezs tesztstatisztika:

2 (Dz — quﬂc)Z 2
X = o = ~ X W), 3.22
;e; Eg%c(l - qgc) ( ) ( )
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ahol v = #I a vizsgalt életkorok szama. Igy az illeszkedésre vonatkozo
(3.19) nullhipotézis az adott 0 < o < 1 szignifikanciaszinten elutasit-

hato, ha fennall az aldbbi relacio:

> > xi_o(v),

ahol x?__(v) a v szabadsagfokt y?-eloszlas 1 — a valoszintiségi szinthez
tartozo kvantilise.

Erdemes megjegyezni, hogy kozponti kitettségek ismerete esetén a (3.2)
Osszefiiggés felhasznalasaval szamitott kezdeti kitettségek alapjéan is fel-
irhato a (3.22) tesztstatisztika.

A halandosagi tablédk egyezésének vizsgalatara szamos tovabbi eljarast
és tesztstatisztikat mutat be példaul Benjamin—Pollard [1993] miive és

Araté és szerzétarsai [2009] tanulmanya.
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I1I. rész

A Lee—Carter modell

és alkalmazasa
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4. fejezet

A Lee—Carter modell elmélete

Ebben a fejezetben a halandosag-el6rejelzésben mara mara klasszikussa
valt Lee-Carter [1992] modell részletes matematikai héatterét ismerte-
tem. A fejezetben az m,, jelolés minden esetben az z € {1,2,..., X}
korcsoporthoz és ¢t € {1,2,...,T} idgszakhoz tartozdé m® kozponti ha-
landdsagi ratakra vonatkozik majd: az egyszertiség kedvéért a © felsG
indexet elhagyom a halandoséagi ratak jelolésében. Az 1,2,...,7T id6-

szakok minden esetben egymast kovets naptari éveket jelentenek majd.!

4.1. A modell felirasa

Lee-Carter [1992] modellje feltételezi, hogy minden = € {1,2,..., X}
korcsoportra és t € {1,2,...,T} id6szakra ismertek egy populacio
mg > 0 korcsoport- és iddszakfiiggs kozponti halandoségi ratéi, me-

lyek alakulasat a kovetkezs egyenlet irja le:

Inmg =a, + bk +en (x=1,2,...,X, t=12,...,7), (4.1)

L Bar egyéb azonos hossztisagi, egyméast kovets iddszakokat is jelolhetnének.
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ahol az X > 2 ésT > 2 egész szamok a vizsgélt korcsoportok és idGsza-
kok szamai.? A korcsoportokat tobbnyire korévenként, az iddszakokat
pedig altalaban naptari évenként szokas megadni.

A (4.1) egyenlet jobb oldalan szerepl§ a, és b,,, valamint k; értékek a ha-
landdsag alakulédsanak életkortol, illetve idGszaktol fliggs paraméterei,
g4+ pedig a modell véletlen hibatagjait jeloli, melyekrél altaldban szokés
feltenni, hogy fiiggetlen, 0 varhato értékii, azonos o > 0 varianciaju,

normalis eloszlasi valoszintségi valtozok:?

cx ~N(0,6%) (x=1,2,....X, t=1,2,....7).

Ekkor a kiilonb6z6 korcsoport-idészak kombinaciokhoz tartozo logarit-
mikus halandosagi ratak fiiggetlenek, valamint teljesiil rajuk a kovet-

kez6 Osszefiiggés:

Inmg ~ N(ag + bk, 0%) (x=1,2,....X, t=1,2,...,T). (4.2)

A tovabbiakban célszert a (4.1) Osszefliggés jobb oldalan szerepld isme-

retlen paramétereket a kovetkezs vektorokba foglalni:

(03] bl k’l
a9 bg ]{?2
a —= s b: s k:
| Ox ] i bx ] i kr i

2 A késSbbiekben ismertetendd (4.23) feltétel alapjan belathato, hogy az X = 1 vagy
T = 1 értékek elfajulé megoldashoz vezetnének. Az eldrejelzésnek T = 1 esetén
amigy sem lenne sok értelme.

3 Bar Lee-Carter [1992] eredeti cikke a varhato értéken és a variancian tal nem al-
kalmaz peremeloszlasbeli feltevést a hibatagokra, a normalis eloszlas feltevésének
elénye, hogy lehetévé teszi a szabatos maximum likelihood becslést, mely az eredeti
cikkben leirttal azonos eredményre vezet.
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Lathato, hogy a hibatagok szorasaval egyiitt a modell ismeretlen pa-
ramétereinek szama 2X + T 4 1, melyek a parszimoénia elve jegyében
kell6en nagy X és T értékek esetén az ismert XT' darab halandosagi
rata tomor lefrasat szolgaltatjak.

Identifikicios problémat okoz, hogy a (4.1) egyenletben szerepls pa-
raméterek nem egyértelmtiek: konnyen belathato, hogy adott (a, b, k)

paraméterek esetén az

(a.5.K) = (a+ab, %b, Bc—a1)) (a8 R 5£0)

transzformalt paraméterekre is fennall a (4.1) Osszefiiggés. A szabad-
sagfokok megsziintetése érdekében Lee—Carter [1992]| a kovetkezs pot-

16lagos paramétermegkotéseket javasoljak:?

X
> by=1"b=1, (4.3)
r=1

T
Y k=1"k=0. (4.4)
t=1

4.2. Interpretacid
A Lee—Carter modell paraméterei a kovetkezSképpen értelmezhetsk:

o Atlagos logaritmikus halanddésdg: Az a, (x = 1,2,...,X) para-
méterek az atlagos logaritmikus halandoésagi ratak értékeit adjak
meg az egyes korcsoportokban (lasd késébb a (4.8) egyenletet),
igy a halandosag életkor szerinti tipikus alakulasat jelenitik meg.
A KSH tablaiban szokasos korévenkénti, 0-100 év kozotti felosz-

tas esetén az értékeket az életkor fliggvényében dbrézolva a kapott

417 = (1,1,...,1) a megfelel6 dimenziobeli 6sszegzévektor.
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gorbe jellemzGen egy viszonylag magas 0jsziilottkori értéket (cse-
csemGhalandosag) kovetGen néhany éven beliil eléri minimumat,
majd kozel linedrisan emelkedik, végiil bizonyos esetekben kiugro-

an magas (példaul 95 év feletti) életkorokban kissé konkavva valik.

e Mortalitasi index: A k, (t =1,2,...,T) sorozatot mortalitasi in-
dexnek szokés nevezni. Ez a (4.1) egyenlet egyetlen id6tdl fliggd
komponense, mely igy a halandosig idébeli valtozéasat testesiti meg
a modellben. Altalaban csokkend sorozat, de gyakran tartalmaz
rovid névekvs szakaszokat (példaul haboruk idején vagy Magyar-

orszagon a rendszervaltozast koveté néhany évben).

e Eletkorfiiggs érzékenység: A b, (x = 1,2,...,X) egyiitthatok a
logaritmikus halandoésagi ratédk érzékenységét adjak meg a morta-

litasi index valtozasara nézve:

E(Inmg 1 — Inmyy) = be(kiyr — k) (t=1,2,...,T—1),

vagyis ha a mortalitasi index egy idSegység alatt egységnyivel
né/csokken, akkor az adott életkorbeli logaritmikus halandosagi
rata varhatoan b, egységgel ng/csokken, illetve a (nem logarit-
mikus) halandésagi rita az e tényezGszeresére valtozik. Idében
csOkkend mortalitasi index mellett a pozitiv b, paraméterrel ren-
delkezs életkorokbeli halandosig csokken, a negativ életkorfiiggd
érzékenységl korcsoportok halandosaga pedig a trenddel ellenté-

tesen valtozik.

o Atlagos négyzetes hiba: A o? paraméter a megfigyelt logaritmi-

kus halandésagi ratak valtozékonysagat adja meg a korcsoport- és
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id6szakspecifikus szisztematikus becslés koriil (lasd a (4.22) egyen-
letet). Alacsony értéke esetén a modell jol reprodukalja a tapasz-

talatokat.

A (4.1) egyenlet bal oldalan szereplé halandésagi raték logaritmikus
transzformaciojat a kovetkezs két kortilmény indokolja: egyrészt igy
nem fordulhat el§ negativ becsiilt halanddségi rata a modellben, méas-
részt a varianciastabilizald transzformaécié mellett valosédghtibb a ho-
mogén variancidra vonatkozé tgynevezett homoszkedaszticitasi feltevés
a (4.2) osszefiiggés jobb oldalan, hiszen mig a kiilénbo6z6 korcsoportok-
hoz és életkorokhoz tartozé halandoségi ratdk nagysagrendekkel is el-
térhetnek egymastol, addig a logaritmikus ratak kézotti eltérések joval

kiszamithatobbak.

4.3. A paraméterek becslése

A (4.1) egyenlet paramétereinek itt bemutatott becslési eljarasat Lee—
Carter [1992] kissé heurisztikus gondolatmenettel indokoljak, amely a
maximum likelihood elv alapjan teheté precizzé. Kovetkezzen tehat
a paraméterbecslési eljaras ismertetése! A levezetés egyuttal elégséges

feltételeket ad a megoldas létezésére és egyértelmiiségére.

4.3.1. A modell log-likelihood fiiggvénye

A paramétereket a 7 = (a’ b’ kT o) € © = R***7 x R, vektorba
foglalva azok maximum likelihood becslése a (4.2) Gsszefliggés alapjan

felirt log-likelihood fiiggvény (4.3) és (4.4) feltételek melletti maxima-
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lizadlasaval végezhets el:

6 = argmax{((8): 1"b=1, 17k =0},
0co

X T
1 2
E(O)zoz—XTlna—r‘2 g g (Inmgy — az — bpky)”,

=1 t=1

(4.5)

ahol o« = —ZXTIn(27) konstans. A (4.5) feladat felirasabol lathato,
hogy a &7 = (a” b’ k") € £ = R**7 paramétervektor maximum
likelihood becslését tetszsleges o > 0 esetén a feladat célfiiggvényében

szereplé eltérés-négyzetosszeg minimalizalasa szolgaltatja:

€ =argmin{SSE(): 1'b=1, 1"k =0},
€=
X T (4.6)

SSE(&) =Y (Inmy —a, — byk,)*.

4.3.2. Az eltérés-négyzetosszeg redukalt alakja

Bar a (4.6) feladat jellegében hasonlit a klasszikus legkisebb négyzetek
probléméjahoz, megoldasa nem végezhets a kozonséges legkisebb négy-
zetek (OLS) modszerével, mivel a (4.1) Gsszefiiggésben egyediil a bal
oldalon szerepelnek ismert mennyiségek.

Mivel a (4.6) feladat célfiiggvénye folytonosan differencialhato, és az a,
paraméterekre nem vonatkoznak megkotések, ezért a feladat optima-
lis megoldasaban a hibanégyzetosszeg a, paraméterek szerinti parcialis
derivaltjai nullaval egyenldk:

T

OSSE(E) = 2Y (umy —d, —bk) =0 (r=12,...,X).
t=1

Oa .
T le=¢
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A (4.4) megkotésbol és a (4.7) Osszefliggésbdl kovetkezik, hogy az a,
paraméterek maximum likelihood becsléfiiggvényei minden egyes kor-
csoportban az ismert logaritmikus halandoségi raték atlagos értékeivel

egyenldk:
1 T
ax:Tmext (z=1,2,...,X). (4.8)
t=1

A tovabbiakban célszerii bevezetni az m,; centrdalt logaritmikus halan-

dosdgi rdatak fogalmét, melyek definicidja:

T
1
ﬁlmt:lnmzt—?g Inmg, (x=1,2,...,X, t=12,...,7).
t=1

(4.9)

Az a = a becsiilt paraméterérték (4.8) Osszefiiggés szerinti behelyette-
sitésével a (4.6) feladat a kovetkezd redukalt problémara egyszertisodik,
melynek megoldasa a 9”7 = (b”, k”) € ¥ = R¥*7 vektor maximum

likelihood becsléfiiggvénye:

W =argmin{SSE(4,v): 1"b=1, 17k =0},

peT
X T (4.10)
SSE(@a,ap) = > (i —boki)*.
r=1 t=1
A centralt logaritmikus kézponti halandosagi ratédkat az
mi Mz ... Tar
M — 21 22 2T (4.11)
le mXQ ce. mXT
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méatrixba rendezve, valamint az euklideszi norma altalanositasaként tet-

sz6leges C € R™** matrixra bevezetve a

ICl|F = (4.12)

matrixnormat®, a (4.10) feladat célfiiggvénye a kovetkezs alakot olti:

SSE(a,b,k) = ||M — bk’ ||3. (4.13)

A (4.10) minimalizalasi feladat a (4.13) Osszefiiggés alapjan tehat az
adott M matrix bk’ alakban toérténd legjobb kozelitésével ekvivalens,
ahol az optimalitas kritériuma az eltérés-négyzetosszeg minimalizalasa,
figyelembe véve a (4.3) és (4.4) paramétermegkotéseket. E feladat meg-
oldasahoz sziikség van két lineéris algebrai tételre: a szinguldrisérték-
felbontdsra (ismertebb, angol nevén Singular Value Decomposition vagy
roviden SVD), illetve az Eckart-Young—Mirsky approximdcids tételre.

Kovetkezzen tehat e tételek ismertetése!

4.3.3. A szingularisérték-felbontas (SVD) és

az Eckart—Young—Mirsky approximacios tétel

A szingularisérték-felbontas a linearis algebra egyik kozponti tétele:®

1. Tétel. (Szinguldrisérték-felbontds)

Tetszdleges M € R™* madtriz felirhato

M= UAVT

5 A (4.12) normafogalom Frobenius-norma néven ismert.
6 A tételt és bizonyitasat lasd példaul Harville [1997] kényvének 556-565. oldalain.
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alakban, ahol U € R™" és V € R**% ortogondlis mdtrixok, valamint
A € R™* olyan diagondlis mdtriz, melynek féatlobeli o; elemei mono-
ton csékkennek, a rang M-edik értékig bezdarolag pozitivak, azt kévetden

pedig nulldval egyenldk:

512522-~~25rangM>07

9; =0 (rang M < i < min{r,s}).

A 6; (1 =1,2,...,min{r, s}) szamokat az M maétrix szingularisértéke-
inek, az U és V maétrixok u; és v; oszlopvektorait pedig az M matrix
0; szingulérisértékéhez tartozo bal és jobb oldali szingularisvektorainak
szokas nevezni.

Belathato, hogy a valamely adott szingularisértékhez tartozo szingula-
risvektorok nem egyértelmtek: tetszéleges d; (i = 1,2,..., min{r, s})
szingularisértékhez tartozo u; és v; bal és jobb oldali szingularisvekto-
rokra az u; = %ui, v; = Pu; ( € R) vektorok is ugyanazon szingula-
risértékhez tartozo bal és jobb oldali szingularisvektorok.

A szingularisérték-felbontéasnéal kozismertebb, azzal rokon moédszer a
szimmetrikus matrixok spektralfelbontésa. Erdemes tehat megvizs-
galni a két modszer kozotti kapcsolatot. Az 1. tételben szerepls
szingularisérték-felbontas alapjan az MM? és M”M (szimmetrikus)

méatrixok a kovetkezd alakban allnak els:

MM’ = UAVIVATU" = UuAATUT, (4.14)

MM = vAaTuTuav! = vaTav’. (4.15)

Mivel U és V ortogonalis matrixok, valamint AAT és ATA olyan
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diagonalis matrixok, amelyek f6atlobeli pozitiv elemei az M matrix po-
zitiv szingularisértékeinek négyzetei, ezért a (4.14) és (4.15) képletek az
MM és MTM matrixok spektralfelbontasat adjak. Belathato tehat,
hogy ezen métrixok pozitiv sajatértékei megegyeznek az M matrix po-
zitiv szingularisértékeinek négyzeteivel, sajatvektoraik pedig megegyez-
nek M bal illetve jobb oldali szingularisvektoraival.

Az Eckart—Young—Mirsky tétel a matrixok alacsonyabb rangt matri-

xokkal torténd kozelitésének problémajara ad optimalis megoldast:”
2. Tétel. (Eckart—Young—Mirsky tétel)

Tetszdleges M € R™* madtrizra és p € {1,2,...,rang M} értékre az

M = argmin{||M — C||%: rang C < p}
CeR7rXxs

feladat optimadlis megolddsa felirhato a kovetkezd alakban.:
R p
M= Z 61“’1”?7
i=1

ahol §; az M = UA V" madtriz i-edik szinguldrisértéke, w; és v; pedig

annak i-edik bal és i-edik jobb oldali szinguldrisvektorai.

A 2. tétel alapjan tehat p = 1 esetén az M = diuyvl alaki matrixok

biztositjak az M maéatrix legpontosabb egységnyi rangt kozelitését.

4.3.4. Az optimalis megoldas

Mivel a bk’ alakt matrixok egységnyi rangtiak, s6t, barmely egységnyi
rangi matrix felirhaté ilyen formaban, igy az 1. és 2. tételek egyenes

kévetkezménye, hogy a (4.13) Gsszefiiggésbeli eltérés-négyzetsszeget

T A tételt és bizonyitasat lasd példaul Markovsky [2012] kényvének 86. oldalan.
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minimalizaljak az M matrix u; elsé bal és v, els6 jobb oldali szingularis-

vektorainak kovetkezs formaban felirt konstansszorosai (5 € R, 5 # 0):

uy, (4.16)

IA( = ﬁélvl. (417)

A /5 konstans megvalasztasanal figyelembe kell venni a (4.3) és (4.4)
paramétermegkotéseket. Jol lathato, hogy a (4.3) megkotés teljestil,

amennyiben a (4.16) egyenletben

B=1"u #0 (4.18)

az u; vektor koordinatainak ¢sszege.®
Tovabba mivel a (4.9) és (4.11) Osszefiiggésekbdl lathato, hogy az M

matrix sorainak Gsszege nulla, ezért

M1 = 0. (4.19)

A (4.15) Gsszefiiggeés alapjan vy az M” M matrix 67 sajatértékhez tar-

tozo sajatvektora, ezért a (4.19) egyenlet alapjan

0= (M1)"Mv; = 1" (M"Mv,) = 176?v; = 6717 v,

vagyis a v vektor koordinatainak osszege 17v, = 0, igy a (4.17) egyen-

let miatt a (4.4) megkotés automatikusan teljesiil.”

8 Ha kivételesen 17u; = 0 adodik, akkor a (4.3) megkstés a b'b = 1 feltétellel
helyettesithetd. Az 4j megkotés a (4.16) egyenlet alapjan 8 = 1 mellett teljesiil,
mivel ekkor bTb = #uful =1, figyelembe véve, hogy U ortogonalis matrix.

9 Eltekintve a §; = 0 elfajult esettl. A 1. tétel alapjan ekkor rangM = 0, vagyis
M = 0, ¢és a (4.9) és (4.11) egyenletek kiovetkeztében Inm,; barmely adott x €
{1,2,..., X} korcsoportra konstans t-ben, tehat nincs mit modellezni.
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A (4.10) feladat {b megoldasanak egyértelmtiségéhez elégséges, ha

(51 > (52, (420)

mivel ekkor a (4.14) és (4.15) matrixok 67 sajatértékhez tartozo saj-
atalterei egydimenziosak.!®

Mivel a (4.5) feladat célfiiggvénye folytonosan differenciadlhato, és a o
paraméterre a o > 0 feltételtdl eltekintve nem vonatkoznak megkotések,

ezért a maximumhelyen o szerinti parcialis derivaltja nullaval egyenls:

90(0 1 e
a((,) 522 (In Mgy — Gy — bpky)? =0, (4.21)
9—0 =1 t=1

igy a (4.21) Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a hibatagok variancidjanak
maximum likelihood becsléfiiggvénye a modell atlagos négyzetes hibaja:
X T 2
. 1 . SSE(E)
52 = E E 2 _

z=1 t=1

Ha az M matrixra teljesil a
rang M > 1 (4.23)

feltétel, akkor a 2. tétel szerinti egységnyi rangu kozelités nem lehet
tokéletes, igy a (4.6) feladat célfiiggvényére SSE(€) > 0, vagyis a (4.22)
egyenlet alapjan teljesiil a & > 0 feltétel.!!

Konnyen ellendrizhets, hogy a (4.5) feladat £(0) célfiiggvénye o-ban

10°A vonatkozo tételt lasd példaul Harville [1997] kdnyvének 530. oldalan.
1A rang M = 1 specialis esetben SSFE(£) = 0, vagyis az illesztett modell hiba nélkiil
leirja a logaritmikus halandosagi ratak alakulasat, igy nincs sziikség hibatagokra.
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folytonos az R~ halmazon, valamint barmely adott S'S E(é ) >0 mellett

lim {(€,0) = lim ((€,0) = —o0,

o—0+ T—00

igy az ((0) fiiggvény felveszi a maximumat a © halmazon.

A

Mivel belattuk, hogy SSE(§) < SSE(E) (£ € E), tovabba a (4.5)
feladat £(0) célfiggvénye kétszer folytonosan differencialhato, és némi

szamoléssal ellenérizhets, hogy ¢ > 0 esetén fennall a

0%((0) B _2XT
Jdodo o 02
0—0

<0,

Osszefiiggés, ezért a (4.22) egyenlet szerint vélasztott 6 maximalizal-
ja a log-likelihood fiiggvényt. Tehat a (4.8), (4.16), (4.17), (4.18) és
(4.22) egyenletek egyiittesen a @ paraméter maximum likelihood becs-
lését szolgaltatjak.

Végezetiil az itt ismertetett eredmények alapjan megéllapithato az is,
hogy a (4.18), (4.20) és (4.23) feltételek egyiittesen elégségesek a maxi-

mum likelihood becsléfiiggvény létezéséhez és egyértelmiiségéhez.

4.4. A mortalitasi index kiigazitasa

Ha minden = € {1,2,..., X} korcsoportra és t € {1,2,...,T} id6-
szakra ismertek a korcsoporttol és iddszaktol fiiggs ES, > 0 kdzpon-
ti kitettségek és D,; € N halédleseti gyakorisagok, akkor Lee—Carter
[1992] a mortalitasi index tapasztalati adatokhoz torténd kiigazitasat
javasoljak. Az eljaras ezen lépését az a megfigyelés motivélja, hogy a
Lee—Carter modell 4.3. alfejezetben bemutatott becslése egyenls sullyal

kezeli az egyes korcsoportokat, figyelmen kiviil hagyva azok létszamait
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és halaleseti gyakorisigait, igy a halédlesetek szamait pontosabban be-
csiili a fiatalabb, mint az id6sebb életkorokban.

A kiigazitott mortalitési indexet a

K =k eRT: D=3 Dy=Y Eoe=th (1=1,2,...,T)}
z=1 z=1

(4.24)

egyenletrendszer megoldasa szolgaltatja. A kiigazitas alkalmazésa ese-
tén teljesiil, hogy az egyes idGszakokban megfigyelt haldlesetetek szamai
pontosan megegyeznek azok modellbeli varhato értékeivel. Gyakorlati
alkalmazasokban a (4.24) egyenletrendszer megoldasat numerikus eljé-
rasokkal sziikséges elgallitani.

Kivanatos tulajdonsagai ellenére a mortalitasi index kiigazitasa heu-
risztikus eljarasnak tekinthets, mely nem illeszkedik a 4.3. alfejezetben

bemutatott, maximum likelihood elvre épiil6 becslési keretbe.

4.5. A kiigazitott mortalitasi index id&beli
alakulasa

A kiigazitott mortalitasi index idésorat Lee-Carter [1992] ARIMA fo-
lyamatnak (lasd példaul Asteriou-Hall [2015]) tekintik. Empirikus vizs-
galataik igazoltak, hogy az eltolasos véleten bolyongas néven ismert
eltolasos ARIMA (0, 1,0) modellspecifikicio valos adatokon tobbnyire
igen jo illeszkedést mutat. Az azota publikilt alkalmazasok tilnyomd

részében is ez a specifikdci6 szerepel.
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4.5.1. A modell felirasa

Az eltolasos véletlen bolyongas modellje alapjan a kiigazitott mortali-

tasi index id6beli alakulasa a kovetkezGképpen irhato le:
oY) kD L sy, (t=2,3,...,T), (4.25)

ahol /%§adj ) € R adott kezdgérték, az s € R trendparaméter az eltolas
mértéke, ¢; pedig a folyamat véletlen hibatagjait jeloli, melyek fligget-
len, 0 varhat6 értéki, azonos o4y, p > 0 varianciaji, normalis eloszlasi

valoszintiségi valtozok:
¢y ~ N(0,0%p) (t=23,...,7T), (4.26)

tovabba fiiggetlenek a Lee—Carter modell (4.1) alapegyenletének e,
(x=1,2,...,X, t=1,2,...,T) hibatagjaitol is.

Tehat a kiigazitott mortalitasi index a Lee-Carter modellben a (4.25)
egyenlet alapjan az id6ben lineéris sztochasztikus trendfolyamatot ko-
vet, melynek novekményei fiiggetlenek. A sztochasztikus trend mere-
dekségét megadd s trendparaméter jellemzGen negativ a halandosag

idébeli javulasa miatt.

4.5.2. A paraméterek becslése

A (4.25) egyenletet atrendezve a (4.26) Osszefiiggésbdl adodik, hogy a
kiigazitott mortalitasi index idGsoranak els6rendii differenciai fiigget-

len, azonos paraméterekkel rendelkezs, normalis eloszlast valoszintiségi
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valtozok:
L) _ D) N (s, 0%y ) (E=2,3,...,T), (4.27)

igy kozos eloszlasuk varhato értékének és variancidjanak maximum li-
kelihood becsléfiiggvényei a megfigyelt minta atlagaval, illetve varian-
ciajaval egyenldk:

o jledi) _ f(ed)
ad ad
(b = k) = Tt (428)

>
Il

by

|| =
[M] =

~+
I
[ )

7 (adj 7 (adj ~
(k" = ki) = 3)%.

-
| —
[M] =

) o
ORwWD =

~+
Il
[

A (4.28) egyenlet alapjan lathato, hogy a kiigazitott mortalitasi index
trendparamétere csak az elsd és utols6 megfigyelt értékektdl fligg, és az

idGsor kezdd és zard idGszakok kozotti atlagos megvéltozaséaval egyenld.

4.5.3. A trend szignifikanciaja

A novekmeények fiiggetlensége és a (4.27) egyenlet szerint feltételezett
normalitasa miatt az eltolasos véletlen bolyongas trendparaméterére a

kovetkezé konfidenciaintervallum irhaté fel:

P(g—tl_g(T—z)% <s<§+t1_§(T—2)%) —1—a,

(4.29)

ahol 0 < a < 1 adott szignifikanciaszint, ¢, (T'—2) pediga v =T — 2
szabadsagfok Student-eloszlds 1 — ¢ valoszintiségi szinthez tartozo

kvantilise. Amennyiben a (4.29) konfidenciaintervallum tartalmazza
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a nulla értéket, vagy ezzel ekvivalens moédon, amennyiben a

~

S

TS = T—-1

ORWD

tesztstatisztikira [T'S| < t;_a (T — 2) teljesiil, tgy a

H()Z S:O,

Hli s;éO

hipotézispar'? alkalmazésa esetén az adatok alapjan nem vethetd el a
Hy nullhipotézis, vagyis az s trendparaméter az adatok alapjan nem
kiilénbozik szignifikinsan nullatol.

A nullhipotézis — elegend&en hosszi idGsor esetén empirikus adatokon
igen ritkan el6fordulo — elfogadasa esetén a (4.25) egyenlet alapjan a
kiigazitott mortalitisi index varhato értéke id6ben konstansnak tekint-
hets, és a (4.1) egyenlet alapjan az id6ben valtozatlan, statikus élet-
korfiiggs halandosagi ratak alkalmazasa elfogadhato. Vagyis ebben a
ritka esetben a Lee—Carter modell szerint valdjaban nincs sziikség a
halandosagi ratak elérejelzésére, mivel azok a modell alapjan legutolso

ismert, T-edik id&szakbeli értékiikkel jelezheték elére.

4.6. El6rejelzés

A Lee—Carter modell eddig ismertetett 1épéseinek célja a halandosagi
ratak multbeli alakulasanak minél pontosabb leirasa a nyers adatoknal
kevesebb paraméter segitségével, ami az id6tél fiiggd mortalitési index

extrapolaldsa révén lehetGséget ad a halanddsagi ratak elérejelzésére.

12 Természetesen a teszt egyoldali ellenhipotézis mellett is elvégezhetd.
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A mortalitéasi index jovébeli értékeinek pontbecslései a mar ismert érté-

keket adottnak tekintve a (4.27) osszefiiggés extrapolalasaval adodnak:
7 (adj ad ad adi
B B + D0 - K2 ) -
ad ad ad 7 (adj . .
b ”*ZE ) — ke ) = kY + s (j=1,2,...).

A maximum likelihood becsléfiiggvény fliggvénytranszformaciora vo-
natkozo invarianciaja miatt a (4.28) egyenletben szerepld becsiilt trend-
paraméter behelyettesitésével nyerhet§ a jovébeli mortalitdsi indexek

varhato értékének maximum likelihood becsléfiiggvénye:!?
B(EYD) = k¥ + 5 (j=1,2,..). (4.30)

Végiil a (4.30) egyenletet a (4.1) dsszefiiggésbe helyettesitve jelezhetGk

el6re a kozponti logaritmikus halandésagi ratak:
g1y = g + bo(BSY +j5) (x=1,2,....X, j=12..).

Az elbrejelzési bizonytalansag a (4.25) egyenlet hibatagjainak Monte

Carlo szimulaciojaval (Dedk [1990]) modellezhets.!

13 Lee—Miller [2001] cikkében szerepel az a pontossagot ndvels, dsszetettebb javaslat,
hogy ne csak a kiigazitott mortalitasi index, hanem egyenként minden egyes életkor
logaritmikus kézponti halandésagi ratai esetén az utols6 ismert értékek legyenek a
projekciok kiinduloépontjai.

14 A bizonytalansag modellezését 1lasd valamivel részletesebben a 6.7.2. szakaszban.
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5. fejezet

Esettanulmany:
A magyar nyugdijrendszer

fenntarthatésagarol

Ertekezésem jelen fejezete Bajko-Maknics-Toth—Veékas [2015] tanulma-
nyara épiil. A bemutatott cikk a Lee—Carter [1992] modell segitségével
jelzi elére a kovetkezs évtizedek statisztikai alapon varhatd demografiai
mutatoéit, valamint bemutat egy a kapott eredmények felhasznalasaval
felépitett nyugdijmodellt, melynek segitségével megvizsgalja a demog-
rafiai folyamatok, a feltételezett makrogazdaségi és nyugdijpolitikai pa-
raméterek, illetve egyes feltételezett gazdasagpolitikai intézkedések ha-
tédsat a magyar allami nyugdijrendszer fenntarthatoségara.

A feloszto-kirovo elven miikods nyugdijrendszer modellezése kozgaz-
dasagi és statisztikai megkozelitésben egyarant végezhets. Szamtalan
tanulmény alkalmaz e célra mikro- és makrodkonémiai megkozelitése-
ket. Ezekre néhény példa: Simonovits [2003| a nyugdijrendszerek kvan-

titativ modellezésérsl szolo atfogé miive, Simonovits [2009] és Major—
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Varga [2013] parametrikus nyugdijreformokrol szolé tanulményai, to-
vabba Varga [2014] demografiai dtmenettel foglalkozo cikke. Az itt
bemutatott tanulmany ezekkel szemben nem feltételez optimalizal6 vi-
selkedést és mogottes hasznossagfiiggvényeket, hanem aktuériusi szem-
léletben pusztan a statisztikai modszerekkel elérhets legpontosabb els-
rejelzésre torekszik, a demografiai folyamatokra és a nyugdijrendszer
miikodésére koncentralva.

A moédszertan mellett az egyes tanulmanyok kiilonbézhetnek asze-
rint is, hogy parametrikus reformok vagy szerkezeti valtozasok hatésat
elemzik-e az adott modell segitségével. Az itt bemutatott tanulmany
parametrikus véaltoztatasok hatésat vizsgélja, mig a szerkezeti valto-
zasokat elemz$ tanulméanyok sordba tartozik példaul Orban—Palotai
[2006] a t6kefedezeti pillér hatasairol irt cikke, amely a Magyar Nemzeti
Bank nyugdijmodelljével végzett szimulaciok eredményeit mutatja be,

illetve a Holtzer [2010]| kotetben szerepld tanulményok.

5.1. Demografiai el6rejelzés

A Bajko-Maknics-Toth-Vékas [2015] tanulméanyaban bemutatott ha-
landdséagi és termékenységi modell célja a korévenként varhatoé magyar-
orszagi férfi és ndi népesség alakulasanak minél pontosabb el6rejelzése.
A folyamat f6bb lépéseit értekezésemben az attekinthetGség kedvéért

szakaszokra bontva ismertetem.

5.1.1. A halandésag modellezése

A halando6sag modellezésére a szerzék a KSH 1950-2012. naptéri évekre

vonatkoz6, nemenkénti néphalandésagi tablaibol nyert adatokat hasz-
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naltak fel.! Az eldrejelzés alapjaul hasznalt bazisiddszak kivalasztasa
érdekében elGszor az 1960-2000, 1970-2000, 19802000 és 1989-2000
tanul6 iddszakok alapjan felépitett Lee—Carter modellek segitségével
elére jelezték a 2001-2012 tesztel idGszakra vonatkozo, naptari éven-
kénti és nemenkénti néphalandésagi tablakat, majd a 3.3.5. szakaszban
bemutatott y2-proba segitségével megvizsgaltak a tényleges és az elére
jelzett értékek egyezését. A halandosagi tablak egyezésének tesztelé-
sét az 1-24 éves korosztalyon végezték, mivel varhatéan ez a generaciod
fogja meghatarozni a nyugdijrendszert a késébbiekben vizsgalt perio-
dusban. A teszt eredményei alapjan az 1980-2012 kozotti idGszakot
valasztottak béazisidGszaknak, melynek alapjan a modell paramétereit
becsiilték. A szerz6k a nemenkénti mortalitasi indexek idésoraira ARI-
MA folyamatokat illesztettek, és a Box—Jenkins modszertan alapjan az
ARIMA(1, 1, 1) specifikiciok mellett dontottek.

A mortalitasi indexek miltbeli, szamitott és jovébeli, elére jelzett érté-

keit az 5.1. dbra szemlélteti.

4 Né6i 41 Férfi

2 2 -

0 - 0-

-2 1 -2 1

-4 - R -4 -

-6 1 2 6 - S

ey N 5 ..._..:~\\\_
-10 - -104 T
12 +— ——— A} ) E— ——

80 85 9 9 0 05 10 15 20 25 30 35

Ev

N6i elére jelzett mortalitdsi index (2013-2035)
—— Néi tény mortalitdsi index (1980-2012)

80 8 9 9 0 05 10 15 20 25 30 35

Ev
- - - Konfidenciaintervallum (fels8)
------- Konfidenciaintervallum (alsé)

5.1. abra. Becsiilt és elSre jelzett k; mortalitasi indexek
(19802035, forras: Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015])

L Az 1950-2009. évi adatok kozvetlen forrasa a Human Mortality Database adatba-
zis (University of California, Berkeley & Max Planck Institute for Demographic
Research, Rostock, www.mortality.org, letoltés datuma: 2016.08.19.).
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Az abra arrol arulkodik, hogy Magyarorszédgon a vizsgalt idGszakban a
halandoésag trendje igen valtozékonyan alakult, s6t, volt olyan id&szak
is — féként az 1990-es elején —, amikor altalanosan névekedett a halan-
dosag. A ndk esetében a romlas mértéke kisebb volt, s a javulas liteme
gyorsnak mondhato, Gsszevetve a férfi halandésag dinamikajaval, ahol
a javulds a romlas mértékével aranyosan lassabb litemdi.

Az 5.2. dbra a nemenkénti sziiletéskor varhato élettartamok multban

megfigyelt és jovére vonatkozo, elére vetitett értékeit szemlélteti:

El) (év) N6i Eu (év) Férfi

100 100 +

90 90 4

80 80 -

70 70-M

60 - 60 -

50 A 50 4
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30 4 30 4

20 L G 20 g
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n un O o 9 N N @ = oo o n n WO N 0 N N © —~ 4 o
A NN N NN ©C O O AN N N O & O O ©O © © O
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5.2. dbra. Multbeli és eldre jelzett sziiletéskor varhato élettartamok
(1950-2035, forras: Bajko—Maknics-Toth—Vékas [2015])

A 2035. évre elore jelzett értékek: ndk esetén 82,1 év, férfiak esetén
pedig 76,0 év, a KSH 2014. évi néphalandosagi tablaiban szereplé 78,9,

illetve 72,1 évvel szemben.

5.1.2. A termékenység modellezése

A termékenységi ardnyszam a halandosaggal egyiitt nagyban megha-
téarozza az allami nyugdijrendszer jovébeli fenntarthatosagat. Az ugy-
nevezett teljes termékenységi rdata az egy nére a teljes élethossza soran
jutd gyermekek varhato szamat adja meg, feltéve, hogy a gyermekszii-

lés életkor-specifikus valdszintiségei idében valtozatlanok. A mutato
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képlete (Berde-Németh [2015a] és [2015b)]):

Tmax

TTR= ) fs.

T=Tmin

ahol .., és Tna. a feltételezett legalacsonyabb és legmagasabb sziilési
életkorok, az fu (T = Tmin, Tomin + 1, - - ., Tmaz) értékek pedig az életkor-
specifikus termékenységi ratak. A teljes termékenységi rata kritikus
értéke (Espenshade és szerz6tarsai [2003]) fejlett orszagokban 2,1 koriil
alakul: ha ezen érték ala esik a rata értéke, akkor a vizsgalt népesség
létszama altalaban csokkend trendet kovet.?

Teljes termékenységi rta
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5.3. abra. A teljes termékenységi rata miltbeli és el6re jelzett értékei
(19502035, forras: Bajko—Maknics-Toth—Veékas [2015])

Az 5.3. abra mutatja be a magyarorszagi teljes termékenységi réta
multbeli és jovében varhato alakulédsat. Az abra alapjan a vizsgalt

idgszakban egyértelmi negativ trend jellemezte a magyar népesség ter-

2 Ennek heurisztikus indoklasa: mivel a férfiak és nék létszama kozel azonos, ezért
egy nének atlagosan koriil-beliil két, sajat anyasagat vagy apasigit megérs gyer-
meket kell sziilnie ahhoz, hogy a népesség létszama egyensilyban legyen. Mivel
nem minden gyermek éri meg ezt a kort, ezért valamivel két gyermek felett huzodik
a kritikus érték. Magas gyermekhalandosiggal rendelkezd, fejl6dé orszagokban a
kritikus érték a 3,5 gyermeket is elérheti (Espenshade és szerzGtarsai [2003]).
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mékenységét, leszamitva az tgynevezett Ratko-korszakot, amikor az
abortusztilalom miatt novekedett a termékenység értéke, valamint az
ugynevezett Ratko-visszhangot (a Ratko-unokdk megsziiletését) és az
azzal egybees6 tjabb abortuszszigoritas idGszakat. Ezt a két kiugrast
leszamitva azonban a teljes termékenységi rata folyamatosan csokkent.
Ertéke 1978 6ta folyamatosan az elméleti egyensulyi rata alatt volt, és
az 1,3-as szint koriil ingadozik az elmilt kicsivel t6bb mint tiz évben.

A sziiletések szamat a szerz6k Hyndman [2007] nyomén a — halando-
sag eldrejelzésére szintén alkalmazott — Lee—Carter modell segitségével
jelezték elére a KSH 2000-2012. évi korcsoportos ndéi termékenységi
adatai alapjan.®> A projekciohoz sziikséges bazisidészakot minden kor-
csoportra egyedileg hataroztak meg, hogy az utébbi években esetlegesen

kibontakozo 4j trendet nagyobb sullyal vehessék figyelembe.

Szdzalék
10 4 N6i népesség
sziilési ardnyszdmai
15-19 éves
8 ~
----- 20-24 éves
—— 25-29 éves
6 .
30-34 éves
4 e T e 35-39 éves
.................................. === 40-44 éves
2 et O T = 45-49 éves
0 T mpeepeep e peeeapespaspaspany

5.4. dbra. A korcsoportos termékenységi rata miltbeli és el6re jelzett értékei
(2000-2035, forras: Bajko-Maknics-Toth—Vékas [2015])

Az 5.4. abran* jol latszik, hogy a vizsgélt idészakban a sziilések id6-

3 Bajk6-Maknics-Toth-Vékas [2015] cikkével szemben a termékenységet endogénnek
tekinti példaul Simonovits [2014] tanulmanya.

4 Az abran lathato kis négyzetek adnak tovabbi informéaciét a projekcié soran valasz-
tott bazisiddszakok kezd&pontjairdl. Ahol ez nincs kiilon jeldlve, ott a 2000. év a
bézisiddszak kezd&pontja.
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pontja jellemzGen a magasabb életkorok felé tolodott. A sziiletéssza-
mok elérejelzése soran a szerzk azzal a tovabbi, a KSH adatai alapjan
alatamasztott feltételezéssel éltek, hogy a sziiletendd gyermekek 55%-a
lesz fiti a jovében.

Erdemes megjegyezni, hogy a szerzék a halandosag és a termékenység
alakulésat fiiggetlen folyamatokként modellezték. Mas valasztasuk nem
is lett volna egyrészt a becslési bazisiddszakok kiilonbozdsége, mésrészt
a két folyamat esetén alkalmazott eltéré korcsoportos felosztéds miatt.
A valosagban természetesen nem feltétleniil helytallo a fiiggetlenség fel-
tételezése, hiszen a két folyamatnak kozos kiils6 mozgatorugoi (példaul
jovedelem és egészségligyi helyzet) allhatnak a valtozasok hétterében.

A korrelacio figyelembe vétele igéretes jovébeli kutatési irany lehet.

5.1.3. Lakossagszam és id8skori fliggdségi rata

A szerzék az el6z6 két szakaszban ismertetett halandosigi és termé-
kenységi elérejelzések alapjan egyszerd rekurzioval szamitottak ki a né-
pességszam varhato alakulasat. Az 5.5 abran lathato elrejelzés alapjan
2035-ben varhatoan 8 647 505 f6s lakossaggal lehet szamolni, amelynek
51,5 szazaléka, azaz 4 450 507 f6 lesz nG, mig a fennmarado6 4 196 998 6
lesz a férfiak létszama. Fontos megjegyezni, hogy ezek az eredmények
nem veszik figyelembe a migracié hatésat.

A populécio létszamanak meghatéarozasa mellett a feloszto-kirovo nyug-
dijrendszerek finanszirozhatosaga szempontjabél lényeges mutatd az
iddskori fiiggdségi rdta, amely a nyugdijas kort (65 éves vagy annal

idGsebb) és az elméletileg aktiv kort (19-64 éves) népesség létszamai-
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5.5. abra. A népességszam multbeli és el6re jelzett értékei nemenként
(1950-2035, forras: Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015])

nak egymashoz viszonyitott ardnyat adja meg. A mutaté képlete:

w 0
IR = 2 B

Sl BY
Az 5.6. édbra alapjan megallapithatd, hogy az idéskori fligg&ségi ré-
ta gyorsulo titemben emelkedik, igy egy aktiv egyénre (jarulékfizetére)
mind t6bb passziv (nyugdijas) jut, ami komoly kihivést jelent a feloszto-

kirové elven miikods allami nyugdijrendszer fenntarthatosagara nézve.”

5.2. A bevételek és kiadasok modellezése

A korébbiakban bemutatott demogréafiai modell eredményeinek felhasz-
nalasaval Bajko-Maknics-Toth—Veékas [2015] egy kohorszalapt nyugdij-
modellt épitettek fel a Nyugdijbiztositasi Alap varhaté bevételeinek és
kiadasainak elérejelzésére. A modell célja a fenntarthatosag elemzése,

illetve az exogén paraméterek — példaul realbér-emelkedés, foglalkozta-

5 A teljes termékenységi rataval ellentétben az iddskori fiiggdségi ratanak nines el-
méleti egyensulyi szintje, mivel a nyugdijrendszer szamos paramétere befolyasolja a
mutatd pénziigyi egyensulyt biztositd értékét.
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5.6. abra. Az idGskori fiiggdségi rata multbeli és eldre jelzett értékei
(1950-2035, forras: Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015])

tottsagi arany, nyugdijkorhatar — hatasanak vizsgalata. A kohorszalapi
megkozelités valasztasanak oka, hogy — az egyénekre épiil mikroszimu-
lacio, illetve a pusztéan aggregdtumokat felhasznélé makromodellek ko-
z06tt féluton — ez a legegyszertibb olyan modelltipus, amelybe beépithe-
t6k a demogréfiai elérejelzés eredményei. A nyugdijmodell szerkezetét
az b.7. abra szemlélteti.

A jarulékbevételek modellezése érdekében sziikség volt az egyes kohor-
szokban a foglalkoztatottak létszamanak elérejelzésére. Ehhez a szer-
z6k minden kohorsz esetében kiszamitottak a nem és korcsoport szerinti
aktivitasi és munkanélkiiliségi ratakat, majd a foglalkoztatottakat alkal-
mazotti és egyéb jogviszonyban (példaul vallalkozoi tevékenység, rovid
ideji alkalmi munkavégzés stb.) allokra bontotték ketté. Erre a felbon-
tasra azért volt sziikség, mert a brutto atlagkereseti adatok kozvetlentil
csak az alkalmazasban allokra érhetsk el. Az egyéb jogviszonyban allok
(a foglalkoztatottak koriilbeliil 30 szazaléka) atlagos bruttéd jovedelmé-

re (pontosabban jarulékalapjara) csak a nyugdijkassza elmult évekbeli
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5.7. abra. A nyugdijmodell felépitése
(forras: Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015])

jarulékbevételeibdl lehetett kovetkeztetni. Végiil a varhato éves atla-
gos bruttd jovedelmek segitségével kiszamitottak az egyes évek soran
kifizetett teljes brutté bértémeg értékét, amelyre a nyugdijkassza bevé-
teleinek meghatarozasa épiil.

A nyugdijrendszer bevételeinek két f6 forrasa a munkaadé altal befi-
zetett szocialis hozzajarulasi adonak (27 szazalék) a kozponti koltség-
vetésrol sz0lo torvényben (Orszaggytilés [2014]) meghatarozott része
(jelenleg 85,46 szazaléka), valamint a munkavallalo altal fizetett nyug-
dijjarulék (10 szazalék). Ez a kettd egyiitt adja a nyugdijrendszer sszes
bevételének t6bb mint 90 szézalékat. A nyugdijkassza bevételeinek els-
rejelzése soran a szerzdk figyelembe vették, hogy az elmilt években az

egyéni nyugdijjarulékokbol érkezé bevételnek a szocidlis hozzajarulési
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adobol befolyt dsszeghez viszonyitott aranya rendre nagyobb volt a tor-
vényben meghatarozott szazalékos mértékek alapjan varhato aranynal,
melynek hatterében feltehetGen a szociélis hozzajarulasi adobol a mun-
kaadok altal igénybe vehets kedvezmények allnak. Az elmilt harom év
adatai alapjan Bajko—Maknics-Toth—Vékas [2015] feltételezték, hogy
e kedvezmények a szociélis hozzajarulasi adébol befolyt bevételeket 8
szazalékkal csokkentik.

A szerzok a nyugdijrendszer tovdbbi bevételeinek (példaul késedelmi
potlékok, birsagok, koltségvetési hozzajarulasok) modellezésétdl elte-
kintettek, mivel azok mértéke — a modellben nem szerepls okokboél — az
elmult idGszakban évrél évre jelent&sen ingadozott.

Az 5.7 abran lathato, hogy a modellben a munkaerdpiaci elérejelzést az
1j belépsk atlagos nyugdijanak meghatarozasa koveti a nyugellatasok
kiszamitasa érdekében. A modellben az atlagos nyugdij értéke férfiakra
és ndkre egy olyan személy oregségi nyugdijanak felel meg, aki a nyug-
dijkorhatar betoltésekor a nemének megfelels atlagos szolgalati idével
rendelkezik, és életpalyaja soran keresete végig atlagos volt, figyelembe
véve az atlagos szolgalati id§ 2022-ig varhato emelkedését is a folyama-
tosan emelkedd nyugdijkorhatar miatt.® A modell az életkoronkénti és
nemenkénti atlagos nyugdijakat évente a targyévre feltételezett inflacio
mértékével indexélja.

Tapasztalati adatok alapjan a nyugdijkorhatart tjonnan elérd férfiak 99
szézaléka és a n6k 97 szazaléka jogosult a modellben 6regségi nyugdijra,
mig a mar korabban nyugdijazott kohorszokban a szerzék a tényleges
aranyok figyelembe vételével allapitottak meg a nyugdijasok 1étszamat,

illetve a néknek 40 év jogosultsagi id6 utéan, életkortdl fiiggetleniil ja-

6 Tapasztalati adatok hianyaban az atlagos szolgalati id6 feltételezett névekménye a
korhataremelés 60 szazaléka (az aktivitasi rata alapjan).
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r6 Oregségi nyugdijat igénybe vevk aranyat és ezen ellatasok atlagos
szintjét a tapasztalati értékek kivetitése alapjan kozelitették.

A modell utolsé lépése a Nyugdijbiztositasi Alap kiadasi oldalanak
meghatéarozésa. Ezek a kiadasok az oregségi, valamint a hozzatartozoi
nyugdijakbol és egyéb koltségekbsl (példaul méltanyossagi kifizetések)
allnak. A szerzSk a hozzatartozoi nyugdijakrol azt feltételezték, hogy

azok oregségi nyugdijakhoz viszonyitott ardnya allando.

5.3. Gazdasagi feltételezések

A modell szempontjabol relevians makrogazdasagi mutatok Bajko—

Maknics-Toth-Vékas [2015] altal feltételezett alakulasa az 5.8. abran

lathato. A foglalkoztatas el6rejelzése érdekében a szerzék a korcso-
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5.8. abra. Az alkalmazott makrogazdaségi feltételezések
(forras: Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015])
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portos aktivitasi, valamint munkanélkiiliségi ratak 1998-2014 kozotti
értékeire illesztettek logaritmikus vagy hatvany tipust trendvonalakat.
Az elérejelzés alapjan az aktivitasi rata a legfiatalabb (15-19 éves) kor-
osztaly esetében csokken, a 2529 éves férfiak, valamint a legidésebb
(65 feletti) korosztalyok esetén stagnal, a tobbi korosztaly esetén pedig
folyamatosan emelkedik az idészak végéig. A leirt korcsoportos tren-
dekkel 6sszhangban az 5.8. dbran lathato, hogy a férfiak esetén eny-
hén, a nék esetén pedig erésebben emelkedik a foglalkoztatottsagi rata,
amely az id&szak végére varhatéan a nék esetében 6,2 szazalékponttal,
a férfiak esetében pedig 2,7 szazalékponttal lesz magasabb, mint 2014-
ben volt.

A nyugdijak indexaldhoz hasznalt nyugdijasok fogyasztoi arindexére a
szerzGk a mar ismert évekre a tényadatokat alkalmazték, 2016-t6l pedig
a jelenleginél magasabb, 2 szazalékos szinten allandoésuld arszinvonal-
emelkedést tételeztek fel. Ehhez az inflacios szinthez képest 2015-t61
kezdve 1,43 szézalékos éllando realbér-emelkedéssel szamoltak az 1992—
2014 kozti netto redlbér-emelkedés atlagos iiteme alapjan.

Az itt bemutatott alapfeltételezések mellett a szerzék a kovetkezd al-

ternativ forgatokonyvek hatéasait is megvizsgalték:

e az alaphelyzethez képest éves szinten 0,5 szézalékponttal alacso-

nyabb, illetve magasabb atlagos reélbér-emelkedés;

e az alaphelyzethez képest a foglalkoztatasi aranyok intenzivebb, il-

letve alacsonyabb iitemd javulasa (lasd az 5.8. abran);

e a nyugdijkorhatar 2022 utani tovabbi emelése, gy, hogy az ne val-

toztasson a nyugdijkorhatar betoltésekor varhato atlagos hatralévs
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élettartamon.”

5.4. A modell validacidja

A modell validacioja érdekében Bajko-Maknics-Toth-Vékas [2015] a
modell segitségével, a megel6z6 évek adatai alapjan elére jelezték a
2012-2014. évek bevételi, kiadasi és egyenlegadatait, melyeket Gsszeha-
sonlitottak az ONYF tényadataival. Az 5.9. abran lathato, hogy mind
a bevételek, mind a kiadasok becsiilt értékei igen kozel allnak a valos
adatokhoz. A legnagyobb eltérés sem haladja meg az adott tényadat
1,5 szazalékat. Az egyenleg esetében jelentGsebbnek tiing eltérést az
okozza, hogy a nyugdijrendszer egyenlege legaldbb egy nagysagrenddel
kisebb a bevételeknél /kiadasoknél.

5.5. Eredmények és javaslatok

Az 5.3. alfejezetben bemutatott alapfelteltételezések mellett, 2014-es
arakon szamolva a modell alapjan varhatéan az 5.10. dbran lathaté
modon alakulnak a nyugdijrendszer bevételei és kiadasai a jovében.
A 20152030 kozotti idészakban a rendszer bevételei és kiadasai var-
hatéan igen kozel lesznek egymashoz. A kiadasok elGszor varhatéan
2026-ban haladjak meg a bevételeket, és ettdl az évtsl kezdve az els-
rejelzési idGszak végéig a nyugdijrendszer egyenlege folyamatosan ne-
gativ is marad. Az elsé deficites évben a hiany 13,4 milliard forintrol
indul, majd ezt kovetGen egyre gyorsuld iitemben névekedve a vizs-

galt id6szak végére varhatéan mar a 300 milliard forintot is megkozeliti

" Ez nagyjabol évi két honap emelést jelent, amelyet a szerzék harom évenként fél év
emeléssel kozelitettek, 67 évig emelve a nyugdijkorhatart az 1969-1971 kozt sziile-
tettek esetén.
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5.9. dbra. A modell eredményeinek Gsszehasonlitasa az ONYF adataival
(forras: Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015])

(2014. évi arakon), ami az Osszes bevétel kozel 8 szazaléka. Ahogy
az 5.10. dbran is lathato, ennek a gyorsuld iitemben novekvs hidnynak
az oka a bevételek emelkedési titemének csokkenése. Ez az tgynevezett
Ratko-unokdk munkaerd-piaci aktivitdsanak csokkenésével van Ossze-
fliggésben, ugyanis ezek a kohorszok a 2030-as évekre mar az Gtvenes
éveik kozepén lesznek, amikor az aktivitasi arany mar szamotteven
csokken az alacsonyabb életkorokban megfigyelhet6khoz képest.

Az 5.10. abran szerepel még a kiadasok és bevételek egyensilyat bizto-
sitd bérterhek (a szocialis hozzajarulasi ado nyugdijalapba keriils része
és az egyéni nyugdijjarulék osszege kifejezve a brutté bér szazalékaban)
gorbéje is. A modell alapjan az idGszak végére varhatdan 35,7 szazalé-
kos bérteher lesz sziikséges ahhoz, hogy a bevételek fedezzék a kiadaso-
kat, ami a jarulékkulcsok emelése nélkiil csak a szocialis hozzajarulasi

adobevételek Egészségbiztositasi Alap karara torténd atcsoportositasé-
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5.10. dbra. A Nyugdijbiztositési Alap f6bb mutatéinak varhato
alakulasa az alapforgatokonyv esetén (2014. évi arakon,
forras: Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015])
val valosithaté meg.
Az 5.3. alfejezetben bemutatott, foglalkoztatasra és realbér-emelkedésre
vonatkozé alternativ forgatokonyvek hatésa az 5.11. dbran lathato.
Az abra alapjan a nyugdijrendszer egyenlege még magas reélbér-
emelkedés esetén is negativva valik a vizsgalt periodus vége elStt, azon-
ban az elsé deficites év az alapesethez képest csak nyolc évvel késébb,
2034-ben kovetkezik be, és egészen 2031-ig a rendszer 100 milli4rd forint
feletti bevételi tobblettel rendelkezik. Ha azonban az alacsony reéalbér-
emelkedés valosulna meg, akkor a rendszer az alapesethez képest négy
évvel korabban, mar 2022-t6] folyamatosan negativ egyenleggel zarna,
ez a hiany pedig évrél évre novekedve az idGszak végére mar a 470 mil-
liard forintot is elérné (2014. évi arakon). A foglalkoztatottsag intenzi-
vebb javuldsa mintegy hét évvel képes késleltetni az egyenleg negativva

valasat a normél esethez képest, az idGszak végén jelentkezs éves hiany
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5.11. abra. A Nyugdijbiztositasi Alap f6bb mutatoinak varhato
alakulasa a makrogazdasagi paraméterekre vonatkozo
alternativ forgatokonyvek esetén (2014. évi arakon,
forras: Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015])

pedig 160 milliard forinttal lenne kevesebb, mint az alapesetben. Ezzel
szemben lassabb javuléds esetén az alapesethez képest mar harom évvel
korabban, 2022-t6] negativva valna az egyenleg, 2035-re pedig a hiany
mar elérné a 450 milliard forintot.

A nyugdijkorhatar betoltésekor varhato héatraléve élettartamhoz igazi-

tott korhataremelés hatasat az 5.12. abra szemlélteti. Az abréan lathato,

hogy ez esetben a rendszer egyenlege varhatoan a vizsgalt idGszak vé-
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5.12. abra. A Nyugdijbiztositasi Alap f6bb mutatoinak varhato
alakulasa a nyugdijkorhatar varhato élettartamhoz
igazitott folyamatos emelése esetén (2014. évi arakon,
forras: Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015])

géig pozitiv maradna.®

Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015] az itt bemutatott eredmények
alapjan amellett érvelnek, hogy bar a jelenleg folyamatban 1évé
nyugdijkorhatér-emelés az elkovetkezd tiz évre biztositja a nyugdijrend-
szer fenntarthatosagat, azonban a kedvezéGtlen demografiai folyamatok
a 2020-as évek masodik felétsl kezdGdGen egyre stlyosabb terhet ronak
a nyugdijrendszerre, amelyet énmagiban sem a bemutatott mértéki
realbér-emelkedés, sem pedig a foglalkoztatottsag feltételezett javula-
sa nem képes ellenstlyozni. Igy arra a kovetkeztetésre jutnak, hogy a
rendszer fenntarthatosaga érdekében érdemes megvizsgalni a nyugdij-

korhatar 2022 utani tovabbi emelését, a korhatar betoltésekor varhato

8 Az egyenleg latvanyos ingadozésat a korhataremelés kezelésére vonatkozo egyszert-
sités (harom évenként fél év emelés) okozza a modellben.
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atlagos hatralévs élettartam emelkedésének megfelelGen.”

A szerz6k hosszabb tava megoldasnak a demografiai helyzet — a Ratko-
unokék 2040-es évekbeli nyugdijba vonulasa miatti — varhaté tovabbi
romlésa miatt egy olyan atfogd intézkedéscsomagot tekintenek, amely
a gyermekvallalas 6sztonzésére koncentral. Mivel azonban ez leghama-
rabb csak 20-30 év mulva kezdhetné érzékeltetni hatasat, igy amellett
érvelnek, hogy addig kozép- és rovid tavia intézkedésekkel sziikséges
fenntartani a nyugdijrendszer egyensulyat. Ugy vélik, hogy ilyen, ko-
zéptavon hatésos intézkedés a munkaerépiac élénkitése lehet, melynek
fontos része az Ratko-unokak munkaerépiacon tartésa és munkaképes-
ségiik minél hosszabb fenntartasa (példaul egészségmegorzéssel, képzé-
sekkel). A fenntarthatosag érdekében javasoljak tovabba, hogy a jo-
v6ben a nyugdijak indexaldsa kizarolag azok realértékének megdrzését
szolgélja, ramutatva olyan multbeli esetekre, amikor az inflacio felil-
becslése miatt a nyugdijak realértéke emelkedett.
Bajko—Maknics—Toth—Veékas [2015] javaslatai kozott kiemelt helyet fog-
lal el a gyermekvallalas 0sztonzése, de ennél konkrétabban nem emli-
tenek ilyen iranyu lehetséges intézkedéseket. A problémakor rendkiviil
szerteagazo, melyet jol szemléltetnek a Kovacs [2012] tanulmanykotet-
ben szerepld, a gyermekvéallalas és a nyugdijrendszer kozotti osszefiig-
gésekkel foglalkoz6 tanulmanyok. E problémakér messze tilmutat az
értekezésem keretein, mégis csupan az illusztracio kedvéért érdemesnek

Y szerepld

tartom roéviden ismertetni a Banyéar [2014] tanulményaban!
javaslatot. A cikk szerzdje amellett érvel, hogy a foly6 finanszirozéasu
nyugdijrendszerek nem kell6 mértékben veszik figyelembe a gyermek-

vallalas koltségeit, ezért olyan 1j paradigméra van sziikség, melyben

9 Daniaban alkalmaznak hasonl6é megoldast a nyugdijkorhatar emelésére.
10 Bajko-Maknics-Toth-Vékas [2015] nem emlitik ezt a lehetséges megoldast.
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az allami nyugdij valojaban a gyermeknevelés koltségeinek utolagos el-
lentételezése. A szerzd altal javasolt rendszer logikajabol kovetkezik,
hogy abban csak a gyermekeket felnevelt sziil6knek jarna a gyermekek
szamatol és a jarulékbefizetésektsl fliggd nagysagu allami nyugdij, mig
a gyermektelenek szaméra egy parhuzamos, tékésitett nyugdijrendszer
allna rendelkezésre, igy ez utobbiak az elmaradt gyermeknevelési kolt-
ségeikbdl képezhetnének sajat maguk szaméra nyugdijjogosultsagot.
A gyermekvallalas 0sztonzésének hangsilyozasan kiviil kiilondsen fon-
tosnak tartom az aktuariusi elv hangstlyozott érvényesitését és az egyé-
ni szintd be- és kifizetések kozotti 6sszhang novelését, ami példaul egy
névleges egyéni szamlas (NDC) allami nyugdijrendszer bevezetével biz-
tosithat6. Egy ilyen elszamolasi rendszer keretében aktuariusi szem-
pontbodl igazsagos modon kezelhetSk példaul a korhatar elGtti nyug-
dijazésok, tovabba jelentésen né a nyugdijas évek tervezhetdsége és a
nyugdijak atlathatosdga. Euréopaban jelenleg Lengyelorszagban, Nor-
végiaban, Olaszorszagban és Svédorszagban miikodik ilyen rendszer.
A bevezetés 6ta azonban egyelére tul kevés id§ telt el a tapasztalatok
atfogo értékeléséhez.

A nyugdijkorhatar emelése Bajko—Maknics—Toth—Vékas [2015] elemzé-
se alapjan igen hatasos eszkoznek tiinik, akar a Danidban sikerrel al-
kalmazott, a nyugdijkorhataron varhato élettartamhoz igazitott folya-
matos kiigazitassal vagy valamely egyéb megoldassal. Ennek ellenére
véleményem szerint a korhataremelés gyakorlati problémakba iitkoz-
het: kérdés, hogy a 65 évnél id&sebb egyének képzettsége és egészségi
allapota megengedi-e a foglalkoztatasukat, és hogy a vallalatok részé-
r6l lenne-e erre elegendd hajlandésédg. Emiatt kiillondsen fontos lenne

egy ilyen intézkedés esetén az egészségmeglrzés tamogatasa és a szak-
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mai tovabbképzések tovabbfejlesztése, mert kiilonben a korhataremelés
konnyen névekvé munkanélkiiliséghez és téarsadalmi fesziiltségekhez ve-
zethet. Kiilonosen a hazai férfiak varhato élettartama rendkiviil ala-
csony eurdpai Osszehasonlitasban, igy szamukra kiilonosen igazsigta-
lannak tiinhet a korhatar tovabbi emelése. Mivel Magyarorszdgon eu-
ropai viszonylatban igen magas a korai nyugdijazasok aranya, ezért
véleményem szerint a korhatar névelése mellett a valodi cél az atlagos
nyugdijba vonulasi életkor névelése kell legyen, ami a korkedvezményes
nyugdijazasi lehetségek csokkentésével, a korai nyugdijazas aktuariusi
szempontbol igazsagos szankcionédlaséval és a korhatar el6tti foglalkoz-
tatés Osztonzésével érhets el.

A megoldési lehetGségek targyalasanak lezarasaképpen tgy gondolom,
hogy a jelen fejezetben bemutatott modellen, valamint a szerzdk és Ba-
nyar [2014] konkrét javaslatain tal érdemes tételesen is végiggondolni,
mitdl fiigghet az allami nyugdijrendszer hosszi tava fenntarthatosaga.

Néhany ilyen lényeges tényezé:

e a halandosag és egészségiigy,

a gyermekvéallalasi hajlandosig és termékenység,

a be- és kivandorlas,

e a munkaerd-piaci aktivitési rata és a ledolgozott munkaoérak szama,

a nyugdijkorhatar és a tényleges nyugdijazasi életkor,

a nyugdijak szintje,

a jarulékkulcs és a hozzajarulasok mértéke,

a nyugdijrendszer jellege (klasszikus foly6 finanszirozasa, NDC,
tékésitett, alapnyugdijat tartalmazo stb.),
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e a rokkant-, 6zvegyi és egyéb ellatasok rendszere, stb.

Lathatoan igen Osszetett problémakorrsl van szo, melyre véleményem
szerint a hazai tarsadalombiztositas szamos érintett teriiletre kiterjedd,
a hasonl6 problémakkal kiiszkodé orszagok tapasztalataira is épits 1j-
ragondolasa és reformja jelenthet hosszu tavi megoldést. Ez azonban

messze tulmutat értekezésem és kutatésaim keretein.

5.6. Mikroszimulaciés modellek

Ez a szakasz Bajko-Maknics-Toth—Veékas [2015] 5.2. alfejezetben ismer-
tetett kohorszmodelljén tullépve, annak jovébeli kivanatos kiterjeszté-
seként a mikroszimulacios megkozelitést ismerteti roviden Vékas [2015]
és Kovacs—Rétaller—Vékas [2015] cikkei alapjan, a hazai gyakorlat be-
mutatésara fokuszalva, kimondottan a teljesség igénye nélkiil.

A nyugdijmodellezésben az ezredfordul6 6ta eltelt években teret nyert
ugynevezett sztochasztikus-dinamikus mikroszimuldcids modellek (Li—
O’Donoghue [2013]) a nyugdijrendszerek makro- és kohorszmodelleknél
precizebb vizsgéalatat teszik lehetévé. E modszerek a vizsgalt makrogaz-
dasigi aggregatumok vagy sziiletési év szerinti kohorszok modellezése
helyett a rendszer altal érintett jarulékfizeték és jaradékszolgaltatas-
ban részesiilék viselkedését és dontéseit egyéni szinten irjék le és jelzik
elére. A mikroszimulaciés modszerek elénye, hogy a modellezni kivant
aggregatumok varhato értékei mellett azok eloszlasat is megfelelGen ké-
pesek elbre vetiteni, és az aggregatumokon beliil végbemend 6sszetétel-
valtozasok mas valtozokra gyakorolt hatasat is statisztikai szempontbol
megfelel6 moédon képesek kezelni. Segitségiikkel elemezhetSk példé-

ul olyan jovedelem-ujraelosztasi hatéasok, amelyeket a makromodellek
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nem képesek megragadni. E modellek az egyéni dontéshozok viselke-
dését statisztikai-Okonometriai eljardasok felhasznalasaval becsiilt visel-
kedési egyenletekkel, intertemporalis varhaté hasznossagi fiiggvények
maximalizasaval vagy e két modszercsalad 6tvozésével is leirhatjak.
Magyarorszagon — a Nemzetgazdasagi Minisztérium és el¢dintézményei,
valamint a Magyar Nemzeti Bank altal korabban alkalmazott makro- és
kohorszmodelleket kiegészitends — a Nyugdij és Idéskor Kerekasztal ho-
zott dontést egy atfogd mikroszimulécids modellkeret, illetve azon beliil
tobb mikroszimulacios nyugdijmodell létrehozasarol (Holtzer [2010]).
Az elst, részleges modelleket kovetGen az Orszagos Nyugdijbiztosité-
si Féigazgatosag (ONYF) a 2012-2015 kozotti idGszakban készitette el
a Belgiumban alkalmazott MIDAS (Microsimulation for the Develop-
ment of Adequacy and Sustainability, lasd Dekkers—Belloni [2009] és
Dekkers [2010]) nagy méretd sztochasztikus-dinamikus mikroszimula-
ci6s modell hazai adaptaciojat (ONYF [2015]) egy kozel fél évszazadra
kiterjedd, nagy részletességii, egyéni szintli adatokat tartalmazo infor-
matikai adatbazis alapjan.

A MIDAS modell szamos egyméssal kolesonhatésban 4ll6 modulbol és
almodulbél (példaul munkaerdpiac, foglalkoztatas, jovedelmek, sziile-
tések, halalozasok, hazassagok stb.) &ll, és az egyéni dontéseket tobb-
valtozos statisztikai eljarasok segitségével becsiilt viselkedési egyenle-
tekkel irja le. A modell az egyéb el6rejelzésekkel valé konzisztencia
érdekében szamos ponton unioés intézmények aggregalt elérejelzéseihez
torténd exogén kiigazitasokat tartalmaz, igy az egyéni szinti és eloszlas
jellegti eredmények adjék {6 hozzajarulasat a mar ismert predikciokhoz.
A modell kulcsfontossagi része a munkaerd-piaci aktivitas modellezé-

se, amelyet Vékas [2015] tanulménya ismertet. A cikkben bemutatott
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becslés statisztikai viselkedési egyenletekre épiil az egyének multbeli
munkaerd-piaci aktivitasara, sziiletési évére, nemére, foglalkozésara és
lakohelyére vonatkozé informaciok felhasznalasaval. A hianyzé ada-
tok potlasat, az egyének foglalkoztatas-torténet szerinti szegmentala-
sat és az utolsod ismert évre vonatkozo egyéni jogosultsagszerzési id6k
alapjan kialakitott, aktivitasra vonatkoz6 binaris eredményvaltozé ki-
alakitasat kovetGen Vékas [2015] binaris logisztikus regresszios becslést
alkalmaz, figyelembe véve a modszer mas eljarasokkal szembeni elénye-
it és a MIDAS modellek szerkezetébdl adodo korlatokat. A tanulmény
nagy hangsulyt fektet a becslés koriiltekintd validalasara. A modell az
osztott mintés validacio céljabol kialakitott tesztels allomanyon magas,
80 széazalék koriili talalati pontossaggal rendelkezik.

A tanulméanyban alkalmazott statisztikai megkozelités korlatja, hogy
bar az egyéni foglalkoztatis tényét kielégité pontossiggal képes leg-
alabb rovid tavon eldre jelezni, a munkaerépiac keresleti és kindlati ol-
dalén jelentkezd hatésokat nem képes elvalasztani egyméstol, és explicit
modon nem jelenik meg benne a kereslet és kinalat kozott jelentkezd
mennyiségi eltérés. Tovabba optimalizalo viselkedés hidnyaban az exo-
gén paraméterek (példaul nyugdijkorhatar) valtozasa esetén nem veszi
figyelembe az egyéni viselkedés esetleges valtozasait. Fontos megjegyez-
ni, hogy a felhasznélt adminisztrativ adatallomany természeténél fogva
nem terjed ki a feketegazdasiagban foglalkoztatottakra. Ez a probléma
ugyanakkor az ONYF szémara lényeges nyugdijjarulék-befizetések és
nyugdijkifizetések modellezése soran kevésbé relevans.

A Vékas [2015] tanulmanyaban szerepld becslést évrél évre szekvencia-
lisan alkalmazva, az exogén unios elérejelzésekhez torténd kiigazitas fi-

gyelembe vételével egyénenként becsiilhets a modellben a joévébeli évek-
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re vonatkoz6 munkaerd-piaci aktivitas, amely a MIDAS modell t6bbi
moduljaval koélcsonhatasban egyiittesen elére vetitheti példaul a nyug-
dijkassza jovébeli bevételeinek és kiadasainak egyénenkénti alakulasat,
egyes tarsadalmi csoportok anyagi helyzetének jovébeli valtozasait stb.
Mivel a tanulmany elkésziiltének idépontjaban a teljes mikroszimulé-
ci6s modell még nem késziilt el, igy a tanulmanyban szereplé ered-
mények sziikségszerien részlegesek: a modulok kozotti kolecsonhaté-
sok miatt a félkész modell teljeskori nyugdij-hatasvizsgalat elvégzé-
sére és munkaerd-piaci forgatokonyvek, illetve paraméteres nyugdijre-
formok vizsgalatara nem volt alkalmas. Azonban a jovében a becsiilt
munkaerd-piaci egyenletek a MIDAS modell keretein beliil lehet6vé te-
szik az eddigieknél alaposabb nyugdij-hatasvizsgéalatok készitését.

A modell az élettartam-kockazat és a nyugdijrendszer fenntarthatosaga-
nak pontosabb modellezéséhez is hozzajarulhat azzal, hogy a bevételek-
nél figyelembe vett aggregalt jarulékalap szamitasa soran az aggregalt
foglalkoztatottsag valtozasan tul a foglalkozatottsig Osszetételének val-
tozasat is képes figyelembe venni.

Erdemes sz6t ejteni még a MIDAS modellhez hasonlé mikroszimulaci-
6s modszerek Osszetettségébdl fakadd nehézségekrsl. Az ilyen modellek
egyéb megkozelitésekhez képest joval jelentésebb szamitéasi kapacitas-
igényei, implementécios és személyi koltségei, valamint az adatokkal
szemben tamasztott mindségi elvarasai (Kovacs—Rétaller—Vékas [2015])
kivanatossa tesznek bizonyos strukturélis egyszertisitéseket. Az aktu-
ariusi gyakorlatban elterjedt egyszertisits eljaras az ugynevezett modell-
pontok létrehozésa: ebben az esetben a modellezé a szimulAcios szami-
tasokat — vagy azok egy részét — egyének helyett azok homogén csoport-

jaira hajtja végre. A csoportositas elkészitése soran a minél egyszertibb
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modellszerkezet (azaz minél kevesebb modellpont) és az egyszertisités
soran elkévetett minél kisebb hiba iranti igényeket — mint két egymas-
nak ellentmond6 szempontot — egyszerre sziikséges figyelembe venni.
Kovéacs-Rétallér-Vékas [2015] tanulméanyukban modszertani megfonto-
lasokbol a mintavételes, klaszterezd és definicidéval adott, tébbdimenzi-
0s kategoriakombinaciokat képz6 csoportositasok koziil Holtzer [2010]
nyoman a harmadik moédszercsaladot valasztjak, melynek segitségével a
magyar feln6tt népességet demografiai, jovedelmi és nyugdijjogosultsagi
jellemzdk alapjan hozzéavetsleg 93 ezer modellpontra osztjak fel, a KSH
adatai alapjan kikiiszobolve az esetleges adathianyokat, és teljes kortivé
téve a csoportositast. A szerzék tanulmanyaban bemutatott csoporto-
sitds nagyban megkonnyiti a mikroszimulaciés megkdozelités gyakorlati

alkalmazasat.
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I1I. rész

Ujabb halandoésag-elérejelzé

modszerek és alkalmazasuk
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6. fejezet

Az altalanositott

korcsoport—idészak—kohorsz

(GAPC) modellcsalad

Ebben a fejezetben a Villegas és szerzétarsai [2016| altal a kozel-
miltban javasolt, szamos széles korben elterjedt halandésag-el6rejelzd
modszert felolels altalanositott korcsoport—idészak—kohorsz (GAPC)
modellcsalad elméletét ismertetem. A fejezetben az my; jelolés az
x €{1,2,..., X} korcsoporthoz és t € {1,2,...,T} iddszakhoz tartozo
altalanos, m® kezdeti vagy m¢ kozponti halandéségi ratakra vonatko-
zik, ésaz 1,2, ..., T indexek tovabbra is minden esetben egymaést kovets

naptari éveket jeldlnek majd.

6.1. A modell felirasa

A GAPC modellcsalad alkalmazasa feltételezi, hogy minden egyes

x € {1,2,..., X} korcsoportban és t € {1,2,...,T} idGszakban is-
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mert a bekovetkezett haldlesetek D,; € N szdma, valamint az £, > 0
kozponti vagy az EY, € Ny kezdeti kitettség értéke.!

A korcsoport- és idGszakspecifikus haldlozasok D,; szamait a modell a
D, valoszintségi valtozok megvalosult értékeinek tekinti, melyek pe-

remeloszlasara vonatkozo feltevés — a rendelkezésre allo kitettségi ada-

tok tipusatol fiiggden — a Poisson vagy a binomiélis eloszlas:

Dy ~ Poisson(ES,mS,) (x=1,2,...,X, t=1,2,...,T)

vagy Dy ~ Bin(E%, m?) (x=1,2,....X, t=12,....T).

(6.1)

A GAPC modellkeret feltételezi tovabbé, hogy a (6.1) egyenletbeli D,
(r=1,2,...,X,t=1,2,...,T) valosziniiségi valtozok fiiggetlenek.?
A (6.1) osszefiiggésben szerepld kozponti vagy kezdeti halandosagi ratak

becslGegyenletei a kdvetkezdsk:
gmy) =ne (x=1,2,...,X, t=1,2,....7T), (6.2)

ahol n,; a modell tgynevezett szisztematikus komponense, g : Roy — R
pedig folytonosan differencialhato, szigortian monoton névé fliggvény
(az ugynevezett kapocsfiiggvény vagy angolul link function). Hunt—
Blake [2014] az altalanositott linearis modell szakirodalmara épitve
kozponti kitettségek és Poisson-eloszlas hasznélata esetén a g(y) = Iny
(y > 0) logaritmikus, kezdeti kitettségek és binomidlis eloszlas alkalma-
zésa esetén pedig a g(y) = In (ﬁ) (0 < y < 1) logit kapocsfiiggvényt

javasoljak. Ertekezésemben a tovabbiakban ezt a konvenciot kovetem.

! Precizebben: minden korcsoport-idészak kombinaciora a kitettség azonos valtozata,
ismert.
2 Pontosabban fogalmazva: adott halandosagi ratéak mellett feltételesen fiiggetlenek.
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A GAPC modellcsalad (6.2) egyenletbeli szisztematikus komponense a

korcsoport, id@szak és kohorsz fliggvényében igy irhato fel:

N
ot = g+ Y UKD 00, (2=12,...,X, t=1,2,...,T),

i=1

(6.3)

ahol N € N a modellezett korcsoport-idészak interakciok szama, vala-
mint a, és {b'}Y, korcsoporttol, {k{"}¥, idszaktol, ¢;_, pedig ko-
horsztol fliggs, valos értéki paraméterek.

Mivel a modellbeli kohorszok lehetséges szama T+ X — 1, ezért belatha-
t0, hogy a (6.3) egyenlet paramétereinek szama (N+1)(X+7)+2X —1,
melyek elegendGen nagy X és T értékek esetén képesek lehetnek kellGen
tomoren leirni az ismert XT' darab halandésagi ratat.

A becsiilt paraméterek egyértelmiisége érdekében a (6.3) egyenletet a
Lee—Carter modellbeli identifikacios megkotésekkel analdg korlatozo fel-
tételekkel sziikséges kiegésziteni, melyek konkrét modellspecifikicion-

ként eltérnek.

6.2. Interpretacid

A (6.3) egyenlet paramétereinek értelmezése sziikségszertien bonyolul-

tabb a Lee—Carter modell interpretacidjanal:

e Korcsoport-hatds: Az a, (x = 1,2,...,X) paraméterek a halan-

dosagi szint életkortol fiiggs alakulasat irjak le.

e Kohorszhatds: A ¢i—p (x=1,2,...,X,t=1,2,...,T) paraméte-
rek a t — x idGszakban sziiletett kohorsz halandosaganak a tipikus

halandosagi palyahoz képesti eltérését reprezentaljak a modellben.
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e Mortalitdsi indexek: A kf) (1=1,2,...,N,t=1,2,...,T) para-
méterek az altalanos halandoségi szint idébeli alakulasat N darab

idgsor forméajaban modellezik.

o Eletkorfiiggd érzékenységek: A b (x=1,2,...,X) érzékenységi
egyiitthatok a transzformélt halandosagi ratédk érzékenységét ad-
jak meg i = 0 esetén a kohorszhatés, i € {1,2,..., N} esetén pedig
az 1-edik mortalitasi index megvaltozasara nézve. Ha az adott ¢ in-
dexhez tartozo kohorszhatas vagy mortalitasi index értéke ceteris
paribus egységnyivel ng, akkor a modell szerint a g(m,;) transz-
formalt halandosagi rata értéke bg) egységgel novekszik, vagyis
specidlisan logaritmikus kapocsfiiggvény mellett az m$, kézpon-
ti halandosagi rata, logit kapocsfiiggvény mellett pedig az %

— _y () ) e
esélyhényados értéke e’ -szeresére valtozik.

6.3. A GAPC modellcsalad nevezetes tagjai

Alkalmasan véalasztott paraméterezés mellett a GAPC modellcsalad
szamos széles korben hasznalatos halanddsag-elérejelzé modszert tar-
talmaz. Ebben a szakaszban a legnevezetesebb ilyen modszereket és
azok GAPC modellcsaladhoz ftiz6d6 viszonyat ismertetem. A modsze-
rek bemutatasa soran a korcsoportok minden esetben egymast kévetd

koréveket jelentenek majd.

6.3.1. A Poisson Lee—Carter (LC) modell

A Brouhns és szerzétarsai [2002a| altal bevezetett és azota széles kor-
ben elterjedt modellkeretben a halandoésigot leird szisztematikus kom-
ponens a Lee—Carter modell (4.1) alapegyenletének hibatagok nélkiili
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véltozata:

Mot = ap + boky (x=1,2,....X, t=12,...,7). (6.4)

Brouhns és szerzétéarsai [2002a] cikkiikben kézponti kitettségeket és lo-
garitmikus kapocsfiiggvényt feltételeznek, igy a (6.2) Osszefliggés kovet-
keztében a (6.4) egyenlet bal oldalan a (4.1) egyenlethez hasonléan az
In m¢, kozponti logaritmikus halandosagi ratak allnak.

A (6.4) egyenletben a normaélis eloszlasu e,; hibatagok hidnyat az in-
dokolja, hogy a modell ezen valtozataban a halandésagi ratdk becsiilt
értékek koriili véletlen ingadozéasat a halalesetek szamat leird lN?xt valo-
szintiségi valtozok variancidja ragadja meg.

A (6.4) egyenlet paramétereinek értelmezése egyébként azonos a 4.2. al-

fejezetben kordbban mér leirtakkal. Identifikicios megfontolasbol a

X
> bo=1,
m;l
Zkt - O
t=1

paramétermegkotések a modell e valtozataban is érvényesek.
A (6.4) Osszefliggésbeli szisztematikus komponens altal meghatarozott
modell nyilvanvaloan a GAPC modellcsalad tagja a (6.2) egyenlet alab-

bi paraméterezése mellett:
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A modell nem tartalmaz kohorszhatast, illetve a halandosag alakulasat
egyetlen id6t6l fliggs mortalitési index segitségével modellezi.

Ebben a modellvaltozatban a paraméterek becslését kovetSen nincs
sziikség a mortalitasi index 4.4. alfejezetben ismertetett kiigazitaséra,
mivel a Poisson Lee—Carter modell a korcsoportok 1étszamait a kitett-
ségek és halaleseti gyakorisdgok révén explicit médon figyelembe veszi.
Erdemes megjegyezni, hogy a Lee-Carter modell 4. fejezetben ismerte-

tett alapvaltozata nem illeszkedik a GAPC modellcsaladba.

6.3.2. A Renshaw—Haberman (RH) modell

Renshaw-Haberman [2006] a kohorszhatés figyelembe vételére a Pois-
son Lee-Carter modell (6.4) egyenletének alabbi modon bévitett valto-

zatéat javasoljak:
Dot = ag + bVEY 400, (2=1,2,...,X, t=1,2,...,T),

amely a GAPC modellcsalad (6.3) egyenletének specialis esete N = 1
mellett. Cikkiikben Renshaw—Haberman [2006] kézponti kitettségeket
és logaritmikus kapocsfiiggvényt feltételeznek.

Mivel a modell kritikusai ramutattak a becslési eljaras numerikus insta-
bilitasara, ezért tjabb cikkiikben Haberman-Renshaw [2011] modelljiik

egyszertsitése érdekében a

W =1 (z=1,2,...,X)
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paramétermegkotéseket ajanljak, mely — lemondva a kohorszhatés élet-
kor szerinti differencidléasarol — dltalaban megoldja az eredetileg javasolt
modell numerikus problémait.? Az igy médositott Renshaw-Haberman

modell szisztematikus komponense:
Net = Ay + boky + - (x=1,2,...,X, t=1,2,....T7). (6.5)

A szerz6k a paraméterbecslés egyértelmiisége érdekében a kovetkezd

identifikacios megkotéseket javasoljék:

X
D ha=1,
1

T

T
Z kt = 0,
t=1
T-1
Z C; = 0.
i=1-X

Ertekezésemben a tovabbiakban a Renshaw—Haberman modell (6.5)

egyenlet szerinti valtozatat alkalmazom.

6.3.3. A korcsoport—iddszak—kohorsz (APC) modell

A Carstensen [2007| altal ismertetett korcsoport-idészak—kohorsz (an-
golul Age—Period—Cohort vagy réviden APC) modell a (6.5) egyenlet
szerinti modositott Renshaw—Haberman modell speciélis esete b, = 1

(x=1,2,...,X) mellett. A modell szisztematikus komponense:

Net = Qp + ki +¢p (x=1,2,...,X, t=1,2....T).

3 Hunt—Villegas [2015] megmutattik, hogy sajnos még ebben az egyszertisitett mo-
dellvaltozatban is felléphetnek problémék a paraméterbecslés soran.
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Tehat az APC modell N = 1 mortalitasi indexet tartalmaz, tovabba
a korcsoport, iddszak és kohorsz halandosagra gyakorolt hatasait nem
modositjak korcsoportfiiggs érzékenységi egyiitthatok.

Az APC modellben a kozponti kitettségek és a logaritmikus kapocs-
fiiggvény hasznalata, valamint az aldbbi identifikacios megkotések al-

kalmazasa elterjedt:

t=1
T-1
c; =0,
1=1-X
-1
iCi =0
i=1-X

6.3.4. A Cairns—Blake—Dowd (CBD) modell

Az id6skori halandosag el6rejelzésére javasolt Cairns—Blake-Dowd

[2006] modell szisztematikus komponense:

M = kM + (@ —Dk? (2=1,2,...,X, t=1,2,...,T), (6.6)

1+X

5= az el6forduld korcsoport-indexek szamtani atlaga.

ahol z =
A modszer alkalmazasat a szerzék xy = 60 évesnél magasabb életkorok
esetén javasoljak, azzal a kiegészitéssel, hogy a (6.6) egyenletbeli 7,
szisztematikus komponens az xg + x éves egyének halandosagat irja
le. Cairns—Blake-Dowd [2006] cikkiikben kezdeti kitettségeket és logit
kapocsfiiggvényt tételeznek fel.

A CBD modell (6.6) egyenlete a GAPC modellcsalad (6.3) egyenletének

126



VEKAS PETER: AZ ELETTARTAM-KOCKAZAT MODELLEZESE

specialis esete az aldbbi paraméterezés mellett:

A CBD modellben nem szerepel additiv életkorhatés és kohorszhatas?,
és a halandosag alakulasat két mortalitasi index irja le, melyek egytitt-

hatoi adottak. E modellben nincs sziikség identifikicios megkotésekre.

6.3.5. A Plat modell

A Plat [2009] modell szisztematikus komponense:

Net = Qg + kzgl) + (17 - j)kt@) + (i - $>+k£3) + Ct—x ( )
6.7

ahol z = % az el6éforduld korcsoport-indexek szamtani atlaga, vala-

mint (z — z)* = max{z — x;0}.
A szerz6 az id6skori halandosag vizsgéalata esetén a (6.7) egyenletbe-

li k:gg) harmadik mortalitasi index elhagyasat javasolja (mivel ekkor

4 Erdemes megjegyezni, hogy a CBD modell bévitéseként Cairns és szerzétarsai [2009)
kohorszhatas bevezetését javasoljak. E modellvaltozatot értekezésemben nem tar-
gyalom.
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x > T), melynek kovetkeztében a (6.7) egyenlet igy egyszertisodik:

nxt:ax—l—kt(l)—k(m—i:)k:t@)—l—ct,x (x=1,2,...,X, t=1,2,...,T).

(6.8)

A (6.8) egyenletbeli 7,; szisztematikus komponens az xy + = éves
egyének halandosagat irja le, ahol xy valamely kiindulé életkor
(példaul zy = 60). Ertekezésemben a Plat modell (6.8) egyenlet sze-
rinti valtozatat alkalmazom majd, amely a GAPC modellcsalad (6.3)

egyenletének specialis esete az alabbi paraméterezés mellett:

N =2,
VWO =1 (z=1,2,...,X),
bV =1 (z=1,2,...,X),

VW =x—7 (2=1,2,...,X).

Plat [2009] cikkében kozponti kitettségeket és logaritimikus kapocsfiigg-

vényt feltételez, és az alabbi identifikacios megkotéseket javasolja:

. (1)
kY =0,

;t

T

Y k=0,

t=1
T—

Z Ci:O,

X

—_

i=1—

-1
iCi =

i=1-X
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6.3.6. Attekintés és csoportositas

A GAPC modellcsalag tagjai szamos szempontrendszer szerint csopor-

tosithatok. Néhany lényeges csoportositas:
e A modellezett mortalitasi indexek szama (az N paraméter).
e Korcsoport-hatés (a, paraméterek) jelenléte.
e Kohorszhatés (¢;_, paraméterek) jelenléte.
e Az érzékenységi egylitthatok (bgf )) jellege:

— Nemparaméteres: példaul a Poisson Lee-Carter modell (6.4)

egyenletbeli egyiitthatoi.

— Paraméteres: példaul a Cairns-Blake-Dowd modell (6.6)

egyenletbeli egyiitthatoi.

e A kitettségek, halanddsagi ratak, az eloszlasfeltevés és a kapocs-

fliggvény tipusa szerint két f6 aleset kiilonithetd el:

— kozponti kitettségek, kozponti halandosigi ratdk, Poisson-

eloszlas és logaritmikus kapocsfiiggvény,

— kezdeti kitettségek, kezdeti halandéséagi ratak, binomiélis el-

oszlas és logit kapocsfiiggvény.

A GAPC modellcsaladhoz tartozo, jelen fejezetben bemutatott neve-
zetes modellek e szempontok szerinti csoportositédsat a 6.1. abran és

a 6.1. tablazatban szemléltetem.?

5 A 6.1. tablazatban *-gal jelolt CBD modell kezdeti kitettségeket és logit kapocs-
fiiggvényt feltételez. A t6bbi modell esetén a kozponti kitettségek és a logaritmikus
kapocsfiiggvény alkalmazasa altalanos.
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[ |
= N=2, adott
N P Iat érzéken?/sggek

LC CBD*

nincs korcsoport-
és kohorszhatas

adott
érzékenységek N=1

6.1. abra. A GAPC modellcsalad néhany nevezetes tagja és a kozottiik
fennnall6 hierarchia (forras: sajat szerkesztés)

nincs kohorszhatas

Eljaras Korcsoport Kohorsz N Erzékenység Kitettség Kapocs
APC van van 1 egységnyi koézponti log
CBD nincs nincs 2 paraméteres kezdeti logit

LC van nincs 1 nemparaméteres kozponti log
Plat van van 2 paraméteres kozponti log
RH van van 1 nemparaméteres koézponti log

6.1. tablazat. Néhany nevezetes GAPC modell jellemz&i
(forras: sajat szerkesztés)
A 6.1. abran lathato, hogy a GAPC modellcsalad két nevezetes agat a
Renshaw-Haberman és Plat modellek® adjak. Az RH modell neveze-
tes almodelljei a kohorszhatast nem tartalmazé Poisson Lee—Carter és
az egységnyi érzékenységi egyiitthatokkal rendelkezd APC modellek, a
Plat modell nevezetes alesetei pedig a korcsoport- és kohorszhatast nem
tartalmazé Cairns-Blake-Dowd és az egyetlen mortalitasi indexet fel-
tételez6 APC modellek. Az APC modell tehat — mint a legegyszertibb,

korcsoport- és kohorszhatast egyarant tartalmazé modell — a GAPC

6 Pontosabban: az RH modell Haberman—Renshaw [2011] cikkében bemutatott, egy-
szerlsitett, valamint a Plat modell (6.8) egyenlet szerinti, id6skori halandésag mo-
dellezésére javasolt valtozata.
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modellcsalad mindkét aganak specialis esete, igy a modellcsalad nevé-
hez hien bizonyos értelemben ezt a modellt altalanositja.

Az altalanos, illetve az idGskori halandosag modellezésére ebben a sor-
rendben a 6.1. dbra bal oldali, illetve mindkét agan szereplé modellek
alkalmazhatok. Természetesen szamos tovabbi halandésag-elérejelzs el-

jaras elgallithato a GAPC modellcsalad megfelel§ paraméterezésével.

6.4. A paraméterek becslése

A GAPC csaladba tartoz6 modellek paramétereinek becslése a maxi-
mum likelihood elv alkalmazaséval végezhets. A jelolés egyszertisitése

érdekében érdemes az ismeretlen paramétereket a

CT:(al,aQ...,aX,
0 0 0

B\ b Y,

1 1 1
RSN A

RN SN

RN AL AR

D RS DY,

PR,

k:EN)7 kéN)7 ctt kéﬂN)7

CloX,CloX 41, -, Ccp_1) € RVFDEFT)F2X-1
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vektorba’ foglalni. A kiilonb6z6 korcsoport-iddszak kombinaciokhoz
tartozo elméleti haldleseti gyakorisagok fiiggetlenségébdl és a (6.1)
Osszefiiggésbsl adodéan a modell log-likelihood fiiggvénye® Poisson-

eloszlasu halaleseti gyakorisagok esetén

X T
00 =3"3 vu ( — ESmE, + Dyy(In ES, + InmS,) — mth!)) ,

r=1 t=1

(6.9)

ahol a (6.2) egyenlet alapjan logaritmikus kapocsfiiggvény mellett
mé, =g ') =™ (z=1,2,...,X, t=12,...,7),

binomialis eloszlast halédleseti gyakorisagok esetén pedig

X T
EO
16) = 3wt (7 ) + Dt b (B = Doy (1 = )

z=1 t=1

(6.10)
ahol a (6.2) egyenlet alapjan logit kapocsfiiggvény esetén

1

Moy = g~ (1) = [

A kivéalasztott modellspecifikicioban elhagyand6 paraméterek nul-
la értékére vonatkozo feltételeknek és az alkalmazott identifikaci-
0s megkotéseknek egyarant eleget tevs, megengedett ¢ paraméter-

vektorok halmazéara olvashatésagi szempontbol hasznos bevezetni a

7 A sortdrések csupan az attekinthetéséget szolgaljak, valamint az N paramétert
adottnak kell tekinteni.

8 A (6.9) és (6.10) egyenletekben szerepls xz¢ (x = 1,2,..., X, t=1,2,...,T) binaris
valtozok értéke 0, ha az adott korcsoport-idgszak kombinéciora nem all rendelkezésre
elegendd adat, és 1 egyébként. Cairns és szerzStarsai [2009] nyoméan az elegendd
adat kritériuma lehet, hogy az adott kohorszra legalabb 6t halaleset ismert legyen.
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Z C RINFDXATI+2X-1 3e]6]ést. Ekkor az ismeretlen paramétervektor

maximum likelihood becsléfiiggvénye a

¢ = argmax ((¢) (6.11)
cez

optimalizalasi feladat megoldasaként nyerhets, melynek elGéllitasa ér-
dekében célszert elszor elhagyni a (6.9) vagy a (6.10) log-likelihood
fliggvénybdl a ¢ paramétervektortol nem fiiggs tagokat. A (6.11) fel-
adat egy specidlis esetének megoldéasara Brouhns és szerzétarsai [2002a)
a Newton-modszert alkalmazzak, amely a log-linearis modellek paramé-
tereinek becslésére is altalanosan hasznalatos, Villegas és szerzétarsai
[2016] pedig az altalanositott linearis modell (GLM) illesztésére alkal-
mazhato, szamos statisztikai programcsomagba beépitett optimalizalo

algoritmusokat javasoljak.

6.5. Modellvalasztas és illeszkedés

6.5.1. Egymasba agyazott modellek kozotti valasztas

Két egymasba agyazott modell esetén — vagyis amennyiben két mo-
dell koziil az egyik a mésikbol paramétermegkotések segitségével szar-
maztathatd — a modellek kozotti valasztast elGsegits, a statisztikaban

kozismert likelihood-arany tesztstatisztika képlete:

X* = 2(0(&1) = £(&o)), (6.12)

ahol &'1 és &'0 a ¢ paramétervektor (6.11) Osszefliggés szerinti maxi-

mum likelihood becsléfiiggvényei a bévebb, illetve a sztikebb modell-
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ben. A (6.12) tesztstatisztika aszimptotikusan y?-eloszlast v = K;— K,
szabadsagfokkal, ahol K; € N és Ky € N a bdvebb, illetve a sziikebb
modell effektiv paramétereinek szdma, azaz az adott modell paramé-
tereinek szama és a paraméter-megkotések szama kozotti kiilonbség,

valamint K7 > K. Ha fennall a

X > xia(v)

Osszefiiggés, ahol 0 < a < 1 az alkalmazott szignifikanciaszint, vala-
mint x?__ (v) a v szabadsagfoku y?-eloszlas 1 — a valosziniiségi szinthez
tartozo kvantilise, akkor a teszt alapjan a b&vebb modell alkalmazasa
javasolt a sziikebb modellel szemben.

Kiilén figyelmet érdemel az tgynevezett telitett modell, amelyben a
halélesetek szaméanak elméleti varhato értéke minden egyes korcsoport-

idgszak kombinaciora megegyezik a tapasztalt értékkel:
E(Dy) =Dy (x=1,2,....X, t=1,2,...,7). (6.13)

E modell effektiv paramétereinek szama a (6.9) vagy (6.10) képletben
a becslés soran figyelembe vett korcsoport-idgszak kombinéciok szama.
Tehat ha az egymésba agyazott modellek koziil a b6vebb modell a te-

litett modell, akkor

X T
Kl = ZZXM

rz=1 t=1
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6.5.2. Egyedi, teljes és skalazott deviancia

Az egyes korcsoport-idgszak kombinaciokra egyenként egy adott GAPC
modell illeszkedése az altalanositott linearis modellkeretben (GLM)
hasznalatos egyedi deviancia (angolul deviance residual) fogalméaval
mérhets. Az egyedi deviancidk az adott modell és a (6.13) egyen-
let altal definialt telitett modell kozotti valasztast elGsegité likelihood-
arany teszt keretében értelmezhetdk, és ebben az esetben megegyeznek
az egyes korcsoport-idészak kombinéciok (6.12) tesztstatisztikdhoz valo
hozzajarulasaval.

Poisson-eloszlast halaleseti gyakorisagok esetén az egyedi devianciak
képlete a fentiek alapjan a (6.9), (6.12) és (6.13) Osszefliggésekbdl szar-

maztathato:

D,
devy = 2<Dxt In d + E;tm:rt - Dxt)
Ectmxt

xT

(6.14)
(x=1,2,....X, t=1,2,...,T).

Binomialis eloszlastu halaleseti gyakorisagok esetén a megfelels képlet:

D, EY, — D,
Ot+w&—mgm7#——L)
Byt Epi(1 = qat) (6.15)

(x=1,2,....X, t=1,2,...,T).

devy = 2 (Dmt In

A (6.14) vagy (6.15) Osszefliggésekben szerepld egyedi deviancidk in-
dikatorvaltozokkal sulyozott Osszege adja a teljes deviancia (angolul
total deviance) értékét, amely megegyezik az adott modell és a (6.13)

egyenlet altal definialt telitett modell kozotti valasztasra alkalmazhato
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likelihood-arany tesztstatisztika értékével:

X T
Dev = Z Z XatdeVyy. (6.16)

=1 t=1

Az egyedi deviancidk ismeretében a kovetkez6 képlet alapjan szamitha-
tok ki az ugynevezett skdldzott egyedi deviancidk (angolul scaled devi-

ance residuals):

devg;
Dev

sdevy = sgn(Dyy — ]E(Dxt>)

ahol v = K; — Ky a (6.16) Osszefliggésbeli tesztstatisztika szabadsag-
fokainak szama, tovabba Ky az illesztett modell, K; = Zle Z; Xt
pedig a telitett modell effektiv paramétereinek szama. Az egyedi de-
viancidkkal ellentétben a skalazott deviancidk a megfigyelt és becsiilt
halaleseti gyakorisagok kozotti eltérés irdnyét és a paraméterek szamét

is figyelembe veszik.

6.5.3. Informacids kritériumok

A parszimoénia elve jegyében a modellvalasztas soran két azonos illeszke-
dést biztosité modell koziil a kevesebb paramétert tartalmazo, a valosa-
got egyszertibben leiré modellt célszeri elényben részesiteni. Cairns és
szerzGtarsai [2009] a paraméterek szamanak indokolatlan emelkedését
elkeriilendé az egyéb statisztikai alkalmazasokban is népszert, infor-
macioelméletbdl szarmazo Akaike (AIC) és bayes-i (BIC) informdcios

kritériumok (angolul information criteria) hasznalatat javasoljak, me-
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lyek képletei:

AIC = 2K, — 20(¢),

BIC = Kyln Ky — 20(¢),

ahol az eddigieknek megfelel6en K, az illesztett modell, K; pedig a
telitett modell effektiv paramétereinek szama.

Az AIC és BIC kritériumok konstrukciojaboél lathato, hogy két illesz-
tett modell koziil az alacsonyabb informaciés kritériummal rendelkezé
valtozat hasznalata célszeriibb. Fontos megjegyezni azonban, hogy e
kritériumok segitségével az illesztett modellek illeszkedése abszolut ér-
telemben nem tesztelhets: elképzelhetd, hogy a fenti kritériumok &ltal
legjobbnak mindsitett modell illeszkedése is elfogadhatatlan. A 6.5.1
szakaszban bemutatott likelihood-arany tesztstatisztikéval ellentétben
az itt ismertetett informéciés kritériumok nem egymasba dgyazott mo-

dellek kozotti valasztasra is hasznalhatok.

6.6. A mortalitasi indexek és a kohorszhatas
idSbeli alakulasa

A 4.5. alfejezetben bemutatott kerethez hasonléan a (6.3) egyenlet id6-
t6l flige$ paramétereinek alakulasa idésoros modellek segitségével irha-

t0 le és jelezhetd eldre.

6.6.1. Modellspecifikacio

A (6.3) egyenletbeli k) (i = 1,2,...,N, t = 1,2,...,T) mortalité-

si indexek becsiilt értékeinek egyiittes alakulasat Cairns—Blake-Dowd
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[2006], Haberman—-Renshaw [2011], valamint Villegas és szerz&tarsai
[2016] tobbdimenzids eltoldsos véletlen bolyongdsként (angolul multiva-
riate random walk with drift) modellezik.

A jeldlés egyszertsitése érdekében célszertd az N darab becsiilt morta-

litasi indexet id6t6l fliggd vektor formajaban felirni:

B

. e

kt - (t = 1, 2, ,T)
B

Ezzel a jeloléssel a tobbdimenzids eltolasos véletlen bolyongas alapjan

a becsiilt mortalitasi indexek dinamikajat definidld egyenlet:

ki=k_1+s+¢, (t=23,...,T), (6.17)

ahol k; € RY adott kezdsérték, s € RY az eltolas mértékét meg-
ado trendparaméter, valamint ¢, a folyamat véletlen hibatagjait jeloli,

RN*N pozitiv defi-

melyek fiiggetlen, 0 varhato értékd, adott X €
nit kovarianciamétrixi, tobbdimenziés normalis eloszlast valoszintiségi

vektorok:

b, ~N(0,%) (t=2.3,...T), (6.18)

tovabba fliggetlenek a (6.1) egyenletben szerepld elméleti halaleseti gya-
korisagoktol is.

A (6.3) egyenletben szereplé ¢; (j = 1—-X,2—X, ..., T—1) kohorszhatas
becsiilt értékeinek alakulasat szintén ARIMA modellek segitségével szo-

kas modellezni. Renshaw-Haberman [2006] az eltolasos ARIMA(1, 1,0)
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modellt javasoljak, mely igy irhato fel:”

&=+ =80+ sc+0 (j=3-X4-X,...,T-1),

(6.19)

ahol ¢;_x és ¢o_x adott kezdGértékek, v € R és s. € R adott paraméte-
rek, a gbg.c) hibatagok pedig fiiggetlen, 0 varhato értéki, azonos o> > 0

varianciaji, normalis eloszlasu valoszintiségi valtozok:
o\ ~N(0,02) (j=3-X4-X,....T—1), (6.20)

melyek fiiggetlenek a (6.18) egyenletbeli hibavektoroktol és a (6.1)

egyenletben szerepl6 elméleti halaleseti gyakorisdgoktol is.

6.6.2. A paraméterek becslése

A (6.17) egyenletet atrendezve a (6.18) Osszefiiggésbdl adodik, hogy a
becsiilt mortalitasi indexvektor idGsoranak elsérendt differenciai fiig-
getlen, azonos paraméterti, tobbdimenziés normalis eloszlast valdszi-

ntiségi vektorok:
ki—ki 1 ~N(s,X) (t=23,....T). (6.21)

Igy k6z0s eloszlasuk varhatoérték-vektoranak és kovarianciamétrixanak

maximum likelihood becsléfiiggvényei a koordindtankénti mintaatlagok

9Plat [2009] javaslata a hasonlé, de altaldnosabb eltoldsos ARIMA(2,2,0) modell,
amelyben a ¢;_; és cj_o tagok egyiitthat6i egymastdl fliggetleniil megvalaszthatok.
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vektoraval és a mintabol becsiilt kovarianciamatrixszal egyenldk:

1
-1

w>
I

JUN 1 . .
ki —ki 1) = =——kr—k 6.22
(ki) = ke = k), (622)

]~

~

t=2

1
-1

(ky — kg —8)(ke —key — 8)7.

B

)

~

t

U
I\

Tovabba a kohorszhatés alakulasat leiro (6.19) és (6.20) Osszefiiggések-
bal atrendezéssel és sztenderdizalassal kovetkezik az alabbi relacio:

éj_éjfl_V(éjfl_éj*Q)NN<SC7o-2) (]:3_X74_X77T_1)7

c

amelybél a 87 = (v, s.,0.) € R? x Ry = O, paramétervektor fiiggve-

nyében felirhat6 a kohorszhatéas modelljének log-likelihood fiiggvénye:

.(0.)=a—(X+T-3)lno,

1 It (6.23)
— 53 (65 — -1 — Y(éj—1 — Cj—2) — 8¢)%,

ahol a = —%IH(QW) konstans. A kohorszhatas paramétereinek
maximum likelihood becsléfiiggvényét ekkor a kdvetkezd optimalizélasi

feladat megoldésa szolgéltatja:

6, = argmax (,(6,).
0.€06,

Mivel a (6.23) egyenlet jobb oldalan szerepls Gsszeg regresszios eltérés-
négyzetosszegként is felfoghato, ezért a becslési feladat a kozonséges
legkisebb négyzetek modszerével is megoldhato. Igy a ¢ — Cj—1 elso-
rendd differencidkat egy lineéris regresszidos modellben sajéat elsérendii

késleltetett értékeikkel és egy konstannsal magyardzva a paraméterek
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maximum likelihood becslése a kovetkezs lesz: 4 a regresszios egyiitt-
hato, 5. a regresszios konstans, 6% pedig a regresszié atlagos négyzetes
hibaja. Alternativ megoldasként a paraméterek becsiilt értékei a Yule—
Walker egyenletek (lasd példaul Asteriou-Hall [2015]) segitségével is

kiszamithatok.

6.7. Elorejelzés

Az el6z6 szakaszban ismertetett idGsoros modellek felépitésének célja a
GAPC modell id6tdl fiiggs paramétereinek elérejelzése, melynek segit-
ségével megbecsiilhetSk a jovébeli halandosagi ratak. Az attekinthets-
ség kedvéért érdemes a pontbecslést és a bizonytalansagot is magéba

foglald bootstrap becslést két kiilon szakaszban targyalni.

6.7.1. Pontbecslés

A mortalitasi indexvektor jovébeli értékeinek pontbecslései a méar is-
mert értékeket adottnak tekintve a (6.21) Osszefiiggés extrapolalasaval

nyerhetdk:

J
E(kr;) = E(kT + Z(kT+i - kT+z'—1)> =
=1
A ‘] A A A
:kT+Z]E<kT—H_kT+1,—1) :kT +]S (j: ].,2,)

i=1

Mivel a maximum likelihood becslés invarians a paraméterek fiiggvény-

transzformaciojara, ezért a (6.22) egyenlet behelyettesitésével adodik az

alabbi maximum likelihood becslés a jovébeli mortalitasi indexvektorok
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varhato értékére:
E(kry ) =kr+j8 (j=1,2,...). (6.24)

A kohorszhatés jovébeli varhato értékeinek pontbecslései a mar ismert
értékeket adottnak tekintve a (6.19) egyenlet rekurziv extrapolalasaval
szamithatok ki:
E(er-115) = (1 + 9)E(Cr-2+j) = VE(Cr-s+5) + 8¢ (1 =1,2,...,),
(6.25)

ahol 4 és §. a (6.23) log-likelihood fliggvény maximalizalasa soran nyert
értékek.

A (6.24) és (6.25) egyenletek alapjan nyert becsléseket a (6.3) Gsszefiig-
gésbe behelyettesitve jelezhets elére a GAPC modellcsaldd szisztema-

tikus komponense:

N
Nory = o+ > DVERD, ) + 8OB(er )
i=1 (6.26)

(e=1,2...,X, j=12..).
Végiil a (6.2) és (6.26) egyenletek alapjan nyerhetSk a jovébeli kbzponti
vagy kezdeti halandosagi ratdk pontbecslései:

Mery; =9  (Meryy) (x=1,2,...,X, j=12,...).

6.7.2. A bizonytalansag modellezése

A halandoéséag-el6rejelzé modszerek alkalmazéasaval jaro eldrejelzési bi-

zonytalansdg modellezésére Lee—Carter [1992]| oOta szokasos eljaras
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a 6.7.1. szakaszban bemutatott pontbecslések alkalmazasa helyett az
idstol fiiggs paraméterek hibatagjainak Monte Carlo szimulacioja (De-
ak [1990]) segitségével elérejelzéseket késziteni. A GAPC modell kere-
tében konnyedén készithetdk ilyen eldrejelzések a (6.18) és (6.20) Ossze-
fiiggésekben szerepld hibatagok szimulécidjéval, a szimulalt hibatago-
kat behelyettesitve az id6t6l fiiggs paraméterek jovébeli alakulasat leird
egyenletekbe. Ez az eljaras ugyanakkor meglehetésen félrevezets ered-
ményeket produkal, mivel a (6.3) egyenlet paramétereit implicit médon
azok mintabol becsiilt értékeivel azonositja, figyelmen kiviil hagyva ez-
altal a paraméterbecslési eljarasbol fakado tugynevezett paraméterbi-
zonytalansdgot.*

A GAPC modellcsalad keretében az elérejelzési bizonytalansag és a pa-
raméterbizonytalansag egyiittesen a Brouhns és szerzétarsai [2005], va-
lamint Villegas és szerzétarsai [2016] altal javasolt félparaméteres boot-
strap (angolul semiparametric bootstrap) eljaras segitségével vehetd fi-
gyelembe!!, mivel analitikus modszerekkel a bizonytalansag két forrasa
nehezen kezelhet$ egytittesen. Koissi és szerzétarsai [2006] alternativ
megkozelitésként a skaldzott egyedi devianciakbol vett mintavételezé-
sen alapul6 reziduélis bootstrap modszert javasoljak.

A Brouhns és szerzdtarsai [2005] altal javasolt félparaméteres boot-
strap eljaras keretében a B € Ny, darab bootstrap mintaban el6szor
a Dy (x =1,2,...,X, t = 1,2,...,T) ismert halaleseti gyakorisa-
gokat ujra sziikséges generalni a megfigyelt értékekkel azonos varhato

értékd Poisson vagy binomialis eloszlasokbol, majd a modellillesztést

10 Bar néphalandosagi ratak elérejelzése esetén jellemzden a teljes népesség adatai
ismertek, a sztochasztikus halandéség-el6rejelzé modellek a megfigyelt halanddsé-
gi ratdkat és halaleseti gyakorisdgokat elméleti valoszintiségi valtozok megvalosult
értékeinek tekintik, igy az azok alapjan becsiilt modellparaméterek maguk is bi-
zonytalanok (valoszintségi valtozok).

1A bootstrap modszert Efron [1979] javasolta elszor altaldnosabb kontextusban.
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és az elérejelzést minden egyes D, (b= 1,2,....B, 2 = 1,2,..., X,

t = 1,2,...,T) bootstrap mintara el kell végezni, a modellvalasztasi
lépés nélkiil, minden egyes mintara az eredetileg javasolt modellvalto-
zatot alkalmazva. A vizsgalni kivant véletlen mennyiségek (példaul ha-
landosagi ratak vagy varhato élettartamok) elméleti eloszlasa a minta-
méret novelésével hatarértékben azok bootstrap mintdkban megfigyelt

empirikus eloszlasaval kozelithetd.
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7. fejezet

Esettanulmany:
Elettartam-kockazat a
nyugdijcélu életjaradékok

dijszamitasaban

A 7. fejezetben a Vékas [2016] tanulmanyt ismertetem, melynek célja
els6sorban Méajer-Kovécs [2011] az élettartam-kockazat szerepét vizs-
galo cikkének modszertani tovabbfejlesztése és aktualizalédsa. Elemzé-
semben a Majer-Kovacs [2011] tanulmanyaban alkalmazott Lee—Carter
[1992] modell keretein tullépve az altalanositott korcsoport-iddszak—
kohorsz (GAPC) modellcsalad (Villegas és szerzétarsai [2016]) segitsé-
gével vizsgalom a nyugdijcéla életjaradékok dijszamitasaban jelentkezs
élettartam-kockazatot.

Szamitasaimat az 1975-2014. naptéri évek halandosagi adataira alapo-
zom, ezaltal a Majer—Kovacs [2011] altal alkalmazott, 1970-2006. éveket

felolels bazisidGszak alapjan szamitott értékekhez képest jelentGsen ma-
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gasabb varhato élettartamokat és netto dijakat allapitok meg. A relativ
alularazottsag emelkedésének bemutatasa révén alatamasztom, hogy a
jaradékok dijszamitasdban nétt az élettartam-kockazat szerepe, illetve
az annak figyelmen kiviil hagyasaval elkovetetheté hiba nagységa.

Ot nevezetes modell mintan kiviil becsiilt elérejelzési pontossaga alap-
jan a nyugdijcélu életjaradékokkal kapcsolatos elemzésémet a Cairns—
Blake-Dowd [2006] modellre épitem. Majer-Kovacs [2011] cikke a Lee—
Carter [1992] modell keretében figyelembe vette a mortalitdsi index
sztochasztikus trendparaméterére vonatkozo bizonytalansédgot. Ehhez
képest lényeges modszertani tjitas, hogy az itt bemutatandoé elemzés a
becslés soran felléps paraméterbizonytalansagot valamennyi paraméter
kapcsan figyelembe veszi a bootstrap (Efron [1979]) eljaras segitségével,
ezéltal pontosabb képet adva az aktuariusi szempontbdl igen lényeges
kockézat mértékérdl.

A probléma aktualitdsat az onkéntes nyugdijpénztéri életjaradékokra
vonatkozo szabalyok modositasa (Orszaggytilés [2015]) adja, melynek
kovetkeztében a vizsgalt téma gyakorlati jelentGsége a kozelmultban

jelentGsen emelkedett.

7.1. A kérdés aktualitasa

Az 6nkéntes nyugdijpénztarakra vonatkozo korabbi szabalyozas silyos
hidnyossaga volt, hogy a nyugdijkorhatar betoltésekor a pénztarak nem
voltak kotelesek a felhalmozott vagyon ellenében életjaradékot szolgél-
tatni a pénztartagok részére, még az tigyfél kifejezett kérésére sem. Igy
a pénztartagok nyugdijas éveik biztositasara csupan banktechnikai jdra-

dékot igényelhettek. E konstrukcié keretében a pénztartagok vagy oro-
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koseik egy hatarozott tartam erejéig részestiiltek rendszeres jaradékban.
A banktechnikai jaradék valojaban nyugdijcélra teljességgel alkalmat-
lan, mivel egyrészt a hatarozott tartam letelte utan az iigyfelek anyagi
biztonségat mar nem garantalja, mésrészt szolgéltatasa a tartam végéig
a pénztartag esetleges halala esetén is fennmarad, melynek koévetkez-
tében dija joval magasabb annal, mint amit a nyugdijcéla felhasznélas
indokolna.

Ezt a helyzetet orvosolja a 2015 decemberében elfogadott 0j pénzté-
ri szabalyozéas (Orszaggytilés [2015]), melynek értelmében a legaldbb
ezer tagot szamlalo onkéntes nyugdijpénztarak — a tagok erre vonat-
kozo nyilatkozata esetén, a felhalmozott pénztari vagyonért cserébe —
a nyugdijkorhatar betoltését kovetGen kotelesek valamely életbiztosito
tarsasdgnal életjaradékot vasérolni a tagok részére. Az életjaradék a
banktechnikai jaradékkal ellentétben a tulajdonosa élete végéig biztosit
rendszeres kifizetéseket. Az intézkedés 1j lendiiletet adhat az életja-
radékok pangé hazai piacdnak. Ezzel parhuzamosan varhatéan elGtér-
be keriil az — életjaradékok esetén kiemelt jelentGségi — élettartam-
kockézat probléméja, amely az életkorfiiggs halandésagi ratak idébeli
csokkenésébdl fakad.

Az életjaradékok dijszamitésa soran az aktuariusi szakma hagyomé-
nyosan az egy bizonyos naptari évre vonatkozé halandosagi tablakra
tamaszkodik, feltételezve, hogy a dijkalkulaciohoz felhasznalt koréves
halalozéasi valoszintiségek a jov6ében véltozatlanok maradnak. A ha-
landdsagi ratak idébeli csokkenése kovetkeztében igy az életjaradékok
tulajdonosai a kalkulaltnal nagyobb valoszintiséggel érik meg a jara-
dékfizetési id6pontokat, ami elére nem kalkulalt veszteséget jelent a

jaradékszolgéaltatoknak. A probléma tobbek kozott a jovébeli napté-
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ri évekre vonatkozo koréves haldlozési valoszintiségek minél pontosabb

el6rejelzésével orvosolhato.

7.2. Adatok és modszerek

A nyugdijas kort egyének halandosagi ratainak elérejelzése érdekében
a KSH 1975-2014. naptari évekre és 65-99 korévekre vonatkozd, nap-
tari és korévek szerint bontott létszam- és halélozasi adatait hasznal-
tam fel.! Mivel az Europai Uni6 erre vonatkozo iranyelve (EU [2004])
értelmében a jaradékbiztositasok dijkalkuléciéjaban tilos a nemek sze-
rinti megkiilonboztetés, ezért a nemenkénti adatokat aggregéltam, és
a szamitasokat a nemtdl fiiggetlen (uniszex) korévenkénti létszamok és
halaleseti gyakorisagok alapjan végeztem el.

A halandosagi raték eldrejelzésére a GAPC modellcsaladba tarto-
z6, a 6.1. dbran korabban szemléltetett korcsoport—idészak—kohorsz
(APC, Carstensen [2007]), Cairns—Blake-Dowd [2006|(CBD), Poisson
Lee—Carter (LC, Brouhns és szerzétarsai [2002a]) és iddskori Plat
[2009] modelleket, valamint a Renshaw-Haberman [2006] (RH) modell
Haberman-Renshaw [2011] cikkében szerepld, egyszertsitett valtoza-
tat alkalmaztam.? A szamitésokat az R statisztikai programcsomag
(R [2008]) és a StMoMo sztochasztikus halandésag-eldrejelzs fliggvény-

konyvtar (Villegas és szerz6tarsai [2016]) segitségével végeztem el.

! Banyar [2012] miive részletesen foglalkozik a jaradékok dijszamitasahoz hasznalhato
halandosagi téabla kivalasztasanak kérdésével. Jaradékszolgéaltatok egyedi halando-
sagi adatai hijan itt kénytelen vagyok a néphalandosigi adatokbol kiindulni.

2Bar a Booth-MainDonald-Smith [2002] tanulmanyaban ismertetett t&bbtényezds
Lee—Carter modell Poisson-valtozata is a GAPC modellcsalad tagja, ezt nem il-
lesztettem az elérejelzéssel jaré modszertani nehézségek miatt. Girosi—King [2007]
alapjan egyébként Magyarorszigon az egytényezGs modell altal megmagyarazott
variancia hanyada 85% az 51 dimenzios térben, vagyis az egytényezds modell alkal-
mazasa viszonylag kis informécioveszteséggel jar.
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A legjobb mintan kiviili elérejelzési teljesitményt nyujté modell kiva-
lasztéasa és a tulillesztés elkeriilése érdekében az 1975-2014. naptari éve-
ket az 1975-2004. naptari éveket magaba foglal6 tanulo és az 2005-2014.
naptari éveket feldlels teszteld iddszakra osztottam fel. A felsorolt 6t
modell paramétereinek becslését a tanuld idGszakon, illeszkedésiik vizs-
galatat pedig — a 3.3.5. szakaszban bemutatott modszertan segitségével
— a tesztels idGszakon végeztem el.

A tesztelés soran az els§ husz korévet (vagyis a 65-84 évesek adata-
it) vettem figyelembe, mivel a késébbi korévek egyrészt méar kevésbé
relevansak a hozzajuk tartozo alacsonyabb tulélési valoszintségek és a
jaradékok dijszamitésa sordn alkalmazott diszkontélas miatt, mésrészt
az azokban megfigyelt halandosagi ratak alakulésa az alacsony létszé-
mok miatt nem kell6képpen meghbizhat6é. Ennek tudhaté be, hogy a
KSH nyers halélozasi valoszintiségeket ezekre a korévekre nem is ko-
701, csak a Gompertz-Makeham formula alapjan kiegyenlitett értékeket
publikalja.?

A tesztek eredményeit és az illesztett modellek effektiv paraméterei-
nek szamét a 7.1. abra* szemlélteti, melynek alapjan a tesztels idGsza-
kon a legjobb elbrejelzési teljesitményt a kifejezetten az idéskori ha-
landosag elbrejelzésére kifejlesztett Cairns—Blake—Dowd modell nytjt-

ja, melyet illeszkedés szerinti sorrendben a Poisson Lee—Carter és a

3 A jovSben varhatéan megbizhatobba vilnak a 84 éves kor feletti halandosagi adatok
az idGsek aranyanak és ezaltal az érintett csoportok létszamanak rohamos néveke-
dése miatt. Ekkor biztosabban eldélhet, hogy a legmagasabb életkorokban vajon
konkavva valik-e az életkorfiiggs halandosagi gorbe, vagy Gavrilov—Gavrilova [2011]
allaspontja a helytallo, akik szerint ezekben az életkorokban is megfelel6 a KSH al-
tal is alkalmazott konvex gorbe feltételezése, illetve a konkavitas korabbi észlelései
adathianybol és adathibakbol eredtek.

4 Az alacsonyabb x? tesztstatisztikdk utalnak jobb illeszkedésre. Az orszagos lét-
szamadatok hasznalatabol adodo nagy mintaméret miatt az illeszkedésre vonatkozod
nullhipotézis valamennyi modell esetén hatarozottan elutasithaté. Effektiv para-
méterszam alatt a tobbi paraméter altal az identifikdcios megkotések révén nem
meghatarozott paraméterek szidma értendd.
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7.1. 4bra. GAPC modellek illeszkedése a tesztidGszakon és a modellek
effektiv paraméterek szama (2005-2014, 65-84 éves korokban,
forras: sajat szerkesztés)

korcsoport-id@szak-kohorsz modellek kiovetnek. Az illeszkedés alap-

jan felallitott rangsort az els6 harom modelltdl leszakadva a Plat és

Renshaw-Haberman modellek zarjak.

A Cairns—Blake-Dowd modell j6 teljesitménye annal is figyelemre mél-

tobb, hogy ez az eljarés a vizsgalt 6t modell koziil a legkevesebb effektiv

paraméterrel rendelkezik. A 7.1. abran megfigyelhetd, hogy a maga-
sabb effektiv paraméterszama modellek gyengébb el6rejelzési pontos-
sdgot nyujtanak. A latszolagos ellentmondas oka, hogy a bonyolutabb
modellek hasznalata esetén a tilillesztés jelensége 1ép fel: ezek a model-
lek a kevesebb paramétert tartalmazé modelleknél sziikségertien jobban
illeszkednek a tanul6 id6szak adataira, ugyanakkor a tesztel6 id&szak

éveire mar gyengébb eldrejelzést eredményeznek, hasonléan ahhoz a

tankonyvi elrettentd példahoz, mint amikor egy tapasztalatlan elemzé

a tanul6 idGszakon mért illeszkedéstsl félrevezetve egy idGben kozel li-

nearis egyvaltozos iddsort magas fokszamu polinommal jelez elére.
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Erdemes megjegyezni, hogy a vizsgalt adatokon a 6.5.3. szakaszban be-
mutatott Akaike és bayes-i informacios kritériumok alapjan — a mintan
kiviili teljesitmény alapjan felallitott rangsorral ellentétesen — a maga-
sabb effektiv paraméterszamu modellek hasznalata lenne indokolt. Ez
annak tudhat6 be, hogy bar ezek a mutatok biintetik a paraméterszam
indokolatlan emelkedését, mégis csupan a tanuld idészakon tapasztalt
illeszkedést szamszertisitik, mikézben lényegében semmit nem monda-
nak arrél, hogy az adott modell valoban plauzibilis el6rejelzést nyujt-e
a jovere nézve.

Hogy fényt deritsek az egyes modellek elérejelzési hibdinak természe-
tére, az illeszkedés vizsgalatat a 65-84 éves életkorokban korévenként
és az elérejelzési idGszak éveire naptari évenként bontva is elvégeztem.

Az eredményeket a 7.2. és 7.3. abrak szemléltetik.

=o=APC =@=CBD LC ==PLAT =®=RH
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7.2. abra. GAPC modellek illeszkedése a tesztidGszakon naptari
évenként (2004-2013, 65-84 éves korokban,
forras: sajat szerkesztés)

//////
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lamennyi vizsgalt modell el6rejelzési pontossaga csokken. A pontos-
sdg romlasi iiteme a magas effektiv paraméterszamu Plat és Renshaw—
Haberman modellek esetén a legszembetiingbb, illetve ezekkel szem-
ben a legjobb illeszkedést nyujté Cairns-Blake-Dowd és Poisson Lee-
Carter modellek esetén a legmérsékeltebb. A naptari évenkénti elemzés
megerdsiti a Cairns-Blake-Dowd modell alkalmazhatosédgat, annal is
inkabb, mivel a tovabbiakban az életjaradékok dijszdmitasa az itt be-
mutatottnél joval hosszabb, 35 éves el6rejelzési horizont hasznalatat
teszi majd sziikségessé.
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7.3. dbra. GAPC modellek illeszkedésének Osszehasonlitasa a teszt-
idgszakon korévenként (2004-2013, 65-84 éves korokban,

forras: sajat szerkesztés)

A 7.3. abra alapjan egyik vizsgilt modell esetén sem figyelhet§ meg
életkor szerint monoton trend az elérejelzési pontossagban. A legpon-
tosabbnak itélt Cairns-Blake-Dowd és Poisson Lee-Carter modellek
kozotti 6 kiilonbség e tekintetben a 65—70 év kozotti életkorokban fi-
gyelheté meg: itt a Cairns—Blake—Dowd modell érezhetGen pontosabb
elérejelzést szolgaltat. 72 éves kortdl kezdve a két modell pontossiga
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kozel azonos. A T73-77 év kozotti életkorokban valamennyi modell a
tobbi vizsgalt életkorhoz képest viszonylag gyengén teljesit.

Az eredmények alapjan Osszességében megallapithato, hogy a vizsgalt
adatsoron a hazai idGskori halanddség elérejelzésére az 6t kivalasztott
GAPC modell koziil a Cairns—Blake-Dowd modell hasznalata javasolt.
E modell mellett sz6l, hogy a legalacsonyabb mintan kiviili el6rejelzé-
si hibaval és emellett a legkevesebb effektiv paraméterrel rendelkezik,
el6rejelzési hibaja a legalacsonyabb iitemben emelkedik az idGhorizont
novelésével, valamint az életjaradékok dijszamitéasanal leglényegesebb,
65-70 év kozotti életkorok halandosagat a Poisson Lee-Carter modell-
hez képest joval alacsonyabb hibaval jelzi el6re a tesztels idGszakon.
Nem mellékes szempont az sem, hogy Cairns-Blake-Dowd [2006] cik-
kiikben a modellt kifejezetten az idéskori halandosag elGrejelzésére ja-

vasoljak a Lee—Carter modell alternativajaként.

7.3. Eletjaradékok statikus és dinamikus dij-
szamitasa

Az x éves koru biztositott azonnal indulo, élethosszig tarto, évi egy
forint Osszegi életjaradékanak egyszeri nettoé dijképlete az aktuériusi

ekvivalenciaelv (Banyér [2003]) alapjan:®

w—x 1—1
dx:Z(vi (1—qr+j>) (2=0,1,...,w), (7.1)
i=0 =0

ahol w a feltételezett legmagasabb elérhets életkor (a KSH gyakorlata

alapjan w = 100 év), v a technikai kamatlab alapjan szamitott éves

5 A képletben az iires szorzat értéke definici6 szerint egynek tekintendé.
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diszkonttényezé®, a ¢, (x =0,1,...,w — 1) értékek pedig a koréves ha-
lalozasi valoszintségek.

A (7.1) Osszefiiggés szerinti netto dij azt az életjaradékért cserébe nyuj-
tando egyosszegt befizetést adja meg, amely mellett a jaradékszolgalta-
t6 a technikai kamatlabnak megfelels, rogzitett éves befektetési hozam
feltételezése mellett, a jaradékfizetésen kiviili egyéb koltségek figyelem-
be vétele nélkiil nulla profitot realizal. Az életjaradék brutto dija (Ba-
nyar [2003]) a (7.1) Osszefiiggés szerinti netto dij és a tényleges éves
életjaradék Osszegének szorzata, noévelve a koltségek és a szolgaltatoi
profit fedezetével.”

A 7.1. Osszefiiggés a klasszikus aktuariusi dijszamitasban érvényes sta-
tikus halandoésagi ratak feltételezése mellett helytallo. Ezzel szemben a
halandésag-elérejelzé modszerek segitségével elGallithato, idében valto-
76, dinamikus halandésagi tabla hasznélata esetén a szamitdsok sordn
az életkor novekedésével a naptari id6é mulésat is figyelembe kell venni.

Ekkor a 7.1. 6sszefiiggés a kovetkezSképpen modosul:

w—x i—1

y = Z <vi H(l - qxﬂgurj)) (x=0,1,...,w),

ahol ¢,y (x =0,1,...,w—1, t=T,T+1,T+2,...)az x éves egyének
koréves haldlozési valoszintisége a t-edik naptari évben, valamint 7" az
aktualis naptéri év a dijszamitéas pillanataban.

Az x éves korban varhaté hatralévs élettartamot statikus halandosag

6 A technikai kamatlab a befektetett életbiztositasi dijtartalékon garantalt éves ho-
zamrata, melynek segitségével az aktuarius az életbiztositasok klasszikus dijkalku-
lacioja soran meghatarozza a jovébeli pénzaramlasok jelenértékét (Banyar [2003]).

7 Az életjaradékok kifizetései altaldban évesnél stirtibb (példaul havi) gyakorisaguak.
Mivel az évesnél stirtibb jaradékfizetési gyakorisag hatésa az életjaradék netto dijara
jellemzden csekély, illetve a nettd dijjal kozelitSleg ardnyos, ezért annak figyelembe
vételétsl itt eltekintek.

154



VEKAS PETER: AZ ELETTARTAM-KOCKAZAT MODELLEZESE

mellett megado (3.11) Osszefiiggés igy is felirhato:

w—x i—1

ew:ZH(l—qﬁj)—F% (x=0,1,...,w).

i=1 j=0
A megfelels Osszefliggés dinamikus halandosag esetén:

w—zx i—1

1
o = ZH(l — QatjT4s) T 5 (x=0,1,...,w).

i=1 j=0

7.4. Eredmények

Az élettartam-kockazat szerepének szamszertsitése érdekében elséként
a 65-99 éves egyének életkorfliggs halandoségi ratait a GAPC modell-
csaladba tartozo, korabban mar bemutatott 6t nevezetes halandésag-
elérejelz6 modell felhasznalasaval a 2016-2050. naptari évekre elére je-
leztem, majd a szamitasokat a Villegas és szerz6tarsai [2016] tanulméa-
nyaban javasolt félparaméteres bootstrap eljaras segitségével egyenként
5000 replikaciobol® allo bootstrap mintékon is megismételtem. A jo-
vébeli koréves halélozési valoszintiségeket a kezdeti halandoségi ratak
értékeivel becsiiltem, és a nyugdijkorhatar betoltésekor varhato egs hét-
ralévs élettartam és ags egyszeri netto dij értékeket a varhato értékek
alapjan szamitott pontbecslések alapjan, illetve valamennyi szimulélt
bootstrap mintaban egyenként is meghataroztam. Az Osszehasonlitéas
kedvéért a legfrissebb ismert, 2014. évi néphalandoésagi tabla alapjan
— a klasszikus aktuériusi gyakorlat szerinti id6ben valtozatlan, statikus
halandosagi ratakat feltételezve — is elvégeztem a szamitasokat. Mivel a

technikai kamatldb maximéalis mértéke az azt szabalyoz6 MNB rendelet

8 A bootstrap mintdk szdamanak novelése 5000 replikacié felett mar csak elhanyagol-
haté mértékben valtoztatta meg a szamitott konfidenciaintervallumok hatérait.
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(MNB [2015]) alapjan forintban fennall6 kotelezettségek esetén 2016.
julius 1-6t6l évi 2, 3%, ezért a szamitasok soran az v = 170#23 diszkont-
tényez6t alkalmaztam. Tovabbi Osszehasonlitasra adtak lehetGséget a
Majer-Kovacs [2011] tanulményaban bemutatott eredmények, melyek
a Lee—Carter [1992] modell és az 1970-2006 bazisiddszak alapjan, 3%-
os technikai kamatlab feltételezésével késziiltek.

A Cairns—Blake-Dowd modell alapjan nyert szdmitési eredményeimet
és a Majer—Kovéacs [2011] cikkében szerepld megfeleld mutatoszamokat
ebben a sorrendben a 7.1. tablazat fels6 és als6 része foglalja Gssze.
A téblazat masodik oszlopaban a legutols6 ismert halandosagi tab-
la alapjan szamitott keresztmetszeti értékek, harmadik oszlopédban a
halandosag-el6rejelzés segitségével nyert dinamikus, kohorszszemléletid
varhato értékek és bootstrap konfidenciaintervallumok, negyedik oszlo-

paban pedig a statikus, keresztmetszeti szemléletben a dinamikus var-

hato értékekhez képest elkovetett szazalékos hibak nagysagai lathatok.

Sajat szamitas (bazisiddszak: 1975-2014):

Mennyiség Keresztmetszeti Varhato érték (konf.int.) Statikus hiba

eqs (6v) 16,47 18,21 (16,61; 19,30) 9,51%
g5 (Ft) 13,72 14,78 (13,83;15,72) -6,43%

Majer—Kovacs [2011] (bazisidsszak: 1970-2006):

Mennyiség Keresztmetszeti Varhato érték (konf.int.) Statikus hiba

eqs (6v) 15,39 16,43 (15,12; 17,83) -6,33%
iigs (Ft) 11,87 12,43 (11,70; 13,17) -4.50%

7.1. tablazat. Osszehasonlités: a 65 éves korban varhato hatralévs élet-
tartam és az életjaradék egyszeri netto dija (forras: sajat szamitas és
Majer-Kovacs [2011])

A 7.1. tablazat alapjan megéllapithatd, hogy a statikus, keresztmet-

szetl szemléletben szamitott 65 éves korban varhato hatralévs élettar-
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tam 2006-2014 kozott 1,08 évvel, a nyugdijcélu életjaradék egyszeri
netté dija pedig 1,85 Ft-tal emelkedett. Ez utobbi hatas részben a
varhato élettartam novekedésének, részben pedig a technikai kamat-
lab csokkenésének tudhato be. Az tjabb szamitasaim alapjan mar az
élettartam-kockazatot figyelmen kiviil hagyo, keresztmetszeti értékek is
meghaladjak a Majer—Kovacs [2011] altal kézolt kohorszszemléletd, di-
namikus varhato értékeket. Az 0j szamitas alapjan a dinamikus értékek
konfidenciaintervallumai joval szélesebbek a Majer—Kovéacs [2011] ta-
nulmanyaban szereplé megfelelikhez képest, mivel az utobbiak — az 1]
szamitas soran alkalmazott bootstrap eljarassal szemben — a mortalité-
si index sztochasztikus trendparaméterét leszidmitva nem tartalmazzak
a paraméterbecslésbél fakado bizonytalansagot.”

A naiv, statikus szemlélet alkalmazéséaval elkdvetett szazalékos hiba
nagysaga mind a varhato hatralévd élettartam, mind az életjaradék
netto dija esetén kozel masfélszerese a Majer—Kovacs [2011] eredményei
alapjan szamitott szazalékos hibanak, ami a moédszertani kiilonbségeken
tal is arra enged kovetkeztetni, hogy az élettartam-kockazat jelentGsé-
ge nétt a 2006 és 2014 kozotti idGszakban. A statikus megkozelités a
nyugdijazaskor varhaté hatralévd élettartamot kozel két évvel aldbe-
csiili, és a nyugdijcélu életjaradékok esetén 6,43%-os alularazottsaghoz
vezet, ami példaul évi 1 milli6 Ft Osszegl jaradék esetén a szerzddés

megkotésekor 1 millio 60 ezer Ft!0

tartalékhianyt, és ezaltal ugyanekko-
ra nagysagu azonnali veszteséget jelent a jaradékszolgéaltatd szamara. E

veszteség a biztositasi gyakorlatban is igen jelents, igy a statikus szem-

9 Erdemes megjegyezni, hogy a Lee—Carter [1992] modell hasznalata az Gjabb ada-
tokon minimalis eltéréssel a Cairns-Blake-Dowd [2006] modellel kozel azonos ered-
ményt ad, igy a kiilonbség nem a moddszervalasztasbol adodik.

10 A veszteség a megfelels netto dijak eltérése és az éves jaradéktag szorzataként kap-
haté meg (Banyar [2003]).
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lélet egyre kevésbé megengedhetd, és egyre nagyobb hangsulyt sziiksé-
ges forditani az élettartam-kockazat megfelel6 modellezésére, hogy a
biztositok és nyugdijpénztiarak megfelelGen késziilhessenek fel az 6n-
kéntes nyugdijpénztari életjaradékok nyujtésara és a Szolvencia II ke-
retrendszer alkalmazéasara. A halandosig-elérejelz6 modszereket min-
den eddiginél egységesebben és attekinthetGbben magaba foglalo GAPC
modellcsalad alkalmazasa és az el6rejelzési bizonytalansdg modszertani

szempontbol adekvat figyelembe vétele elGsegitheti ezt a munkat.
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8. fejezet

Osszefoglalas

Bar az 1.4. alfejezetben feltett kutatasi kérdésekre adott valaszok meg-
talalhatok értekezésem 5. és 7. fejezeteiben, azokat az attekinthetGség

mégis célszertinek tartom roviden Osszefoglalni:

e Varhatoan hogyan alakulnak 2035-ig a kovetkezé mutatoszamok:
a magyarorszagi férfiak és nék halandosagi ratai, a termékenységi
ratak, az orszag népessége, a sziiletéskor varhato élettartam és a
nyugdijrendszer szempontjabol lényeges idéskori fliggdségi rata?
Vilasz: A Bajké—Maknics—Toth—Veékds [2015] cikkét bemutatod
5. fejezet alapjan a Lee—Carter [1992] modell segitségével készitett
halandosdgi eldrejelzés szerint mind a férfiak, mind a ndk halando-
sdgi ratainak jelentds csokkenése vdarhato 2035-ig, enyhén emelke-
dd, de a 2,1-es kritikus értéktol az iddoszak végén is jelentdsen elma-
rado teljes termékenységi rata mellett. E folyamatok eredménye-
képpen Magyarorszig népessége 2035-ben vdrhatoan a 8 648 000
fot sem fogja elérni, mikézben a népesség életkor szerinti dssze-
tétele jelentdsen megudltozik. A sziletéskor vdarhatd élettartamok

2035-1g a férfiak esetén varhatoan elérik majd a 76, nok esetén pe-
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dig a 82 évet, mikdzben az iddskori fliggdséqgi rdata értéke a jelenlegi
érték masfélszeresére, 40 szazalék folé emelkedik, komoly kihivdsok

elé dllitva az dllami nyugdijrendszert.

Mennyi ideig tarthat6 fenn a magyar allami nyugdijrendszer bevé-
teleinek és kiadasainak egyensulya a jelenlegi foglalkoztatasi, ha-
landdséagi, gyermekvallalasi és realbér-novekedési trendek és nyug-
dijkorhatar mellett, illetve az id6 miulasédval hogyan alakul var-
hatéan a rendszer egyenlege? Ceteris paribus milyen paraméter-
valtozasok és varhatéan mennyi ideig képesek meghosszabbitani a
rendszer hozzavetGleges egyensiilyi allapotat?

Vilasz: A Bajké—Maknics—Toth—Veékds [2015] cikkét bemutatd
5. fejezetben ismertetett kohorszalapi nyugdijmodell alapjin az
alapfeltételezések mellett wvdrhatoan 2026-tol wvdlik negativvd a
nyugdijkassza egyenlege, a deficit mértéke pedig gyorsulo titemben
emelkedve 2035-re megkdzeliti a nyugdijcéli ado- és jarulékbevéte-
lek 8 szdzalékdt. Az eredmények alapjdan a probléma 2035-ig ceteris
paribus a brutto bér ardnydban 4 szdzalékpontos bérteher-emeléssel
vagy a Nyugdijbiztositdsi Alap szocidlis hozzdjdruldst adobol va-
lo részesedésének a 2015-ben érvényes 85,46 szdzalékos szintrdl
a 2014-ben érvényes 96,3 szdazalékos szint kézelébe valo visszadl-
litdsdval orvosolhato. Ceteris paribus az alapforgatokonyvél ala-
csonyabb redlbér-novekedési titem feltételezése esetén 2022-tdl, a
foglalkoztatds alacsony javuldsi titeme mellett 2023-tol, az alapfor-
gatokonyvnél magasabb redlbér-novekedési iitem mellett 2035-t4l,
gyorsabb foglalkoztatds-javulds esetén pedig 2034-tol jelentkezik de-
ficit a modell alapjan. Ha 2022 utdn ceteris paribus a nyugdijkor-

hatar a nyugdijazdskor varhato hdtralévd élettartam vdrt emelke-
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dését koveti, akkor a vizsgdlt iddszak végéig biztositott az eqyensily

a modellben.

Melyik széles korben elterjedt halandosag-el6rejelzé modell irja le
legmegfelel6bben a hazai idGskori halandosag alakulasat a mintan
kiviili el6rejelzési pontossag kritériuma alapjan?

Vilasz: A 7. fejezetben vizsgdlt 6t népszerid halanddsdg-eldrejelzd
modszer kozil a kifejezetten az iddskori halandosdg eldrejelzésére
kifejlesztett Cairns—Blake-Dowd [2006] modell mintdn kivili eld-
rejelzd képessége a legpontosabb a 65-84 éves életkorokban a 2005—
2014. évekbdl dllo teszteld iddszakon. Az iddhorizont névelésé-
vel e modell haszndlata esetén novekszik a legalacsonyabb item-
ben az eldrejelzési hiba, amely a nyugdijszamitdisok szempontjabol
legfontosabb 65-70 éves korcsoportban e modell esetén joval ala-
csonyabb az eqyébként Osszességében mdsodik legpontosabb eldre-
jelzést nyijté Poisson Lee—Carter modellhez (Brouhns és szerzd-
tarsai [2002a]) képest. A joval tébb paraméterrel rendelkezd Plat
[2009] és Renshaw—Haberman [2006] modellek haszndlata tilillesz-
téshez vezet, amelyre a tanuld iddszakon mért kivdlo illeszkedésiik
és ezzel parhuzamosan a teszteld iddszakon mért gyenge — és az
tddhorizont névelésével gyors titemben romlo — eldrejelzési pontos-

saguk enged kévetkeztetns.

Varhatéan mekkora tévedést, illetve pénziigyi veszteséget eredmeé-
nyez, ha egy jaradékszolgaltatd a klasszikus aktuariusi modszer-
tan alapjan, dinamikus helyett statikus halandéséagi feltételezések
mellett szamitja ki a nyugdijkorhataron varhaté héatraléve élettar-

tamot és a nyugdijcélu életjaradékok egyszeri nettd dijat?
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Vilasz: A 7. fejezetben bemutatott szdmitds alapjin a Cairns—
Blake—Dowd [2006] modell segitségével eldre jelzett, dinamikus uni-
szex méphalanddsdgi tabla haszndlata esetén a nyugdijkorhatdron
vdrhato hdtralévd élettartam magjdnem két évvel felilmailja a sta-
tikus halanddsdg alapjan szdmitott értéket. A statikus szdmitds
a nyugdijcéli életjdradék egyszeri nettd dijat 6,43%-kal aldbecsii-
lr, ami példdul évi 1 millic Ft Osszeqi életjdradék esetén 1 mil-
leo 60 ezer Ft korili, a biztositdsi gyakorlatban igen jelentds mér-
téki azonnali tartalékhianyt és veszteséget okoz a jdradékszolgdlta-

tonak.

e Vajon jelentfsen valtozott-e az életjaradékok dijszamitasa soran
az élettartam-kockazat figyelmen kiviil hagyasaval elkovetett dij-
szamitasi hiba nagysaga a 2006 és 2014 kozotti idGszakban?
Vidlasz: Igen, a statikus halandosdg feltételezése miatt jelentkezd
aluldrazottsag mértéke a Mdjer—Kovdcs [2011] tanulmdnydban sze-
repld 4,51%-r6l 6,43%-ra nétt a 2006 és 2014 kizotti iddszakban.
A wdltozds az aktudriusi gyakorlat szempontjdbol rendkivil jelen-
tds, tovdbbd a néphalanddsdg vizsgdlatabol adodo hatalmas minta-
meéret miatt formdlis teszt alkalmazdsa nélkil is kijelenthetd, hogy

statisztikai értelemben is szignifikans.

A kutatési kérdéseimre adott valaszok alapjan az 1.4. alfejezetben meg-
fogalmazott kutatési hipotéziseimmel kapcsolatban a kovetkezsk alla-

pithatok meg:

1. hipotézis: A hazai halandésag javulasa a termékenységi és
munkaerd-piaci trendekkel egyiittesen az allami nyugdijrendszer

jelenlegi paraméterei mellett kozéptavon a kiadasok tilsulyahoz és
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a rendszer fenntarthatatlansdgahoz vezet.

Kowvetkeztetés: Igen, az 5. fejezetben bemutatott modell alapjin az
allami nyugdijrendszer egyenlege — a feltételezett tendencidk mel-
lett, a rendszer paramétereinek vdltoztatdsa nélkil — 2026-tol gyor-

sulo titemben novekvd deficitet mutat majd vdrhatoan.

. hipotézis: A hazai id&skori halanddsag elérejelzésére a klasszikus
Lee—Carter [1992] modellnél alkalmasabb valamely az ezredfordu-
16t kévetGen elterjedt tjabb eljarés.

Kowvetkeztetés: Igen, a 7. fejezetben bemutatott esettanulmdny
alapjdn a hazai uniszex iddskori halandosdgi rdatdkat o vdlasztott
teszteld iddszakon a Cairns—Blake—Dowd [2006] modell jelzi eldre

legmegfelelébben.

. hipotézis: 2006 és 2014 kozott orszagos szinten emelkedett az
élettartam-kockazat jelentGsége a nyugdijcéla életjaradékok dijsza-
mitasédban.

Kovetkeztetés: Igen, a 7. fejezetben bemutatott esettanulmdny
alapjan 2006-hoz képest 2014-ben gyakorlati és statisztikai érte-
lemben s jelentdsen nagyobb mértékd hibdt kévettek volna el a jd-
radékszolgdltatok a statikus halanddsdg feltételezésével. A wvdltozds
arra enged kovetkeztetni, hogy a vizsgdlt iddszakban az élettartam-
kockdzat szerepe nétt az életjaradékok dijszamitdsdban. Tovdbbd
mavel a biztositdsi tigyfelek halanddsdga jellemzden alacsonyabb a
néphalanddsdagnal, és — részben tudatos antiszelekcio kovetkezté-
ben — a jaradéktermékeket a biztositdasi igyfelek kozil is jellemzden
az alacsonyabb halanddsdgu tgyfelek vdasdroljak (Banydr [2003]),

ezért a jaradéktermékek dllomdanyaiban feltehetden a a 7. fejezetben
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kimutatott drazdst hibindl még jelentdsebb tévedésre lehet szdmi-
tani a biztositdsi gyakorlatban. A kérdés fontossagdt tovabb néve-
li, hogy az dnkéntes nyugdijpénztari €életjaradékokra vonatkozo 1j
szabdlyozds (Orszaggyilés [2015]) eredményeképpen a kozeljovdben

jelentds boviilés varhato a hazai életjaradékok piacdn.

Bar példaul Carnes-Olshansky [2007]| tgy gondoljak, hogy az extra-
polativ halandésag-elérejelzd modszerek alapjan készitett el6rejelzé-
sek az élettartam-novekedés jovében varhatoé megtorpanasa miatt té-
ves eredményekhez vezetnek, személy szerint inkdbb a Wong-Fupuy-—
Haberman [2004] szerzéparossal értek egyet, akik ugy gondoljak, hogy
ezek a modszerek a miltbeli tapasztalatok alapjan viszonylag megbiz-
hatdé — és a hivatalos projekcioknal joval pontosabb — elérejelzést ké-
pesek nyujtani. Tuljapurkar-Li-Boe [2000] és Girosi-King [2007] ta-
nulméanyai szamos orszaghol hoznak fel kiillénosen meggy&z6 empirikus
érveket a Lee—Carter [1992] modell hasznalata mellett. Természetesen
feltételezem ugyanakkor, hogy a halandosag-elérejelzések csak bizonyos
idétavon beliil tekinthet6k megbizhaténak. Tanulmanyukban Koissi—
Shapiro [2008] foglalkoznak a megbizhaté idétav kérdésével, és ugy vé-
lik, hogy legfeljebb nagyjabol 10 éves idGtavon lehet tamaszkodni a
halandosag-eldrejelzésekre. Ezzel alapvetGen egyetértek, de ennek elle-
nére gy gondolom, hogy hosszabb idétava projekcidkra is sziikség van,
mivel példaul az élet- és nyugdijbiztositési teriileten gyakran 30-40 éves
idétavra sziikséges a be- és kifizetéseket eldrejelezni. Azonban ebben
az esetben fontosnak tartom az elGrejelzési bizonytalansag hangsilyos
figyelembe vételét és a konfidenciaintervallumok kozlését.

Az értekezésemben bemutatott eredményeket természetesen tobb irany-

ban lehetséges és kivanatos tovabbfejleszteni, melyek koziil dolgoza-
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tom lezardsaként megemlitek harom lehetséges jovSbeli kutatasi té-
méat. A hazai allami nyugdijrendszer vizsgalatat érdemes kibGviteni
az ¢lettartam-kockazat altal szintén erdsen érintett éllami egészséghiz-
tositasi rendszer bevételeinek és kiadasainak el6rejelzésével. Ez a té-
ma jelentds szakmai kihivasokat tartogat, mivel a megbetegedésekre és
egészségiigyi kiadasokra vonatkozé elérejelzések modszertana jelentd-
sen eltér a halandosag vizsgalatara alkalmazott eljarasoktol, illetve joval
szélesebb kort és részletezettségli adatforrasokat igényel. Tovabbi igé-
retes fejlesztési irdnynak tartom az 5.6. alfejezetben roviden ismeretett
mikroszimulacios nyugdijmodellezési megkozelités alkalmazasat, mely-
nek segitségével — az Gsszetétel-hatéasok figyelembe vételén keresztiil —
varhatoan tovabb javithato az el6rejelzések pontossaga. Példaul figye-
lembe vehetd lenne a nyugdijszint és a varhato élettatam koézotti pozi-
tiv korrelacio, ami véleményem szerint akéar jelentGsen befolyasolhatja
a szamitasi eredményeket. Végezetiil az életjaradékok piacan kivana-
tosnak tartom az antiszelekci6 integralt statisztikai és mikrookondémiai
modellezését, mivel még a legpontosabb el6rejelzések alkalmazhatosé-
gat is jelentGsen rontja, ha a tényleges és a szamitasok soran feltételezett
biztositotti alloméanyok Gsszetételei kiillonboznek egymaéastol. Egy széles
adathalmazra épiil6, koriiltekintGen validalt antiszelekcidés modell igy
a hazai aktuariusoknak és tudoményos kutatoknak egyarant hasznos
tampontot nyidjthat az életjaradékok piacanak jelenleginél pontosabb

elemzéséhez.
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