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Eloszo

A modern gazdasag egyre inkabb szembesiil a természetes eréforrasok besziikiilésével. A
meg nem Ujuld eréforrasok készleteinek csokkenése a gazdasag szerepldit arra
kényszeriti, hogy korlatozottan rendelkezésre 4ll6 4dsvéanyi anyagokat megkimélje. Ez a
koncepcid vezet a fenntarthatd fejlédés vallalati gazdalkodasba torténd atiiltetésének
sziikségességéhez. A dolgozat célja a kornyezettudatos anyag- és készletgazdalkodas

matematikai modelljeinek vizsgalata.

A kornyezettudatos anyag- és készletgazdalkodast a magyar szakirodalomban az utobbi
idoben nevezik visszutas logisztikanak, inverz logisztikanak, de néha hulladékkezelési
logisztikanak is. A magyar szohasznalat tehat nem egységes a teriilet megnevezésére.
Angol elnevezése azonban meglehetdsen egységes: ,reverse logistics”. E kifejezésnek
legtalalobb magyar megfeleldje talan a visszutas, esetleg reverz logisztika. A jelenleg is
haszndlt inverz logisztika kifejezést azért nem javasolt haszndlni, mert annak angolul az
»inverse logistics” felel meg, amit csak nagyon sziik korben — féleg Japanban -
hasznalnak a nemzetkdzi irodalomban, ezért forditasi zavart okozhat. Européban és az
Egyesiilt Allamokban a ,,reverse logistics” terjedt el. Igy a teriilet magyar elnevezését a

dolgozatban visszutas logisztikanak valasztom.

A dolgozat harom nagyobb fejezetre taglalhatd. Az elsé részben definidlom a visszutas

logisztikat, vazolom annak feladatait.

A masodik szakaszban hat kiilonb6z6, a visszutas logisztikdhoz kapcsolodo
készletmodellt mutatok be. E készletmodellek viszonylag roévid multra tekinthetnek
vissza. A tételnagysag modellek visszutas logisztikai kiterjesztésének igénye foként az
1990-es ¢évek kozepén valt hangsulyossd. A determinisztikus visszutas logisztikai
készletmodellek koziil az egyik az 1960-as években, a masik az 1970-es években
keletkezett. A kutatasi irdny kozelmultbeli elhanyagoltsagat mutatja, hogy az 1980-as
években egyetlen dolgozat sem jelent meg ezen a teriileten. Az Eurdpai Unid
kornyezetvédelmi szabalyozasanak kapcsan a visszutas logisztika tijra kiemelten fontossa

valt. A nagy kutatomiihelyekben a modellek alkotdsa napjainkban is folyik, jelenleg a
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tételnagysag modellek teriiletén a hianykezeléses modellek kidolgozasara fokuszalnak. A
jelen dolgozatban kizarolag hidny nélkiili modelleket mutatok be, nevezetesen az Gsszes

elérhet6t.

A harmadik szakaszban nagyon rdviden érintem a visszutas logisztika hatasat a
termeléstervezésre, ezen beliil is a sziikséglettervezési rendszerekre. A kutatdsoknak
olyan 1j teriilete ez, ahol a visszutas logisztikai készletmodellek alkalmazasra
keriilhetnek. A kutatas jjdonsagéat mutatja, hogy ebben a témaban az elsé dolgozat 2000-
ben jelent meg. Az elsé publikacidk a legelsé visszutas logisztikai készletmodell
dinamikus valtozatat vizsgaltdk: a Wagner-Whitin-modell kiterjesztése az idében valtozé
kereslet iranyaba. A determinisztikus statikus készletmodellek heurisztikdk alapjdul
szolgalnak e modellek szuboptimdlis megoldasanak eldallitdsara. A heurisztikak

eléallitasa a jovo feladata lehet.

Legvégiil 0sszegzem a dolgozat eredményeit: a bemutatott meta-modell segitségével a
visszutas logisztikai készletmodellek egységes szemléletben targyalhatoak ¢és a

tételszamok egészértékli megoldasai ennek segitségével meghatarozhatdak.

A dolgozat eredményei 1998 ¢és 2005 kozott kiillonbozd egyetemeken folytatott
kutatdsaim soran keletkeztek. A téma fontossagéra és iddszeriiségére figyelmemet Prof.
Dr. Knut Richter hivta fel, aki mellett tudomanyos munkatarsként dolgoztam 1994 és
1999 kozott az Europa-Universitdit Viadrina Frankfurt (Oder) egyetemen, s
munkakapcsolatunk azota is tart. Prof. Dr. Klaus-Peter Kistner mellett az Universitét
Bielefeld egyetemen 1999-2000-ben harom félévet toltdttem el, ahol féleg a visszutas
logisztikai folyamatok optimalis iranyitassal torténd modellezhetdségét vizsgaltam.
Ezaton szeretném koszonetemet kifejezni mindkettdjiiknek szakmai tanacsaikért. 2001 és
2005 kozott a dolgozat 1ényegi részének megirasat a Budapesti K6zgazdasagtudomanyi €s
Allamigazgatasi Egyetemen, illetve a Budapesti Corvinus Egyetemen fejeztem be. Kiilon
koszonettel tartozom Dr. Czakod Erzsébet egyetemi docensnek, a Vallalatgazdasagtan
Intézet vezetdjének azért, hogy az utodbbi években kutatdsaim hatterének feltételeit

biztositotta szamomra .
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1. A visszutas logisztika: egy fogalmi keret

1.1. Bevezetés

Papirgytijtés, tivegvisszavaltds, akkumuldtorok és hasznalt elemek leadasa, az egykori
MEH-telepek tevékenysége: mind régrél ismert fogalmak. A hasznalt gépjarmiivek, az
elektronikai és elektromos berendezések jrahasznositasa, Ojrafeldolgozésa, a veszélyes
hulladék kezelése pedig napjaink divatos témaja. A felsorolt tevékenységek szerteagazd
teriletet Olelnek fel, ezért kezelésik kiilonb6zé menedzsmentkérdéseket vet fel. Az
emlitett problémak megoldasanak kezelésére Osszefoglaldo elméleti hatteret nyujt a

visszutas logisztika, mely a fejezet témaja.

A gyakorlatban ez nyilvdan nem tekinthetd ujszeri jelenségnek, azonban a kiilfoldi
szakirodalom is csak a 1980-as évek elejétdl foglalkozik a visszutas logisztika elméleti
hatterével. A hazai szakirodalom forrasai pedig még ennél is szlikosebbek. Ezt tdmasztja
ala, hogy jelenleg az angol elnevezés — reverse logistics - talan a legismertebb hazankban,
mig tobb magyar megfeleld is hasznalatos, mint példdul a visszirdnyu, reverse (Mike
(2002)), illetve inverz logisztika (Rixer (1995)), de ide sorolhatjuk a recycling logisztikat
is (Cselényi et al. (1997)). Ez utdbbin beliil tobbek kozott beszélhetiink hulladékkezelési
¢s ujrafeldolgozasi logisztikarol. A visszutas logisztikaban felmeriild készletezési
problémék kezelésére adhaté megoldasok koziil néhdny magyar nyelven is elérhetd
(Richter és Dobos (2003)), Dobos (2004)). Az elkdvetkezendd években azonban a hazai
szakirodalomban is remélhetéleg a visszutas logisztika elnevezés fog teret nyerni, hiszen
ez nemcsak a fogyasztasi €s termelési folyamatbol kivont hasznalt termékek kezelését
tartalmazza, hanem azoknak a fogyasztasi és termelési folyamatba torténd utdlagos

bevonasara is alternativat nyjt.

Célom, hogy a kiilfoldi (elsdsorban angolszasz) szakirodalom feldolgozasaval atfogd
képet nyujtsak a kutatdsi irdnyrol magyar nyelven, rendszerezve a gyakorlatban
alkalmazott elméletet. A témaval vald foglalkozés 1étjogosultsagat a szigorod6 hazai és

nemzetko6zi szabalyozasok tdmasztja ala.
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A termék életciklusa soran keletkezo hulladék kezelésével kapcsolatban az Europai Unid
¢s hazank is szamos 101j torvényt hozott a kozelmultban (az elhasznalodott jarmiivekrdl
sz0l6 2000/53/EK iranyelv, a hazai szabalyrendszerben a hulladékgazdalkodasrol szolod
2000. évi XLIII. torvény, Hulladékkd wvalt gépjarmiivekrdl sz6lo elbterjesztés
KvVM/TJF/126/2/2004).

A torvényi szabalyozas hatterében az Eurdpai Uni6 azon kovetelményrendszere all, mely
nagy figyelmet szentel a kornyezettel kapcsolatos problémak mielébbi megoldasara. Ez
alatt a kimerild természeti eréforrasokat, a tulzott energia-felhasznalast, a pazarlo

¢letmoddal jar6 mértéktelen hulladék keletkezését értjiik.

Hazankban a 2000-ben meghozott XLIII. torvény jelenti az alapot a
hulladékgazdalkodéssal kapcsolatban jogi szabalyozasra. . A torvény célja, hogy az allam
védelmezze az emberi egészséget és a kornyezetet, az er6forrasok pazarlo felhasznalasat,
valamint csokkentse a kornyezeti terhelést, ¢s tegye mindezt a fenntarthatd fejldédés
tikrében. A torvény hatdlya 4altaldban a hulladékra ¢és az azokkal kapcsolatos
tevékenységekre terjed ki, de bizonyos teriileteken (allati hulladék, szennyviz, asvanyi
nyersanyagok) csak annyiban, amennyiben jogszabaly masként nem rendelkezik.
Ugyanakkor nem terjed ki a torvény hatalya a levegdbe kibocsatott anyagokra, illetve a
radioaktiv hulladékra. Szamos alapelvet emlit a torvény, melyek eldsegitik a sikeres
megvalositast: ilyenek példaul - a teljesség igénye nélkiil - a megelézés, a gyartoi
felelosség, a megosztott feleldsség, a legjobb elérhetd technika (BAT), a ,,szennyezd
fizet” elv, a regionalitas vagy a koltséghatékonysag. Az elébb mar felsorolt alapelvek
tekintetében a torvény kiilon rendelkezik a gyartd, a forgalmazo, a fogyasztd, illetve a
hulladék birtokosanak kotelezettségeirdl. A hulladékkezelés és -hasznositas egyes 1épéseit
¢s fogalmi magyarazatdt is ismerteti a torvény, ezek alapjan meghatarozza a
hulladékgytjtést, illetve begyljtést, a hulladékszallitast, a hulladék be- és kivitelét, a
hulladékhasznositast és artalmatlanitast. A térvényben kiilon fejezet taglalja a teleptilési
¢s a veszélyes anyagokkal kapcsolatos kotelezettségeket, majd ezt kdvetden a
hulladékgazdalkodas szervezését, ezen beliil is az Orszagos Hulladékgazdalkodasi Tervet.
Rendkiviil fontosnak tartom a a torvényben is hangsulyozott tarsadalmi nyilvanossag ¢és

az adatkdzlési kotelezettség jelentdségének kiemelését.
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A vallalati szféra szamara a torvényi szabalyozas betartasa mellett fontos szempont lehet,
hogy a visszutas logisztika alkalmazdsa hosszii tdvon vald alkalmazédsa jelentOs
koltségmegtakaritast eredményezhet. Ugyanakkor tény, hogy a jogszabalyi kotelezettség
onmagéaban az iizleti szféra szamara nem feltétleniil jelent kényszeritd erdt, hiszen -
megfeleld rovid tava gazdasagi haszon hidnydban - sok esetben inkabb a konnyebben

megfizethetd birsagot valasztjak.

Dolgozatomban eldszor roviden a visszutas logisztika kialakuldsat ismertetem, majd az
egyes szerzok fogalmi meghatarozasainak fejlodését mutatom be az elmult évtizedek
soran. Ezt kovetden a tartalmi elemeket rendszerezem oly modon, hogy a ,miért? —
hogyan? — mit? —kik?” kérdésekre kiilon—kiilon keresem a megfeleld valaszt. Végiil az
utols6 fejezetben a visszutas logisztikaban érintett és érdekelt szereploket ismertetem,

figyelembe véve a vallalatokat érintd fontosabb menedzsment kérdéseket.

1.2. A visszutas logisztika fogalmanak kialakulasarol

Ahogyan a logisztika kialakuldsanak is megvoltak a gazdasagi, torténelmi okai — példaul
haborak -, gy a visszutas logisztika fejlodését is  raciondlis gazdasagi érvek
magyarazzak. Az 1980-as évek végére az Egyesiilt Allamokban a kereskeddk felismerték
bizonyos termékek visszavételében rejld lehetdségeket ¢és azokat a piaci térnyerés
eszkozeként kezdték hasznalni. A visszavétel kontrollalasa azonban kicsuszott keziikbol,
mivel nem létezett egységes és komoly szabalyozas arra vonatkozoan, hogy mit és milyen
formaban lehet visszaszallitani. Ez oda vezetett, hogy a fogyasztok barmikor és barmit
visszavittek a kereskeddknek, s a visszavétel koltsége végiil olyan méreteket 6ltott, hogy
mind a gyartok, mind a kereskeddk kénytelenek voltak raébredni: ez veszélyezteti
jovedelmezdségiiket és versenyképességiiket. Felismerték, hogy egy jol kidolgozott,
hatékony visszutas logisztikai program jovoObeli iizletpolitikdjuknak fontos stratégiai

részét képezheti.

A visszutas logisztika 1étjogosultsagat tehat nem lehet megkérddjelezni, alkalmazasat
azonban neheziti, hogy szerzénként mas és mas definicioval taldlkozhatunk, illetve ahany
cég, annyiféle megoldas és alkalmazéas létezik. A szertedgazd alkalmazhatdsag miatt
célszerli el6szor meghatdrozni: mit is értiink visszutas logisztika alatt, illetve pontosan

milyen teriiletek tartoznak ennek keretébe.

15



1.2.1. Fogalmi elhatarolasok

A visszutas logisztika elsd meghatirozdsai az 1980-as években keletkeztek. A téma
ujszertisége ¢érezteti hatdsat, hiszen viszonylag kevesen foglalkoztak az elméleti
meghatarozassal, valamint a meglévd elméleti alapok is kiforratlanok. Az elsé elméleti
munkak koziil Lambert és Stock (1981) megkdzelitését lehet emliteni: a szerzOparos
szerint a hagyomanyos ellatasi lanccal ellentétes iranyu folyamatrdl van sz6, amit egy
,rossz” iranyu folyamatnak tekintenek, azaz mintha egyiranyu utcdban a forgalommal
szemben haladnank. Ez azt jelenti, hogy mig a hagyomdanyos ellatdsi lancban az
anyagaramlas kizdrolag a beszallito-termel-nagykereskedd-kiskereskedd-fogyaszto
lancban zajlik, addig a visszutas logisztika a hasznalt termékek visszafel¢ aramlésat
ragadja meg azzal a céllal, hogy azokat az ellatasi lanc mentén a fogyasztotol a

beszallitoig kovesse.

Lambert — Stock negativ hangvételli definicigja utdn Murphy — Poist (1989) mas
szempontbol kozelit. Szerintiik a visszutas logisztika nem mas, mint az ellatasi lancban a
javak fogyasztotol termeldig vald aramlasa. Ugyanezt a meghatarozast adja Pohlen —
Farris (1992), akik a marketing elvekbdl indulnak ki. A két szerzéparos munkajanak
jelentdségét abban latom, hogy konkrétan megnevezik az ellatasi lancban fontos szerepet
betoltd végsd felhasznaldt, €s egyértelmiivé teszik a folyamat inverzitasat. A definiciok
hatranya, hogy nem térnek ki az egyes tevékenységekre, mely megneheziti a visszutas

logisztika fogalmi kereteinek pontos behatarolasat.

Az 1990-es években szélesebb korii definiciot ad Stock (1992), melynek alapjat a
hulladékgazdalkodas adja. A logisztika azon szerepét hangsulyozza, amely magaban
foglalja a recyclingot, a hulladék elhelyezést, a veszélyes anyagok helyettesitését ¢és
artalmatlanitasat, az er6forras csokkentést, illetve az Gjrahasznositéast. Lathato, hogy Stock
korabbi munkajahoz képest ez pontosabb, mégis altalanos definicid, melybdl hidnyzik az
egyes tevékenységek kapcsolata az ellatasi lanccal, illetve a folyamat ellentétes iranya

jellegének kiemelése.

Ez utébbi megkdzelitéseket foglalja 6ssze Kopicky et al. (1993). Meghatarozasaban kitér

a kordbban mar emlitett tevékenységekre, ezek visszirdnyl mozgasara az elosztési
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lancban - szemben a hagyomanyos logisztikai folyamatokkal. A Kopicky et al. 4ltal adott
definicié Ujszeriisége az informéciddramlas fontos szerepének hangsulyozasaban rejlik,

mely kétséget kizardan a hatékony gyakorlati miikodést szolgald 6sszekotd elemet jelenti.

Carter ¢s Ellram (1998) a visszutas logisztikara tobb meghatarozast is 6sszegyljtott, ezek
koziil a legjelentésebbet idézem. Legatfogobb meghatirozasuk szerint ,,a visszutas
logisztika olyan tevékenység, mellyel a vallalatok kornyezethatékonyabb politikat
folytathatnak azaltal, hogy a sziikséges anyagokat ujrafelhasznaljak, Ojrafeldolgozzak,
illetve csokkentik a sziikséges anyag mennyiségét”’, értve ezt akar a termelésben
kozvetleniil résztvevd személyek kozotti viszonyra, akar a teljes ellatasi, fogyasztasi
folyamatra. Carter és Ellram 0j szempontbol kozelit, hiszen kiindulasi alapként a
kornyezetvédelem szerepel. A kornyezettudatossag felvallalasa a vallalati életben harom
motivald tényezOre vezethetd vissza: lehet a korméanyzati vagy tarsadalmi nyomas hatasa,
illetve Onkéntesen vallalt elkotelezettség. Ez a kovetkezd fejezetekben még

részletesebben kifejtésre keriil.

A kovetkezé definicio jobb érthetdsége kedvéért érdemes egymas mellett definidlni a
logisztikat és annak visszutas megkdzelitését. A Council of Logistics Management (Stock
(1998)) a kovetkezoképpen hatdrozza meg a logisztikat: a logisztika az alapanyagok, a
folyamatban 1évd készletek, a késztermékek és a kapcsolddd informéciok dramlésanak
eredményes, koltséghatékony tervezése, megvalositasa €s ellendrzése, a kiinduld ponttol a

fogyasztasig, a fogyasztoi igényeknek vald megfelelés teljesitésével.

Ezzel szemben a visszutas logisztika Rogers és Tibben—Lembke (1999) megfogalmazéasa
szerint: az alapanyagok, a folyamatban 1év6 készletek, a késztermékek és a kapcsolddod
informaciok aramldsanak eredményes, koltséghatékony tervezése, megvalositisa és
ellendrzése a fogyasztastol a kiinduld pontig, érték visszaszerzése, illetve a hulladékrol

valé gondoskodas érdekében.

A Reverse Logistics Executive Council (RLEC) kovetkez6é megfogalmazasa (Rogers és
Tibben-Lembke (1999)) talan a legatfogobb, ez dsszegzi az eddig elmondottakat. Eszerint
az inverz logisztika nem mads, mint a termékek mozgasa tipikus végsd felhasznalasi
céljuktdl kiindulva valamely mas irdnyba, értékszerzés vagy hulladékgazdalkodas

céljabol. A visszutas tevékenységbe beletartozik a sériilt termékek, a szezonalis készletek,
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illetve a hulladékok visszavétele; a készletek megujitasa illetve bdvitése miatti visszaru
kezelés; a csomagoldanyagok ujrafeldolgozésa, a konténerek ujrahasznositasa; a termékek
rendbetétele és felujitasa; az elavult berendezések megfeleld elhelyezése és az eszkdzok

felujitasa.

Az utobbiakkal megegyezd definiciot ad 2004-ben (Dekker et al. (2004)) a European
Working Group on Reverse Logistics (REVLOG), azzal az eltéréssel, hogy a
visszagyljtés kiindulasaként nem a fogyasztast nevezi meg, hanem az lehet a gyartés, az

elosztas, illetve a felhasznalds barmely pontja.

Az eldbbiekben ismertettem a visszutas logisztika elméleti fejlédését az 1980-1990-es
években melybdl lathatéan a fogalmi meghatarozéas nagy valtozadson ment keresztiil. Mig
a legelsé megkozelités csupan helytelen irdnynak tekinti, addig az évek folyaman sorra
jelentek meg az egyre kiforrottabb elméletek, melyek mind a marketing, mind a pénziigyi,
kornyezetvédelmi szempontokat is magukban foglaljak. Igy azt mondhatjuk, hogy az
1990-es évek végére a visszutas logisztika definicidja teljessé valt. Ez a komplex
meghatdrozas tamasztja ald azt a torekvést, hogy hazdnkban a szdmos elnevezés koziil a
visszutas logisztika elnevezés hasznalata legyen dominald, hiszen ez a fogalom nem egy-
egy sziikebben vett terliletre koncentral, hanem az ellatasi lancban megtaldlhat6 minden

egyes tevékenységre.

1.3. A visszutas logisztikara hato tényezék: Miért ?— Hogyan? — Mit? — Kik?

A definiciok utan ratérek a visszutas logisztika hatterében 4all6 motivald tényezdk
bemutatasara. Az ezzel kapcsolatban felmeriild legfontosabb kérdések négy csoportba
sorolhatok: miért, hogyan, mit és kik mozgatjak a visszutas logisztika lancolatat. Erre a

négy kérdésre a legatfogobb valaszt de Brito és Dekker (2002) tanulmanyaban talaljuk.

1.3.1. Miért?

A miért kérdéscsoporton beliil két tertiletet kiilonbdztethetiink meg:
e cgyrészt fontos kérdést vet fel, hogy egyes szereplok miért kiildik vissza, illetve

e masok miért fogadjak el a hasznalt termékeket?
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Dolgozatom 1.2. fejezetében mar emlitettem a visszutas logisztikat kivalté okokat, azaz a
gazdasagi, torvényi €s tarsadalmi tényezOket. Ezek azok, amelyek a ,miért?” kérdés
,.fogado” csoportjaba tartoznak. A gazdasagi elényokon beliil a de Brito—Dekker (2002)
szerzOparos megkiilonbozteti a kozvetlen és kdzvetett hasznokat. A kozvetlen elonyoknél
legfontosabb a profitndvelés lehetdsége, amit a kisebb mértékli nyersanyag-felhasznalas,
a hulladék-elhelyezési koltség csokkenése, illetve az ujrafeldolgozas altal nyerhetd
hozzdadott érték jelenti. A kozvetett elonyok kozé sorolhatdé a zold image kialakitasa,
amivel napjainkban egyre szélesebb rétegeket nyerhet meg egy vallalat. Tapasztalatok
igazoljak, hogy a kornyezettudatos vallalati miikodés hosszl tdvon is stabil fogyasztoi
kapcsolatokat eredményez. Ezek altal versenyelOnyre tehet szert a vallalat, mely tovabbi
profitszerzésre ad lehetdséget. Ujabb érv a visszutas folyamatok gyakorlati alkalmazasara
a torvényi szabalyozas szigorodasa, mely nagymértékben a kornyezet védelmét szolgalja.
A kornyezetvédelmi torvények megalkotdsaban az Egyesiilt Allamok és az Eurdpai Unid
jérnak az élen, s kotelezik a teriiletikon mikodoé vallalatokat a jogszabalyi feltételek
betartdsara. A harmadikként emlitett tarsadalmi tényezé alatt - a kornyezettel
Osszefiiggésben — a vallalatok onkéntes feleldsségvallalasat értjiik, ami a szervezeteken

beliil alakul ki, és onnan fejti ki hatdsat.

A ,miért?” kérdés masik teriiletét a ,kiildok” alkotjdk, azaz azok a szereplok, akik
kiilonboz6é okok miatt dontenek egy-egy termék visszakiildésérdl. Ugyantigy, ahogyan a
,fogadoknal”, itt is harom csoportot taldlunk: gyartoi, elosztéi ¢és fogyasztoi

visszakiildéseket.
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Nyersanyag, »| Szerviz
beszallitd
Alkatrész _ Modul Termék - N -
A Osszeszerelés A 7| Osszeszerelés ‘r 7| Osszeszerelés | Elosztas | Fogyasztas
6 5 4 3 1
7,8
A A e , Kozvetlen tjrafelhasznalas
Hulladékkezelés Termék visszanyerés !
7: égetés 5: felfalas 2: javitas 1. kozvetlen
8: deponalas 6: recycling 3: feljavitas ujrafelhasznalas

4: feldolgozas

1.1. abra: Integralt ellatasi lanc
Forras: Thierry et. al. (1995)

A gyartasi jellegli visszakiildések alatt a gyartds soran fennmaradd nyersanyag-tobbletet,

a mindség-ellendrzéskor fennakado hibas termékeket és a melléktermékeket értem.

Az elosztasi visszakiildések csoportjdba alapvetden az értékesitetlen, eladhatatlan
termékek tartoznak: a készletfelesleg, hibas szallitasok és termékek, romlott aru, illetve a

csomagolasi hulladék.

A fogyasztoi visszakiildések kozé tartozik egyrészt a garancia, a jotallas, illetve a
szervizszolgaltatds, masrészt az elhasznalodott (end-of-life), tovabbi haszndlatra
alkalmatlan, azaz a gazdasagi és fizikai élettartam végén 1évé termék. Tovabbi elem az

ugynevezett ,,end-of-use” termék, ami alatt olyan terméket értek, mely adott fogyasztonak
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a tovabbiakban nem képvisel értéket, de mas fogyasztd szamara akar valtozatlan
formaban is tovabb értékesithetd ¢és hasznosithatd. Az utdébbi két fogalom
megkiilonboztetése viszonylag nehéz feladat, ezért a konnyebb érthetdség érdekében
célszerli példakkal aldtdmasztani a két meghatdrozast: elébbi csoportra példa a roncsauto,
melynek altalaban csak részei hasznosithatok ujra, illetve dolgozhatok fel, utobbira pedig
az autdbérlés lehet példa, amikor a bérleti szerzodés lejarta utan majdnem valtozatlan

allapotban kertiil egy ujabb fogyasztohoz.

1.3.2. Hogyan?

A ,miért?” kérdés targyalasa utdn attérek arra, hogy hogyan valdsithatd meg a visszutas
logisztika. Ehhez Thierry et al. (1995) tanulmanyét hasznaltam fel. Ennek alapjan a
folyamat nyolc 1épésbdl all, ezek sorban a kovetkezok: kozvetlen Gjrafelhasznélas (direct
reuse), javitas (repair), feljavitas (refurbishing), feldolgozas (remanufacturing), felfalas
(cannibalization), recycling, égetés (incineration) ¢és hulladék-elhelyezés (landfilling). Az

1.1. dbra ezen elemek egymashoz valé viszonyat mutatja be.

Kozvetlen ujrafelhasznalas: a termék fizikai és mindségi tulajdonsagai valtozatlanok

maradnak.

Javitas: a terméken bizonyos atalakitdsokat végeznek, igy a javitds utdn a terméket mint
ujszertt adhatjak el, vagy hasznalhatjak fel. A javitas torténhet a fogyasztonal, vagy
javitokozpontban. Atalakitason példaul alkatrészcserét lehet érteni, hiszen csak a sériilt

részt cserélik, vagy javitjak, mas eleme érintetlen marad.

Feljavitas: feljavitasnal kevésbé szigori mindség varhatdo el a terméktdl, hiszen a
modulokra vald szétszerelés soran csupan a kritikus részeket vizsgaljak, javitjak, igy

annak élettartama novelheto.

Feldolgozas: ennek soran a megmunkalt termékkel szemben tdmasztott mindségelvaras
olyan, mint egy 0j terméktdl. A feldolgozas annyival jelent tobbet a feljavitasnal, hogy a
feldolgozas 4ltaldban munkaigényesebb, mivel nem csak modulokra, hanem
részegységekre is bontjdk a terméket. Majd a vizsgalat sordn egyes elemeket jjal

cserélnek ki, mig masokat csak javitanak.
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Felfalas: szemben az el6z0 fogalmakkal, ekkor a terméknek csak kis részét hasznaljak
Ujra. A visszatérd terméket szigori mindségvizsgalatnak vetik ala az ujrabeépithetdség
szempontjabol. A visszanyert elemeket ezutdn a javitasnal, feljavitasndl ¢és a

feldolgozasnal hasznositjak.

Recycling: a termék ebben az esetben elveszti eredeti funkcidjat, szemben azzal, hogy az
elézéekben megmarad. A cél a még felhasznalhatdo anyagok visszanyerése. Ha a
visszanyert anyag megfeleld6 mindségli, akkor az eredeti rész gyartdsdhoz is

felhasznalhato.

Egetés és hulladék-elhelyezés: a hulladékgazdalkodas témakorébe tartozd fogalmak.
Mindkét esetben szigoru kovetelményeknek kell megfelelni. Az égetésbdl gazdasagi

haszon szdrmazhat, az ennek soran visszanyerhetd €s visszaforgathat6 energiabol.

Az eldbb emlitett teriileteket a jobb érthetdség kedvéért, mintegy Osszefoglalasként,
érdemes a piramis alaka 1.2. dbrdban feltlintetni. Ehhez a mar emlitett de Brito-Dekker

tanulmanyt (2002) hasznaltam fel.

Ujraeladas,
ujrahasznositas,

Javitas

Feljavitas

Ujragyartas

Recycling

Egetés és deponalas

1.2. abra: A visszutas logisztika teriileteinek hierarchikus kapcsolata

Forras: de Brito — Dekker (2002)
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A piramis jelentésége abban rejlik, hogy kapcsolatot teremt a visszutas logisztika egyes
teriiletei €és a kornyezetvédelem aktudlis szintje kozott, annak fliggvényében, hogy a
kiilonb6z6é logisztikai tevékenységek milyen mértékben tdmogatjdk a kornyezet
megovasat. Természetes, hogy bizonyos anyagok, hulladékok — a visszutas logisztika
termékei - csak a piramis aljan elhelyezkedd tevékenységekkel kezelhetdek, a cél mégis
a piramis minél magasabb szintjének elérése. Felmeril a kérdés, hogy ha az elérendd cél
az ujrafelhasznalds (forrascsokkentés), miért nem ez a legszélesebb sav? Ez azzal
magyarazhat6, hogy a kép a jelenlegi valds helyzetet mutatja, az ideélisnak tekinthetd

allapot forditott piramisban lenne dbrazolhato.

1.3.3. Mit?

A kovetkezd kérdés a visszutas logisztikdban azzal foglalkozik, hogy mi az, amit
visszakiildenek, illetve ezek milyen tulajdonsadgokkal, jellemzdokkel rendelkeznek. Ebben
a csoportban a termékdsszetétellel kell foglalkozni: melyek azok a karositdé tényezok,
melyek rontjak a feldolgozés lehetdségét, illetve a fogyasztok milyen modon hasznaljak a

késobb ujrafeldolgozasra keriild termékeket.

A termékdsszetétel soran fontos kérdéseket vet fel, milyen anyagokbol all a termék
(heterogén vagy homogén), illetve milyen méretekkel rendelkezik (szallitas, kezelés
miatt). A termék élettartamat befolyéasolo tényezok, mint példaul romlandosag, az egyes
alkotoelemek eltér6 vagy azonos kora és az értékcsokkenés, ami megneheziti az
ujrahasznositas lehetdségét. Tipikus példa a miiszaki cikkek kore, ahol a kifogéstalanul

miikodo termékeket kiszoritjak az Gjabb és ujabb fejlesztések (beépitett eléviilés).

A termék felhasznalasi modja, mint a hasznalat helye, intenzitasa, idétartama és ennek
kovetkezményeként kialakuldé mindség jelentdsen befolyasoljak a késébbi feldolgozast. A
visszagylijtendd termékeket érdemes aszerint megkiilonboztetni, hogy lakossagi vagy
ipari fogyasztasrol van-e sz6 (szallitasi, kezelési, mennyiségi okok miatt). Ide sorolhatok

tobbek kozott a potalkatrészek, a csomagolasi eszkozok, kozjavak is.
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1.3.4. Kik?

A negyedik fontos teriilet a résztvevok azonositasa a visszutas logisztikdban. Ezzel
kapcsolatban a betdltott szerepiik szerint megkiilonboztetem a hagyomanyos értéklanc,
illetve a visszutas folyamatok szerepldit, valamint mas lehetséges résztvevoket (példaul
ide tartoznak a karitativ szervezetek). Mig egyes érdekeltek a visszutas folyamat
megszervezését végzik, masok annak gyakorlati megvaldsitasaval foglalkoznak. A két
ellatasi lanc kozott nagyon fontos az Osszhang megléte, amihez elengedhetetlen a
folyamatos ¢és megbizhatd informacidaramlas. A sikeres miikodéshez sziikséges
informaciokat a mar emlitett Thierry et al. (1995) cikk foglalja 6ssze. Ennek alapjan négy
csoportot lehet megkiilonboztetni:
Informacié a termékosszetételrdl, azaz az eltérd anyagokrdl, kombinalasukrol, a
mindségrol, értékrol, veszélyességrol és a feldolgozhatosagi lehetdségekrol (elemzések);
Informaci6 a visszatérd folyamatok nagysagarol €s bizonytalansagarol:

» Garanciavallalas — a visszagyljtésre keriild6 termékek mennyisége és mindsége
bizonytalan, a javitashoz szilikséges munkalatok is nehezen tervezhetoek.

= Lejart lizing- €és bérleti szerzddések — viszonylag jol becsiilheté mind mennyiségben,
mind idében, ugyanakkor a mindség nehezen hatarozhatd meg eldre.

= Onkéntes visszavasarlisok — a gyarté anyagi és technikai lehetSségeitdl fiigg , igy ezzel
viszonylag kevesen ¢élnek. Ugyanakkor eldnye, hogy olcsé forrast biztosit a javitasokhoz,
gyartashoz; a fogyasztoknal jelentkezd hulladékelhelyezési koltség csokken; illetve
lehetdséget nyujt a gyartoknak, hogy 0j terméket értékesitsenek.
Informaci6é az yjrafeldolgozott termékek, alkatrészek, anyagok piacardl: nehéz piacot
taldlni, dont6 tényezdoként az 0j és a hasznalt termékek kdzotti mindségbeli €és koltségbeli
kiilonbségeket kell figyelembe venni. A feldolgozast végzd szerepld lehet maga a gyarto
vallalat, az ellatasi lancon beliili és kiils6 szerepld.
Informéci6 a termék visszagyljtésérdl és a hulladékkezelésrdl: szamos teriiletet kell
megvizsgalni: a résztvevo szervezeteket, a felmeriil akadalyokat, a kornyezeti hatasokat,
a visszagytjtésre keriild mennyiséget, €s sziikséges a koltség-haszon elemzéselvégzése

1S.
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1.4. A visszutas logisztika érintettjei

A visszutas logisztika szerepléi masfajta szempontbol is megkozelithethetok, ehhez az
alapot a Carter-Ellram (1998) cikk adja, mely szerint a visszutas logisztikara hato kiils6 és

belso tényezok kiilonithetdk el.

Ellatas

A
Gvartas
L, Szerviz [

Elosztas
L
N Eredeti
felhasznala l
Mas R el
2 felhasznala "|__ Beaviites
5
Szétszerelés
Ujra- /
/ felhasznala
Ismételt
elosztas -
\ Ujra-
feldolgozas
Hulladék
Egetés <+ L Deponalas

1.3. abra: A visszutas logisztikai folyamatok kapcsolodasa

Forras: Kohut — Nagy (2004)

Altaldban megkiilonboztetik a szervezeten beliili és a szervezetek kozott hato, kiilsé
tényezoket. A belsd tényezék kozé soroljak magukat a vallalaton belill érdekelt
személyeket, a kornyezet megdvasaért tett 1épéseket, a sikeresen alkalmazott etikai
sztenderdeket és fOként azon egyéneket, akik feleldsséget vallalnak a koérnyezetbarat
véllalati filozofia kiépitéséért. Szintén kozvetlen hatast gyakorlo kiilsé tényezok a

fogyasztok, a beszerzok, a versenytarsak €s a kormanyzati erdk. E négy elemre azonban
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még hatassal van a makrokdrnyezet is, a maga szocialis, politikai, gazdasagi trendjeivel,

ezaltal kozvetve €rinti a visszutas logisztikat.

A felsorolt szektorok hatasa eltérd, értelmezésiik is tobbféle lehet. A kiilsé tényezdk
koziil, els6 megkozelités szerint a legmeghatarozobb a korményzati szektor befolyasa. Ez
kornyezetvédelmi szempontbol teljes mértékben elfogadhatd, figyelembe véve, hogy az
Eurépai Unidban is az egyik legtobb kérdést felvetd téma a kornyezettel,
kornyezetvédelemmel kapcsolatos. Itt érdemes ismét megjegyezniink, hogy a torvény
kényszeritd ereje hat a vallalkozasokra, mig a tényleges versenyképességhez ugyanilyen
sullyal kell figyelembe venni a tobbi szerepl6t is. Ebbdl kiindulva helyezhetiink nagyobb
hangsulyt a fogyasztoi oldalra, hiszen a fogyasztoi igényeknek vald megfelelés nélkiil,
csupan a kormanyzati eldirasok betartasaval nem valhat versenyképessé egyetlen vallalat

sem. A kétféle felfogas kiilonb6zd vallalati magatartast tesz indokoltta.

A szallitoi, input oldal fontossagéra utal az a tény, hogy ha biztositott az Gjrafeldolgozasra
keriil6 anyagok allanddan jo mindsége, akkor a beszerzok is készek annak minél nagyobb
mennyiségli megvasarlasara. A mar hasznalt termékek visszagytjtése, szelektalasa,
szétvalogatasa altalaban a szallito kotelezettsége, a kivant mindség biztositasa érdekében
pedig sziikség van a beszerzd ¢és a beszallitd kozti magas fokl egylittmiikodésére,
logisztikai ~ tevékenységiik  Osszehangoldsdra, a  mar  emlitett  kolesonds
informacionyujtasra. Mivel a visszakeriilé termékek mindsége alapvetden maganak a
szallitonak is kockazati tényezo6t jelent, igy tovabb kell erdsiteni a beszerzok és

beszallitok kozti integraciot.

A belsé tényezék koziil elsérendii szempont az érintett személyek szerepe. A cég
mukodeésébol profitalok (pl. részvényesek) hozzddllasa hosszii tdvon befolyasolja a
visszutas logisztika mitkodéképességét. Ok ugyan nem kozvetleniil hatirozzak meg ezen
tevékenységeket, de hosszu tavon lehetetlenné tehetik a cég mikddését. Egyértelmil

tamogatasuk feltételként szolgalhat a sikeres visszutas folyamatokhoz.

Hasonlé a menedzsment megitélése is, hiszen a felsd vezetés tdmogatdsa, jovahagyéasa
nélkil ki sem lehet alakitani a sziikséges rendszert, a hatékony miikddtetés azonban mar a

kozépvezetdk korébe sorolhatd. Esetiikben nélkiilozhetetlen a jo diplomaciai és

26



kommunikécios készség, valamint az irdnyitasi képesség. Az 0 feladatuk minden érintett

meggyOzése a hatékony visszutas folyamatok sziikségességérol.

A harmadik csoportban mindenképpen figyelembe kell venni magukat az
alkalmazottakat, akiknek a hozzaallasa nagyban segitheti, de hatraltathatja is az
eredményes végrehajtast. Az 0sztonzd, jutalmazd rendszerek kiépitése noveli a
hatékonysdgot. Az elébbiekben részletezett kiilsé és belsd tényezdknél fontos megérteni
azok egymasra hatasat, egyik a masik nélkiil nem mikddhet. El kell fogadni mind a
szabalyokbol eredd, mind a fogyasztoi részrol észlelt nyomast. Figyelembe kell venni a

kiilso ¢és belso érdekeket is, kiilonben nem valdsithatd meg sikeres visszutas logisztika.

Az 1.3. abra mintegy Osszefoglalasa, megerdsitése az eldbbiekben leirtaknak, mely a
visszutas logisztikai folyamatok dsszekapcsolodasat abrazolja, kihangsulyozva a folyamat
zartsagat. Kohut és Nagy (2004) TDK-dolgozatukban ennek az abranak segitségével
igyekeztek felvazolni a papirgyartds folyamatat. Természetesen a papir tulajdonsagai
miatt egyes lépések kimaradnak, igy példaul a szétszerelés, szerviz, ujrafelhasznalas.
Ugyanakkor a teljes kép kialakitdsa érdekében egészitettiik ki az elébb felsorolt
tevékenységekkel.

1.5. Osszefoglalas

Ebben a bevezetésben felvazolt kiilonb6zo visszutas logisztikai tevékenységek egyiittesen
természetesen egyetlen vallalatnal sem talalhatdak meg. Ez szdmos okra vezethetd vissza:
a rendelkezésre 4llo technikai feltételek, a termékjellemzdk sokszinlisége — Osszetétel,
feldolgozhatosag, fellelhetdség, Gjraértékesithetdség stb. -, a vallalatok eltérd gazdasagi
helyzete mind-mind befolyasoljak a vallalati dontéseket az alkalmazott visszutas

logisztikai teriilet tekintetében.

A dolgozat atfogo, elméleti jellege miatt nem tértem ki konkrétan arra, hogy az egyes
termékeknél pontosan mit is jelenthet a visszutas logisztika, melyek azok a teriiletek, ahol
az gazdasagosan megvalosithato. A kiilonbozé termékek eldallitdsi folyamatanak
sokszinlisége tovabbi kiilon-kiilon elemzéseket igényelne arra vonatkozdan, hogy milyen
késztermékbdl mi készithetd ismét, annak konkrétan mely elemeit, alkatrészeit lehet

hatékonyan visszaforgatni a termelésbe. Példaul egy autd esetében minden egyes
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alkatrészt, épitdelemet végigkovetni a gyartotdl a fogyasztoéig, majd a hasznalat utan a
roncsautd egyes elemeit a begytijté halozaton keresztiil az tjrafeldolgozé tizemig nyomon
kisérni nem egyszerii feladat, és jelenleg nincs is meg az ehhez sziikséges, a terméket
végigkisérd pontos informacioszolgaltatas. Bizonyos esetekben viszonylag konnyen végig
lehet gondolni, mire is lehet felhasznalni egy roncsautdt, vagy egy csupan gazdasagilag
leamortizalt gépjarmiivet. Az iivegek, tiikkrok, gumikerekek ujrafelhasznalédsa akéar az
autoiparban, akar mas agazatban ma mar egyre egyszeriibben megoldhatd. Ugyanakkor
sok mas alkatrészt nem egyszert Gjra feldolgozni, illetve nehéz megtalalni azt az iparagat,
ahol gazdasagosan visszaforgathaté a termelésbe. Tipikus példa erre a szamitogép,
melybdl viszonylag kevés alkatrész nyerhetd vissza, és azt is csak koncentraltan, nagy
mennyiségben érdemes feldolgozni. A nehézségek altalaban kikiiszobolhetdek, feltéve,
hogy a kiilonb6z6 iparagak minél inkabb 0Osszehangoljak miikddésiiket, és 1étrejon

kozottiik a megbizhato informacidaramlas.

A fejezet kiindul6 pontja a kdrnyezetvédelem volt, melynek két mozgatdjaként a torvényi
szabalyozast, illetve a vallalati elkotelezettséget neveztem meg. Altalanos érvényii, hogy
a véllalatok a jogi kényszernek igyekeznek minél inkabb megfelelni, ugyanakkor a
kornyezetvédelemmel kapcsolatban az  Onkéntes felelosségvallalast  jelentdsen
befolyasoljak a rendelkezésre allo pénziigyi forrasok. Hosszu tavon elsdédleges szempont
a koltségek ¢és az elérhetd haszon egymashoz vald viszonya, optimalizaldsa is. A
kornyezettudatossag onmagéban nem feltétleniil jelent vonzerdt, elengedhetetlen az ebbol

szarmazo6 egzakt gazdasagi haszon kimutathatdsaga is.

Attekintésem alapvetd célja, hogy a visszutas logisztika teriiletén bévitse a sziikos hazai
szakirodalmat, valamint a fogalmi keretek tisztazasaval, az egyes tevékenységek
meghatarozasaval, a fobb menedzsment kérdések megvalaszoldsaval hozzéjaruljon a
sikeres alkalmazashoz. Tekintettel a téma jelenlegi és egyre fajstulyosabb jelentdségére, ez
a dolgozat kiindulopontként szolgalhat a visszutas logisztika tovabbi fejlesztéséhez, és
nyilvanvaléan szamtalan tovabbi problémat vet fel. Az itt felvazolt elméleti alapok
hozzasegitenek a konnyebb megértéshez, a gyakorlati alkalmazas azonban tovabbi
kutatasokat igényel. Az egyik oldalrol fizikai megvalosithatosagi nehézségekkel kell
szembenézniiik a véllalatoknak, mig masik oldalr6l ugyanilyen sullyal jelentkeznek a

koltség-haszon szempontok. Nem szabad azonban szem eldl téveszteni, hogy a sikeres
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visszutas logisztika a teljes ellatdsi lanc mentén hozzajarul a kornyezeti terhelés

csokkentéséhez.
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2. Tételnagysag modellek a visszutas logisztikaban

Visszutas logisztikan tehat - amint azt a bevezetésben is vizsgaltam - a logisztika azon
agat értem, amely a termelési/fogyasztasi folyamatbol kivont, de ujrahasznalhaté anyagok
kezelését ¢s Ojrafeldolgozasat oleli fel. Ilyen jrafelhasznélas lehet pl. a recycling, vagy
alkatrészek javitdsa. Az jrafelhasznéléssal kornyezettudatos anyaggazdéalkodas és/vagy
logisztika érhetd el. Nemzetgazdasagi szempontbol ez olyan elényokkel jar, mint a
kornyezeti terhelés csokkentése a termelési folyamatba torténd visszavezetéssel, de ezzel
az ujrafelhasznalassal a természeti erdforrasok kitermelése is csokkenthetd, ami a
kovetkezd nemzedékek rendelkezésére 4allo erdforrasokat kimélheti a talzott

fogyasztastol.

Ez a fejezet harom, a visszutas logisztikdhoz kapcsolodd optimalis tételnagysag modellt
mutat be. Ennek soran nem az eredeti, publikdlt dolgozatokban bemutatott modelleket
ismertetem, hanem altalanositom azokat, ezzel is megmutatva, hogy mindegyik modell
matematikai struktirdjat tekintve visszavezetheté a meta-modellre (Dobos-Richter
(2000)). (A meta-modell matematikai tulajdonségait az érdekl6dd olvas6 a fliggelékben

talalhatja meg).

Visszutas  logisztikai  (javitasi/ujrafeldolgozasi/recycling)  modellt  gazdasagi
sorozatnagysag modell (EOQ) feltételek mellett eldszor Schrady (1967) vizsgalt.
Cikkében az amerikai haditengerészet nagyértékii alkatrészeinek javitasat és a javitassal
elérhetd koltségesokkenést analizdlta a beszerzéssel szemben. Kiindulopontja az volt,
hogy csak egy beszerzési tétel van. Ebben az esetben az a kérdés, hogy hany darab
beszerzési tétel legyen, és mekkora legyen az ezekhez tartozd javitasi €s beszerzési

tételnagysag.

Nahmias és Rivera (1979) modellje 12 évvel kovette Schrady modelljét. Ez a modell csak
annyiban kiilonbozik az el6z6tol, hogy a kijavitott alkatrészek folyamatosan aramlanak a
beépithetd alkatrészek raktaraba. Ebben az esetben expliciten figyelembe vessziik azt,
hogy a javitasi folyamat idében alland6 rataval folyik. A probléma a javitasi folyamat
iddigényének és kapacitasanak szambavételén til szamol a felmeriilé hulladékkezeléssel

is. A javitasi tételek szdma egy, de tobb beszerzési tételt is megenged a modell. A
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probléma fontossagara az is felhivja a figyelmet, hogy ezt a kutatast az Egyesiilt Allamok

Légierd Vezérkari Fonoksége is timogatta.

A harmadik és utols6 bemutatanddé modell a Koh, Hwang, Sohn és Ko (2002)
szerzonégyesé. A szerzOk egy egyszeri modellt vizsgalnak, amely sok tekintetben
hasonlé a Schrady (1967) altal vizsgalttal. Amig az el6z6 két modellben az 1) és javitott
termékek csak akkor érkezhetnek be a raktarba, amikor a készletallomany mar nulldva
valt, addig ez a modell azt az esetet tekinti, amikor mindez a hasznalt termékekre igaz. Ez
a készletezési politika a Schrady (1967) altal javasolt és modellezett, de folyoiratban nem
publikalt folyamatos potlas készletezési politikat (continuous supplement) alkalmazza az
elébbi két modell helyettesitési készletezési politikaja (substitution) helyett. A szerzdk
nem fejezik ki expliciten a tételnagysagokat - amit a dolgozatban megteszek - hanem két,
egymastol fliggetlen esetet vizsgalnak: amikor a beszerzési tétel szama egy, és azt, amikor
a javitasi tétel szama egy. Egy 0j modellformat is bemutatok a folyamatos potlas
stratégiara, amibodl a két eset kovetkezik. Azt az esetet is vizsgalja Koh et al. (2002),
amikor az 4ltaluk ujrafeldolgozasi kapacitasnak nevezett termelési, ujrafelhasznalasi rata

nem haladja meg a keresletet (a dolgozatban ettdl az esettdl eltekintek).

A harom ismertetendd modellen kiviil tobbtermékes altaldnositas is 1étezik a
szakirodalomban, a ezek vizsgélata azonban nem képezi a dolgozat céljat. Mabini,
Pintelon és Gelders (1998) szerz6harmastdl szdrmazik az altaldnositas, akik Schrady
modelljét tobb termék esetére vizsgaltdk, tokekorlat mellett. Ezen modellek a
sorozatnagysagokra adtak zart formulat, de a hulladékkezelést nem épitették be a
modellbe, és az egészértékiiséget, valamint a visszaérkezési ratatol valo fliggést is

negligaltak.

A harom modell attekintés utan réviden 6sszefoglalom a modellek azonos feltételezéseit.

o A készletezési politikak a modellben ismertek. Ez azt jelenti, hogy a készletezési
ciklusban a készletallomanyok nagysaga idében ismert.

o A kereslet az 0j és javitott termékek irant iddben allandd és ismert, vagyis a
kereslet determinisztikus.

e A visszaérkezési hanyad iddben allandd és ismert. Ez a feltevés analog az

el6zovel.
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e A javitasi és rendelési tétel fixkoltsége ismert.
e Az Gjrafelhasznalhat6 és 1j termékek, valamint a javitasra vard hasznalt termékek
készlettartasi koltségei ismertek.

e Az utanpétlasi id6 ismert, tehat a konkrét nagysagatol eltekinthetiink.

A készletezési ciklusban sem az 0j termékek, sem a visszaérkezd termékek

raktardban hianyt nem engediink meg.

Az elso feltételezéssel a készletezési politikat hataroztuk meg, amelynek valtozoéit akarjuk
meghatarozni. Ezek a valtozok mind a hdrom modellre az 0j és javitand6d termékek
tételnagysdgai, valamint az 01j és javitando termékek tételszamai, vagyis arra ad valaszt,
hogy egymads utan hany tételben kell 0j termékeket beszerezni és javitani. A tovabbi négy
feltételezés megfelel az optimalis tételnagysag modelljének feltételezésével a keresletrol
¢s a koltségparaméterekrol. A hianyra tett feltételezés megszokott az optimalis
tételnagysdg irodalmaban, s nem okozhat kiilondsebb matematikai problémat; a dolgozat
célja azonban a visszutas logisztika alapmodelljeinek vizsgélata, igy a hidny vizsgalatatol

eltekintek.

Ezek utan bemutatom a modelleket.
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2.1. Egy visszutas logisztikai készletmodell beszerzéssel és javitassal

2.1.1. Bevezetés

A determinisztikus optimalis tételnagysag modell javithatd termékekkel torténd
kiterjesztését eldszor Schrady végezte el 1967-ben (Schrady (1967)). Ezt a modellt
nevezhetjiik mai szobhasznélattal a visszutas logisztika el6futaranak. A vizsgalt feladat
gyokere gyakorlati indittatasi. Az Amerikai Egyesiilt Allamok Tengerészete Ellatasi
Parancsnoksaga készletezési problémajat elemezte a szerzd. A tengerészetnél hasznalt
alkatrészek nagy értékiiek voltak, de jo résziik javithato. Mivel az alkatrészek ujboli
beszerzése nagyon koltséges volt, ezért koltségmegtakaritast érhettek el a megjavithato
alkatrészek Osszegylijtésével. Ez azt jelenti, hogy a felhasznalasi helyen tortént dontés
arrdl, hogy mely alkatrészek javithatoak. A Gsszegytijtott és javithato alkatrészeket ezutan
a karbantartési €és javitasi részleghez szallitottadk vissza. A javithat6 alkatrészeket igy a
tovabbi feldolgozasig raktaroztdk. Az dsszegyljtott, de nem javithato alkatrészeket, mint
hulladékot a felhasznalas helyén kezelték. A kijavitott alkatrészeket a felhasznalhato

alkatrészek raktaraban taroltak.

A feladat igy készletgazdalkodési szempontbdl egy kétraktaras problémaként all eld. A
keresletet, ami az alkatrészek irant nyilvanul meg, két forrasbol lehet kielégiteni, amelyek
teljesen alternativaknak tekinthetdek: vagy beszerzésbol elégitjiik ki a keresletet, vagy a
hasznalt alkatrészek kijavitasaval. A hasznélt, de kijavithaté alkatrész fizikai
tulajdonsagat tekintve teljesen olyan mindségli, mint az jjonnan beszerzett alkatrész. Ezt
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a kijavitott és beszerzett alkatrészek kozott semmilyen

kiilonbséget nem tudunk tenni, ha az a felhasznalando alkatrészek raktaraba kertilt.

Schrady a feladatot modellezve két készletezési politikat javasolt a relevans koltségek,
vagyis a rendelési és készlettartasi koltségek Osszegének minimalizalasara. Az egyik
masikat a ,helyettesités™ (substitution) politikdnak nevezte el. Ez utobbi politika esetén
hatarozta meg a paraméterek ismeretében az optimdlis rendelési ¢és javitasi
tételnagysagokat. A készletezési stratégiara feltételezte, hogy a beszerzendd alkatrészeket

csak egyetlen rendelési tételbdl elégitik ki a rendelési-javitasi ciklusban (ebben a
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szohasznalatban ciklus alatt rendelési €s javitasi tételek olyan egymadsutanisagat értjiik,

amelyek 1idoben ismétlddnek).

A célom az, hogy bemutassam az eldbbiekben réviden vazolt helyettesitési politikat,
valamint feloldjam a Schrady altal tett azon feltételezést, hogy csak egyetlen rendelési
tétel lehetséges. Az altalanos megoldas arra is ramutat, hogy a visszaérkezési rata
fliggvényében a bemutatott altalanositott modell alacsonyabb koltséget eredményez. Ezen
kiviil modszert mutatok arra, hogy hogyan lehet az egészértékii megoldasokat eldallitani,
a tételnagysagok szamat tekintve. Schrady cikkében elsdsorban a tételnagysagokat
allitotta eld, €s eltekintett attdl, hogy hogyan érhetd el a tételszamok egészértékiisége. Ez
nem pusztan matematikai, hanem koltséggazdalkodési szempontbdl is fontos lehet. Ehhez
a fliggelékben bemutatott meta-modellt haszndlom fel. A mésik stratégiatol itt eltekintek,

de megjegyzem, hogy azt késébb mas cikkekben felhasznaltak (Koh et al. (2002)).

A modellt a kovetkezd 1€pésekben ismertetem. A bevezetést kovetd fejezetben a modell
paramétereit, valamint a készletezési politikat mutatom be. Itt jegyezem meg, hogy
visszutas logisztikai modelleket csak két dbraval tudunk pontosan megadni. Az egyik 4bra
a készletallomanyokat mutatja az id6 fiiggvényében egy ciklus alatt, mig a masik az
anyagaramlas Osszesitett mennyiségét jeloli. A harmadik részben a készletezés
koltségfliggvényét allitom eld, majd a valtozokat szekvencidlisan kikiiszobdlve a
minimalis koltségek meghatarozasadhoz a fliggvényt a tételszamoktol teszem fliggéveé. Ez
a forma nem mads, mint a bevezetdben emlitett meta-modell. Az o6todik fejezetben
bemutatom, hogy hogyan lehet Schrady eredeti modelljét a javasolt modellbdl
meghatarozni. Erre a modellformara is meghatdrozom az egészértékli megoldast. Végiil

meghatarozom a modell teljes megoldasat.

2.1.2. Paraméterek és a modell miikodése

A készletezési rendszer két készletezési pontot tartalmaz. A felhaszndlod keresletét a
beépithetd alkatrészek raktarabol elégitik ki. A kereslet idében allandoé a felhasznalasi
ciklus alatt. A beépithetd alkatrészek raktarat beszerzésbdl és javitasbol toltik fel. Ebben a
raktarban hidnyt nem engediink meg, tehat mindig van rendelkezésre allo, beszerelhetd
alkatrész. Azonos beszerzési ¢és azonos javitasi tételnagysagokkal végezzik a

modellezést. Az alkatrész felhasznaldja idoben allando, konstans rataval juttatja vissza a
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hasznalt, de feljithaté alkatrészeket a hasznalt alkatrészek raktdraba, ahol azok a
javitasra varnak. Javitds utan az alkatrészeket, mint tjakat a beépithetd alkatrészek
raktaraba kiildik. A modell anyagiramlasat a 2.1.1. dbra mutatja. Definidljuk most a
modell valtozoit és paramétereit. Az alkalmazott dontési valtozok és paraméterek jelolése
megegyezik a Schrady altal hasznaltakkal. Ez nagyban elésegiti az eredeti dolgozat, és az

itt targyaltak 0sszehasonlitasat.

2.1.1. abra. Anyagaramlas a modellben

Beszerzés

mQOr \ Beépithetd d-T
" \alkatrésze,

n-Or V\/

n 'QR

A 4

Felhasznalo

Hasznalt
lkatrésze

rd-T

Javitas

A modell dontési valtozoi:

- Opbeszerzési tételnagysag, nemnegativ,

- m abeszerzési tételek szama, m > I, egészérték,
- Ogjavitasi tételnagysag, nemnegativ,

-n ajavitasi tételek szdma, n > I, egészértekdl,

- T abeszerzési-javitasi ciklus hossza, nemnegativ.

A modell paraméterei:

-d 1iddegységre eso keresleti rata,
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- r ujrafelhaszndlési rata, a d keresleti rata szazalékaban, a hulladékrata /-,
- Ap egy rendelésre eso fix rendelési koltség, PE/rendelés,

- Ag egy javitasi tételre esd fix inditasi koltség, PE/tételinditas,

- h; a beépithetd alkatrészek készlettartasi koltsége, PE/darab/ido,

- hy ajavitando alkatrészek készlettartasi koltsége, PE/darab/ido.

Az aldbbi egyenletek a készletezési pontokba torténd ki- és bearamldst mutatjdk a
beszerzési-javitasi ciklus alatt. Ezekre az egyenletekre majd akkor lesz sziikség, ha a

modell valtozdinak szamat akarjuk csokkenteni.

m-Q,+n-Q,=d-T @.1.1)
n-Qp=r-d-T o

2.1.2. abra. A beépitheto és javithato alkatrészek készletszintjei (n =3, m =2)

A

Beépithetd alkatrészek
Op [=mm7mmmmmmmmmmmmmmmomooooRCTTTTT

Or N7 KT

v

b Javitand6 alkatrészek

Or

v

1
1
1
I
I
!
!
1
1
1
1
.
I
!
!
1
1
1
1
I
I
!
!
1
1
1
I
I
|
T
1
1
1
1
I

Javitas Beszerzés

A javasolt ,helyettesitési” politikdnak a kdvetkezd tulajdonsdgai vannak. A beszerzési és
javitasi tételek utanpotlasi idejét figyelmen kiviil hagyjuk, mert determinisztikus

modellekben ennek a hatasat egy id6beli eltolassal kikiiszobdlhetjiik. Tételezziik fel, hogy
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a beszerzési-javitasi ciklus egy javitasi ciklussal kezdddik. Természetesen beszerzési
ciklussal is kezdhetnénk, de az elébbi feltételezés megkonnyiti a készlettartas
koltségeinek meghatarozdsat a teriiletek kiszdmitdsakor, ugyanis a maximalis
készletszinttdl kezdddik a ciklus a javitando alkatrészek esetén. A javitando alkatrészek
készletének szintje a ciklus megkezdddésekor azonnal egy javitasi tételnagysaggal
csokken. Ez azért van, mert ezt a tételt azonnal javitasba vonjdk be. A javitandd
készletallomény mindaddig csdkken az allando javitési tételnagysagok javitasba torténd
bevonasaval, amig a készletszint nullara nem apad. A készletszintek id6beli lefolyasat a

2.1.2. dbra szemlélteti.

A kovetkezd részben megszerkesztjik a modell készlettartdsi és az altagkoltségek

fliggvényeit.

2.1.3. A készletezés koltségfiiggvénye

A modell készlettartasi koltségeit a 2.1.2. dbra készletszintjeinek segitségével szdmitjuk

ki. A meghatarozast a 2.1.1. lemma foglalja dssze.

2.1.1. Lemma.
Legyen a beépithetd termékek készlettartasi koltségfiiggvénye Hprr €s a javitando

alkatrészek koltségfiiggvénye Hygrr. Ekkor a két koltségfiiggvény a kovetkezd alakot olti:

h
RFI :ﬁ'm'Q;"‘z‘ld'n'Q;

h 1-
H ey = .2 _[nz ‘ r’” +nj‘Q122
Bizonyitas. Csak a masodik egyenldséget bizonyitjuk a javitandé alkatrészekre, mert az
elsét hasonld mdédon végezhetjiik el. Osszuk fel a 2.1.3. abran lathato teriiletet n-/ darab
A haromszogre, egy C haromszdgre és n-/ darab B, B, ..., B,.; négyszdgre. Ezt azért

tessziik, mert a készlettartasi koltséget ugy értelmezziik, mint a gorbe alatti teriilet

Ok

. . 1
nagysagat. A javitasi ciklus hossza i Az A haromszogek teriilete igy E-r- O, L A

7
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Or

B; négyszogek teriilete egyenld i-(l - r)- O, -7-V€1. A javitand6 alkatrészek maximalis

készletallomanya n-Qp — (n - 1)- r-Qy. A C haromszog teriilete

%-[n'QR —(n—l).r.QR].n'QR _(::il)"”'QR .

2.1.3. abra. A javitando alkatrészek készletezési koltségeinek kiszamitasa (m = 3)

v

Osszegezziik most a meghatarozott teriileteket:

n—l1

h h .
H =(n—1)~ﬁ-r-Q§+j~(l—r)~Q;~ZZ+2.
i=1

03 = (n-1)-r]

Elemi matematikai atalakitdsok utan nyerjiik a masodik, bizonyitani kivant egyenldséget.

2.1.1. példa. Legyend = 1.000,r = 0,9, h; = 750 §, h» = 100 3. Ekkor ezekre az adatokra
a készlettartasi koltség fliggvénye:

1 11
H oy + H gy :B'm'Q;"‘ﬁ'n'Q; +%'

2 2
n”-Qr.

A modell fix rendelési €s javitasinditasi koltségeinek osszege legyen
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F=m-A,+n-A4,.

A fix és készlettartasi koltségek ismeretében meghatarozhatd egy beszerzési-javitasi

ciklus atlagkoltsége:

F+HRFI +HNFR1

C(T,0,,04,n,m)= ; =

h,
2

h h 1-r .
m-AP+n-AR+ﬁ-m-Q}2,+ -n-Q§+2.2d-(n2- ) +n]-Q,2e

-d
T
A modellt ezek alapjan a kovetkezd nemlinearis optimalizalasi feladatra vezettiik vissza:
C(T. 0, Qpsn,m) — min
m-Qp+n-Qp=d-T,

n-Qp=r-d-T,
T>0,0,>0,0; >0, n,m pozitiv egészértékl.

(P1)
Hasznaljuk most a probléma leegyszerisitésé¢hez a (2.1.1) egyenldségeket, ahonnan két
folytonos valtozét kifejezve, azt a célfiiggvénybe helyettesithetjiik. Az egyszerliség
kedvéért a két tételnagysdg mellett donthetiink. Természetesen kifejezhetnénk a

tételszamokat is, de akkor az egészértékiiség vizsgalata lenne nehezebb.

l1-r)-d-T
Op :( 7’)
m

r-d-T
n

O =

A tételnagysagok behelyettesitése utan az aldbbi egyszeriibb koltségfiiggvényt kapjuk,
amit C;(.)-gyel jeloliink:

wwi-{hl (=rf L e m)or L, -r-(l—r)}, (2.1.2)
m n

CI(T,n,m): 7 5
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ahol 7> 0, m, n pozitiv egészértékiiek.

2.1.4. A modell valtozéinak meghatarozasa

A (2.1.2) modell valtozoinak meghatarozasat szekvencialisan végezziik el. Eloszor a
ciklusid6t hatarozzuk meg, majd a fliggelékben szereplé meta-modell segitségével az
optimalis tételszdmokat szamitjuk ki. A tételszamok meghatarozasat két fazisra bontjuk.
Az elso fazisban a folytonos tételszamokat szamitjuk ki, majd a kovetkezd fazisban a

folytonos megoldas alapjan a diszkrét értékeket.

2.1.4.1. Az optimalis beszerzési-javitasi ciklus idejének hossza

A (2.1.2) figgvény konvex a T ciklusidében, ezért az optimalitds sziikséges feltétele

egyben elégséges is. Tehat az optimalis beszerzési-javitasi ciklusido:

2 m-Ap, +n- A,

T° == ;
Al =)+
m

(h+h)r L h, or(1=)
n

Ezt a kifejezést visszahelyettesitve a C;(.) koltségfiiggvénybe az aldbbi Cs(.)
koltségfliggvényt kapjuk:

Cz(n,m)zm-\/(m-Ap+n-AR)-{h1 (1=r) -%+(hl +hy ) -%mz -r-(l—r)}

vagy

Cz(n,m):\/2-d-\/A'ﬂ+B~£+C~m+D~n+E, (2.1.3)
n m

ahol
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A=A, (b +h,)-r?, B=Ad,-h-(1-r), C=4,-h,-r-(1-r),
D=Ay -hy-r-(l=r), E=A,-h-(1=r) +A4,-(h +h,) r.

A (P1) problémat igy sikeriilt egy pozitiv egészértékii C»(n,m) fliggvény minimalizalasara
visszavezetni. A (2.1.3) modell egyben nem mas, mint a fliggelékben szerepld meta-

modell, tehat ezt a modellt annak segitségével lehet elemezni.

2.1.2. példa. Legyen mostd = 1.000, r = 0,9, h; =200 8, h, =20 3, Ap = 750 $, Ag =
100 $. Ekkor A =133.650, B =200, C =1350, D =180, £ =19.320.

2.1.4.2. A folytonos tételszamok meghatarozasa

Ezek utdn folytassuk a (2.1.3) modell tovabbi vizsgalatat. A minimalis koltségek

meghatdrozasahoz a modell relaxalt valtozatat tekintjiik az alabbi formaban:

C,(m,n)=+2-d -\/A-ﬂ+B-£+C-m+D-n+E — min
n m

m=21 n=>1.

Ezt a folytonos modellt méra eléggé kiterjedten vizsgélta az irodalom (Dobos-Richter
(2000), Richter (1996a), Richter (1996b), Richter (1997), Richter-Dobos (1999)). A
relaxacio abban all, hogy a folytonos megoldas kdrnyezetében vizsgéalhato az egészértékii
megoldas. A kovetkezd tétel e relaxalt modell folytonos megoldasat adja az r

ujrafelhasznalési rata fliggvényében.

2.1.1. Tétel.
Az (n(r),m(r)) optimalis folytonos tételszamokra és a C,(r) koltségfiiggvényre az alébbi

harom intervallum all el6 az » Gjrafelhasznalési rata fiiggvényében

() Ap-(h+hy)r*—Ay-h-(1=rf +A4,-h,-r-(1-r)<0,
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Gi) 0<Ay-(h+h)r*—Ag-h-(=rf +A, hy-r-(1=r)< (4 +4,)-h,-r-(1=7),
(n(r)m(r))=(1,1),
PV =2 d A+ a) (h+1)r? b (= f by (=7,

Git) A, (B +hy)- 1> —Ay-hy-(1=rf + A, by -r-(1=7)> (4, + 4,)-hy -7-(1-7),

et =| [

)=~2ed oA -y + 1) 4y (=) [y - (= r)+ by -]

A tétel bizonyitasaval e dolgozat keretein belill nem foglalkozom, az a felsorolt
irodalmakban megtalalhat6. Ezt a folytonos megoldast a Karush-Kuhn-Tucker-féle
tétellel is meghatarozhatjuk, jollehet a célfiiggvényben szerepld meta-modell csak kvazi-
konvex fliggvény, amint azt a fiiggelékben is belattam. A fiiggelékben szerepld eljarast
inkdabb geometriai megoldadsnak nevezhetjik. Az ujrafelhasznaldsi rata harom
intervallumanak végpontjai meghatérozhatoéak. Igy az r; és r; értékek (r; < r,), amelyekre
vagy a beszerzési, vagy a javitasi tételszam egyenld eggyel, de a masik szigorian
nagyobb, mint egy. A két érték kozott a tételszamok azonosak eggyel, ezért ezen az

intervallumon a megoldas egészértékil.

2.1.3. példa. Alkalmazzuk a 2. példa paramétereit: d = 1,000, r = 0,9, h; = 200 8, h, = 20
8, Ap = 750 8, Ar = 100 3. Ezen adatokra r; = 0,2341 és r, = 0,2616, és az optimdlis
dontési  valtozok n° = 18,754, m° = 1, TI° = 0,628  ¢év,
05 = 62,828, 0% =30,151, C,(1,18,754) =8.357,4$. Ezzel meghatiroztuk a modell

optimalis folytonos megoldasat.
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2.1.4.3. Az egészértékii optimalis beszerzési és javitasi tételszamok meghatarozasa

A (2.1.3) modell egészértéekli megoldasat 2.1.2. tételben meghatarozott folytonos
megoldastol torténd eltérésként értelmezziik, feltételezve, hogy az optimalis egészértékii
megoldas a folytonos megoldas kozelében van. Hasznéljuk most a fliggelékben szerepld

allitast az egészértékii megoldas eldallitasara.

2.1.2. Tétel.
Az optimalis ciklusid0 ¢€s az optimalis beszerzési ¢€s javitasi tételnagysagok az

ujrafelhasznalasi rata fliggvényében a kovetkezok:

() Ap-(h+hy)r*—Ay-h-(1=rf +A4,-h-r-(1-r)<0,

(n(r),m(r))= l,h/ Ay Iy -(1-r) J1.1 ’

Ay -y r? 4y r) 42

(i) 0<A,-(h+h)r*—Adg-h-(=rf +A, hy-r-(1=r)<(4y +4,)-h,-r-(1-r),

(n(r)m(r)) = (,1),

(il) Ay (B +hy)-r2—Ag-h-(1=rf + A, by -r-(1=r)>(4y + 4,)-hy-r-(1=7),

~ Ay -(h +hy)-r? 11
(nlrhmlr))= ﬂ\/AR Ay (=7 )+, .r.(1—r))+Z +§" lj'

Itt al-] fliggvény az argumentumhoz legkozelebb esé egészszamot jeldli. A bizonyitas

egyszerl behelyettesitéssel meghatarozhato. Ezzel a modell vizsgalatat befejeztiik.
2.1.5. Schrady alapmodellje
Schrady csak azt az esetet vizsgalta, amikor csak egy beszerzési tétel van egy beszerzési-

javitasi ciklusban, vagyis m = I. Az alibbiakban bevezetésre keriils C(n)

koltségfiiggvény legyen ekkor
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CS(n):Cz(l,n):m~\/A-%+(B+D)'n+(C+E).

Az optimalis folytonos megoldas igy a kdvetkezd.

2.1.2. Lemma.

Schrady modelljének optimalis megoldasa

ayha A, -(h+hy)-r> = Ay -hy-r-(1=7)= Ay b -(1=7) >0,

r '\/AP. h, +h,

akkor n° = — és
T=r Ve g n, T
—r
CS(n”)=«/2-d-[(1—r)~\/AP(hl+h2~é)+r- AR-(h1+h2)],

b)yha A, -(h +h)-r> = Ay -hy-r-(1=r)= A, -h -(1-r) <0,

akkor n° =1 és

C(n°) =2 d (4, + A )+ 1)) r? by (=) 4y - (1=1)]

Bizonyitds. Vizsgaljuk a C°(n) koltségfiiggvényt. Ez a fiiggvény konvex n-ben. A

tételszam optimuma igy

A h +h
no = |4 :r.\/_P.#'

A g ovn "

—-r
Ezt az optimumot a célfiiggvénybe helyettesitve kapjuk a lemma a) éllitasat. Ha az n°

kisebb, mint egy, akkor a koltségfiiggvény monoton ndvekvd minden n > [ esetén. Ez a

tény pedig alatamasztja a b) feltételt.

1. megjegyzés. Az F(r)= A, -(h +hy)-r? — Ay -hy -r-(1—=r)= A4, -h -(1-r)° négyzetes

kifejezés r-ben monoton ndévekvo nulla és egy kozott. Az F (O): —Aj, - h, érték negativ,
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mig az F(1)= 4, -(h, +h,) kifejezés pozitiv, ezért 1étezik olyan r; Gjrafelhasznélasi rata,
amelyre F (r2 ) =0. fgy az optimélis tételszam eggyel egyenlé, ha re [O, rz], és

hatarozottan nagyobb, mint egy, ha » € (r2 ,1].

2. megjegyzés. A megoldas nem feltétlentil egészértékii az r € (r2 ,1] intervallumon. Ha »°

egész érték, akkor a feladatot megoldottuk. Ha az n° érték nem lenne egész, akkor az

optimalis ' egész megoldast az alabbi kifejezésbdl olvashatjuk ki:
n' =arg min{CS (n]), c*(n]+ 1)}

Ez azt jelenti, hogy az optimalis egészértékii tételszam a folytonos megoldashoz

legkozelebb esé két egész szam koziil az lesz, amelyik a kisebb célfliggvény értéket adja.

A kovetkezo tételben 6sszefoglaljuk az alapmodell teljes folytonos megoldasat, eltekintve

az egészertékiiségtol.

2.1.3. Tétel.
Schrady alapmodelljében az optimalis beszerzési-javitasi ciklusido és tételnagysagok az r

ujrafelhasznalasi rata fliggvényében

2 A, + A,

T"(r)= d \/h1 -(1—r)2 +(h1 +h2)-r2 +h, -r-(l—r)

2 \/ Ap re (r2 ,1]

d hl-(l—r)2+h2-r-(l—r)

re[O,rz]

\/ 2-d-(4, + 4,)-(1-r)
o()) = hl-(l—r)2+(h1+h2)~r2+h2-r-(l—r)
0;(r) \/M.AP.(I_F) re(rz’l],

h-(1=r)+h,-r

re[O,rz]

és
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2-d-(4, +4,)-r’

of N \/hl-(1—r)2+(h1+h2)-r2+h2-r-(1—r)
R(r)_ .
2-d- A,
_ re(rz,l]
h, +h,

Bizonyitas. Ha r € [O, 7y ], azaz az optimalis javitasi tételszam nagyobb, mint egy, akkor a

re[O,rz]

behelyettesités utan kiszamithato az optimalis ciklusidd és a tételnagysagok. A masik eset

kiszamitasdhoz hasznéljuk a kdvetkezd dsszefiiggést

TO(HO):\/Z.n_. A
d r \h+h

Behelyettesitve ezt a kifejezést az optimalis tételszdmok ¢és ciklusidd egyenleteibe,

megkapjuk a tételben allitott, bizonyitani kivant kifejezést.

Schrady dolgozataban nem vizsgalta azokat az eseteket, amikor mind a javitasi, mind a
beszerzési tételszamok éppen megegyeznek eggyel, vagyis a feladat megoldasa
egészértekll. A targyalt Osszefiiggésekkel megmutathatd, hogy a Schrady altal javasolt
megoldas csak olyan ujrafelhasznalasi ratakra teljesiil, melyekre r € (r2 ,1]. Az ebben a
dolgozatban javasolt modszer ugyanazon folytonos tételnagysagokat szolgaltatja, mint
amit Schrady kapott. Az optimalis ciklusidd és javitasi és beszerzési tételnagysagok

egyszerl helyettesitéssel és elemi szamitasokkal hatarozhatok meg.

2.1.3. példa. Alkalmazzuk a 2.1.2. példa paramétereit: d = 1.000, r = 0,9, h; = 200 $, h;
=208, Ap = 750 8, Ar = 100 $. Ezekre az adatokra az optimalis atvaltasi pont r, =
0,2316, és az optimalis dontési valtozok »n° = 18,754, m° = 1, T° = 0,628 év,
Q! =62,828, 0 =30,151,C° =8.357,4$.

2.1.6. Numerikus példak
Ebben a fejezetben néhany példat mutatunk be. Elészor az egészértékli megoldast
mutatjuk be. Legyen most d = 1.000, r = 0,35, h; = 200 8, h, = 20 $, Ap = 750 8, Ag =

100 $. Ekkor a szintvonalakat a 2.1.4. abra szemlélteti.
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2.1.4. abra. Példa olyan esetre, amikor az optimalis megoldas a halmaz belsejében

van
4
3 2.3)
(1.2)
n
2
1
(11)
0
0 1 2
m
Ekkor az optimalis megoldast az (m°,n°) = (2,3) adja. A két vonalon 1év6 megoldas,

vagyis az (m,n) = (1,1) és (m,n) = (2,1) kisebb célfliggvényértéket ad, ami C,(3,2) =
13.543,7, valamint C»(1,2) = 13.598,6 < C»(1,1) = 13.656,1 8. A példan lathato, hogy
ebben az esetben a beszerzési tételek szama nagyobb, mint egy, vagyis alacsonyabb
visszatérési ratanal kotséghatékonyabb tobbszor beszerezni. A tobbi dontési valtozot

visszahelyettesitéssel meghatarozhatjuk.

2.1.7. Osszefoglalas

Ebben a részben a Schrady-féle javitasi modell altalanositdsat adtam meg. Ez a modell
tekinthetd a visszutas logisztikai készletmodellek kiindulopontjanak. Megadtam az
altalanositott modell egészértékii megoldasait, és példat mutattam olyan esetre, amikor az
egészértekli megoldds beszerzési és javitasi tételszdmai egynél nagyobbak. Amint a
fiiggelékben is bemutattam, a tételszamok halmazéanak belsejébe es6 megoldasok csak

maximum 2 szazalékkal térnek el a hatarmegoldasoktol.
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Az alapmodell kiterjesztése arra is ravilagit, hogy alacsony visszatérési rataju termékek

esetén érdemes tobb beszerzési tételt inditani, és csak egyetlen javitasi tételt.
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2.2. Modell beszerzéssel és véges javitasi hanyaddal: helyettesités

stratégia

2.2.1. Bevezetés

Nahmias ¢és Rivera (1979) modellje egy természetes altalanositdsa Schrady (1967)
modelljének. Ez a modell figyelembe veszi azt, hogy a javitasi folyamat idében lefolyo

tevékenység, amely a rendelkezésre allo kapacitastol fiigg.

A modellt és megoldasat a kovetkezd 1épésekben ismeretetjiik. El6szor a javitasi-
beszerzési rendszer miikddését mutatjuk be. Ezek utdn a probléma koltségfiiggvényét
szerkesztjiik meg, majd a modell valtozoit szekvencialisan kizarva meghatarozzuk az

optimalis megoldast nyujté dontési valtozokat.

Az altalam bemutatott modell a Nahmias és Rivera alkotta modell egyfajta altalanositasa.
Az 1979-ben publikalt modellben a szerzk csak egyetlen beszerzési tétellel szamoltak. A
most targyalando modell megengedi azt a lehetdséget is, hogy tobb ilyen tételnagysag
kovethesse egymast. Amint latni fogjuk, ez attél fiigg, hogy mekkora a visszadramlasi

hanyad.

2.2.2. Paraméterek és a modell miikodése

Ez a készletezési rendszer is két készletezési pontot tartalmaz. A keresletet a
késztermékek raktardbol elégitik ki. A kereslet idoben dallando a ciklus alatt. Az
alkatrészek raktarat beszerzésbol és javitasbol toltik fel. A visszatérési rata konstans. A
javito-karbantartd egység kapacitasa - ellentétben Schrady modelljével - nem végtelen,
hanem korlatos. Feltételezziik, hogy a javitasi rata nagyobb, mint a keresleti rata. Javitas
utan az alkatrészeket, mint ujakat a beépithetd alkatrészek raktaraba kiildik. A modellben
eltekintiink az utanpotlasi idoktél mind a beszerzés, mind a javitas esetén, ugyanis azok
hossza a dontési valtozokat nem befolydsolja. A modell anyagaramlasat a 2.2.1. abra

mutatja. Definidljuk most a modell valtozoit és paramétereit. Az alkalmazott dontési
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valtozok és paraméterek jelolése megegyezik a Schrady altal hasznaltakkal. Ez nagyban

elOsegiti az eredeti dolgozat és az itt targyaltak 6sszehasonlitasat.

A modell dontési valtozoi:

- Opbeszerzési tételnagysag, nemnegativ,

- m abeszerzési tételek szama, m > 1, egészértéki,
- Ogjavitasi tételnagysag, nemnegativ,

- n ajavitasi tételek szdma, n > I, egészértekdl,

- T' abeszerzési-javitasi ciklus hossza, nemnegativ.

2.2.1. abra. Anyagaramlas a modellben

Beszerzés

m-Qp \  Beépithetd
alkatrésze

dT
Felhasznald

d-T

Javitas

Hulladékkezelés

A modell paraméterei:

-d 1iddegységre esO keresleti rata,
- r Ujrafelhaszndlési rata, a d keresleti rata szazalékaban, a hulladékrata /-7,
- A 1dbegységre eso javitasi rata, 1 > d,

- Ap egy rendelésre eso fix rendelési koltség, PE/rendelés,
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- Ar egy javitasi tételre eso fix inditasi koltség, PE/tételinditas,
- h; abeépithetd alkatrészek készlettartasi koltsége, PE/darab/ido,
- h, a beépithetd alkatrészek készlettartasi koltsége, PE/darab/id6.

Az alabbi egyenletek a készletezési pontokba torténd ki- és bedramlast mutatjak a
beszerzési-javitasi ciklus alatt. Ezekre az egyenletekre majd akkor lesz sziikségiink, ha a

modell véltozdinak szamat akarjuk csokkenteni.

m-Q,+n-Q,=d-T

QOp +1-0, (2.2.1)
n-Qp,=r-d-T
Ez a feladat mar tartalmazza a hulladékkezelést, de az itt nem dontési valtozd. Az
anyagaramlasi folyamatot és a készletdllomany idobeli lefutasat a 2.2.1. és 2.2.2. abra

szemlélteti.

A készletszinteknél meg kell jegyezniink, hogy az itt bemutatott készletezési stratégia
nem mas, mint a Schrady altal bemutatott helyettesitési stratégia. Amint a 2.2.2. dbran is
lathatjuk, a beszerzési-javitasi ciklust a javitassal kezdjiik, majd a javitasi tételnagysagok

végrehajtasa utan kovetkeznek a beszerzési tételnagysagok. A javitdsok sordn elért

s . : d ,
maximalis készletszintet, vagyis O, (1—;] -t konnyen meghatarozhatjuk, de a

matematikai készletgazdalkodasbol jol ismert monografiakbol is hasonld eredményeket
kaphatunk. A javitand6 alkatrészek készletszintjénél a kivétel esetén idoegységenként A
egységet hasznalunk fel, de r-d egységnyi javitando termék keriil a raktarba, igy alakulnak

ki a készletszintek.
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2.2.2. abra. Készletszintek Nahmias és Rivera modelljében (n =3, m = 2)

A
Beépithet6 alkatrészek
Op |--------mmmmmm R
d -d
QR (1 - IJ
A-d
i i i 7 t
4 Javitando alkatrészek i i
A rd) i i i
NI |
e —
Javitas Beszerzés

2.2.3. A készletezés koltségfiiggvénye

A modell készlettartasi koltségeit a 2.2.2. dbra készletszintjeinek segitségével szamitjuk

ki. A meghatarozast a 2.2.1. lemma foglalja 6ssze.

2.2.1. Lemma.
Legyen a beépithetd termékek készlettartasi koltségfiiggvénye A4; €és a javitando

alkatrészek koltségfiiggvénye A,. Ekkor a két koltségfiiggvény a kovetkezd alakot Slti:

h h d
A= Oty O '[l_ij
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Bizonyitas. Csak a masodik egyenldséget bizonyitjuk a javitando alkatrészekre, mert az
els6t hasonlo moédon végezhetjiik el. Osszuk fel a 2.2.3. dbran lathato teriiletet n darab 4
haromszogre, n-1 darab B haromszogre, egy D haromszogre €s n-1 darab C;, Co, ..., Cy g

négyszogre. Ezt azért tessziik, mert a készlettartasi koltséget tigy értelmezziik, mint a

gorbe alatti terlilet nagysagat. A javitasi ciklusban a javitds idétartama & Az A

. . , r-d , . 1 Q0; r-d
haromszogek magassaga Q, - 1—7 , 1gy a teriilete 5 1—T . A B

haromszogek alapja %(1 —%] , mig magassaga r-Q, -(1 —%), igy teriilete egyenld

2 2
O T l—i -vel. A D haromszog teriilete L-(QR +m-QP)2. A C; négyszogek
2-d A 2-d

i . Ox
teriilete egyenld i-(1—r)- =% -vel.

Osszegezziik most a meghatarozott teriileteket:

Elemi matematikai atalakitasok utan nyerjiik a masodik, bizonyitani egyenldséget.

2.2.3. abra. A javitando alkatrészek készletezési koltségeinek kiszamitasa (m = 3)

v
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2.2.4. Az optimalis beszerzési-javitasi ciklus idejének hossza
A modell fix rendelési és javitasinditasi koltségeinek 0sszege legyen

F=m-A,+n-A4,.

A fix és készlettartasi koltségek ismeretében meghatarozhatd egy beszerzési-javitasi

ciklus atlagkoltsége:

F+4 +4
C(TaQPaQRanam)Z#:
h h d h 1 .
-A+-A+1--2+1--2-1—+2-2-n2-—1j+n
_m””Rz-deP 2-d"QR[1) 2-dR{ (r

T

A modellt ezek alapjan ujra a kovetkez6 nemlinearis optimalizalasi feladatra vezethetjiik

vissza:

C(T,QP,QR,n,m)—>min

m-Qp+n-Qp, =d-T, (P2)
n-Qp,=r-d-T,
T>0,0,>0,0, >0, n,mpozitiv egészérteki.

Hasznaljuk most a probléma leegyszerisitéséhez az (2.2.1) egyenldségeket, ahonnan két
folytonos valtozot kifejezve, azt a célfiiggvénybe helyettesithetjiik. Az egyszerliség
kedvéért a két tételnagysag mellett donthetiink.

QP:(]—r)-a’-T

m
r-d-T

n

O =

54



A tételnagysadgok behelyettesitése utan az alabbi egyszeriibb koltségfiiggvényt kapjuk,
amit C;(.)-gyel jeloliink:

. . f— 2 2
C/(rmm)=" e A 4y () +(h1+h2)~%-[1—%)+h2-r-(l—r)}

Most szekvencialisan kikiiszobdljiik a ciklusidot. Ez a fiiggvény konvex a ciklusiddben,
ezért az optimalitds szilikséges feltétele egyben elégséges is. Tehat az optimalis

beszerzési-javitasi ciklusido:

70— 2 m-A, +n-A,

d hl-(l—r)2~1+(h1+h2)-r2~(l—d)l+h2-r-(1—r)
m A) n

Ezt a kifejezést visszahelyettesitve a C;(.) koltségfiiggvénybe az alabbi Ci(.)
koltségfiiggvényt kapjuk:

m

Cz(n,m)=m-\/(m~AP +n-AR)-{hl -szl +h2)-§-(1—%)+h2 -r-(l—r)}

vagy
C,(nm)="2d -\/A(r)-%+B(r)-%+ ) m+ D) n+ E(r). (222)
ahol

A= A, -(h, +h2)-(1—%j-r2, Br)= Ay b -(1=rF, C(r)= Ay hy-(1=r)r,

2 d) ,
D)= A, by -(=r)r E()=A, - -(1-r) +AR~(h1+h2)~[1—zj-r
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A (P2) problémat igy sikeriilt egy pozitiv egészeken értelmezett Ci(n,m) fiiggvény
minimalizaldsara visszavezetni. A (2.2.2) modell egyben nem mas, mint a fliggelékben

szerepld meta-modell, tehat ezt a modellt annak segitségével lehet elemezni.
2.2.5. Nahmias és Rivera alapmodellje
A szerzOk csak azt az esetet vizsgaltak, amikor csak egy beszerzési tétel van egy

beszerzési-javitasi ciklusban, vagyis m = 1. Az aldbbiakban bevezetésre keriils C"(n)

koltségfiiggvény legyen ekkor

C™(n)=C,(1,n)= \/ﬁ\/A(r)%+ (B(r)+ D(r))-n+(C(r)+ E(r)) .

Az optimalis folytonos megoldas igy a kdvetkezo.

2.2.2. Lemma.

Nahmias és Rivera modelljének optimalis folytonos megoldasa

a)ha A4, -(h, +h2)-[1—%)r2 — Ay by (1=7) = A4, - h, ~(1—%)-(l—r)-r>0,

4 (h1+h2)'(l_jj
akkor n° = ——. |22, és

VA N, -(1—‘1)
1-r A

b) ha 4, -(h, +h2)-(1—%]-r2 ~ Ay h (=1 =4, -h, -(1—%]-(1—r)-rso,

akkor n’ =1 és

B e O IR R e )|
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Bizonyitds. Vizsgaljuk a C(n) koltségfiggvényt. Ez a fiiggvény konvex n-ben. A

tételszam optimuma igy

e [

A

Ezt az optimumot a célfiiggvénybe helyettesitve kapjuk a lemma a) éllitasat. Ha az n°
kisebb, mint egy, akkor a koltségfiiggvény monoton ndvekvd minden n > [ esetén. Ez a

tény pedig alatamasztja a b) feltételt.

1. megjegyzés.
Az F(r):Ap~(hl+h2)~(1—%j-r2—AR-hl-(l—r)z (1—-}
négyzetes kifejezés r-ben monoton névekvo nulla és egy kozott. Az F (O) » - h érték

negativ, mig az F (l):AP -(hl +h2)-[1—%j kifejezés pozitiv, ezért létezik olyan r;

ujrafelhasznalési rata, amelyre F (r2 ) = 0. Igy az optimalis tételszam eggyel egyenld, ha

re [0, 7, ], ¢s hatarozottan nagyobb, mint egy, ha r € (r2 ,l].

2. megjegyzés. A megoldas nem feltétleniil egész az r € (r2 ,1] intervallumon. Ha n° egész
érték, akkor a feladatot megoldottuk. Tegyiik fel, hogy n° nem egész, és jeldlje n = I_n"J
azt a maximalis egészet, amely nem nagyobb, mint n°, és n= |_n"J+1 azt a minimalis

egészet, amely nem kisebb, mint n°. Ekkor az optimaélis egész megoldast az alabbi

kifejezésbdl olvashatjuk ki:
n' =arg min{CNR (n), C™ (ﬁ)}

A kovetkezd tételben Osszefoglaljuk az alapmodell teljes folytonos megoldasat, eltekintve

az egészertékiiségtol.
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2.2.1. Tétel.
Nahmias ¢és Rivera alapmodelljében az optimélis beszerzési-javitasi ciklusidd és

tételnagysagok az r Gjrafelhaszndlasi rata fliggvényében

2. AP+AR I”E[O,I/‘]
d o =rf + O +h)r (1= L e (=) [1-4 2
T°(r) = . [A ﬂ«j ( /J ( ]
- £ relrn.l
d hl-(l—r)2+h2-r-(l—r)-(l—jj
2-d-(4, +4,)-(1-r) relor]

By -(U=r )+ 4y ) -[l—jjmz 'F'(l—r)-(l—jj
2-d-A,-(1-r)
hl-(l—r)+h2.,.(1_j

re(r.]
)

és

2-d-(4, + 4,)-r’

By -(1=r) +(h +hy)-r? .(l_jj"_hz -r-(l—r)(l—jj

re[O,rz]

2-d- A,

d] re(ni]

h, +h, -(1—/1

Bizonyitas. Ha r e [O, rz] esetén az optimalis javitdsi tételszdm éppen egy, akkor a
behelyettesités utan kiszamithat6 az optimalis ciklusido és a tételnagysagok. A masik eset

kiszamitasahoz hasznaljuk a kovetkez0 Gsszefliggést

? A
T°(n°) = 2.n

R
d.r h1+h2-(1—d)
A
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Behelyettesitve ezt a kifejezést az optimalis tételszamok és ciklusidé egyenleteibe,

megkapjuk a tételben allitott, bizonyitani kivant kifejezést.

Nahmias és Rivera dolgozatdban nem vizsgalta azokat az eseteket, amikor mind a javitasi,
mind a beszerzési tételszamok éppen megegyeznek eggyel, vagyis a feladat megoldasa
egészértékll. A targyalt Osszefliggésekkel megmutathat6, hogy a Nahmias €és Rivera altal

javasolt megoldas csak olyan ujrafelhasznalasi ratdkra teljesiil, melyekre r € (r2 ,1]. Az

ebben a dolgozatban javasolt mddszer ugyanazon folytonos tételnagysagokat szolgaltatja,
mint amit Nahmias és Rivera kapott. Az optimalis ciklusidé és javitasi és beszerzési

tételnagysagok egyszerii helyettesitéssel €s elemi szamitdsokkal hatarozhatok meg.
2.2.6. A folytonos optimalis beszerzési és javitasi tételszamok meghatarozasa
Nahmias és Rivera modelljének vizsgélata utdn térjlink vissza a (2.2.2) modell tovabbi

vizsgalatdhoz. A minimalis koltségek meghatarozdsdhoz a modell relaxalt valtozatat

tekintjlik az alabbi formaban:

C,(m,n)=+2-d -\/A-ﬂ+B-£+C-m+D-n+E — min
n m

m=>1 n=>1.

A fenti modell — amint a Schrady-modell esetén is — megegyezik a meta-modellel.

2.2.2. Tétel.
Az (n(r),m(r)) optimalis folytonos tételszamokra és a C,(r) koltségfiiggvényre az alébbi

harom intervallum all el6 az » Gjrafelhasznalési rata fiiggvényében

(i) A, -(h, +h2)-(1—%)r2—AR (1= + 4, -h, -(1—%]-r-(l—r)< 0,
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Cy(r)=~N2-d (1=r)- A, - + Ay 7 [hr+ ]},

(ii)

0< A4, (h +h2)-(1—%j-r2 — Ay b -(l=r) + 4, h, -(l—%)-r-(l—r)S(AR +Ap)-hy-r-(1-7)

9

(n(r ) m(r))=(,1),

c3(r):m.J(AP +AR)-{(h1 +h2)-(1—%)r2 b (1= +h, .(1_%j.r.(1_r)},

(iii)

A, - (h, +h2)-(1—%)r2 Ay b -(1=r) + 4, -h, -[1—%j-r-(l—r)>(AR +Ap)-hyr-(1=7)

c3(r)=\/ﬁ-{r-m+\//1p -(1—%)-(1—&-[};1 (1=r)+h, ~r]}.

A tétel bizonyitasaval nem foglalkozunk, az a felsorolt irodalmakban megtalalhat6. Az
Gjrafelhasznalasi rata harom intervallumanak végpontjai meghatérozhatoak. igy az r; és r»
értekek (r; < r,), amelyekre vagy a beszerzési, vagy a javitasi tételszdm egyenld eggyel,
de a masik szigoruan nagyobb, mint egy. A két érték kozott a tételszamok azonosak

eggyel, ezért ezen az intervallumon a megoldas egészértéki.

A modell fennmaradé dontési valtozodira az optimalis megoldast a kdvetkezd tétel foglalja

0ssze.
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2.2.3. Tétel.

Az optimdlis ciklusidd és az optimalis beszerzési €s javitasi

ujrafelhasznalasi rata fliggvényében a kovetkezok:

(i) ref0,r)

2 A,
Oy
[t

(i) r e [n, 1]

A, + A4,
= \/7\/h |_1 r +rJ+h o

0,()- |t L)

h, - |_ +rJ+h2r’

0,(r)= FJh [(A b+ Ay) 7’

‘i J+h o

(iii) r € (r,.1]

1= J_J +hrﬁ s

tételnagysagok az
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0, ra [

b -(1=r)+hy -7’

A Dbizonyitds egyszerli behelyettesitéssel meghatdrozhat6. Ezzel megadtuk a modell

folytonos megoldasat.

2.2.7. Az egészértékii megoldas

Az egészértékli megoldasnal tdmaszkodunk a Schrady modellnél leirtakra, mert amint
lattuk, csak egy szorzoban van kiilonbség a modellek kozott. Hasznaljuk most ujra a

fliggelékben szerepl? allitast az egészértékli megoldas eldallitasara.

2.2.4. Tétel. Az optimalis ciklusidd és az optimalis beszerzési ¢és javitasi tételnagysagok

az Ujrafelhasznalasi rata fliggvényében a kovetkezok:

(i) A, -(h, +h2)-(1—%)r2—AR by -(1=r) + 4, h, -(1—%)~r~(l—r)< 0,
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(iii)

A, -(h, +h2)-£1—%)r2 — Ay b -(1=r) + 4, h, ~(1—%j-r-(l—r)>(AR +Ap)-hy-r-(1=r)

~ A, (b +hy)-r? 11
(nlrhmlr))= @\/AR Ay -(1=r) +n, .r.(1—r))+Z +§" IJ'

Itt al-] fliggvény az argumentumhoz legkozelebb esé egészszamot jeldli. A bizonyitas

egyszerl behelyettesitéssel meghatarozhato. Ezzel a modell vizsgalatat befejeztiik.

2.2.8. Osszefoglalas

Nahmias és Rivera modellje teljesen analdg modon kezelhetd, mint a Schrady-féle
modell, ezért ugyanazok az 0sszegzd kijelentések hangozhatnak el ebben az esetben is.
Ennél a modellnél eltekinettiink szampéldak prezentalasatol, mert azok hasonléak az

elobbihez.

Nahmias és Rivera (1979) dolgozatukban néhdny érdekes altalanositasi lehetdségre hivjak
fel az olvasé figyelmét. Ilyen a raktarkorlatok figyelembe vétele, amit a mai napig nem
modelleztek még. A kovetkez6 bemutatanddé modelleknél a visszatérési rata dontési
valtozoként vald kezelése és linedris koltségek bevezetésének felvetése is toliik

szarmazik.
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2.3. Modell beszerzéssel és véges ujrafeldolgozasi rataval: folyamatos

kiegészités stratégia

2.3.1. Bevezetés

A szerzdk (Koh, Hwang, Sohn és Ko (2002)) egy egyszerii modellt vizsgalnak. A modell
hasonl6 a Nahmias és Rivera altal vizsgalthoz, de ebben az esetben egy masik
készletezési politikaval allunk szemben. Ez a készletezési politika a Schrady altal javasolt
¢s modellezett helyettesités (substitution) politika helyett a folyamatos p6tlas (continuous
supplement) politikat alkalmazza. A szerzdk nem fejezik ki expliciten a tételnagysagokat,
amit itt mi megtesziink. A dolgozat egy ) modellformat is tartalmaz a folyamatos poétlas
stratégiara: azt az esetet is vizsgaljak, amikor az altaluk wjrafeldolgozasi kapacitasnak
nevezett termelési, ujrafelhasznalasi rata nem haladja meg a keresletet. E részfejezetben

ettdl az esettdl eltekintek.

2.3.2. Paraméterek és a modell miikodése

A modell abban kiilonbozik a Nahmias és Rivera (1979) altal javasolt helyettesitési
mechanizmushoz képest, hogy a folytonos helyettesités készletezési politikat alkalmazza.
A modell anyagaramlasat a 2.3.1. dbra mutatja. Definidljuk most a modell valtozoit €s

paramétereit.

A modell dontési valtozoi:

- Opbeszerzési tételnagysag, nemnegativ,

- m abeszerzési tételek szama, m > 1, egészértéki,

- Or Gjrafelhaszndlési tételnagysag, nemnegativ,

- n az Ujrafelhaszndlasi tételek szama, n > 1, egészértékdl,

- T abeszerzési-javitasi ciklus hossza, nemnegativ.
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A modell paraméterei:

-d 1dbegységre eso keresleti rata,

-r 1ddegységre esd Ujrafelhasznalési rata, d > r,

- p 1iddegységre eso termelési rata, p > d,

- C, a beszerzési fixkoltség,

- C, az yjrafeldolgozas fixkoltsége,

- Ch2 az ujrafeldolgozott és beszerzett termék készlettartasi koltsége,

- Chy a visszatért termékek tartasi koltsége.

Az anyagaramlasi folyamatot és a készletszinteket a 2.3.1. és 2.3.2. dbra szemlélteti.

Beszerzés

o\ Hasznalhat / d-T
terméke

Fogyaszto

rT

Ujrafeldolgozas

2.3.1. abra. Koh, Hwang, Sohn és Ko modelljének anyagaramlasa

Az aldbbi egyenletek a készletezési pontokba torténd ki- és bearamldst mutatjdk a
beszerzési-javitasi ciklus alatt.
m-Qp+n-Qp,=d-T

0, T (2.3.1)

A készletszintek kiilonbozoek a két modellben. Nahmias €s River modelljében a szerzok
abbol indulnak ki, hogy az ujrafeldolgozott és felhasznalhaté termékek készlettartasa
dragébb, ezért érdemesebb csak akkor feltdlteni a készletet, ha a készletalloméany nullava

valik. Koh et al. ezzel szemben azzal a feltételezéssel élnek, hogy a visszatért, és
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ujrafeldolgozhatod termékek készletszintje legyen egyenld zérussal egy ujrafeldolgazasi
ciklusban. Felmeriil a kérdés a két modellt tekintve, hogy milyen esetekben alkalmazhaté
a Nahmias ¢és Rivera 4ltal javasolt modell, és mikor a Koh, Hwang, Sohn és Ko éaltal

ajanlott. Erre a kérdésre a kés6bbiekben kitériink.

A két modell lényegi kiilonbsége az is, hogy Nahmias és Rivera modellje csak egy
beszerzési tétellel szdmol. Az elébbi fejezetben ezt altalanositottuk, igy ez lehetové teszi a
két modell Gsszehasonlitasat. Meg kell jegyezniink, hogy Koh et al. modelljiiket két
részmodellre bontottdk annak fliggvényében, hogy a beszerzési, vagy az ujratermelési
tételek szama egy vagy tobb. A kovetkezd elemzések egy egységes szemléletii modellbdl
indulnak ki, és ennek a modellnek specidlis eseteként értelmezik a két, Koh et al. 4ltal
vizsgalt esetet. Az altalunk bemutatott modellformanak az is az elénye, hogy segitségével
megallapithatd, hogy a koltségparaméterek és a visszadramlasi rata mely értékeire lehet a
parcialis modelleket alkalmazni. Természetesen ehhez nagyban hozzajarul a meta-modell
tulajdonsagainak pontos ismerete.

2.3.2. abra. Készletszintek Koh, Hwang, Sohn és Ko modelljében

A
Hasznalhat6 termékek
-d
P -d
r t
4 Ujrafeldolgozhato
termékek
R
r-p r
T o
Ujrafeldolgozas Beszerzés
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2.3.3. A készletezés koltségfiiggvénye

A kovetkezd részben megszerkesztjiik a modell készlettartasi koltségfiiggvényét a dontési
valtozok fliggvényében. Itt ujra egy nemlinedris programozasi feladat megoldasara

vezetjiik vissza a problémat.

A modell készlettartasi koltségeit a 2.3.2. dbra készletszintjeinek segitségével szamitjuk
ki. A készletezési politika természetesen ebben az esetben is predetermindlt, amint az az
el6z6 két ismertetett modellben is volt. A szerzok az dbran bemutatott készletszintekkel
szamolnak, eltekintve attol, hogy ez a stratégia optimalis-e. A koltségek meghatarozasat

az 2.3.1. lemma foglalja dssze.

2.3.1. Lemma.
Legyen az ujrafelhasznalhat6 termékek készlettartasi koltségfliiggvénye S; €s a javitando

alkatrészek koltségfiiggvénye S,. Ekkor a két koltségfiiggvény a kovetkezo alakot olti:

Bizonyitas. Csak az els6 egyenldséget bizonyitjuk a hasznalhatd termékekre, mert a
masodikat hasonlé modon végezhetjiik el. Osszuk fel a 2.3.3. 4bran lathato teriiletet az
elsd m-1 darab Ujrafelhasznélési ciklusra, az utols6 ujrafelhasznalasi ciklusra és az n
darab beszerzési ciklusra. Ezt azért tessziik, mert a készlettartdsi koltséget ugy
értelmezziik, mint a goérbe alatti teriilet nagysagat. A 2.3.3. abran jelolt /) kezdokészlet

nagysaga (m —1)-[%—1) -0, . Ennek segitségével kiszamithatd az m-/ Ojrafelhasznalasi

2
ciklus koltsége, ami ZQ—R{(m -1) .(i_1j+ (m —1)-[1 —Lﬂ. Az utolsd Ujratermelési
T r p
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2
ciklus teriilete % [é—lj Az n darab beszerzés gorbe alatti teriiletét a kovetkezd
r

Q2 Q2 2
képlettel szamithatjuk ki: » -ﬁ - 2—R (m-1) (— - 1) :

Osszegezziik most a meghatarozott teriileteket:
2 2 2 2 2
S, :&. (m_1)2 -(g—lj-i—(m—l)- 1= _,__R.(l _1j+ n-—P——R-(m—l)z(i—lJ
2-r r p 2 \d r 2-d 2-d r

Elemi matematikai atalakitasok utan nyerjiik az elsd, bizonyitani kivant egyenldséget.

2.3.3. abra. A hasznalhat6 alkatrészek készletezési koltségeinek kiszamitasa (m = 3)
4 Hasznélhato termékek

d
In p d

v

m-1 Gjrafelhasznalas m-ik Gjrafelhasznalas

&
<«

n beszerzés

2.3.4. Az optimalis beszerzési-javitasi ciklus idejének hossza

A modell fix rendelési és javitasinditasi koltségeinek 0sszege legyen

F=m-C +n-C,.

A fix és készlettartasi koltségek ismeretében meghatarozhatd egy beszerzési-javitasi

ciklus atlagkoltsége:
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F+S +8
C(TanaQRanam):#:
T
O |, (11 2 11 o o (1 1)
Ch2'7' m - . d e 2_;_; n-C +”'Ch2'7; m.Cv+m.Chl'7. ;_;
+ +
T T T

A modellt ezek alapjan Gjra a kdvetkezd nemlinedris optimalizalési feladatra vezethetjiik

vissza:

C(T,0,,04,n,m)—> min

m-Qp+n-0,=d-T, (P3)
m-Qp=r-T,
T>0,0,>0,0; >0, n,m pozitiv egészértékl.

Hasznéljuk most a probléma leegyszertisitéséhez az (2.3.1) egyenldségeket, ahonnan két
folytonos valtozot kifejezve, azt a célfliggvénybe helyettesithetjiik. Az egyszeriiség
kedvéért a két tételnagysag mellett donthetiink. Természetesen kifejezhetnénk a

tételszamokat is, de akkor az egészértékiiség vizsgalata lenne nehezebb.

(d-r)-T

QP:
r-T
m

O =

A tételnagysagok behelyettesitése utdn az aldbbi egyszeriibb koltségfiiggvényt kapjuk,

amit C;(.)-gyel jeloliink:

CI(T,n,m):M+

2
Tle o (20 e o 1L iwzc(wj
2 d p r r pl)l m d n r d
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Most szekvencialisan kikiiszobdljiik a ciklusiddt. Ez a fiiggvény konvex a ciklusiddben,
ezért az optimalitds szilikséges feltétele egyben elégséges is. Tehat az optimalis

beszerzési-tjratermelési ciklusido:

2-(m-C, +n-C))

2
e 22 0 e a1, Cold=r) 1 o (11
d p r r pl)l m d n r d

Ezt a kifejezést visszahelyettesitve a C;(.) koltségfiiggvénybe az aldbbi Cs(.)
koltségfliggvényt kapjuk:

vagy
C,(nm)=v2-d -\/A(r)-%+B(r)-%+ ) m D()-n + E(), (232)
ahol

A (P3) problémat igy sikeriilt egy pozitiv egészértékii C»(n,m) fliggvény minimalizalasara
visszavezetni. A (2.3.2) modell egyben nem mas, mint a fliggelékben szerepld meta-

modell, tehat ezt a modellt annak segitségével lehet elemezni.
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2.3.5. Az optimalis egészértékii megoldas eléallitasa a tételszamokra
Az el6z0 két fejezetben még eldallitottuk a folytonos megoldasokat, most attol
eltekintiink. Azonnal alkalmazzuk a Fiiggelékben szerepld képleteket a diszkrét

megoldasra.

2.3.1. Tétel: A modell egészértékii megoldasa a kdvetkezd modon allithato eld:

2 2 2 Y 2
ic-c, lr-|+c,- o, _Cs'C;,z-(d r) _c..c,-|r-"1so0,
p d p ‘ d ‘ d

Ezzel a probléméat megoldottuk.
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2.3.6. Osszefoglalas

Errdl a modellrdl konnyen bebizonyithatd, hogy magasabb koltséggel miikodik, mint a
Nahmias ¢és Rivera (1979) modellje. Ennek az az oka, hogy az értékesebbnek tekinthetd
végtermékek esetén akkor adnak itt fel megrendelést, amikor még van a készleten. Ezt
egyébként belatta Teunter (2004) is. Azonban a Koh et al. (2002) altal javasolt stratégia
koltséghatékonyabb, ha a hasznalhaté termékek készlettartasi koltsége alacsonyabb, mint
a javitando alkatrészeké. Ezt bizonyitottam (2003a) dolgozatomban. A paraméterek

atnevezésével konnyen megkaphatjuk Nahmias és Rivera (1979) modelljét.
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3. Készletmodellek hulladékkezeléssel

Az ¢l6z6 fejezetben ismertetett harom modell mindegyikének célja az optimalis
beszerzési ¢és javitdsi tételnagysagok, valamint a hozzajuk tartozd tételszamok
meghatdrozasa volt. Menedzsment szempontbdl ezek lehetnek az elsddleges célok.
Ugyanakkor az a kérdés is felmeriil, hogy ha ismert és a vallalati menedzsment altal
befolyasolhatd az ujrafelhasznalasra visszaaramld hasznalt termékek aranya, akkor a
visszadraml6 termékekbdl mekkora aranyt hasznaljon fel a vallalat. Az itt feltett kérdésre

harom modell alapjan keressiik a valaszt.

A harom ismertetendd0 modell két részbol all: eldszor az optimalis tételnagysagokat
hatarozzuk meg ujrafeldolgozasra/javitasra és beszerzésre/termelésre a tételszamokkal
egylitt, masodszor ismert fajlagos termelési/beszerzési, Ujrafeldolgozasi/javitasi és
hulladékkezelési koltségek esetén az optimalis ujrafeldolgozasi hanyadot hatarozzuk meg.

Ezzel kétfokozati készletoptimalizalasi feladatokat allitunk eld.

Az els6 bemutatandé modellt a kdvetkezOképpen foglalhatjuk 6ssze (Richter (1996a)). A
terméket (jelen esetben konténert) a vallalat egyik miihelye allitja el6 vagy a hasznaltakat
javitja, hogy abban pl. alkatrészeket szallitsanak egy termelési fazis (masik miihely)
szamara. Az lires konténereket a felhasznalas helyén taroljak, majd a termelési periddus
végén az Osszegylijtott konténereket visszaszallitjdk a gyarto-javitd lizembe. A termeld
iizemben sziiletik dontés arrdl, hogy a konténerek mekkora részét gyiijtik javitasra és
mekkora hanyadat kezelik a vallalaton kiviil hulladékként. (Ez a hulladékkezelés jelenthet
ujrafelhasznalast egy masik vallalat szamara. Pl. ha a konténer vasbol késziilt, akkor egy
kohoban azt beolvaszthatjdk.) A kérdések a kovetkezOk lehetnek: a konténerek hany
szazalékat javitsdk meg, valamint milyen tételnagysdgokkal folyjon a konténerek

eléallitasa és javitasa, ha a dontéshozo célja a relevans koltségek minimalizalasa.

A kovetkezd modell (Teunter (2001)) egy jrafeldolgozasi modellt ismertet. A modellben
koveti egymast az ujrafeldolgozas €s a termelés. Ugyanakkor a fogyasztoktdl csak egy
adott mennyiségli hasznalt termék aramlik vissza a termeldhoz. A hulladékkezelés csak
akkor kezdddik meg, ha az Gjrafelhasznalas befejezddik, majd a hulladékkezelés utan ujra

elkezdddik a termelés. A kérdés tigy meriil fel, hogy minden visszaérkezd terméket ujra
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feldolgozzanak-e, vagy abbdl valamennyit hulladékként kezeljenek-e. A modell ez
esetben is két részbdl all, mint az el6zénél. Eloszor a minimalis készletezési koltségeket
hatarozzuk meg ismert visszaérkezési és Ujrafelhasznéalasi hanyad mellett, majd az ismert
fajlagos wjrafelhasznalasi, hulladékkezelési ¢és termelési koltségek mellett a

koltségoptimalis Gjrafelhaszndlasi hanyadot.

Végiil a harmadik problémat mutatjuk be (Dobos-Richter (2004)). Tételezziik fel, hogy
egy vallalat sajat termelése mellett recyclingbol elégiti ki a terméke iranti keresletet. Azt
is felteszem, hogy a termelés és a recycling folyamatok idoben folynak le, tehat a
termelési €s recycling hanyad véges. A vallalat a recyclinghoz a hasznalt termékeket a
piacrdl szerzi be, és abban a helyzetben van, hogy minden 4ltala eldallitott és hasznalt
terméket vissza tud vasarolni a piacrél. A kérdés tehat az, hogy mennyi terméket
vasaroljon vissza a vallalat a piacr6l ahhoz, hogy a relevans koltségeit, vagyis a
tételnagysaghoz kapcsolodoakat és a fajlagos hulladékkezelési, termelési, recycling és

visszavasarlasi koltségeit minimalizalja.

A harom modell kozos feltételezései a készletezési alrendszert tekintve megegyeznek a 2.
fejezet elején Gsszefoglaltakkal, ezeket itt azzal kell kibdviteniink, hogy a tételnagysadghoz

nem kapcsolodoé koltségek linearisak.

A modellek megoldasat is 0sszefoglalhatjuk roviden. Mivel mind a harom modellben az
optimalis Ujrafelhasznalasi hanyad meghatdrozdsa a cél, ezért az eredmények is
hasonldéak. Az optimélis hanyad azt mutatja, hogy vagy minden visszaérkezd hasznalt
terméket Ujra fel kell hasznalni, vagy semmit sem kell visszavenni, hanem csak
termelésbdl kell a sziikségletet kielégiteni. Ezeket az allitdsokat matematikailag is

bizonyitom.

Ezek utan ratérink a modellek bemutatasara.
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3.1. Egy haromraktaras modell javitassal és hulladékkezeléssel

3.1.1. Bevezetés

A hulladékkezelési problémat eldszor Richter (1996a) vizsgalta. Modelljét két szinten
oldotta meg. Az elsd szinten a minimalis készletezési atlagkoltségek melletti termelési és
javitasi sorozatnagysagok és a tételszamok megallapitasa volt a cél. A masodik szinten
linearis termelési, javitasi és hulladékkezelési koltségek bevezetése esetén a készletezési
¢s a linearis ,kezelési* koltségek 0Osszegének minimalizalasaval az optimadlis
hulladékkezelési rata meghatarozasat célozta meg. Az alapmodell megoldasa soran tobb,
matematikai szempontbol érdekes probléma allt eld, amelyet a szerzé(k) vizsgaltak. Ilyen
probléma a készletezési koltségfiiggvény tulajdonsagainak leirasa (Richter (1996b)), vagy
a masodik szinten megjelend feladat megolddsa (Richter (1997)) és az egészértekil
tételszam meghatarozasa volt (Richter-Dobos (1999a, b, c), Dobos-Richter (2000)). A
Dobos-Richter (2000) cikkben a szerzok egy meta-modellt vizsgaltak, amely hasonlo

visszutas logisztikai problémak megoldasahoz nyujthat alapot.

E rész célja a Richter (1996a) modell tovabbi vizsgadlata. A Dobos-Richter (2000)
dolgozatban a szerzOk emlitést tesznek arrdl, hogy a termelési és javitasi
sorozatnagysagok szdma nagyobb lehet egynél, de konkrét feladatot nem mutatnak be,

amelyre ez a tulajdonsag teljesiil.

A modell bemutatésa az alabbiak szerint kdvetkezik. A bevezetés utan a méasodik részben
a modell mikodését mutatjuk be a hasznalt paraméterekkel és valtozokkal. Utana a
készletezési és teljes koltségfiiggvényeket konstrudljuk meg. A negyedik részben
folytonos ¢és egészértéki tételszamok esetére adjuk meg a modell optimalis paramétereit.
A kovetkezo fejezet az egészértékili feladat optimalis megoldasat mutatja be. A hatodik,

utolso rész az eredményeket foglalja 6ssze.
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3.1.2. Paraméterek és a rendszer miikodése

Legyen adott egy termeld vallalat, amely az alkatrészek lizemek kozotti tovabbitdsahoz
szlikséges konténereket maga allitja eld és a régebben eldallitott hasznaltakat ugyanott
javitja. Az eldallitds és javitds ugyanabban a miihelyben torténik. A konténerek iranti
kereslet, amelyet egy masik miithely jelenit meg, feltételezések szerint iddben konstans. A
konténerekben alkatrészeket szallitanak a masodik iizembe tovabbi feldolgozasra. A
masodik lizemnek tehat alkatrészre van kereslete, de azt a konténerekben, egységesitett
darabszamban szallitjAk oda. Igy a mithelynek nem csak alkatrészekre, hanem
konténerekre is sziiksége van attételesen. Egy ehhez hasonld problémat Kelle és Silver
(1989) is vizsgalt sztochasztikus dinamikus sorozatnagysidg modellben, de csak az
eldallitd mithely szintjén. A masodik iizem az iires konténereket gytijti, raktdrozza, majd
onnan az els lizem termelési-javitasi ciklusdnak kezdetére azokat az elsd ilizembe
szallitjdk. Nem minden konténert tudnak a masodik tizembdl az elsObe visszaszallitani,
mert azok egy része a masodik iizemet hulladékként hagyja el. A hulladék aranyarol a
masodik lizem dont, de arra az elsd iizem is befolyéassal lehet. A modell anyagaramlasi
folyamatat a 3.1.1. dbra mutatja. A termelt és javitott konténerek kozds raktarba keriilnek
az elsé lizemben, ahonnan majd - egyenletes felhasznalast feltételezve — alkatrészekkel
megtelten kerlilnek a masodik iizembe. A hasznalt, de hulladékkezelésre 4t nem adott
konténereket a masodik ilizemben a masodik raktarban taroljak, ahonnan az egész

allomanyt az elsd lizemben 1év6 harmadik raktaraba szallitjak a ciklus végén.

3.1.1. abra. Anyagaramlas a modellben

1. 2. Uzem
Termelés
a . Rakt3
Y/ 4T »| Hasznalat @ | Hulladékkezelés
B-
Javitas G-
A
B-

akar/ B 2. Rakia
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A modell paraméterei €s valtozdi kovetkezok lesznek.
A modell paraméterei:

-d keresleti rata, idoegységre eso darabszam,

-r fix javitasi sorozatkezdési koltség,

-5 fix termelési sorozatkezdési koltség,

- h avégtermék készlettartasi koltsége (1. raktar), idéegységre per darab,

- u ajavitando termék készlettartasi koltsége (2. €s 3. raktar), idéegységre per darab,
- e egységnyi hulladék kezelési koltsége,

- b egységnyi végtermék termelési koltsége,

-k egységnyi javitandd termék javitasi koltsége.
A modell dontési valtozoi:

- T hulladékgytijtési id6tartam, a termelési-javitasi ciklus hossza,
-x ateljes sorozatnagysag a termelési-javitasi ciklusban, x = d T,
- m ajavitési tételek szdma, m > 1, egész,

-n atermelési tételek szama, n > 1, egész,

- a hulladékkezelési rata, a d keresleti rata szazalékaban, f =1-« a javitasi rata.

A modell tovabbi feltételezése az, hogy mind a termelési, mind a javitasi
sorozatnagysagok azonosak. Az x Osszes sorozatnagysag, vagyis a masodik iizem

ciklusbeli kereslete alapjan kiszamithatéak a termelési és javitasi sorozatnagysagok,

;- q a-X ; c g . * X . .
amelyek a termelési sorozatndl ——, mig a javitasi sorozatnal ’8— A harom raktar
n m

készletszintjeit a 3.1.2. dbra mutatja egy ciklusra vonatkozoan.
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3.1.2. abra. Készletszintek a raktarakban az i-ik ciklusban (m =3, n=2,i > 1)

X A
— | 1. Raktar
N
p-x
m
-d
iT ! ! ! e DT g
A e
2. Raktar | | |
PdT - i ————————— :r ——————————————————————— :
| . pd |
iT ; ; ; GEIT
4 | | | |
B-dT 3. Raktar E _________ Er _______________________ E
L-x l l
mo | |
iT ! G NT
Javitas Termelés

A modell megalkotdsanal eltekintiink attol, hogy a termelés/javitas idot vesz igénybe. Az
elsd raktarba pillanatnyi gyors bedramlas torténik, mig a kereslet idéegységre konstans,
igy itt a klasszikus fiirészfog modell all eld azzal a kiilonbséggel, hogy a termelési és

javitasi sorozatnagysdg kiilonbozik. Ebbdl a raktarbol akkor van kivételezés, ha a

78



készletallomany nullara csokken. A masodik raktarban csak egyenletes novekedés
torténik, mig a harmadik raktarbol csak javitasra vesznek ki egy-egy javitasi sorozatnyi
mennyiséget, de gy, hogy az elsd sorozatot a raktidrba vald beérkezés pillanataban
azonnal javitani kezdik, tehat az nem keriil készletezésre. Mindezt a kivételezést addig
folytatjak, mig a harmadik raktdr alloménya nulldira nem csokken. A folyamat

ciklusonként ismétlodik.

Konnyen lathatd, hogy az x keresletet az m darab azonos javitasi és n darab azonos
termelési tétellel elégitik ki. A modellt tehat az x teljes sorozatnagysaggal, az m és n

tételszdmmal, mint irdnyithaté valtozdkkal irhatjuk le.

3.1.3. A koltségfiiggvények megszerkesztése

A készletezési alrendszer 0Osszkoltségét a gorbe alatti teriilet fajlagos koltségekkel
sulyozott 0sszegeként hatarozzuk meg, amibdl — a ciklusidével osztva — a szokasos
atlagos koltségfliggvényt szdmithatjuk ki. A kdvetkezd lemma a raktdrak cikluson beliili

készlettartasi 6sszkoltséget adja.

3.1.1. Lemma. Legyen a raktarak Osszes készlettartasi koltsége H;, H, és H; az elso,

masodik és harmadik raktarra sorrendben. Ekkor

H, = +
2-d n 2-d m
1L12=2L~ﬂ.x2 (3.1.1)
u m_l 2 2
H=— . X
2.d m P

Bizonyitas. Csak a harmadik raktarra mutatjuk meg az Osszefliggést, mert a 3.1.1. dbra
alapjan a masik két egyenldség hasonloan beldthatd. A gorbe alatti teriiletet a harmadik

esetben a kovetkezdképpen szamolhatjuk ki:

i1 g. 3. 2.2 ml
H,=u- (Z'Bmxj(lﬂ xj:%.ﬂ zx ~;l,

i=1 m m
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1 f-x .. T e
ahol L Bx az idOtartam két javitasi tétel kozott, mig i - P
m m

a készletallomany az (m —

i)-ik tétel utdn. A természetes szamok 0sszegzését felhaszndlva kapjuk az eredményt.

A sorozatkezdési koltségek Osszege: mr+n-s. Az készletezési Osszkoltség K, igy a

sorozatkezdési és készlettartasi koltségek osszegeként irhato fel a kovetkez6 formaban:

KZ:(m~r+n-s)+ x” h~a—2+(h—u)-ﬂ—2+u-(ﬂ+,82) .
2-d n m

A készletezési atlagkoltséget ennek ismeretében konnyen meghatérozhatjuk alkalmazva

azt az Osszefliggést, hogy a teljes sorozatnagysag egyenld a ciklusbeli kereslettel (x =

d-T):

K(x,m,n,a) = X, :(m-r+n~s)~i+§{h~a—2+(h—u)~'8—2+u-(ﬁ+ﬂ2)}. (3.1.2)
m

T X n

Az els6 feladattipus a készletezési atlagkoltség minimalizaldsa lehet. Ekkor arra a
kérdésre keressiik a valaszt, hogy mely teljes sorozatnagysagra (x), javitasi és termelési
tételszdmra (m, n) és hulladékkezelési ratara (o) lesz a készletezési koltség minimalis és
milyen ajanlas fogalmazhat6 meg ezek ismeretében a kornyezettudatos vallalati termelési-

készletezési stratégiara.
Vonjuk most be a vizsgalatba a sorozatnagysaghoz kapcsolodd koltségeken kiviil a

linearis termelési, ujrafeldolgozasi ¢és hulladékkezelési koltségeket. Jeloljiik ezen

koltségeket az R(«) fiiggvénnyel. E koltségekre csak az atlagkoltségeket irjuk fel, mert az

rrrrr

R(a) =bd-a+kdpf+eda=d[ab+e-k) +k]

A teljes (készletezési és linedris) atlagkoltségek igy

G(x, m,n,a) = K(x,m, n,a)+ R(a).
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Két problémat fogunk vizsgalni:
1. Modell: A készletezési atlagkoltségek minimalizalasa

K(x,m,n,a)—) min
x>0, mmne {1,2,...}'

2. Modell: Az dsszes atlagkéltség minimalizaldsa

G(x,m,n,a) — min
x>0, mnec {1,2,...}, ae [0,1]'

A kovetkezo részben az 1. modell megoldasat adjuk meg.
3.1.4. Az 1. modell megoldasa

Ebben a modellben feltételezziik, hogy az « hulladékkezelési rata alland6. A modell
paramétereit, vagyis a teljes tételnagysagot és a tételszdmokat szekvencidlisan hatdrozzuk
meg. Célunk az o-t6l fiiggd koltségfiiggvény meghatarozdsa. A megoldasban elészor
feltessziik, hogy a tételszamok folytonos valtozok, majd azutan vizsgaljuk a szigoribb

egészértékliséget.

3.1.4.1. Az optimalis teljes tételnagysag és a minimalis koltségek adott tételszamok

mellett

A (3.1.2) koltségtiiggvény konvex ¢€s differencidlhatd x-ben. Ekkor a megoldas

2-a’-(m-r+n-s)

x(m,n,a) = (3.1.3)

2 2 :
B h-u) P (s p?)
n m
3.1.1. példa. Legyen s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, . = 0.8 (B = 0,2), d = 1000, m =

2 és végiil n = 3. Ezen adatokra az optimalis teljes sorozatnagysag a (3) Osszefiiggést
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alkalmazva x(2, 3, 0,8) = 249. A termelési sorozatnagysag 0,8 -x(2, 3, 0,8) / 3 = 66,5 mig
a javitasi sorozatnagysag értéke 0,2 - x(2, 3, 0,8) / 2 = 25 lesz. A készletezési koltségek
érteke K (249, 2, 3, 0,8) = 38.095,7 pénzegység.

A (3.1.3)-at (3.1.2)-be helyettesitve az egyszertisitett koltségfiiggvény

K(m,n,a)z\/2~d~(m-r+n~s)~{h-a72+(h—u)-%2+u~(ﬂ+,82)}.

A fenti fliggvényben végezziik el a miiveleteket, amivel az alabbi probléma adodik:

K(m,n,a)z\/2-d~[A(a)-ﬂ+B(a)~%+C(a)-m+D(a)-n+E(a)},

n

ahol

A@)=r-h-a’, Bla)=s-(h-u)-p. Cla)=r-u-(p+p)
Da)=s-u-(B+p*) E@)=s-h-a®+r-(h-u)-p

Legyen tovabba S(m,n,a)= A(oz)-m +B(a)- L Cla)-m+D(a) n+El@). (3.1.4)
n m

Mivel a gyokvonas egy monoton transzformacio, ezért elegendé az S(m,n, ) fliggvényt

minimalizalni az m és n tételszamokban, amelyek pozitiv egész szamok.

3.1.2. példa. Legyen tovabbrais s = 1450, r =200, h =650, u =35, a=0,8 (f=0,2),d =
1000. Ekkor az egyiitthatok értéke: 4(0,8) = 83.200, B(0,8) = 37.410, C(0,8) = 240,
D(0,8) = 17.400 és E(0,8) = 608.360. A (3.1.4) fliggvény ezen értékekre a kovetkezd

alakot veszi fel: S(m,n,0.8)=83.200-2 +37.410-2 +240-m +17.400- n + 608.360 .
n m
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3.1.4.2. Az optimalis folytonos tételszamok meghatarozasa

A tételszamok meghatarozasdhoz a meta-modellt vezetjiik be:

S(m,n):A~E+B-£+C-m+D-n+E—>min
n m . (3.1.5)

m,n>1

Itt feltehetd, hogy az A, C, D és E paraméterek pozitivak, és a B+D Osszeg is, amelyek
teljesiilnek a (3.1.4) fliggvény egyiitthatoira. Ez a segédfeladat az eredeti probléma egy

relaxalt feladata arra az esetre, amikor a tételszamok egynél nagyobb folytonos valtozok.

3.1.3. példa. Legyen most A = 8§3.200, B = 37.410, C = 240, D = 17.400 és E =
608.360. Ekkor A > B +D = 39.150, ami azt jelenti, hogy m° = [ és n° = 1,458. Az
célfiiggvény értéke ebben a pontban S(I, 1,458) = 722.745 lesz. A feladat
egyenlokoltség-gorbéjét a 3.1.3.4bra szemlélteti.

3.1.3. abra. A feladat S(m,n) egyenlékoltség-gorbéje

1.5
® (1. 1.458)

Stm.n) =722.745
0.5

Az 3.1.1. tétel segitségével a (3.1.4) feladat megoldasa folytonos tételszamok mellett:

3.1.1. Tétel. A (3.1.2) feladat és ezzel az 1. modell optimalis folytonos megoldasa a teljes
tételnagysagra x°(a) és a tételszamokra (m°(a),n’(e)), valamint a hozzajuk tartozdé K(a)

koltségfliggvény:
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Q) h>ujisfa=0)

m°(0)=1, n°(0)=0, x°(0)= 2-d-r

Gi) {s-(h—u) B> >r-h-a®+r-u-(B+ B fa{h>u}= ae,a)

(N R, S-(h—u) (o) = o) = 2.d-s
m (a)_ﬁ \/I"lh'a2+u'(ﬂ+ﬂ2)J, ( ) 1, ( ) \/h-a2+u-(ﬂ+ﬂ2),

K(a):m'{,B-q/r-(h—u)+\/s~|_h-a2 +u-(ﬁ+ﬁ2)J}

Gii) {s-(h—u)-B* <r-h-&* +r-u-(B+ B Alr-h-a* <s-(h-p* +u-B)=

aefa;, o]

W@thmﬂﬂ,ﬂwﬁJ 2-d-(r+s)

h-a’>+h-B>+u-B’°

K(a):\/2-d-(r+s)~(h~a2 +h- B’ +u~,8)

Gv) r-h-a®>s-(h- B> +u- )= ac(al)

m*(a)=1, n”(a):a.\/s‘( roh

h-B?+u-B)
ol \_ 2-d-r
x(a)_\/h-ﬂ2+u-/3

K(a)zm.[a.m+\/r~(h~ﬂ2 +u~ﬂ)J

v) a=1
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Ezt a tételt sem bizonyitjuk, mert egyszerii behelyettesitéssel az eredmények adodnak Ha
h < u teljesiilne, akkor az (i) és (i1) feltételek melletti megoldas nem Iétezik, igy ebben az
esetben m( ) értéke minden egyes a-ra egy. A tovabbiakban tekintsiink el ettdl az esettdl.
Az a; és a 1étezésének bizonyitasatol is (0 < a; < ay < I) eltekintiink, a Richter
(1996a) dolgozatban megtalalhatdak a részletek. Arra hivjuk még fel az olvaso figyelmét,
hogy a szélsé értékekben, vagyis amikor a hulladékkezelési rata nulla, vagy egy, az
eredmények értelmezhetdek, amit a tétel magaban foglal. Ha a hulladékkezelési rata
nulla, akkor az 0sszes konténer visszatér javitasra, igy termelésre nincs sziikség. Ebben a
pontban a kiszdmitott koltségfiiggvény nem folytonos jobbrol, tehat ott szakadasa van.
Amennyiben a hulladékkezelési rata egy, akkor minden masodik miihelybe beérkezd
konténert hulladékként kezelnek, ezért nem keriil sor javitisra. Egyszerii
behelyettesitéssel belathatd hogy ebben a pontban a koltségfiiggvény folytonos balrdl,
tehat elvileg az o = I helyettesitéssel a koltségfiiggvénybdl kiszamolhaté a minimalis
koltség. E két esetben a minimalis koltség melletti feladat a tételszdmokra az optimalis
egészérteklt megoldast nyujtja. Ezen kiviil bizonyos « értékekre is egészértékli lesz a
folytonos megoldas a trivialis /oy, a;/ szakaszon kiviil, amikor a javitasi és termelési

tételszam is egyenld eggyel.

3.1.4. abra. A tételszamok a hulladékkezelési rata fiiggvényében, o € (0,1)

30

20 [~ -

3.1.4. példa. Tekintslik ujra a 3.1.2. példa adatait: s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, d =
1000. Ebben az esetben 7 > wu, igy a 3.1.2. tételben megadott 6t eset mindegyike
eléfordul. Ekkor a; = 0,728 és a, = 0,732, tehat e két hulladékkezelési rata kozott a
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tételszamok egyenlok eggyel, vagyis m(e) = n(e) = 1. A tételszamokat a
hulladékkezelési rata fliggvényében a 3.1.3. dbra mutatja. A K(a) koltségfliggvényt a

3.1.4. abran mutatjuk be. Az a = 0 pontban ez a fliggvény nem folytonos, a K(0) értéke
161.864.

3.1.5. abra. A K(a) koltségfiiggvény a /0,1 /intervallumon

Jellemezziik most a K(a) koltségfiiggvényt. Ezt a kdvetkezd lemma mondja ki.

3.1.2. Lemma. A K(a) koltségfiiggvény (i) konvex a (0, ;) intervallumon (7 > u), (ii)
pontosan akkor konvex a /&, ;] intervallumon, ha 44 -h + u) >u°, (iii) konkav a (a,1)

intervallumon ¢és folytonosan differencialhat6 a (0, /) minden pontjaban.

A lemma bizonyitasdt némi szamolassal egyszerlien megkaphatjuk. A lemmabol is
lathato, hogy ha a & > u Osszefliggés tarthatd, vagyis a termelt konténerek készlettartasi
koltsége nagyobb, mint a javitott konténereké, akkor a koltségfiiggvény két részbdl all a
(0,1) intervallumon: a (0, &/ intervallumban konvex, mig a («, 1) szakaszon konkéav.

A koltségfiiggvényre is adhatunk alsdhatart.

3.1.3. Lemma. A kovetkez6 0sszefliggés minden a /0, I Jhulladékkezelési ratara teljestil:

K(a)Zx/2-d-[a-\/s-h +\/r-(h-ﬂ2+u-ﬂ)J.
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Bizonyitas. Induljunk ki abbol, hogy

m'(a)

2d [ A" (@) Jno<a)( Bla) +o(a)]] + 2/ Ale)[Bla)+ Dla) m’ ()] + e () + Bla) >

V242 4(@)-[B(@)+ D(a)] + C(a)+ E(a)|

Az egyenldtlenséget azért irhatjuk, mert a négyzetes kifejezés nemnegativ, igy a gyokjel
alatti kifejezést azzal csokkenthetjiik. A fennmaradé rész monoton névekvo fliggvénye az
m(a) valtozénak, igy az egy értéket véve egy alsobecslést kapunk a koltségfiiggvényre. A
kapott becslés fliggetlen az o megvalasztasatol. Az atalakitasokat elvégezve, a lemma
allitasat nyerhetjiik. Ez teljesiil az intervallumunk sz¢ls6 értékeire is, vagyis a nulla és egy

pontokra is, amit egyszerli behelyettesitéssel ellendrizhetiink.

A lemma kovetkezménye az, hogy a koltségfiiggvényt alulrol kozelithetjiik egy konkéav

fliggvénnyel, amit viszont egy linearis fiiggvénnyel kozelithetlink alulrél:

K(@)2N2-d Ja s +fr- (b vu-B)|2N2d o N5 h+ pfr-(ira)).

Mindez azt mutatja, hogy a készletezési koltségfliggvényre teljesiil az alabbi 0sszefiigges:

K(a)Zmin{\/Zd-s-h;\/Z-d-r-(h+u)},

amibdl az kovetkezik, hogy a koltségfiiggvény als6 korlatja a tiszta stratégidk kozil az
egyik, vagyis a kereslet kielégitése csak termelésbdl javitas nélkiil, vagy a
keresletkielégités hulladékkezelés és termelés nélkiil csak javitassal. Nem tliztiik ki célul
a készletezési koltségek minimalizalasat, igy ezt a becslést nem tekintjiik egy
optimalizalasi feladat megoldasanak. Erre a becslésre a teljes koltségek

minimalizalasakor lesz sziikségiink.
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3.1.5. példa. A 3.1.4. példa esetén K(a)>min{l61.864;434.166}=161.864 = K(0),

vagyis a készletezési koltségek minimalis értékénél minden hasznalt konténer javitasra

visszakeriil javitasra.
3.1.4.3. Az optimalis egészértékii tételszamok meghatarozasa

Tekintsiik most mindazon « hulladékkezelési ratakat, amelyekre a folytonos megoldas
nem szolgaltat egészértékil tételszamokat. A kérdés most ugy hangzik, hogy az optimalis
egészértékii megoldas a hatarvonalon fekszik-e (n'(a) = 1 vagy m'(e) = 1), vagy a
megengedett tartomany belsejében (n'(@) > 1 és m'(a) > ). A kovetkezd példa ramutat

arra, hogy az optimalis egészértékii megoldas a megengedett tartomany belsejébe eshet.

3.1.6. példa. Legyen ismét s = 1450, r = 200, h = 650, u =5, a =08 (f=0,2), d =
1000. Erre az esetre a folytonos megoldast a 3. példdban allitottuk eld. A folytonos
tételszamok m(0,8) = 1 és n(0,8) = 1,458, amire K(m(0,8),n(0,8),0,8) = 38.019,6. A
hatarvonalon fekvé megoldasok m’;(0,8) = 1, n'1(0,8) = 1 és m'5(0,8) = 1, n'5(0,8) = 2. A
koltségfiiggvény értékei: K(m';(0,8),n'1(0,8),0,8) = 38.234,8 és K(m'5(0,8),n5(0,8),0,8) =
38.170,7. Ugyanakkor, ha m° = 2 és n° = 3, akkor K(2,3,0,8) = 38.095,7. Mivel
K(2,3,0,8) < K(m'5(0,8),n'5(0,8),0,8) < K(m'i(0,8),n"1(0,8),0,8), ezért az optimalis
egészértekll megoldas a megengedett tartomany belsejébe esik. A tartomany belsejébe esd
megoldas koltsége 0,197 szézalékkal alacsonyabb, mint a hatarvonalon fekvé megoldasok
koziil az alacsonyabb, vagyis m’»(0,8) = I, n'5(0,8) = 2. Az egyenl6koltség-gorbékkel

eldallitott megoldast a 3.1.6. dbra szemlélteti.
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3.1.6. abra. Egészértékii megoldas a tartomany belsejében

4

(2.3)

(1.2)

(1.1)

Nevezzik hatarmegoldasnak az optimalis egészértékii megoldasnak azt a becslését,
amelyre a tételszamok a folytonos megoldashoz legkdzelebb esé egészértékek. Jeloljiik
ezeket a becsléseket (m’(),n’())-val. A  hatarmegoldasokat formalisan a

kovetkezOképpen hatarozhatjuk meg:

3.1.2. Tétel. A javitasi és hulladékkezelési modell hatarmegoldasai

® (O’O(I)ZMZ)(O{):HAWLLLLJ’ n'(a)=1,

B(a')+D(a) 4 2

(iii) (a2 1) = m"(a)=1, nb(a){\/ﬂggJ,

ahol x| a legnagyobb x-nél kisebb egészszamot jeldli.

Ez a tétel azt mondja ki, hogy ha a folytonos megoldasban az egyik tételszam egy, akkor
azt hagyjuk, mert egy egész szamhoz “az van a legkdzelebb”, de ha nem egész a masik,
akkor azt ,kerekitsiik® lefelé, vagy felfelé¢, annak a fiiggvényében, hogy melyik
egészszamhoz esik kozelebb. Konnyen bebizonyithato (1asd Dobos-Richter (2000)), hogy
pl., ha egy S(1, 4,4, @) esetén az n-re a négy kisebb fliggvényértéket ad, mint az 6t, igy a
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K(1, 4,4, ) koltségértékre is. A 3.1.7. dbran szemléltetjilk a hatarmegoldasokat a 3.1.6.

példa paramétereivel.

3.1.7. abra. A hatarmegoldasok a hulladékkezelési rata fiiggvényében

30

20 [~ -~

A kovetkezd lemma sziikséges feltételt mond ki arra vonatkozoélag, hogy az egészértékii

optimum mikor lesz automatikusan hatdrmegoldas.

3.1.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy a folytonos (m°(a),n’(e)) megoldas nem egészértékii.
Ekkor az (m”(a),n"(a)) hatarmegoldas egyben optimalis is ((m”(e),n"())=(m"(e),n'())),
ha (1) ae(0,a;) esetén 49-A(a) < 527-C(ey) vagy ha (ii1)) ae(ay 1) esetén 49-B(a) <
527-D(e).

A bizonyitést itt is elhagyjuk, csak a bizonyitasban adott felsé hatart adjuk meg az (i)
esetre, vagyis amikor a termelési tételszam nagyobb, mint egy. (Hasonld szimmetrikus

becslést adhatunk a masik oldalra is.) Ekkor

S(l, n’ (a),a) < % JA(@)-[Bla)+ D(a)] + Cla)+ E(a). (3.1.6)

Jellje most S(m'(a),n'(a), ) az optimélis egészértékii megoldast, amely a megengedett
tartomény belsejében fekiidhet, és Sm’(e),n’(e), ) a hatarmegoldast. A kérdésiink tgy

hangzik, hogy mennyi a relativ hibgja a két megolddsnak.
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3.1.3. Tétel. A hatarmegoldas relativ hibaja a kovetkezo:

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ae(a, 1), vagyis n’(e) > 1. Ekkor

Sm’(a),n” (@), ) - S(m' (), n' (@), @) <Sm"(),n" (), @) - S(m°(),n’(), ),

¢s igy

Sl (@b () S ' (@ha) _ St @b~ o[l [Ba) D+l + )
S (@' (@)l 2 JAa)-[8le) + D] + (e + e

ahol

(i () (@) @) = 2 (@) [Bler) Dl@)] + Clar)+ Eler) = N5 T 47 (1 7 vt B

A (3.1.6) becslés ismeretében: dS, SL Z.Q.M.\/F.(h.ﬂz +u-ﬂ) .
12 la-ﬂ+\/r-(h-ﬂ2 +u-ﬂ)Jz

2ea-s-h-\Jr-(h-p* +u-p)

la~m+\/r-(h-ﬁ2+u-ﬁ)r

bizonyitottuk. Szimmetrikus érveléssel bizonyithato az allitds az ae(0, «;), vagyis mb( Q)

Azonban egyszerii kozelitéssel

1 . .
SE, amivel a tételt

> ] esetre is.

A Dobos-Richter (2000) dolgozatban azt lattuk be, hogy a relativ hiba kisebb 1/24-nél. A
kovetkezo tételben a koltségtiiggvényre adunk egy becslést.

3.1.3. Tétel. A hatarmegoldas készletezési koltségének relativ hibaja a kovetkezo:
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Bizonyitas. Vizsgéljuk a dK; kiillonbséget. Mivel
K(m(a), n(a),a) = \/2 -d- S(m(a), n(a),a) , ezert

ami bizonyitja az allitast.

Amint a bizonyitds menetébdl kideriilt, nem csak azt lattuk be, hogy a hatar- és az
optimalis egészértékli megoldas relativ hibdja /48, hanem azt is, hogy a hatdrmegoldas
¢s a folytonos megoldas kiilonbsége is ennyi. A tétel azt mondja ki, hogy a
hatdrmegoldasnak ¢és az optimalis egészértékii megoldasnak a koltségkiilonbozete nem
haladja meg a 2,1 szazalékot. Ezzel kapcsolatban felmeriilhet a kérdés, hogy ne alljon-e
meg az optimum keresése a hatarmegoldasnél, amelynél az egyik tételszam egyenld

eggyel. Ezzel az eredménnyel attérhetiink a 2. modell vizsgalatara.

Ha az optimalis tételszdmokat meghataroztuk, akkor a hulladékkezelési rata ismeretében a

K(o) fiiggvényt meghatarozhatjuk:

K'()= \/2-d -[A(a)- a ((Z)) + Bla)- m((‘;?) R C(a)-ml(a)+D(a)-nl(a)+E(a)} |
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3.1.5. A 2. modell megoldasa

A 2. modellnél feltételezziik, hogy az « hulladékkezelési ratdk ismeretében adottak a
tételnagysaghoz tapado valtozok értékei, igy az egészértéki tételszamok is. A problémat

ekkor a

G(a) = K'(a) + R(a) — min
aef0l]

formaban irhatjuk fel. Mivel az egészértékli megoldas magasabb koltséget eredményez,

mint a folytonos megoldas, ezért a G() fliggvényre a kdvetkezo becslést tehetjiik:

A 3.1.3. lemma alapjan a K(«a) koltségfiiggvényre becslést végezhetiink, ¢és az R(x)
tételnagysagtol nem fliggd linearis koltségfiiggvényt ismerjiik. igy

K(a)+R(a)2m-[a-\/E+\/r-(h-ﬂz+u-ﬂ)J+b-d-a+k-d-,B+e-d-a,

ami konkav fiiggvény az értelmezési tartomanyaban. Tovabbi becsléssel

G(O()Za-d- 2.S'h+b+e _|_ﬂd M+k >
d V d
2min{d~[ 2'2'h+b+e} d-{ Ww}

amivel bebizonyitottuk az

3.1.5. Tételt. Az optimumban a dontéshozo két stratégia koziil valaszthat: o’ = 0, vagy o’
= [. Ez azt jelenti, hogy a tiszta stratégidk egyike mellett (az 0sszes termék javitasa,
hulladékkezelés nélkiil; vagy az Osszes konténer letermelése javitds nélkiil) lesznek a

relevans koltségek a legalacsonyabbak.
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A hulladékkezelés e koltségtényezdje valtoztatasaval lehet a vallalatok tevékenységét a

kornyezettudatos anyaggazdalkodas iranyaba terelni.

3.1.7. példa. Legyen Gjra s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, e = 100, b = 250, k = 150, d

— 1000. Ekkor G(0)=d - { /2"”'T (h+u) | k} — 166.186 &s

2-s-h

G(l)zd-[

+b+ ej =393.417, vagyis optimalis minden hasznalt konténert

ujrafeldolgozni, & = 0. A gazdasagi sorozatnagysag értéke 25 darab.
3.1.6. Osszefoglalas

A dolgozatban egy javitasi és hulladékkezelési modellt mutattam be. El8szor a probléma
optimalis készletezési paramétereit hatdroztam meg adott hulladékkezelési rata mellett,
majd a hulladékkezelési ratat is dontési valtozonak tekintve egy lineéris koltségekkel
kiterjesztett modellben belattam, hogy koltségszempontbdl a tiszta stratégidk dominansak.
Ennek az lehet a praktikus kovetkezménye, hogy a koltségek valtozasaval lehet a tisztan
gazdasagi racionalitds alapjan 4llo vallalatokat kornyezettudatosabb gazdalkodasra

(Gjrafelhasznalasra) birni.
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3.2. Kétraktaras modell ujrafeldolgozassal és hulladékkezeléssel

3.2.1. Bevezetés

A termékhelyreallitdssal kibdvitett készletmodellek az optimalis tételnagysag klasszikus
modellje természetes altalanositasanak tekinthetéek. A klasszikus tételnagysag modellek
csak egy terméket vizsgalnak. A termékhelyreallitasi modellek nehézsége abban rejlik,
hogy két raktarat és két kiilonb6z6 terméket elemeznek. Ennek a résznek az a célja, hogy
a javasolt visszutas készletmodellek koziil egyet elemezzen, nevezetesen Teunter (2001)

modelljét.

Az emlitett munkaban a szerz0 azt allitja, hogy az ujrafeldolgozasi ¢és termelési
tételszamok koziil az egyiknek meg kell egyeznie eggyel egy termelési-ujrafeldolgozasi
ciklusban. Ciklus alatt kizarolag egymast kovetd tevékenységeket értiink, ahol a

ciklusokban a tételnagysagok azonosak.

Elészor a javasolt modell koltségfliggvényét szerkesztjiik meg, mert a szerzd negligélta az
altalanositott fliggvény megalkotasat. A probléma megoldasa utdn bemutatunk egy olyan
példat, amikor a termelési és ujrafeldolgozasi tételszamok szigoruan nagyobbak, mint
egy. Ezzel az ellenpéldaval megmutatjuk, hogy a szerzé altal bemutatott grafikus
,,bizonyitas* nem tokéletes. Valdjaban Teunter (2001) csak azt bizonyitotta be, hogy nem
lehet optimalis egy olyan megoldas, ahol termelési és ujrafeldolgozési tételszamok
egymashoz nem relativ primek. Egy masik feltételezése az volt, hogy a termelt joszag
készletezési koltsége nagyobb, mint az ujrafeldolgozotté, ugyanis a termelés fajlagos
koltség valdszinlileg ~magasabb, mint az Ujrafeldolgozasé. A modell hidnyossagait

Dobos-Richter (1999a) dolgozatukban korrigéaltak.

Eldszor a modell paramétereit és miikodését mutatjuk be, majd szekvencialisan kizarva a

dontési valtozokat az optimalis megoldast allitjuk eld.
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3.2.2. Paraméterek és a rendszer miikkodése

A modellben a kovetkez6 tevékenységeket vezetjiik be:

- yjrafeldolgozas,
- hulladékkezelés és

- termelés.

Egy ciklusban a fenti tevékenységek kovetik egymast fix Ujrafeldolgozési és termelési

tételnagysagokkal. A tervezés idohorizontja csak egy ciklus.

A dontéshozo célja a koltségek minimalizaldsa, amikor a termelési és Ujrafeldolgozasi
tételnagysagok ¢és tételszamok, valamint az Gjrafelhaszndldsi rata meghatarozasa cél. A
koltségfliggvény a koltségek két nagyobb csoportjabol all: a klasszikus tételnagysag
modell atallitasi fixkoltségei és a készlettartasi koltségek, valamint a tételnagysagtol
fiiggetlen linearis koltségek, mint az tUjrafeldolgozasi, termelési és hulladékkezelési

koltségek.

A modell jelolései a kdvetkezdek.

A rendszer paraméterei:

-7 visszatérési rata (0 <r <1),

-2 keresleti rata.

Koltségparaméterek:

- K, atermelés atallitasi koltsége,

- K, azyjrafeldolgozas atallitasi koltsége,

- h,  egységnyi Uj termék eldallitasi koltsége,

- h,  egységnyi ujrafeldolgozott termék eldallitasi koltsége,
-h, egységnyi visszatért hasznalt termék tartdsi koltsége,
-cn  termelési egységkoltség,

-¢,  Ujratermelési egységkoltség,

-cg  egységnyi hasznalt termék hulladékkezelési koltsége.
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Dontési valtozok:

- On termelési tételnagysag,

-M  atermelési tételek szama, pozitiv egész,

- O, Ujratermelési tételnagysag,

-R  azuyjrafeldolgozasi tételek szama, pozitiv egész,
-T  atermelési-ujratermelési ciklus hossza,

-u ujrafelhasznalasi rata (0 <u <r).

Feltételezziik, hogy az 0Osszes paraméter és dontési valtozd nemnegativ szam. A
hulladékkezelési koltség lehetne negativ (c;), ami azt jelentené, hogy a visszavett hasznalt
terméket a véllalat tovabbértékesiti. Ez azt is jelenthetné, hogy az Ujrafeldolgozést a
vallalat besziinteti, amivel itt nem kivanunk foglalkozni. A készlettartasi koltségeket (4,
h, és h,) a szokdsos moddon értelmezziik, azaz a beszerzési koltség és a hitelkamatlab
szorzataként. A termelési és Ujratermelési egységkoltség tartalmazza az egy darab

termékre es6 kozvetlen anyag- €s bérkoltséget. Tételezziik még fel, hogy

Cm T Ca> Cy,

vagyis egy Uj termék egységének termelése és annak a hulladékként torténd kezelése
legyen dragabb, mint az Wjratermelés. Ez azt jelenti, hogy az ujratermelés gazdasagi
értelemben hatékonyabb, mint a termelés €és utana ezen termékek hulladékkezelése. A

modell matematikai formdjat allitjuk most eld.

Elészor az allomany-folyam mérlegeket irjuk fel a végtermékek és a hasznalt termékek
készleteire egy ciklusban. Az (1) egyenlet azt mutatja, hogy az M-Q,, megtermelt és R-Q,
ujrafeldolgozott termékek Osszegének fedni kell a termék iranti ciklusbeli A-T keresletet.
A (2) mérlegegyenlet szerint a visszatért termékekbdl R-Q,-t Ojrafeldolgoznak, amibol
aztan végtermék lesz, vagy (r-u)- A-T mennyiséget hulladékként kezelnek. A modell

ciklusbeli anyagaramlasi folyamatat a 3.2.1. abran szemléltet;jiik.

MOy + RO, = AT (3.2.1)
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RO+ (r-w)- AT=rT (3.2.2)

Az (1) és (2) linearis rendszerbdl két egymastol fiiggetlen egyenletet kapunk a termelési

¢s tjrafeldolgozasi tételnagysagokra:

MO, = (1 —u)AT (3.2.3)

és

RO, =uAT (3.2.4)

3.2.1. abra. Anyagaramlas a modellben

Termelés

MO, =(1-u)-A-T

Piac

R-O, =u-AT

Ujrafeldolgozas rA-T

A

Hasznalt

R-O,=u-AT

Hulladékkezelés

Ha az ujrafelhasznéalasi rata egyenld nullaval, azaz u=0, akkor az ujratermelési
tételnagysag egyenld nullaval, vagyis Q,=0 a (3.2.4) egyenletben. Ez azt jelenti, hogy
minden visszatért hasznalt terméket hulladékként kezelnek, és nincs a rendszerben

ujrafeldolgozés, ami azt jelenti, hogy a klasszikus tételnagysag modellel van dolgunk.
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Egy masik érdekes eset az, ha az Osszes viszatérd hasznalt terméket ujrafeldolgozzak,
amikor nincs hulladékkezelés, amint az Schrady (1967) modelljében is torténik, és a
modell készletezési része ekkor megegyezik Schrady (1967) modelljével. A (3.2.3) és

(3.2.4) azonossagokra sziikségiink lesz a koltségfliggvény megszerkesztésénél.

3.2.3. A koltségfiiggvények megszerkesztése

Allitsuk most elé a teljes koltségfiiggvényt. Ezt két 1épésben tessziik meg. Az elsd
1épésben a H(Q,, O,, T,M,R,u) készlettartasi koltséget szerkesztjilk meg a vég- €s hasznalt
termékekre. A masodik 1épésben a linearis termelési, Gjrafeldolgozasi és hulladékkezelési

L(Om, O, T,M,R,u) koltségeket konstrualjuk meg.

3.2.1. Lemma: A ciklusbeli készlettartasi koltségek dsszege

2 2 2
24 22 22

alapjan szamitjuk ki a koltség fliggvényt. Tegyilik fel, hogy a ciklusbeli készletek
készletszintjének nagysaga I'(z) a végtermékeknél és I'(?) a hasznalt termékekre, 0 < ¢ <'T.
A készletezési koltségeket a gorbe alatti teriilettel azonositjuk a matematikai

készlegazdalkodasban, vagyis

Tu T T
H(Q,.0,,M . Ru)=h, - [I"()dt+h,, - [I"(O)dt+h, - [ 1" (t)dt .
0 T-u 0

99



3.2.2. abra Készletszintek a modellben (R=3, M=7)

b Végtermék készlet I'(2)

O,
Qm

A
Y

\/
v

T-u T(1-u)

i I |
Hasznalt termék készlet I'(2) ! ! ! ! ! i
oo s
o : I |
Y : | : : : i : |
. ) — I : : : : : >
: g : T
| AT | |
Ujrafeldolgozas Termelés

Most hasznaljuk ki a készletezési politika azon tulajdonsagat, hogy a végtermékek és
hasznalt termékek 0sszege monoton csokkend, lineadris €s folytonos fiiggvénye az idonek
az ujrafeldolgozési ciklus alatt. Ez abbol kovetkezik, hogy a hasznalt termékek
feldolgozasakor korabban gyartott termékeket tesznek Gjracladhatova, de csak a kereslet »
hanyada tér vissza, igy a rendszerben 1évd és végtermékként kezelhetd cikkek szama
csokken. Ezen meggondolads alapjan a termelési-ujrafeldolgozasi ciklust két alciklusra

bonthatjuk, 14sd a 3.2.2. dbran bemutatott 6szefliggéseket:

(1) A keresletet kizardlag tjrafeldolgozasbol elégitik ki, és az ujrafelhasznalhatod

Qr

termékek készlete pozitiv. Ezen intervallum hossza egyenld T - u — == -val.
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(2) A keresletet az utolso6 Gjratermelési tételnagysagbol és a termelésbol elégitik ki, és a

Qr
A

hasznalt termékek készlete monoton nemcsokkend. Az ujrafeldolgozési tételt

2

hosszusagi intervallumon hasznaljak. Ezen alciklus hossza T -(1—u)+

Az alciklusok segitségével a kovetkezé mddon szamithatok ki a készlettartasi koltségek:

H(0,.0,,M,R,u)=

4qr

Tudr 4qr

Tu—+

(h,—h,) | 7 ()dt +h, sz*‘ ()dt +h, Tzs (0t +h, | f] O+ 1" (Ol +h, Tz" (t)dt”
0 T-u—qf’ T-u 0 T~u—&
A A

Ot integralt kell kiszamitanunk, de ezek mindegyike egyszerii linearis fiiggvények gorbe

alatti tertilete. Az elsé integral R-1 darab Ujrafeldolgozasi tételbdl all. Ezek a koltségek a

Tudr

A 2
kovetkezok: (h, —h, )- J.I “(t)dt =(R-1)-(h, —h, )% A masodik integral csak egy
0

Tu 2
ujrafeldolgozasi tételbdl all, ami h, - | I°(¢)dt = h, % A harmadik érték a termelési

Tadr
A

r 2
tételek készlettartasi koltsége, ami M darab tételbdl 4ll: 4, - Il ‘(tydt =M -h, g_; A

T-u
negyedik integral kiszamitasa egy kissé¢ bonyolult. Az elébbiekben mar sejtettiik, hogy az

ujrafeldolgozasi ciklusban a készletszintek I°(2)+I'(¢) 6sszege mnoton csokkend linearis

0

fliggvény. Ezen linedaris fiiggvény iranytangense (1-r)-A. Az T -u — idépontban a ezen

fiiggvény értéke Q,. Ezzel a feltételezéssel az integral értéke a kovetkezd lesz:

Tu-dr

h, - j[}“(t)+[’(t)]dt:hn -[Q, +(1—r)-§-[T-u—%H-(T-u—%j. Végiil az utolsd

T 2
integral /4 - I[’(t)dt:hn F%[I_—FTLH-%] .

Fude
A
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Osszegezve a kapott 6t integralt elemi atalakitisokkal megkapjuk a lemma allitasat. Az

R-
atalakitasoknal felhasznaltuk a (4) egyenleteta 7 -u = RO forméban.

A termelési, Ujrafeldolgozasi ¢és hulladékkezelési linedris koltség egyszerlien

meghatarozhato:

L(On On TMR 1) = CyM-Qpy + ¢, ROy + ca-A-T-(r-u) =
T./i.[u-(cr -c, —cd)+(cm +c, r)]

Most a Cy(Qn, 0, T,M,R,u) atlagkoltségfiiggvényt hatarozzuk meg, a teljes készlettartasi

¢s atallitasi koltségek €s a linearis koltségek 0sszegét osztva a ciklus hosszaval :

Ca(QmaQr,T,M,R,u):

2 2 2
R-Kr+R~h,-%+M~Km+M-hm -&Jrhn-Q’ 4R*-——+R
22 22 22
= +
T

+u-/1-(c,, -c, —cd)+i-(cm +c, -r)

Ez a probléma az alabbi vegyes folytonos-egészértékii nemlinedris programozasi

feladathoz vezet:

Cu (QmaQrTaM;R,U)_) min

M-Q, =1-u)-A-T,

R-QO =u-A-T,

0<u<r,

0,20,0 >20,T >0, M,R pozitiv egészek.

(P4)

Miel6tt megoldanank a problémat, felhivjuk a figyelmet arra, hogy a (3.2.3) és (3.2.4)
egyenletekbdl két valtozot kifejezve csokkenthetjiik a valtozok szamat. Azonban az R és

M egészértéklisége miatt azokat nem érdemes kifejezni.
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3.2.4. A modell megoldasa

Ebben a részben megoldjuk a (P4) problémat. A (3.2.3) és (3.2.4) egyenletekbdl fejezziik

A-u)-A-T és Qr:u-;le-T.

ki a termelési és ujrafeldolgozasi tételeket O, =

A behelyettesités utan az aldbbi (P4") optimalizalasi feladat all elé:

r

R-K +M-K
Pt m T, hr+hn.u2.g.l.,.h_m.(l_u)z.g.L_,_h_n.f.;L. 1_1
T 2 R 2 M 2

+u-A-(c, —c, —c,)+A-(c, +c, -r)— min
(P4
0<uc<r,
T>0,

M, R pozitivegészek.

3.2.4.1. Az optimalis ciklusidé meghatarozasa

A megmaradt koltségfiiggvény konvex a ciklusidoben, ezért az ciklusidé optimalis

hosszat konnyen meghatarozhatjuk a megmaradt valtozok fiiggvényében:

R-K +M-K,

hr+hn.u . 1 hm, l_u)zﬂi_khi”uzﬂ 1_1
2 R 2 M 2 r

T°(M,R,u)=

Ezt a kifejezést a koltségfliiggvénybe visszahelyettesitve a kovetkezd6 Ci(R,M,u)
0sszkoltségfliggvényt kapjuk:

C,(M,R,u)=

(RKr+MKm h’+h”.uz.2.i+h_m.(]_u)2./1.L+£.u2./1. l_] +
2 R 2 M 2 r

+u-/1-(c,—cm—cd)+ (c +c, - r)

A C(R,M,u) koltségfiiggvényt az alabbi formaban irhatjuk
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C,(M,R,u):

\/U{A(u)%J“B(“)%+C(”)R+D(u)M+E(u)j +ule, —c, —c, )+ e, +e,r) (3.2:3)

ahol

Aw)=K,-h, - (1-u),B@)=K, -(h,+h,)u’,Cu)=K, -h, '(1_1]'“2,
r

b

Du)=K, -h, -(l—1j.u2,E(u)=K, (h,+h)u*+K, -h, -(1-u)
v

¢s az R and M tételszdmok pozitiv egészek, és 0 <u <r.

A termelési és ujrafeldolgozasi tételnagysdgok a megmaradt valtozok fiiggvényében

0 (MRu)—(l_u)"%. R-K +M-K,
2 R 2 M 2 7
és
0,001, ko) =" R
R RS ESUWY ()
2 R 2 M 2 r

A CAR,M,u) figvény kvazi-konvex az R és M valtozokban ¢és konvex u-ban. Ez a
tulajdonsag garantalja az optimalis megoldas létezését, amint azt a fiiggelékben is

bebizonyitottuk. Vezessiik most be az S(R,M,u) fliggvényt:

S(R,M ,u) = A(u)-%+B(u)-%+C(u)-R+D(u)-M+E(u).
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A folytonos optimalis R és M tételszamokat keressiik. Ez a fliggvény négyzetgyok alatt
szerepel az (5) koltségfiiggvényben. Alkalmazva a fiiggelék eredményeit, tudjuk, hogy a
A(u), B(u), C(u), D(u) és E(u) fliggvények pozitivak, ami megkonnyiti az ott szerepeltek

felhasznalasat.

3.2.4.2. A folytonos tételszamok meghatarozasa

Mivel A(u), B(u), C(u), D(u), E(u) > 0 teljesiil, igy igaz a kovetkezo tétel.

3.2.1. Tétel: Az (3.2.5) feladat optimalis folytonos megolddsa R(u)-ra ¢és M(u)-ra,
valamint a hozzajuk tartozé C(u) koltségfiiggvény

. K, -h,
(1) u<max > T
K, -h, +\/Km-(hr+hn-lj
,
l1-u K, -h

R(w) = 1, M(u) =

r

C(u)zm{(l—u)-m+u.\/]<r -{h, o ,lﬂ+

+u-A-(c,—c, —c,)+A-(c, +c,r)

.: Kr hm Kr .hm
(i1) <u< ,

VKI‘ .hﬂ’l +\/Km .{hr—i_hn .lj VKI” .hﬂl +\/Kﬂ’l .(hl‘ +hﬂ)_KI” .hl’l .{l_lj

Ru) =1, M(u) =1,

C(u):\/2-ﬂ,-(K, +Km)-[hm (I=u) +(h, +h)-u®+h, -(1—1]-#}

7

+u-l-(cr—cm—cd)+ﬂ,-(cm+cd-r)
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(iii) - <u<r,
JK, hm+\/Km (h,+h,)-K,h (1—1]
r
R(u) = u w(h + 1) M) = 1
K, -h, -(I—u) +K,-h u’
r

r

cua-JEJZLWJEjU;:zj+JKW{m,@My+hn(1{)uﬂ}+

+u-/1~(cr -c, —cd)+/”t-(cm +c, -r)

A C(u) koltségfliggvényt irhatod egységesebb formaban is:

7

m[(l—u)'me”'\/Kr‘(hr”’n'lj}r u< fi(r)

+u-A-(c, —c, —c,)+A-(c, +c,r)

\/2-,1-(1<r +Km)-{hm (=u)* +(h +h)-u*+h, -[1—1

r }”}'ﬁmamﬁm

Clu)=
+u-A-(c, —c, —c,)+A-(c, +c, r
V22 u-JK, (b +h)+.|K, - Y +h, | —=1]-u® ||+
{ \/ (r j” H £ <u<r
+u-A-(c,—c, —c,)+A-(c, +c, 1)
ahol
Kr'hm
Ji(r) = max s T
JK, - h, +\/K [h +h -lj
r
¢s
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S (r) = — 1
JK b +\/Km (h, +h)-K, h, (—1)
r
3.2.3. abra. A lehetséges u-k és r-ek halmazai
u A
(1.1)
(1,ug)
ri r» r

Abrézoljuk most az fi(r) és fo(r) figgvényeket a koordinata-rendszerben. Ezzel
megkapjuk, hogy milyen » visszatérési ratdk esetén értelmezhetdek a folytonos
megoldasok. A fiiggvények azon pontokat tartalmazzak, amikor a tételszdmok egyenldek
eggyel (lasd 3.2.3. dbra). Azonnal megjegyezhezhetjiik, hogy ha a visszatérési rata kisebb
r;-nél, akkor csak az (i) pontban leirt koltségfliiggvény fordul eld, és az ujrafeldolgozas
tételszama egy A koltségfiiggvény ilyen esetben linearis fliggvénye a visszatérési ratanak.
Az r; és ry; kozott az (i) és (ii) esetek fordulhatnak eld, végiil ha a visszatérési rata
nagyobb r;-nél, akkor minden eset eléfordul. E két pontot numerikusan is kiszamithatjuk
az f1(r) = r, illetve az f>(r) = r egyenletek r-re torténd megoldasaval. Meg kell jegyezniink,
hogy a C(u) koltségfiiggvény minden r visszatérési ratdra konvex fliggvény, amit a

kovetkez6 lemmaban mondunk ki.

3.2.2. Lemma: A C(u) koltségfiiggvény u-ban kétszer folytonosan differencialhatd, és az

u felhasznalési rata konvex fiiggvénye.
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A lemmat nem bizonyitjuk, mert egyszerli differencialassal belathato. A kdvetkezékben

az optimalis felhasznalasi ratat hatarozzuk meg.

3.2.4.3. A koltségoptimalis felhasznalasi rata kiszamitasa

Utols6 1épésben az u felhasznalasi rata szerinti koltségminimumot szamitjuk ki, és

vizsgaljuk a paraméterektdl valo fiiggést. Ehhez eldszor tegyiink egy feltételezést:

Ty (1-2) > hyors + .

Ez a feltevés azt mutatja, hogy a termelésbdl szarmazo 1) termék egységnyi készlettartasi
koltsége magasabb, mint a hasznalt termék készletezése, majd 0j termékként torténd
készlettartasa. Ezt az r, visszatérési ratara értelmezziik. Ez az a legnagyobb visszatérési
rata, amelyre a termelési és Ujratermelési tételek szdma megegyezik eggyel. Az
Osszefliggés azt fejezi ki, hogy az ujrafelhasznaldas a készlettartas szintjén is

gazdasagosabb.

A feladat, amelyet meg kell oldanunk a kovetkezo:

min C(u).

0<u<r

A probléma megoldéasat harom esetre bontjuk aszerint, hogy az r visszatérési rata melyik

intervallumba esik.

H0<r<n

Ekkor a C(u) koltségfiiggvény a kovetkezd alakban eldallo linearis fiiggvény

C(u):u.\/z'|:\/2.Kr.(hr+hn.lj_\lz.Km.hm+\/z'(cr_cm_cd) +
r .
+m+l~(cm +cy ~r)

Konnyen kiszamithat6 az optimalis felhasznéldsi hanyad:
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0 r< 2K, b,
|

ﬁ-(cm +c,—c, )+~2-K, h, ]2 -2-K, -h,

2K, h,

<
WZ (e, +e,—c )+ 2 K, b, | —2-K, -h,

o

u =

r r<rn

Az optimalis hanyad azt mutatja, hogy viszonylag alacsony visszatérési hanyad esetén

nem €érdemes az ujrafelhasznalassal foglalkozni, gazdasagosabb a hulladékkezelés.

(ii)yri<r<n

Ekkor a C(u) koltségfiiggvény két részbdl all.

1
ﬂ{(l—u)-mw'\/l@'(hr+hn';ﬂ+ 0<us< fi(r)

)= +u-A-(c,—c,—c,)+A-(c, +c,-r) 1 .
\/2./1.(Kr+Km)~{hm-(1—u) +(h, +h,) u +hn'(__lj'” }Jr f)<u<r

r

+u-/1-(c,,—cm —cd)+/1-(cm +c, -r)

Mivel a C(u) koltségfiiggvény konvex, ezért elegendd azt megvizsgalni, hogy az r

pontban a fliggvény ndvekvd, vagy csokkend-e. A feltevést kissé atrendezve azt kapjuk,

hogy

ami azt jelenti, hogy a koltségfiiggvény monoton csokkend, igy u° = r, vagyis minden

visszérkezd terméket gazdasagos ilyen visszaérkezési hényad mellett Gjratermelni.

(i), <r<1

Ebben az esetben a teljes koltségfiiggvényt vizsgaljuk:
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x/2-_/1-|:(1—u)-m+u-\/1(, -[h, +h %)}

us< f(r)

+u-/1~(cr -c, —cd)+/1~(cm +c, -r)

2 2 1 2
Clu) = \/2-/1-(Kr+Km)-{hm-(1—u) +(h +h)u +hn-(;—lj-u } £ f0)

+u-A-(c, —c, —c,)+A-(c, +c,-7)

\/2 o {u \/K h +h) \/Kn-|:hm-(l—u)2+hn-(1—lj.u2i|:l+ L) <u<r

+u-A-(c, -

r (cm + cd ’ 7")

Ujra azzal a gondolatmenettel jarunk el, mint az eldbbi pontban, tehat az » pontban
tekintjiilk a koltségfiiggvény monotonitasat, de csak a készlettartasi koltségekre, mert a
linedris koltségek monoton csokkenését mar feltételeztiik. Differencialjuk a készlettartasi

koltségeket az ujrafelhasznalasi hanyad fiiggvényében:

=\/2'/1'K,'(hr+hn)_\/2'/1'Km

Ez a derivalt fliggvény r-ben monoton csokkend, amirdl konnyen meggydzdodhetiink.
Mivel C1r;) > C1r), ezért teljesil az is, hogy C1r) < 0, vagyis a fiiggvény valoban
monoton csokkend u-ban. Tehdt ezen az intervallumon is az optimdlis felhasznélasi

hanyad: u° = r.
3.2.5. Osszefoglalas

A dolgozat egy készletmodellt vizsgalt. A kérdés az volt, hogy milyen optimalis
tételnagysagok ¢és felhasznaldsi hanyad mellett lesznek a koltségek a legkisebbek. Az
optimum azt mutatja, hogy az adott feltételek mellett - azaz az egységnyi termelési és
hulladékkezelési koltségek 0sszege nagyobb, mint az Gjratermelési koltségek, valamint a
gyartott termékek készlettartasi koltsége nagyobb, mint a hasznalt és Gjratermelt termékek
tartasi koltsége - annak fliggvényében, hogy mekkora a visszérkezési hanyad, két esetet
kiilonboztetiink meg. Ha a visszaérkezési hanyad nagyon alacsony, akkor nem érdemes
yjrafelhasznalni, hanem gazdasagosabb minden visszérkezd terméket hulladékként

kezelni. Egy magasabb visszaérkezési hanyad esetén azonban mar minden visszérkezd
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terméket gazdasdgos uUjratermelni, amivel csokkentheté az ujonnan termelt termékek
aranya. Ezen u ismeretében mar meghatarozhatoak a termelési ¢€s tjratermelési

tételnagysagok.

111



3.3. Egy termelési-recycling modell visszavasarolhato hasznalt

termékkel

3.3.1. Bevezetés

E fejezetben egy olyan optimalis tételnagysag modellt mutatok be €s vizsgalok, amelyben
a termeldnek egy termék staciondrius keresletét kell kielégitenie D > 0 rataval. Ezt a
keresletet termelt vagy beszerzett 0j termékkel, valamint a termeléhéz konstans d = aD,
0< a <] rataval visszatérd termékek egy 0 < 6 <1 rataji ujrafelhasznalasaval lehet elérni.
Feltételezhetd, hogy ebben a helyzetben a termeld visszavasarolhatja a hasznalt cikkeket,
hogy azt ujrafelhaszndlja, vagy hulladékként kezelje. A o6 és o paramétereket
hatarfelhasznalési ratanak €s hatarvisszavasarlasi ratanak nevezziik. A (1-6)d mennyiségli
fel nem hasznalhato terméket hulladékkezelésre adjak at. Az (1-9)-t hatarhulladékkezelési

ratanak hivjuk.

El6szor az adott helyzetet elemzem. A termelési-recycling ciklusban a felhasznalhato
termékek €s a fel nem hasznalhat6 cikkek készletét hatarozzuk meg. Ezen eredmények
alapjan rogzitjik a termelési-recycling ciklus tételnagysagait ¢és ciklusidejeit,
minimalizalva az idSegységre es6 fix és készlettartasi koltségeket. Igy expliciten
hatarozzuk meg a Cj(¢, o) koltségfiiggvényt, amely a minimalis koltségeket tartalmazza a

hatarfelhasznalasi és —visszavasarlasi rata ismeretében.

Maisodsorban, ha a linearis hulladékkezelés, termelési, recycling és visszavasarlasi
koltségek adottak, akkor azt a feladatot kell megoldanunk, hogy mely o6 és « értékekre
lesz a teljes fix, készlettartasi és linearis Cj;(a, 9)+Cn(a, 0) koltség minimalis. Ebben a
modellformaban a termeld dont arr6l, hogy hasznalt terméket véasarol-e meg, hogy azt

ujrafelhasznalja.

Ebben a részben egy termelési-recycling modellt vizsgalunk, amely a Dobos-Richter
(2003) dolgozat egy kiterjesztése arra az esetre, amikor megengediink t6bb, mint egy
termelési és recycling tételt. Ekkor sem tesz a fogyasztd kiilonbséget a termelt és
ujrafelhasznalt termék kozott. A kovetkezd részben a paramétereket és a dontési

valtozokat vazoljuk. A fejezet harmadik részében a koltségfiiggvényt allitjuk eld. Az ezt
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kovetd két részben a ciklusiddt €s a termelési €s recycling tételnagysagokat hatarozzuk
meg a visszavasarlasi €s Ujrafelhasznalasi rata ismeretében. A hatodik és hetedik rész az
optimalis stratégidkat mutatja be a két felllitott modellre, mig a végén Osszegezziik az

eredményeket.

3.3.2. Paraméterek ¢és a rendszer miikodése

A termelési-recycling modellhez a kovetkezd paramétereket és dontési valtozokat
hasznaljuk. A modell anyagaramlasat a 3.3.1. dbra szemlélteti paraméterekkel és dontési

valtozokkal egyiittesen.

A tételnagysaghoz kapcsolodo paraméterek:

-D keresleti rata,
- P= lD termelési rata (8 < 1),
B
-d=aD  visszavasarlasi rata (0 <a <1),
1 )
-R=—D recycling rata (y < 1),
v
- Sk recyclingra esd fixkoltség,
-Sp termelési atallitasi koltség,
- hy a felhasznalhato cikkek tartasi koltsége,
-h, a fel nem hasznalhat6 cikkek tartasi koltsége.

A tételnagysagtol fiiggetlen koltségparaméterek:

-Cy, (1-0)-aD-T egység hulladékkezelési koltsége,
- Cp (1-00)D T egység termelési koltsége,
- Cr 0-aD-T egység recycling koltsége,

- Cp a-DT egység visszavasarlasi koltsége.
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A modell dontési valtozoi:

- 0 hatarfelhasznalasi rata,

- o hatarvisszavasarlasi rata,

- m recycling tételek szama, pozitiv egész,

- Ty egy recycling ciklus ideje,

- xg recycling tételnagysag, xg = D - Tx

-n termelési tételek szdma, pozitiv egész,

- Tp egy termelési ciklus ideje,

- xp recycling tételnagysag, xp =D - Tp

- T atermelési-recycling ciklus hossza.

3.3.1. abra. Anyagaramlas a termelési és recycling ciklusban

Termelés

n-xp =(1-6a)D-T

Felhasznal-

m-xg =o0-aD-T

Recycling

m-xg =o0-aD-T

v

DT

Piac

Hulladékkezelés

aD-T

A keresletet a T id6periddusban a hasznalt termékek visszaforgatdsabol elégitik ki, és

taroljak a felhasznalasba éppen be nem vont termékeket a ciklus végéig. A hasznalt

cikkek d =aD < D rataval érkeznek a fel nem hasznalhatd cikkek készletezési pontjahoz.
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(Lasd 3.3.2. abra.) Az adott R > D = yR recycling rata miatt a recycling folyamata y -Tx
ideig tart. Amikor a recycling befejezddik, a keresletet a felhalmozott Gjrafelhasznalt

termékekbdl elégitik ki. A Tk paraméter jeloli a recycling ciklus hosszat.

3.3.2. abra. Készletszintek a modellben (m =3, n =2)

A felhasznalhato
termékek készlete

A

Ip

LAl e

TR Tp T

A nem fel-
hasznalhato ter-
mékek készlete

A

A
Y
v

Tp r

A recycling utan a termeld a D > 0 konstans rataju keresletet elégiti ki. A termeldnek meg
kell allapitania, hogy mennyi 0j terméket allitson el P termelési rataval, D = P < P.
Ezen informacié birtokdban eldontheti, hogy mennyi ideig kell a tobblettermelést

raktaroznia. Ezt az iddintervallumot - amig az 0j termékek termelése és készletezése
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folyik - termelési ciklusnak hivjuk és Tp-vel jeloljik. A T = m- T + n- Tp intervallum

adja a termelés-recycling ciklus hosszat.

A nem felhasznalhaté termékek tarolasi és hulladékkezelési folyamata a kovetkezd
modon ragadhaté meg: (1-0)dT egység keriil hulladékkezelésre torténd atadasra 7 ciklus
alatt, ahol 7p = (1-0)T a hulladékkezelési intervallum. Amikor a fel nem hasznalhat6
cikkek készlete képzddik, azt a Tre= T - Tp = OT intervallumot gytijtési intervallumnak

hivjuk.

A termelési ciklus végén a fel nem hasznalt termékek készlete [, = [(I-a)m+a(1-y)]-DTx-
nal ¢éri el a maximumat, amely egyben a termelési-recycling ciklus kezddkészlete. A
recycling ciklus végén a felhasznalhato termékek készlete I = (1-y)-DTgr-nal éri el a

csucsat, mig az ujratermelt cikkeké Ip = (1-f)-DTp-nél.
3.3.3. A készletezési koltségek meghatarozasa

Jelolje hy a felhasznalhatd cikkek készlettartasi koltségét €s 4, a fel nem hasznalhaté
cikkek készlettartasi koltségét. Adott T termelési-recycling ciklushossz mellett legyen a
készlettartasi koltség Hp, Hg, H, a termelt, Gjrafelhasznalhat6 és Gjra fel nem hasznalhato
termékek esetén, amint azt az 3.3.1. lemma mutatja. Tegyiik fel, hogy az o visszatérési
rata és a o hasznalati rata pozitiv, azaz van recycling és a visszavasarlasi és felhasznalasi

ratak nem egyenldk eggyel, vagyis van termelés is a ciklusban.

3.3.1. Lemma: A modell készletezési 6sszkoltsége:

1 1 1
Hy=—m-1,Ty-h,=—-DI*-h(1-y)a’5> —
2 2 m

(3.3.1)
1 1 2 » 1
HP:En'IPTP'hSZE'DT -hs(l—ﬂ)(l—ad) T (3:3.2)
n

H, =%-DT2 b, (1-y)e’s? -l+%-DT2 ha(l-a)s? (3.3.3)
m
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Bizonyitas. A (3.3.3) egyenldséget bizonyitjuk, a masik kettd bizonyitasa hasonléképpen
torténhet. A fel nem hasznalhatd cikkek készlettartdsi koltségét a gorbe alatti teriilet
felosztasaval bizonyithatjuk. Osszuk fel a teriiletet m darab 4 haromszogre, egy-egy B és
C haromszogre és D, D,, ..., Dy négyszogekre (lasd 3.3.3. dbra). Az A haromszog

tertilete

A B haromszog teriilete egyenld

1
TB :5'

3.3.3. abra. A fel nem hasznilhaté termékek készletszintje

A

4
c
D, D, 4
< . > —

A C haromszog teriilete

1 (1-a)m+all-y) 11 -
1o =2 [0~ rali- o, o7, =2 Hi-arali-f 7;

aD 2 a

Végiil a D; négyszog teriilete

T, =i-(1-a)DT; .
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A teljes koltség most

m—1
H,y=m-T,+(m-1)Ty +T.+>.T, .

i=l
Egyszerli matematikai atalakitasokkal kapjuk (3.3.3) egyenldséget.
3.3.2. Lemma: Az idéegységre eso készletezesi atlagkoltség

H,+H,+H
Hy = P+TR+ ”:%T-D-V(m,n,a,é) (3.3.4)

ahol
V(mn,a,0)=(h, +h \1—y)’5> Ly h(1-pN1-as) L, hoa(l-a)5® (3.3.5)
m n

Bizonyitas. A (3.3.4) és (3.3.5) képleteket megkaphatjuk, ha az (3.3.1) — (3.3.3) kifejezés
koltség- és idoparamétereit a baloldalon (3.3.4)-be helyettesitjiik.

3.3.1. Példa: legyen D = 1.000, hy = 850, hy = 80, B=2/3, y=2/3m=1,n=2, a=1/2
és & = 2/3. Ekkor V(2,1,1/2,2/3) = 0,167h+ 0,130h, = 106296 és Hr

%-T-1.000-106,296= 53.148,1T teljesiil.

A V(m,n,a,0) fiiggvény fejezi ki az egységnyi idére és termékre esé készletezési
koltséget.
3.3.4. A ciklusido szerinti optimum meghatarozasa

Legyen S a termelés és recycling ciklusok Osszes atallitasi koltsége, ami az Sp és Sg

atallitasi koltségek 6sszegeként adhatdé meg. Ekkor az idéegységre esé atallitasi koltség
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ST(m,n)zSR -m+S,-n.

A modell Cy(T,m,n,;,6) atlagos készletezési koltségét a kovetkezd formaban irhatjuk le:

S
C,(T,mna,d)= T(;q’n)+%T-D-V(m,n,a,§) — min

(3.3.6)

A koltségfiiggvény T szerinti konvexitasa miatt az optimalis termelési-recycling ciklusidd

2ST(m,n)
D-V(m,n,a,o)

T°(m,n,a,0) :\/

(3.3.7)

¢s a minimalis idéegységre eso koltségek

C,(m,n,a,5)=2D-S,(m,n)-V(m,n,a,5) . (3.3.8)

Az optimalis termelési és recycling ciklusido

T (om0, 5) = 22 25, (m.n) , (3.3.9)
m \D-V(m,n,a,o)
T (mon,at, 8) = =20 25, (m.n) (3.3.10)
n D-V(m,n,a,o)

Az optimalis tételnagysag

0 as | 2DS;(m,n
xR(m,n,a,é‘):; V(#(aé‘))/ (3311)
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0 l1-as |2DS (m,n)
x,(m,n,a,0) = » V(anaé') . (3.3.12)

3.3.2. Példa: Amint a 3.3.1. példaban D = 1.000, hy = 850, h, = 80, B=2/3, y=2/3, m =
I,n=2,a=1/2¢s 6=2/3. A3.3.1. példabol ismert, hogy V(m,n,c,6) = 106.296 és Hy =
53.148,1T  teljesiil. Legyen Sp = 1,960 ¢és Sz = 440. A (6) képlet szerint

C A(T ,1,2,%,§j=i7f()+53.148,1T . Az optimdlis termelési-recycling ciklus hossza

T (1,2,%%):0,286 ¢v vagy 104 nap. A minimdlis iddegységre esd koltség

C, (12%%} = 2,/4.360-53.148,1 = 30.445,1.

3.3.5. Az optimalis termelési és recycling tételszamok

Most a C ,(m,n,a,0) koltségfiiggvényt minimalizaljuk azért, hogy a tételszamokat

meghatarozzuk. Elemi atalakitasok utdn a koltségfiiggvény a kovetkezd formdban irhato

fel

C (mn,a,8) = \/2D~[A(a,§)-ﬂ+8(a,5)~£+ C(a,é')-m+D(a,5)~n+E(a,§)} (3.3.13)
n m

ahol

Ala,8)=Sh (1= pN1-as), Bla,5)=S,(h, +h,)1-y)a’5,
Cla,8) =S ha(l-a)5*, D(a,d)=S,ha(l-a)s?,
E(a,8)=S,(h, +h Y1-y)a*6* +S,h (1- g1 -ad)

E probléma megoldasahoz hasznalhatjuk a fliggelékben megadott meta-modellt:

Smn)y=A" + B v Cm+Dn+ E>min, m>Ln>l.
n m
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A fiiggelék eredményeit alkalmazva a folytonos megoldas (m,n)-re az alabbi.

3.3.3. Lemma: Harom esetet kiilonboztethetlink meg az (m(e,0),n(e,0)) folytonos

megoldasara és a Ci(, o) koltségfliggvény kifejezésére

() A(20) 2B(a,0)+D(2,9), B(a,0) < A(2,0)+C(a,0)

B (L. s,

C,(,8)= 2D (1~ a8) [, (1= B) + 5[, [(h, + 1, NI~ )a* + el - )|

(i) A(a,0) <B(a,0)*+D(1,0), B(a,0) < A(,0)+C(cr, )
(" (@8} (@,8) = (1,1

C (@.8)=2D(S, + 8, )i, (1= BX1-aS ) +(h, +h, 1 - 7)a’8 + ha(l-a)5?]

(ii)) A(a,8) <B(a,0)+D(a,6), B(a,0) = A(e,9)+C(a,6)

(m”(aﬁ),n”(aﬁ)):[aﬁ- S_P'\/h_(l U, +h,Y1-7) ,IJ

S - pN1-ad) +h,a(l-a)s’

C,(a,é)z@{aé-\/SR(hs+hn)(l )45, [ (1= A1 - S ) + ha(l- a)&zj}

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a kifejezések a tételszamokra nem feltétlentil
egészértékliek. Mindezek ellenére latni fogjuk, hogy ez a gyakorlati szempontbol nem
tarthatd megoldas, mégis elegendé annak bizonyitdsahoz, hogy a kevert stratégiakat

dominaljék a tiszta stratégiat.

Vezessiik most be a kovetkezo fiiggvényeket

JS.h(1-pB)
" ays, (1= B)+Sp|(h, + 1, 1=y )a® + ha(l - )]

és
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S (a): SR'hs(l_ﬂ)
S, h (= B)+AS, (b, + b M=) =S, hal(l-a)

A 0i() és o(a) fiiggvények az olyan atvaltasi pontokat tartalmazzak, amelyekre (m,n)
egyenldk eggyel. Ezt a 3.3.4. abra szemlélteti. A O;(cy) fliggvény az (i) és (i1) eseteket
valasztja szét, mig (e az (i1) és (iii) eseteket. Ezen fliggvények kiszamitasahoz

hasznaljuk az egyenldségeket. Egyszeriien belathato, hogy o;(a) < ().

Definidljuk most a lehetséges (o,6) pontok halmazat a () és o> (a) fiiggvények

segitségével:

[={aé)6<8(@)0<as<l0<5<1],
J={@.6)8(@)<5<5,(a)0<as<1,0<5<1f,
K:{(a,5)|5252(a),0£a£1,0£§£1}.

Az I halmaz hatarat a lehetséges (¢, 0) értékek és a o;(e) fiiggvény, valamint a (o, 1) és
(1,0y) pontok hataroljak, ahol az «a; és oy értékek az alabbi egyenldségekbdl hatarozhatdoak

meg:

o JSR-hsil—ﬂi :5(0{)
oSy (= B)+S,|(n, + 1, N1-p)e® + hya(l-a)]

és

_ SR'hs(l_:B
_\/SR 'hs(l_ﬂ)+\/SP '(hs +hn)(l_7/).
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Az K halmaz hatarat a lehetséges (¢, 0) értékek és a 0,(a) fliggvény, valamint a (a,, 1) és

(1,y) pontok hataroljak, ahol az ;, érték az alabbi egyenldségbdl hatdrozhaté meg:

JS, b (1= p) _5.(a)
S, h ) oS, b -l =S, hall—a)

A Ci(e,0) készlettartasi koltséget gy irhatjuk fel, mint

@{(l a8)-Sph (1= )+ 5\ Sy|(h, +h, Y1-7)a® +h,all- a)J} (@,8)el
C,(@.8)={2D(S, + S, Y (1= BY1 -6 + (1, +, Y1 - 7)a252+h ol-a)5?| (an8)eJ
V2D Sy (h, + Y= 7) ++/S. 0 (1- AY1-ad) + ha(l-e)o? || (en6)e K

3.3.3. Példa: Amint a 3.3.2. példaban D = 1.000, hy = 850, h, = 80, f=2/3, y=2/3, Sp =
1,960, Sg = 440, a = 1/2 and 6 = 2/3. Ekkor A(1/2,2/3) = 55.407,4, B(1/2,2/3) =
67.511,1, C(1/2,2/3) = 3.911,1, D(1/2,2/3) = 17.422,2, E(1/2,2/3) = 261.970. Az
optimalis tételszamok m(1/2,2/3) = 1,067 és n(1/2,2/3) = 1. A minimalis koltség
Ci(1/2,2/3) = 28.494,.1.

3.3.4. abra Az I, J és K bemutatasa

O A

(CZ], ]) (az, ]) (],])

(1,60)

v
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3.3.6. A készletezési koltségek minimalizalasa a visszavasarlasi és felhasznalasi

ratakra
Miel6tt a minimumot meghatarozzuk, egy egyszerli lemmat bizonyitunk.

3.3.3. Lemma: Legyenek az a, b, c és d értékek pozitivak. Ekkor az alabbi teljesiil:

Ja+b)c+d)=Jac++/bd .

Bizonyitas. Emeljlik az egyenldtlenség mindkét oldalat négyzetre. Ekkor
(a+b)c+d)> ac +bd + 2-Jabcd

¢€s egyszerUsités utan
ad +be > 2-Jabed

¢s ez az egyenl6tlenség teljesiil minden q, b, ¢ és d értékre, mert (M —Jbe )2 >0.

Hasznaljuk a lemma eredményét arra az esetre, amikor csak egy-egy tétel van:

Cy(,8) =2D(S, + 5, )-Jn, (1= BY1—ad) +h,(1-p)a?” + ha(l-a)5 |, (@.6) et

Legyen most
a=2DS,
b=2DS,
c=h(-B)1-ad)
d=h(1-y)a’6” +ha(l-a)s’

A 3.3.3. lemmat alkalmazva a kovetkez6t kapjuk:
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C,(a,8)22DS, -h,(1- B\1-ab)’ +2DS, -|n,(1- )8 + h,a(l - 2)5? ]
> (1-ad)\2DS, -h,(1- B)+ad2DS, - (h, +h, N1 -¥)

A legutols6 egyenldtlenség teljesiil, mert csokkentettiik a koltségkifejezést 7, a(l - a)5 ?

értekkel. Ezzel a modszerrel megmutathatd, hogy az I és K halmaz felett

C(a,0)2(1-asW2DS, - h (1- B)+ad,2DS, - (h, +h, f1-7).

Ez utobbi kifejezés nem mas, mint a tiszta stratégidk - azaz recycling és termelés - konvex
linedris kombinacidja. A stlyok a hatarfelhasznalasi és —visszavasarlasi ratak szorzata oo,

amely nemnegativ €s kisebb egynél. A koltségek mindig kisebbek, mint a tiszta stratégidk

koziil a kisebb:

(1-ad)2DS, h(l )+ad\2DS, -(h, +h, \1-y) >
> min{\[2DS, - h, (1= B): 2DS, -(h, + 1, Y1 - 7)}

Ez utébbi egyenldtlenséggel bizonyitjuk az

3.3.1. Tételt: Ebben a termelési-recycling modellben az optimalis készletezési stratégia a
tiszta stratégia: vagy termelésbdl elégitsiik ki a keresletet (¢ = & = 0), vagy vasaroljuk

vissza az Osszes hasznalt terméket és hasznaljuk fel mindet (¢’ = & = 1).

3.3.5. Példa. Legyen D=1.000, p = y = 2/3, Sp =1960, Sg =440, hy = 850 és h, = 80.
Ekkor a recycling készlettartasi koltsége 16.516,7, mig a termelésé 33.326,7. E példaban

gazdasagosabb visszavasarlassal ujrafelhasznalni.
3.3.6 Példa. Legyen D=1.000,  =2/5 y = 2/3, Sp =360, Sg =440, hy = 85 és h, = 80.

Ekkor a termelés készlettartasi koltsége 6.059,7 mig a recyclingé 6.957,01. Itt a termelés
hatékonyabb.
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3.3.7. A tételnagysag és tételnagysaghoz kapcsolodo koltségek minimalizalasa

Ebben a részben az EOQ és EOQ-tol fiiggetlen kdltségek dsszegét minimalizaljuk. Ennek
az esetnek a koltségfiiggvénye

Cp(,8)=C,(a,8)+Cy(a,5)

ahol C,(a,5)=C,, -(1-8)aD+C, -6aD+C, -(1-6a)D+C, -aD fiiggvény a linearis

hulladékkezelési, recycling, termelési és visszavasarlasi koltségek dsszege.
A megoldando probléma a kovetkezd alaka

C,(d,a) — min
ahol

sel0l]l acfol].

A legutobbi részben belattuk, hogy

C(a,8) = (1-ad\2DS, -h (1- B)+ad\2DS, - (h, +h, \1-7),

vagyis a készlettartasi koltségek nem nagyobbak, mint a tiszta stratégiahoz tartozé
koltségek konvex linearis kombinécidja. Az EOQ-hoz nem kapcsolodo koltségeket a

kovetkezé modon becstilhetjiik:

Cy(a,8)>(1-6a)D-C, +aD-(C, +C,).
Hogy ezt az egyenldtlenséget megkaphassuk, csokkentettiik a tételnagysagtol fliggetlen

koltségeket a hulladékkezelés koltségével, vagyis C, -(1-8)aD-val, valamint a

visszavasarolt, de fel nem hasznalt koltséggel, azaz C,, -(1— & )aD -val.
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Ez utébbi két becslést alkalmazva egy also hatart kapunk a koltségfiiggvényre

Cy(@,0) > (1-ad)\[2DS, -h,(1— B) + D-C, |+ adh[2DS, -(h, +h, NI-y)+D-(C, +C, ).

A jobboldali kifejezés jra a tiszta stratégidk egy konvex linedris kombinacioja, igy

(1-ad)2DS, h (1= B)+ D-C, |+ as\[2DS, -(h, + , \I—y)+ D-(C, + C, )} =
min{y2DS, (1= )+ D+ Cp. \J2DSy -(h, + 1, Y1) + D-(Cy +Cy )}

Ezzel az eredménnyel belattuk a kovetkezd tételt.

3.3.2. Tétel: E modell optimalis termelés-recycling stratégidja az, hogy vagy
visszavasaroljuk az 6sszes eladott hasznalt terméket (o’ = & = 1), vagy visszavasarlas és

recycling nélkil kizarélag termeliink (¢ = & = 0).

Ezt az eredményt bizonyitotta Richter (1997) egy hulladékkezelési modellben és Dobos-
Richter (2003) egy termelés-recycling modellben. Lineéris koltségek mellett és a

visszavasarlasi €s recycling ratdk 0 és 1 kozotti szabad megvalasztdsa mellett a tiszta

stratégiak egyike az optimalis. Az optimalis stratégiat a \/2DS »h, (l— ﬂ) +D-C, és a

J2DS, - (h +h, N1=y)+D-(C, + C,) értékek Ssszehasonlitdséval hatdrozhatjuk meg.

3.3.8. Osszefoglalas és tovabbi kutatasok

Ebben a dolgozatban egy termelési-recycling modellt elemeztem. A készletezési
koltségeket vizsgalva megallapithatd, hogy a tiszta stratégiak egyike nyujt optimalis
megoldast, azaz termelni, vagy ujrafelhasznalni. Hasonl¢ allitas fogalmazhaté meg arra az
esetre is, ha az 0sszes koltséget minimalizaljuk. Hasonl6 eredményt kapott Richter (1997)
egy ujratermeléses hulladékkezelési modellben, és Dobos-Richter (2003) egy termelési-

recycling modellben.
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Valodszintileg a tiszta stratégiak technologiailag nem kivitelezhetéek és néhany hasznalt
termék nem tér vissza, vagy éppenséggel tobb hasznalt termék tér vissza, s6t néhany cikk
nem lesz Ujrafelhasznalhatd. A modell ezen tipusu Kkiterjesztései egy felsé hatart
definidlhatnak a visszavasarlasi ratara, amely kisebb, mint egy. Ilyen esetekben egy
kevert stratégia lehet optimalis, amint arra példat mutatott Dobos és Richter (2006) a most
bemutatott modell mindséggel torténd kibdvitésében. A dolgozat eredménye az, hogy

elényOsebb a mindségellendrzést a beszallitoval elvégeztetni.
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4. Termeléstervezés a visszutas logisztikaban

4.1. Bevezetés

A visszafel¢ iranyuld anyagiramlas levezénylése kozben szamtalan menedzsment
probléma mertil fel. Ezek koziil a legfontosabbak)

e ahasznalt anyagok, termékek visszagyiijtése, és annak megszervezése;

e atermékek szallitasa, tarolasa és készletezése, valamint

e a szétszerelés megszervezése €s iranyitasa utdn az Gjrafelhasznalhatod alkatrészek és

részegységek termeléstervezésbe torténd bevonasa.

Az egyik fontos kutatasi és alkalmazasi teriiletnek az Ojrafelhasznéléds termeléstervezésbe
torténd integralasa tiinik (dolgozatomnak nem célja a visszatérés megszervezésével —
return management — valo foglalkozéas). A nemzetkozi kutatds ezen a teriileten még
gyermekcipdben jar. A legtobb alkalmazast a német irodalomban taldlhatjuk meg
(Inderfurth (1998), Spengler et al. (1997), Rautenstrauch (1997)). Angol nyelvii irodalom
is csak elvétve talalhatdé (Ferrer-Whybark (2000), Guide (2000)). Ismereteim szerint
magyar nyelvii vizsgalodasok ezen a teriileten még nem sziilettek.

Dolgozatom termeléstervezési fejezete hdrom részbdl all: a 4.2. fejezet a termeléstervezés
¢s a recycling-tervezés kozotti kapcsolatokba enged rovid betekintést. A szétszerelés-
tervezésre adok egy modellt, ami a gyakorlatban ,,negativ”’ anyagjegyzéknek tekinthetd.
A 4.3. fejezet részben az Gjrafelhasznalas MRP termeléstervezési €s irdnyitasi rendszerbe
torténd integralasat mutatja be. Ez a tervezés a konkrét MRP-tabla vizsgélatan tal a
felhasznalasig szlikséges 1épéseket felsorolja. A 4.4. fejezetben Gsszegzem a recycling

termeléstervezésben betoltott szerepét.

4.2. Az ujrafelhasznalassal bévitett termeléstervezés

A recycling jelentdségének novekedése - ami a hasznalt termékek egyre nagyobb mértéki
visszagylijtésébdl és felhaszndlasabol kovetkezik - 1) feladatok elé allitja a
termeléstervezést, amely feladatok megoldasa sziikségessé teszi az anyag
sziikséglettervezése (MRP) ¢€s a recycling-tervezés Osszekapcsolasat. A recyclinggal 1j

ellatasi lehetoségek nyilnak az anyagaramlasi folyamatban.
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Maga a termeléstervezés ¢és iranyitas folyamatanak kidolgozasa a hagyomanyos termelési
eljarasokra fokuszal, amelyet nem ciklikus anyagaramlasi folyamat jellemez. A recycling-
tevékenységek jelentdésége a primer nyersanyagok csokkenésével és megdraguldsaval,
valamint a hulladékanyagok korlatozott ¢s koltségesebb elhelyezési lehetoségével
megnovekedett, amelynek egyarant vannak gazdasagi ¢€s Okoldgiai okai. Az egyre
erds0do tarsadalmi nyomads és a novekvo allami szabalyozas még inkabb aktualissa teszi a

hasznalt termékek jrafelhasznalasat.

Recyclingon a vallalaton beliil képz0d6 és kiviilrél szarmazo6 hasznalt termékek termelési
folyamatba torténd visszavezetését értem. Belsd recycling-termék lehet példaul a
sziikségtelen termék vagy a termelési folyamat soran keletkezd melléktermék, valamint
selejttermék. A kiilsé recycling-termék altalaban az, amikor az életciklusa végén 1évo
terméket vezetnek vissza a termelésbe. A cél az, hogy az eredeti terméket vagy annak
jelentds részét eloallitsak, s az ugynevezett termékrecycling vagy részrecycling révén
hasznalhatd termék keletkezzen, amit vagy késztermékként, vagy alkatrészként
értékesithetnek vagy felhasznalhatnak. A vallalaton beliil nem felhasznalhat6 részeket és
anyagokat egy kiils6 vallalathoz tovabbitjak, amely esetleg felhasznélja, vagy
hulladéklerakdban elhelyezi azokat.

Az anyagéramlas a recycling-folyamatokkal kibévitve magédban foglalja a nyersanyagok,
félkésztermékek, késztermékek és recycling-javak tarolasat. A hulladék, illetve
visszakiildott termék idobeli, mennyiségbeli és mindségbeli bizonytalansaga - akarcsak
maganak az Ujrafeldolgozési folyamat idStartaméanak és tartalmanak bizonytalansaga -
egyben a tervezés bizonytalansagat is okozza. Ezaltal a tervezés bonyolult problémaként
jelenik meg, s a hozza kapcsolodo sokrétli bizonytalansag érthetden megndveli a dontési
lehetéségek szamat. Els6sorban olyan 0j dontési helyzet adodik, ami lehetové teszi a
valasztast szétszerelési, feldolgozasi, illetve felhaszndldsi folyamatok kozott, s tovabbi
dontési helyzetet jelentenek a termelési €és beszerzési tevékenységek mellett a recycling
tevékenységek, amelyek alternativ forrast jelentenek a nyersanyag-ellatasi folyamat

crer

a szlikségességét.
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Maga a recycling-tervezés - akarcsak a termeléstervezés - elsdsorban stratégiai-taktikai
szempontokat jelent, masodsorban pedig operativ tartalommal is bir. Az operativ rész az
eredeti termeléstervezés ¢és irdnyitds feladatait osztja fel programtervezésre,
mennyiségtervre, 1d6- ¢és kapacitastervre, valamint gyartdsi/irdnyitdsi tervre,

természetesen a recycling tevékenységekre is kiterjesztve.

A programtervezés a recycling esetében a recycling-termékek tipus, mennyiség és
id6tartam alapjan valo kereslet eldrejelzését jelenti. Ezen eldrejelzés alapjan lehetséges a
recycling-tevékenységeket eldérelatdoan kialakitani, s a jovOben elvarhatd termék-
visszakiildések alapjan aktiv tervezésrol besz€lni. Ha ezeket az eldrejelzéseket nem veszik
figyelembe, akkor ezt passziv recycling-tervezésnek nevezziik, hiszen csak reagalas

torténik az akkor éppen ismert recycling-javak allomanyara.

4.2.1. A termelés- és recycling-tervezés kozotti tervezésbeli osszefiiggés

Az integraciora a termelés- és a recycling-tervezés részfeladatai kozott mindenekeldtt
azért van sziikség, mert a termelés program- és mennyiségi terve a recycling termékek
programtervének eldrejelzési alapjat képezi, masrészt a recycling mennyiségi terve
befolyasolja a gyartds idébeni és mennyiségbeni nyersanyagsziikségletét. Az MRP
rendszer kibdvitésére harom {6 koncepcio létezik:

e amely arecycling és az MRP integracigjaval foglalkozik,

e amely a szétszerelésre €s a felhasznalds-tervezésre koncentral,

e azintegralt anyagdiszpozicid tervezést allitja a kozéppontba.
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Termeléstervezés Recyclingtervezés

................... .
Programtervezés Programtervezés |
""""""""" U
Ellatasi feladatok
Mennyiségtervezés | —== | Mennyiségtervez€s
Hatarido- és Hatarido- és
kapacitastervezés 4 kapacitastervezés
Ko6z0s
kapacitassziikséglet
Termelésiitemezés [~~~ LSRR Termelésilitemezés

4.1. tablazat. A termelés- és recycling-tervezés kozotti osszefiiggés (Corsten-Reiss

(1991))

Az MRP rendszerek tovabbfejlesztési modozatainak elsé megkdzelitése az nem tartalmaz
recycling dontéstamogatasi rendszereket, mint a masodik és a harmadik koncepci6.
Determinisztikus bdvitési rendszer, mert csak a passziv recycling-tervezésre épit és az
MRP rendszer kozvetlen bdvitése csak a meglévd, adott szétszerelési, recycling és
anyagellatasi stratégidkat tartalmazza. Eldszor a masodik és a harmadik koncepcid
Iényegét foglalom Gssze, s kiilon fejezetben targyalom az elsdé valtozatot, azaz az MRP

crer

tartalmazza.

4.2.2. Szétszerelés- és felhasznalas-tervezés

A szétszerelés- és a felhasznalas-tervezés a szétszerelési és a felhasznalasi intézkedések
meghozatalanak alapvetd kérdéseit jelenti, mint példaul a recycling-javak kodzéptava
taktikai tervének meghatdrozasa, valamint a terméktervezés. A szétszerelés-tervezés
magarol a szétszerelés mélységérdl vald dontéseket, alternativ szétszerelési folyamatok
kozotti valasztast, a szétszerelési folyamat lebonyolitdsanak 1épéseit, gyakorisagat

foglalja magéban. A felhasznalas tervezése soran arrdl kell donteni, hogy az eredeti
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termék ujrafeldolgozasara torekszik-e a vallalat, vagy csak termékegységeket,
nyersanyagokat szandékozik-e visszanyerni. Az egyes anyagok és alkotoelemek
recyclingja esetén arra irdnyul a dontés, hogy a meglévé vagy alternativ belsd, illetve
kiilsé felhasznalasi lehetdséget alkalmaz-e a cég. Minden recycling-mddszer esetén a
hagyomanyos eljarasok mellett 1éteznek alternativ lehetdségek is. A kiilonbozé recycling
lehetdségek kozotti valasztast nagyban determinaljak az adottsagként megjelend technikai
és politikai keretfeltételek, amelyek meghatarozzak a termékvisszavételt, a szétszerelést,
feldolgozast ¢és felhaszndlast. A tervezéshez feltétlentiil sziikségesek a kovetkezd adatok:
az ujrafelhasznaland6 terméknek vagy bizonyos elemeinek mindségi allapota, a
szétszerelési, vizsgalati, feldolgozasi, tarolasi koltségek, valamint az értékesitési

arbevétel.

Spengler et al. (1997) szimultan szétszerelési és felhasznalasi tervvel hatdroztdk meg a
pontos felhasznaldsi kapacitasokat. Az egész tervezési problémat egy tevékenység-
analitikus modellel irtdk le, amely jelen esetben egy vegyes egészértékii linearis
programozasi feladatot jelent. Létrehoztak egy szétszerelési grafot, amelyen egy komplett
termék alternativ szétszerelési Iépéseit tiintetik fel (v;, ahol j=1,.....n). Magat a terméket m
kiilonb6ozé komponensre lehet bontani, amelyeket vagy tovabbi alkotoelemekre lehet
szétszedni, vagy kiilonbozé felhasznalasi moddjai vannak, amelyek kozé tartozik a
hulladéklerakoban vald elhelyezés is. A kiilonbozé szétszerelési tevékenységek
végrehajtasi gyakorisdga (X, ahol j=1,....n), amely a feldolgozand6 termékek szamabol
adodik, meghatdrozza az egyes komponensek szdmat (yj, ahol j=I,... m), ami igy a
felhasznalashoz sziikséges tovabbi szétszerelésekhez rendelkezésre all. A felhasznalandd
mennyiségek meghatidrozzdk a feldolgozési és felkészitési 1épések szdmat (zi, ahol

s=1,....r), amelyek végiil a felhasznalas soran bevételt vagy koltségeket jelentenek.

133



Szétszerelési Széteszerelési Részegységek Feldolgozas Felhasznalasi

tevékenység allapotvektor lehet6ségek
r N
Z11 L
\4! X1 Y1 Yi » VO,
»
> Z12
A2 X5 Y2 » vy, Zy VO,

\ 4

Recycling- Zye

termék

n

=
..':_<‘...
A 4
<
N
<
L

Vi Ym > Ym Zmr Vor

\ 4

4.1. abra. A szétszerelési és ujrafelhasznalasi tevékenységek tervezésének szimultan

kezelése (Inderfurth (1998))

A cél az x; és a z; valtozOk révén a szétszerelési és felhasznalasi tevékenységek
eredményének maximalizalasa. E tervezési rendszer attekintését az 4.1. abran

szemléltetem.

4.2.3. Integralt anyagdiszpozicio

Lényege, hogy az ujrafelhasznalandé termék, vagy a termék alkotdelemének
visszaaramlasat a feldolgozési folyamat megfeleld szintjével sszekapcsolja. Ez komoly
koordinacidés problémat jelent, amit az okoz, hogy a termelés és a feldolgozas
terméksziikségletét vissztermékekkel is ki lehet elégiteni, mikézben a két folyamat
iddigénye eltérd. A diszpozicidos feladat a hagyoméanyos termelés és recycling
tevékenységek, valamint a hulladék-elhelyezési tevékenységek Osszehangolasa, tovabba
az adott tervezési idészakban a varhatdé koltségek (termelési, recycling, elhelyezési,
tarolasi és szallitasi) minimalizalasa. A tarolas diszpozicids probléméjanak két kiilonbozo

megoldasi lehetdsége van:

e a dontési folyamat folyamatos ellenérzése, €s

e a dontési folyamat periodikus ellendrzése.
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A Dbizonytalansagi problematika kivédhetd azaltal, hogy szamitasokat végeznek a
termékek iranti sziikségletre, valamint a recycling-termékek visszakiildésére vonatkozoan.
Altalaban abbol indulnak ki, hogy minden termék tirolasa megoldhato, és hogy a
recycling-javakra a feldolgozas mellett mindig fennall a hulladéklerakoba vald elhelyezés

lehetdsége is.

A megrendelés-korlatos stratégiat harom paraméter jellemzi a tarolasi diszpozicidval

kapcsolatban:

e raktarozasi korlat a hagyomanyos termelésben,
e recycling adta lehetdségek korlatja

e a hulladéklerakdba val6 elhelyezés lehetdségének a korlatja.

Abban az esetben, ha a recycling-javak koztes tarolasa nem lehetséges, akkor a recycling

¢s a hulladék-elhelyezési korlatok ezzel 6sszhangban vannak (Inderfurth (1998)).

4.3. Az MRP rendszerbe integralt ujrafelhasznalas tervezés

4.3.1. Hulladékok keletkezése és csoportositasa

A termelési folyamat sordn inputjavakbol maés javakat allitanak eld, de az output
eléallitdsa sordn kiilonbozé melléktermékek keletkeznek, amelyek az ipari termelésbol
nem zarhatok ki. A termelési folyamat soran tehat keletkeznek olyan javak, amelyek a
termelési tervben nem jelennek meg. A melléktermékeket csak akkor tudjuk teljes
mértékben kizarni, ha lemondunk az eldallitand6 javakrol, de a melléktermékek
mennyiségét mindenekeldtt azzal csokkenthetjilk, ha gondoskodunk a megfeleld
terméktervezésrol, illetve megfeleld intézkedéseket hozunk a beszerzés, termelés és a

mindség teriiletén egyarant.

A hulladékokat két fo kategoridba lehet csoportositani: szubjektiv hulladékokra és
objektiv hulladékokra. Szubjektiv hulladéknak tekinthetd minden olyan anyag, amitdl
annak tulajdonosa szabadulni akar, de arra vonatkozoéan semmi megkotést nem tartalmaz,

hogy ezek az anyagok felhasznalhatok-e vagy sem. Az objektiv hulladékok azok a
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hulladékok, amelyeknek tjrahasznositasara nincs  lehetdség, tehat azokat
hulladéklerakdban kell elhelyezni.
Corsten és Reiss (1991) azon hulladékokat, amelyek felhasznalhatok, recycling-javaknak

nevezték el, s e korben a kdvetkezd csoportositast végezték el:

o Mellékterméknek tekinthetd minden olyan anyag €s energia, amely az eldallitott
végtermékben nem jelenik meg. A melléktermékek tovabb csoportosithatok
anyagmaradék ¢és hulladék kategoriakra. A maradékanyagok a melléktermékek
azon csoportjat képezik, amelyek Ujrafelhasznéalhatok, ezaltal az ujrafelhasznélés
lehetséges terméke lehet, mig a hulladék esetén nincs Ilehetéség az
ujrafelhasznalasra, vagy gazdasagi okokbol nem megvalosithato.

e A termelés soran a termékek ¢€s a melléktermékek mellett selejtek is keletkeznek:
ezen harom objektumkategéria hasznositasi formdja a recycling. Abban az
esetben, ha ezen anyagokat azonnal nem hasznaljak fel, akkor azok készletekké
valnak, s ezéaltal maga a recycling készletproblémava valik, amely dontési
helyzetekhez vezet.

e Hasznalt termékek :az életciklusuk végén 1évé vagy technikailag eloregedett

termékek.

A fenti besorolas hib4ja, hogy a melléktermékeket recyclingjavaknak tekinti, habar azok
objektiv hulladékok, s nem lehetnek a recycling targyai. A recyclingjavak fogalméba az

objektiv hulladékok nem szamitanak bele. A hulladékok csoportositasat a 4.2. 4bra

szemlélteti.
[ Kezelend6 anyagok ]
I
I 1
[ Hulladékok ] [ Ujrafelhasznalhaté anyagok ]
I
I 1 1
[ Deponalas ] [ Maradékanyagok ] [ Selejt ] [ Elhasznalt termék ]

4.2. abra. Az ujrafeldolgozasra keriillé anyagok csoportositisa (Becher-Roseman
(1993))
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4.3.2. A visszagyiijtés/-vezetés folyamata

Az ujrafelhasznalast megelézi a hulladékok visszagylijtése a vallalathoz. A hasznalt
termékek visszagyljtése a forrasok ¢és célallomasok fizikai ¢és informacios

osszekapcsoldsaval valosulhat meg.

4.3.2.1. Osszegyiijtés

A visszagylijtés folyamatanak elsé eleme az Osszegylijtés. Az Osszegyljtés alatt azt a
folyamatot kell érteni, hogy a hasznalt termékeket a gyUjtési helyre szallitjak. Az
Osszegyljtés a rendelkezésre allo tervezési informaciokon alapul (gyiijtésbdl szarmazo).
Az adatgylijtés az Osszegylijtés része - egy informdcios folyamat -, amely soran
meghatarozzak az Osszegylijtési sziikségletet, mégpedig a vasarlok lakohelye, az
Osszegyljtendd késziilékek szama és az elszallitds hatarideje alapjan. Tovabbi adatok
sziikségesek a hasznalt termékek tipusarol, korardl és mindségi allapotardl. Ezen
informaciok képezik az alapjat a begyljtés taratervezésének, valamint a szétszerelési €s

felhasznalasi folyamatnak, azaz ennek alapjan tervezik meg az §sszegytijtést.

A hasznalt termékek 0sszegytiijtésének harom tipusa van:

o Az 0sszegyiijto tevékenységet végzok elmennek a hasznalt termékekért és a kozos
gyljtéhelyre szallitjadk azokat, ami lehet egy szétszereld gyar, vagy pedig egy
atrakodohely.

¢ A hasznalt termék tulajdonosa szallitja a hasznalt terméket a gytijtOhelyre.

e Az eldz6 két rendszer kombinacidja.

Az Osszegyljtést altalaban a varos altal megbizott szemétszallitdo vallalkozasok végzik,
bar az is egyre jellemzobb lesz, hogy a kiilonb6zé miszaki cikkeket forgalmazo cégek
visszaveszik a hasznalt gépeket, amennyiben a tulajdonos 1) gépeket vesz naluk

Az adatok és a hasznalt termékek 0sszegytijtését kiilonbozd nehézségek hatraltathatjak,

példaul:

e Az adatgyijtésre kiilonbozé parhuzamos rendszerek allnak rendelkezésre a
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vasarlok szamara, s a szolgaltatok specifikus kinalata nem megfelelden
konkretizalt.

e Telefonon torténd rendelésfelvétel vagy adatgyiijtés nem minden esetben
lehetséges, ha igen, akkor is csak hosszl varakozasi id6 utan, illetve tobbszori
probalkozasra.

e A bejelentés és az 0sszegytiijtés kozott a varos és a gylijtérendszer elérhetdsége
miatt egytdl akar tobb hét is eltelhet.

¢ A megadott elszallitasi 1d6t sok esetben nem tudjak betartani.

e Maga az 0Osszegylijtés csak az utcdra kihelyezett hasznalt termékek elvitelét
jelenti, a hazban, lakasban, illetve pincében elhelyezett gépekre nem terjed ki.

e Olyan jarmiiveket hasznalnak az Osszegylijtésre, amelyek maximalis
taroldkapacitasa nincs kihasznalva.

o Az egyre novekvd szamu gylijtérendszer versenyhez vezet a hasznalt termékekeért,
mégpedig azért, hogy a gyljtérendszer , valamint a felhasznalolizemek
kapacitaskihasznaltsdga is maximalis legyen. Ezéltal a gylijtési utvonalak egyre
hosszabbak lesznek, ami egyben nagyobb szallitasi tdvolsagot, kornyezetterhelést,

valamint koltséget jelent.

4.3.2.2. Atrakodas/rakodas

Rakodas mindazon szallitasi €s tarolasi folyamat, amely a termék szallitasi eszkozre vald
felrakasa, szallitoeszkozrol valo levétele, illetve szallitdeszkoz valtasa esetén meriil fel.
Sok esetben azért van sziikség az atrakodasra, hogy csokkentsék a termékaramlas
visszavezetés, mind pedig a lépcsdzetes visszavezetés folyamataban szerepel. Az
atrakodéas nagyrészt kézzel torténik, ami egyfeldl magas rakodasi koltségeket okozhat,

masrészt kart okozhat a feldolgozandé termékekben a nem szakszerii kezelés.

4.3.2.3. Szallitas

Szallitas alatt jelen esetben a termelési és fogyasztasi folyamatbol kivont, de még

ujrafelhasznalhaté termékek elszallitdsat értjiik a gylijtéhelyekre vagy valamilyen

kozponti gytjtéhelyre. A szallitdas egylépcsOs visszavezetés esetén a szétszereld gyarba
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torténd szallitast jelenti, mig egy tobblépcsds visszavezetés esetén pedig a kdvetkezo
gyljtéhelyre. A szallitasi koltségek csokkentése érdekében a széllitashoz mas jarmiiveket
hasznalnak, mint az Osszegylijtéshez. A szallitds nem kényszerli tevékenység a
visszavezetés folyamataban, hiszen ha csekély a tavolsag a forrds és a célallomas kozott,

akkor a gytijtétura a célallomason végzodik. A szallitast altalaban teherautokkal végzik.

A szallitassal kapcsolatban felmertilé problémak:

e Az automatizalhatd, s ezaltal hatékonyabb atrakodasi folyamat korlatozott.
e A hasznalt termékek a fel- és lepakolasnal - akarcsak a szallitds sordn -

megsériilhetnek.
e A csapadék korrozidhoz vezet s ez altal csokkenti a szétszerelhetdséget.

e A szallitdsnal hasznalt segédanyagok nem raktirozhatok, ezért nincs lehetdség
azok helytakarékos tarolasara.

4.3.2.4. Tarolas-raktarozas

A térolas a megmunkaland6 anyagok tervezett elhelyezése. A raktdrozas célja

a beszerzés, szallitas és termelés ingadozasainak kivédése,

a kindlat és a kereslet kozotti kiilonbségek kiegyensulyozésa,
e azismeretlen keresleti és kinalati divergenciak bizonytalansdganak csokkentése,

valaszték kialakitasa.

Létezik outputorientdlt és inputorientalt tarolds. Ahogy a neve is mutatja, az
outputorientdlt a hasznalt termékek forrasara, tehat a hasznalt termékek tulajdonosaira
koncentral, akik le akarjdk adni hasznalt termékeiket. Az inputorientalt tarolds a
visszagyljtés célallomasara vonatkozik, ami lehet egy szétszereld gyar, amely a

szétszereléssel inputot allit eld a termelés szamara.
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4.3.2.5. Szétvalogatas/szortirozas

A szétvalogatds vagy szortirozas a begylijtott hasznalt termékek specialis szétszereld vagy
ujrafelhasznalé miiveletek szerinti szétvalogatasat jelenti. Magéan a konkrét szétszerelésen
kivil itt végzik el a rendelkezésre 4llo, illetve szallithatd hasznalt termékek
dokumentécidjat, s ez altal a szétszereléshez sziikséges informacioknak nagy jelentdsége
van. Ezen dokumentéciok és informéciok lehetdvé teszik a specializalt szétszereld gyarak,
illetve lizemek szdmara, hogy tervezni tudjak kapacitisaikat, akarcsak a szétszerelés
eredményeként 1étrejovo értékesithetd alkatrészeket. Ebbol kdvetkezden mar a szortirozas
keretében elvégezhetd egy eldzetes szétszerelés, s ez altal ndvelhetd az ezt kovetd
szallitasi folyamat hatékonysaga, s a szétszerelendd mennyiség csokkentésével jobb
szallitaskihasznaltsag érhetd el. Ezen kiegészitd tevékenységek révén megnd a kereslet a
specialis szolgaltatasokat nyljtd szortirozo6 ilizemek irant. Maga a szortirozas mar nem a
géptipusok ¢és varidnsok szerinti szétvalogatast jelenti, hanem a késébbi szétszerelés

c€ljabol végzendo tevékenységet.

4.3.2.6. Csomagolas

A csomagolasnak védelmi, tarolasi, szallitdsi, azonositasi és informacios funkcioja van,
amelyek az értékesitést és hasznalatot lehetévé teszik. A csomagolds sordn a
legfontosabb, hogy az a lehetd legkevésbé szennyezze a kornyezetet, amely elérhetd
azaltal, hogy a vallalatok olyan szallitoeszkdzoket hasznalnak, amelyek kevesebb vagy

semennyi csomagoldanyagot nem igényelnek (pl. konténerek).

A visszagyljtés folyamatat befolyasoljak tovabba a teljesitményprogramok, a
szolgaltatasok szinvonala ¢és mindsége. Fontos ismerni a vasarlok elvardsait a
visszagyljtési rendszerrel szemben, mint példadul a szolgéltatdsok mindségét illetden,
hiszen ezek befolyéasoljak azt, hogy mennyire fogjdk a kiépitett rendszert, haldzatot
hasznalni, azaz ezen szolgaltatdsok irdnti keresletet, ami a szolgéltatidsok koltsége

nagyban meghataroz (Waltemath, 2001).
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4.3.3. A recycling fogalma és tipusai

Magin az (jrafelhaszndldson a szilard, folyékony ¢és gdz halmazallapoti
maradékanyagok, selejtek ¢€s haszndlt termékek termelési folyamatokba valo

visszahozatalat/visszavezetését értjiik.

Minden vallalat olyan rendszernek tekinthetd, amely termékeket és hulladékokat ad le
outputként a kornyezetének, s anyagokat (nyers- és egyéb anyagokat), valamint energiat
vesz fel inputként. Jahnke (1986) megkiilonboztet belsd, vallalatok kozotti, illetve kiilsd

recyclinget.

A belsé vallalati recycling azt jelenti, hogy a recyclingra itélt termék a gyarto

vallalathoz keriil vissza recyclingra. Létezik kozvetett és kozvetlen recycling is a

belsd vallalati recyclig esetén: kozvetlen esetén a recycling-javakat ugyanabba a

termelési folyamatba helyezik vissza, ahonnan kikeriiltek, kozvetettnél pedig a

termelési folyamatba valo visszahelyezést megeldzi valamilyen koztes kezelés.

o Vallalatok kozotti recyclingrol akkor beszélhetiink, ha kiils6 véallalat termékének
recyclingjardl van szo.

e Kiilso vallalati recyclingrol beszEliink, ha a termék recyclingjat mas vallalatok
végzik el.

e Létezik azonban kooperativ recycling is, ami a vallalatok kozotti és a kiilso
vallalati recycling specidlis esetének tekinthetd, hisz ebben az esetben nemcsak
recycling-javak dramlanak az egyik vallalattol a masikhoz, hanem a recyclinghoz
szlikséges tervezési, valamint munkatervi informéciok is.

e Gyartorecycling esetén a belsé €s a vallalatok kozotti recycling specialis esetérol
van sz9, amikor a recycling-javak recyclingja a gyart6 vallalatnal valosul meg.

e Azon termékek esetén, amelyek az adott termelési folyamatban keletkeznek

primer, mas esetekben pedig szekunder recyclingrol beszélhetiink.

A direkt, illetve indirekt és a primer-szekunder recycling kapcsolatat jol szemlélteti a 4.2.

tablazat. (Rautenstrauch (1997)).
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Direkt Indirekt

Primer Ujrafelhasznalas | Tovabbfelhasznalas

Szekunder Ujraértékesités Tovabbértekesités

4.2. tablazat. A recycling egy lehetséges csoportositasa (Rautenstrauch (1997))

4.3.3.1. A recycling masfajta csoportositasa

A maradékanyagot vagy selejtterméket minden tovabbi kezelés nélkiil ugyanabba a
termelési folyamatba inputként visszavezetik;

A maradékanyagokat, illetve selejttermékeket minden tovabbi kezelés nélkiil
masfajta termelési folyamatba vezetik vissza inputként;

A maradékanyagot ¢és a selejtterméket kezelésnek vetik ald - ami lehet szétszerelés
illetve atalakitas -, ami utan:

ugyanazon termelési folyamatba inputként visszavezetik,

mas termelési folyamatba vezetik vissza, a recycling-javakat hasznalat utan tarolas
c€ljabol depondldba viszik, miutan a vallalaton beliili kezelés (nyersanyag-
visszanyerés, vagy feldolgozas) soran feljavitott inputként felhasznaltak

A recycling-javakat vallalaton kiviili kezelésre kiildik, s utana inputként hasznaljak
fel.

Lehetdség van a deponaldban elhelyezett objektumok kezelésére.

A recycling-javakat egylittmiikddési szerzddés alapjan két vagy tobb vallalat kozosen
is yjrafelhasznalhatja, mint a 2. és az 5. esetben, vagy pedig egy kiilsé vallalattal

végeztetik el.

142



E csoportositas alapjan az 1.-6 vallalaton beliili recyclinget, a 7. és 8. vallalatok kozotti

recyclingot jelent.

Az ujrafelhasznélds sordn tovabbi problémat jelenthet a maradék anyagok igen magas
szintll heterogenitasa (ide tartozik a hasznaltsag mértéke, a korr6zid és a szennyezettség
foka), és a maradék anyagok alacsony koncentraltsaga. Mindkét tényezd jelentOsen
megneheziti az anyagok dsszegytijtését, tarolasat, szallitdsat, szortirozasat és felkészitését.

(Corsten H., Reiss M., (1991))

4.3.3.2. A recycling csoportositasa folyamatok alapjan

o Termelési hulladék recycling: vallalaton beliili recyclingot jelent, mégpedig a
termelés soran keletkezd maradékanyagok és selejtek recyclingjat.

o A termékhaszndlat alatti recycling: hasznalt termékek feldolgozasa azzal a céllal,
hogy legalabb részben ujrahasznalhatova tegyék az adott terméket.

e Haszndlt anyag recycling: annyiban kiilonbozik a termékhasznalat alatti
recyclingtdl, hogy a recyclingra szorul6 termék mar nem hasznalhato ujra. Ebben
az esetben a recycling sordn kinyert anyagokat nyers- vagy egy¢b anyagként

visszavezetik a termelésbe.

4.3.4. A recycling céljai, feltételei, eszkozei és korlatai

4.3.4.1. Célok

A recycling alapvetd céljai tobbek kozott a nyersanyagok és energiasziikségletek, a
kornyezetterhelés csokkentése, a jelenlegi raktarkapacitdsok megkimélése a hulladék és

selejtanyagok csokkentése vagy megsziintetése révén.

Az egyéni vallalkozasok szintjén a kovetkezd célkitlizésekrdl beszélhetiink:
e mennyiségi célokrol, ami kiilondsen a nyersanyagok csokkentését jelenti, valamint
e iddbeli célokrdl, ami az egyes recycling-javak ¢€lettartamanak a meghosszabbitasa,
ezaltal ezen javak keletkezési iitemének a lassitasat, illetve a bizonytalansag

csokkentését jelenti.

143



Maganak a termelési folyamatnak kialakitdsa soran a koltséges tOkelekotés
minimalizaldsa az €lettartam csokkenését okozza, az értékbeli célok (ideértve a recycling-
, a recycling-logisztikai-, feldolgozési-, valamint a tervezési- és tranzakcios koltségek)

minimalizalasa révén

4.3.4.2. Feltételek

Az ujrafelhasznélas esetén szamos, a vallalat altal nem befolyasolhaté adottsagot kell

figyelembe venni, amelyek korlatozoan hatnak a vallalat szamara, ilyen példaul:

e anyersanyagok teljes visszanyerése a recycling-javakbol gyakran nem lehetséges,

e a recycling-javak altaldban nem tetszés szerinti gyakorisdggal hasznalhatok fel
ujra,

e nem minden recyclingtermék hasznalhato fel Ujra gazdasagi szempontok szerint,

e arecycling-folyamat soran kdrnyezetkarositod termék jon létre,

e Dbizonyos javak esetén az ujrafelhasznalas torvényben eldirt és innentdl kezdve

nem tekinthetd dontési problémanak.

A recycling tekinthetd ugy is, mint a  primer nyersanyagok
felhasznalasanak/fogyasztasanak ideiglenes tehermentesitése, mégpedig azért, mert a

recycling altal meghosszabbodik egy-egy termék ¢€lettartama.

4.3.4. Eszkozok

Eszkozok esetén kiilonbséget tesziink a recycling-javak alkalmazasa, illetve kezelése

terén hozott intézkedések kozott:

1. Az alkalmazés sordn szortirozas, szallitas, tarolas segitségével a keletkezd recycling-
javak feldolgozas nélkiil felhasznalhatok,

2. A kezelési folyamat soran valamilyen feldolgozasi eljarast végrehajtanak a recycling-
javakon, ami lehet szétvalasztds vagy atalakitas (biologiai-technikai vagy kémiai-

technikai) folyamat.
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A recycling dontési modellt, mint barmely mas dontési vagy tervezési modellt csak akkor
alkalmazhatjuk, ha a recycling-javakrol a dontéshez sziikséges relevans informaciok
rendelkezésre allnak ( ugy mint tipus, hely és id6 szerinti rendelkezésre allas, valamint
mennyiség, mindség ¢és ar). A dontés komplexitasat noveld faktorok koziil az elsé az
alapvetd célfunkcid, amely jelenthet egyvaltozos vagy tobbvaltozds célfunkciot. A
tobbvaltozos célok esetén a célok kozott konfliktusok allnak fenn, s nem csak az

okologiai és gazdasagi célok kozott van konfliktus.

A kiilonb6z0 faktor-csoportok a kdvetkezd komplexitas-fokokat hatarozzak meg.

1.) Termelési folyamat:
a) arecycling-javak felhasznalhaté6 mennyiségének alsoé és felsd korlatai adottak,
b) atermelési folyamat illeszkedési kdvetelménye a recycling-folyamatra,

c) arecycling-javak visszavezetése ugyanabba, illetve mas termelési folyamatba.

2.) Recycling-javak:
a) csak maradékanyagokrol, selejtekrdl, illetve hasznalt termékekrdl, vagy pedig
mindhdrom formdju recycling-javakrol van szo,
b) arecycling-javak keletkezése id6ben lehet folyamatos, illetve nem folyamatos,
c) tarolhatosdg lehetdsége: adott vagy nem adott, a recycling-javak heterogenitasbeli
sokszinlisége (tisztasag, forma, szinjellemzdk, anyagjellemzok héallo-nem hoallo),

d) az anyag illesztése (rejtett vagy nyilt, a részek elvalaszthatosaga), anyagrokonsag.

3.) Ujrafelhasznalési folyamat
a) az ujrafelhasznalasi folyamat mélysége (szétszerelés, illetve feldolgozas foka),
b) az gjrafelhasznalasi folyamat mellékterméke: hasznalhato, illetve nem felhasznalhat6
mennyiségbeli kdrok (veszteségek az Gjrafelhaszndlés soran),

c) mindségbeli veszteségek (karok az Gjrafelhasznalds soran).

A termeléstervezési és -iranyitasi rendszerek feladata: a termelési folyamat lebontasa
mennyiségi és idébeli szempontok alapjan, a kapacitaskorlatok figyelembevétele mellett,
valamint tervezés, végrehajtas, ellendrzés, az eltérések megfeleld intézkedésekkel valod

kezelése, annak érdekében, hogy az alapvetd célokat elérjiik.
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4.3.4.4. Korlatok

Technikai korlatok: a recycling-javak tetszés szerinti gyakorisdggal nem
hasznélhatok fel Gjra, mert minden egyes recyclinggal romlik a mindség. Tovabba
a recycling-javak gyakran nem hasznalhatok fel teljes egészében ujra, mert
korlatozottan szerelhetOk szét, mivel egyes anyagok szétvalasztdsa technikailag
nem lehetséges.

Gazdasagi korlatok: a recycling altal okozott koltségek meghaladjak a recycling
eredményét, illetve a primer anyagokban torténé megtakaritast.

Okolégiai korlatok: a recyclinghoz sziikség van energidra, a recycling-javak
széllitdsara ¢és gyakran primer anyagokra, hogy feljavitsak a mindséget. A
recycling gyakran Okologiai szempontbol nem hasznos, mert a recycling altal
okozott kdrnyezetszennyezés meghaladja az altala elért 6koldgiai hasznossagot.
Pszichologiai  korlatok: a hasznalt anyagokbol késziilt termékek gyakran
alacsonyabb mindségilinek néznek ki, ezért a piac tudatos tartdzkodassal reagal az

ilyen termékekre (Rautenstrauch (1998)).

4.3.5. Az MRP rendszer

Az MRP rendszer alapvetd célja a befolyasolhato koltségek (termelési, szallitasi, tarolasi,

eszkozkoltség) minimalizalasa. E rendszer idObeli és mennyiségbeli céljai a kovetkezdek:

minimalis atfutasi ido,
nagy pontossag,
alacsony készletszint,

maximalis kapacitdskihasznaltsag.

A 4.3. tiblazatban az MRP rendszer befolyasolhatdé elemei megfelelden foglalhatok

0ssze:
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Objektum
Kapacitas Megbizas
Cél
- Atfutasi id§

Idénagysag Kapacitaskihasznaltsag .

(Atf.id6 csokkentése)

‘ ' Személyzeti €s
Mennyiségbeli nagysag Széllithatosag
eszkozallomany

. ) ) Hidny- és
Ertékbeli nagysag Kapacitaskoltség ‘

tarolasi koltség

4.3. tablazat. Az MRP célrendszere (Corsten-Reiss (1991))

Annak érdekében, hogy az ujrafelhasznéldsi folyamatot integralni tudjuk az MRP
rendszerbe, a tervezéshez sziikségiink van a recycling-javakrol és recycling-folyamatokrol
relevans informaciokra. Ahhoz, hogy ezen informaciok a megfelelé formaban
rendelkezésre alljanak, egy megfelelden kiépitett wvallalati kornyezeti informacids
rendszerre van sziikség. Ezen informdacids rendszernek figyelemmel kell kisérnie a
jogszabalyi kornyezet folyamatos valtozasat, emisszio- csokkentési intézkedéseket kell
bevezetnie, kornyezetvédelmi statisztikdkat, informaciokat kell tartalmaznia a
hulladékkezelésrdl, beszerzési modokrol, mindségrél, anyag- és energiafolyamatokrol
(anyag- ¢és energiamérleg) a kiilonbozé inputok és outputok tekintetében. Azt is
vizsgaljak, hogy mely vallalati/termelési folyamatok kapcséan 1ép fel kornyezetszennyezés
¢s azok milyen mértékli kornyezetszennyezést okoznak, mert ez alapjan kell a
szennyezési adot fizetni. Az MRP rendszernek az ujrafeldolgozasi rendszerrel torténd

horizontélis kibdvitése harom teriileten jelent kiszélesitési igényt:
1. recycling programtervezés,
2. recycling kapacitastervezés,
3. recycling folyamattervezeés.

1.) A recycling-program szélessége és mélysége is specifikalt

Az MRP rendszerben a kovetkezd bdvitési sziikségletek adodnak:
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o A szallitasi és tarolasi kapacitasokat figyelembe kell venni és prioritasi szabalyok
meghatarozasara van sziikség, hogy a nem vagy csak a korlatozottan tarolhat6
javakat hasznaljak fel el6szor.

o A szallitas feliilvizsgalatdra mindenképpen sziikség van, mégpedig a széllitando
recycling-javak mennyiségére ¢és hataridejére vonatkozoan. Tekintettel kell lenni
tovabba a feldolgozasi folyamat sordn a gyartasi lépésekre, valamint a recycling
termékek mennyiségére és hataridejére. Figyelni kell az emisszios hatarértékekre a
nem felhasznalhato melléktermékek kezelésekor. A tovabbi feldolgozashoz

mennyiségi ¢s mindségi kritériumok betartasara van sziikség.

2.) Mennyiségi tervezés

A mennyiségi tervezés sordn is sziikkség van az MRP rendszer kibdvitésére és
atalakitdsara. A maradékanyagok ¢és hulladékok elsdsorban az alkatrészek és
nyersanyagok nettd szilikségletét csokkentik, s ezen ujrafelhaszndlt inputjavakat a
termelési folyamatban inputként lehet felhasznalni, a recycling-javak keletkezése azonban
nagyfoku bizonytalansdgot hordoz magaban. A bruttd sziikségletet az anyagsziikségleti
tervbdl hatarozzak meg. Bovitésre van sziikség az adatok kezelése és feldolgozasa

tekintetében. Ide tartozik:

e amegbizhatosaggal kapcsolatos (termelési id6, mennyiség és mindség),

o gépekkel kapcsolatos (4llasi ido),

e munkaerdvel kapcsolatos (hidnyzasok és jelenléti idok) és

e anyagokkal kapcsolatos (anyaghidny és rendelkezésre allas az egyes anyagokbol

az egyes termelési helyeken)adatok begytijtése, tarolasa, frissitése, feldolgozasa.
Természetesen ezen anyagoknak nemcsak a termelési, hanem az 1jrafelhasznélési

folyamat szamara is rendkelezésre kell allnia. Sziikség van tovabba munkatervre is, amely

a recycling-javak mennyiségbeli és tipus szerinti csoportositasat végzi.
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3.) Recycling-folyamattervezes

Az MRP rendszerben az egyes tervezési szintek egyoldaluan fiiggenek egymastol,
egymasra ¢épiilnek, mig maga a recycling folyamat cirkularis természetli, azaz a
folyamatai fiiggetlenck egymastol. A termeléstervezés kiilonbozo 1épcséfokai linedrisan
vannak kiépitve, ezaltal az egyes tervezési szintek kozotti fliiggetlenséget torvényszeriien
figyelmen kiviil hagyjak. Az egyes lépcséfokok teljesithetdsége az elézményektdl fligg,
azaz az egyes dontési szintek a kdvetkezd dontési szint szamara feltételként jelentkeznek.
A termelési programnak és a kapacitdsoknak illeszkedniiik kell egyméshoz. Ha a
tevékenységeket a kapacitasoktol fliggetlen atfutasi idovel végzik, az inkonzisztencidkhoz
vezet a tervezésben, mivel a mennyiségi tervben meghatarozott naturaliak, valamint a
hataridé ¢és kapacitastervben meghatirozott hataridd0 nem tarthato be, hiszen a
szerz6désben megadott hataridd nem egyezik meg a sziikséges hataridével. Mivel az
ujrafelhasznalashoz sziikséges maradékanyagok és hulladékanyagok nem allandd, hanem
rendszertelen mennyiségben érkeznek, ezért a recycling folyamatban megbizhato atfutasi
1d6 meghatarozasa a hagyomanyos MRP rendszert bonyolitja. A tervezés linearitasa és a

tervezési objektum ciklikussaga a tervezés idobeliségét neheziti.

A netto sziikséglet fedezésére az Gjrafelhasznalt termék feldolgozéas utan felhasznalhato.
A bruttd sziikséglet esetén pedig a gyari, a rendelt, a tartalék és a biztonsagi készletek

mellett a beépithetd recyclingjavak felhasznalhatok.

A tervezés kapcsan fontos megjegyezni a dontések centralizaltsaganak mértékét. Abban
az esetben, ha a recycling folyamatban a maradékanyagok, a hulladékanyagok, illetve
selejtek, valamint hasznalt termékek is megjelennek, anndl inkabb mondhatjuk, hogy a
recycling folyamat tobblépcsds, s ezaltal maga az MRP rendszer sokkal centralizaltabb
lesz. Tehat a komplexitds €s a centralizaltsag kozott pozitiv korrelacid van. Tovabba
minél bizonytalanabb a recycling folyamat, annal kevésbé centralizalt a kibdvitett MRP

rendszer (Corsten-Reiss (1991)).

4.3.6. Recyclinggal bovitett MRP tabla

A recyclinggal bovitett MRP tabla elsé fele nem igazan tér el a hagyomanyos MRP

tablatol, bar az ebben kiegészitésként szerepld sor - a recycling készlet - azt jelenti, hogy
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a hagyomanyos készletek kiboviilnek, mégpedig alternativ készlettel, hiszen a
visszakiildott termékekbdl kinyert alkatrészek €s anyagok bekeriilnek a készletek koze, s
innentdl kezdve nem tesznek kiilonbséget a hasznalt, illetve 0j készletek kozott. A
tervezési horizont 6 peridodusos, 15 egységes biztonsagi szint és 2 hetes atfutasi ido
jellemzi a 4.4. tdblazatot. Az anyagaramlasi folyamatot, amit az MRP-tdbla mutat, a 4.3.

abran szemléltetjlk.

Termelés

N

Végtermék
készlet

Kereslet

Recycling-
készlet

Recycling

4.3. abra. Az MRP-tabla anyagaramlasa

A jelen iddszak raktarkészlete sort a kovetkezd miivelet eredménye adja: a termelt, a
recycling, valamint az el6z6 idOszaki raktarkészlet Osszege, csokkentve a bruttd
szlikséglettel. A raktarkészlet mennyiségénél figyelni kell arra, hogy a biztonsagi
készletszint 15 egység. A visszaérkezések varhatd szintje adott, azaz 4 egység. A
recycling folyamat raktarmennyisége is adott. A recyclingsziikséglet 4, ez a varhato
visszakiildésekbdl kovetkezik. A recycling rendelés a recycling sziikségletbdl adodik, 2
hét atfutasi idOvel eltolva. A kezelési sziikséglet a recyclingfolyamat raktdrmennyisége,
csokkentve a recyclingrendeléssel. A termelési sziikséglet a nettd sziikséglet, csokkentve

a recycling sziikséglettel, a termelésfeladas pedig ennek eltolasa két hét atfutasi idovel.
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0|1 |2 |3 |4 |5 |6
Brutto sziikséglet 101010 10[ 1010
Termelt készlet 8 |14
Recycling készlet 5 |4
Raktarkészlet 9112|120 |15[15|15]15
Nett6 sziikséglet 3 10 |5 [10]10]10
Viarhato visszaérkezés 4 |4 |4 |4 |4 |4
Recycling  folyamat raktar |74 |4 |4 |4 |4 |4
mennyisége
Recycling sziikséglet - |- |54 |4 |4
Recycling rendelés 514 |4 |4 |- |-
Kezelési sziikséglet 2 [0 [0 |O |- |-
Termelési sziikséglet - |- 10 |6 |6 |6
Termelésfeladas 0 |6 |6 |6 |- |-

4.4. tablazat. A recyclinggal bovitett MRP-tabla (Inderfurth-Jensen (1998))

Ezzel sikerilt az anyagsziikséglet tervezési rendszerbe kiegészitésként beépiteni a

visszaaramlott hasznalt recycling-javak jrafeldolgozasat.

4.4. Osszegzés

Osszegzésként megallapithats, hogy napjainkban egyre fontosabba valik a
kornyezetvédelem, s ez a folyamat komoly elérelépésnek tekinthetd a néhany évtizeddel
ezeldtti gondolkoddshoz képest. Mindaddig azonban, amig a vallalatok nem latnak a
tudatos kornyezetvédelemben igazi iizletet, azaz nem ¢ébrednek rd arra, hogy
versenyelénnyé valhat visszutas logisztikai tevékenységiik - ha azt stratégiai szinten
kezelik -, addig kornyezetink megovasa érdekében nem Iéphetiink nagyot.
Versenyelonnyé valhat, ha a tarsadalom szemében egy vallalat kornyezettudatos
tevékenységet folytat, s ezt kiilonbozd auditokkal és kornyezetvédelmi elismerésekkel
alatdmasztja, hiszen a tarsadalom tagjai novekvd kornyezettudatossdguk miatt egyre

inkabb a kornyezetbarat termékek felé fordulnak.

A dolgozatban bemutattam tobb eljarast is, melyek révén a vallalatok csokkenthetik a
primer nyersanyagok, illetve energia felhasznaldsat, valamint a kdrnyezetszennyezést, s
az alkalmazhatdé moddszerek kozil kivalaszthatjadk a tevékenységiiknek leginkabb

megfelelot. A lehetdség tehat adott, ,,csak” el kell kotelezniiik magukat a szemléletvaltas
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¢s a hosszu tavli kornyezetvédelem mellett. Ugyanakkor sziikség van arra is, hogy az
emberek fogyasztdi szemlélete megvaltozzon, aktivan vallaljanak szerepet a kornyezet
védelme érdekében. Természetesen az allamnak is jelentds befolydsolasa van és lehet
annak alakitdsara, hogy az adott tarsadalom menyire kornyezettudatos, illetve mennyire
sikeriil megértetni, hogy nemcsak a mi életiinkrdl, jovonkr6l van sz6, hanem a jovo
generaciok sorsardl is, s nem tehetjiik meg, hogy lehetetlen életkoriilményeket hagyjunk

magunk utan.
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5. Osszefoglalas és tovabbi kutatasok

A dolgozatban a visszutas logisztikdt ¢és annak a termeléstervezésbe torténd
beépithetdségét mutattam be. A visszutas logisztika az MRP-be (anyagsziikséglettervezési
rendszerek) teljes mértékig integralhatd, ugyanakkor megnehezitheti a modellépitést,
hogy ebben az esetben az adattablaban kezelni kell a beérkezd és ujrafeldolgozhatod
termékeket is a szokasos Uj termékeken kiviil. Az adattibla utolsd6 sora mutatja a
megeldzoé fazisok és/vagy beszerzés sziikségletét. Itt jelenik meg a készletgazdalkodasi
probléma: Osszevonjon-e a dontéshozo termelési €s/vagy beszerzési tételeket. A
klasszikus MRP-ben a sziikségletek kielégitésére heurisztikdkat alkalmaznak, mint a
Groff-algoritmus, Silver-Meal-heurisztika stb. Az ilyen heurisztikdk szinte minden
esetben az optimalis tételnagysag modell (EOQ) optimalitasi kritériumat hasznaljak fel.
Ez az a tulajdonsag, hogy az optimumban a rendelési/atallitasi koltségek megegyeznek a
készlettartasi koltségekkel. A kérdés most Ggy hangzik, hogy a létez6 EOQ-tipust

visszutas logisztikai modellek hogyan alkalmazhatoak az MRP-ben?

A kérdés megvalaszolasdhoz hat, az irodalomban elérhetd6 EOQ-tipusu visszutas
logisztikai modellt ismertettem. A modellek azon kozos feltevésen alapulnak, hogy a
hianyt kizarjak. A koltségstruktira teljesen analodg a klasszikus tételnagysag modellekkel,
vagyis az uj termékek beszerzési/termelési ciklusfix és készlettartasi koltségei ismertek,

valamint a hasznalt termékek ujrafeldolgozasi ciklusfix és készlettartasi koltségei is.

Ezen feltételezések mellett egységes szerkezetben vizsgaltam a modelleket; megmutatva,
hogy azok a fiiggelékben talalhaté meta-modellhez vezetnek. Erre azért van sziikség, mert
a készletezési célfiiggvény felirdsa utan két helyettesitéssel egyszertiisithetd a fliggvény:
vagy a tételnagysagokat helyettesitjiik a koltségfliggvénybe, vagy a tételszdmokat. Ha a
tételszamokkal kezdjik az egyszerlsitést, akkor a koltségfiiggvényben nem tudjuk a
tételszamok egészértékiiségét a tovabbiakban vizsgalni. Ezért a matematikai
kezelhetdség kedvéért célszerlibb a tételnagysagokat behelyettesiteni, ami pedig a meta-
modellhez vezet. Ezzel a moddszerrel sikeriilt a modelleket altalanositani azokra az
esetekre is, amikor mind a beszerzési/termelési tételszamok, mind az Ujrafeldolgozasi
tételszamok nagyobbak, mint egy. Olyan példat is mutattam, amikor mind a két tételszam

hatarozottan nagyobb, mint egy.
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Vizsgaltam azokat az eseteket is, amikor az EOQ-tipust koltségeken kiviil linedris
beszezési/termelési, Ujrafeldolgozéasi és hulladékkezelési koltségekkel boviil a
koltségfiiggvény. Ekkor azt mutattam meg, hogy az optimalis megoldasban a
hulladékkezelés negligalhatd, azaz minden visszatérd és ujrafeldolgozhatd terméket
gazdasagos hasznalni. Ennek sziikséges feltétele az, hogy a két tiszta stratégia koziil,
vagyis a beszerzés/termelés ¢€s a teljes Ujrafeldolgozas koziil az ujrafeldolgozas legyen

gazdasagosabb.

A bemutatott készletmodellek lehetnek az alapjai olyan heurisztikdk megalkotasahoz,
amelyeket az MRP-ben is lehet alkalmazni. Ismereteim szerint ezen a teriileten még nincs
elérelépés az irodalomban. A Wagner-Whitin (1958) dinamikus tételnagysdg modell
ujrafeldolgozassal torténd kibovitését Richter-Sombrutzki (2000), Richter-Weber (2001)
¢s Richter-Gobsch (2005) végezték el.

Most a Richter-Sombrutzki (2000) modellt ismertetem, ami 1ényegében Schrady (1967)
modelljének kiterjesztése arra az esetre, amikor a kereslet és a visszaérkezés idOben
valtozik. Ebben a modellben nem értelmezziikk a hulladékkezelést. A modell
paramétereinek és valtozdinak hasznalatanal eltérek a hivatkozott cikkben alkalmazottol,

helyette a Schrady-féle jelolést veszem at.

A modell mérlegegyenletei a kdvetkezd formaban irhato fel:

It :It—l +QzP+QtR _Dt

o : (t=12..T)
lt:lt—l_QtR+Rt

1, >0, i >0, (=12
7>0, 0F>0.

ahol 1) = iy =0. Az els6é egyenldség azt mondja ki, hogy az 0j termékek indulo készlete
egy t-ik id6szakban novekszik a beszerzéssel és javitassal, amit csokkent a kereslet. A

masodik egyenletben a hasznalt termékek készletét noveli a bearamlas, de csokkenti a
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javitasba vont hasznalt termékek mennyisége. A kovetkezd egyenldtlenségek a modell

valtozoinak nemnegativitdsat mondjak ki.
A célfiiggvény

T
Z(AP -sign Q] +h, -1, + A, -signQF +h, 'i,)—> min.

t=1

A célfiiggvény a rendelési, atallitasi koltségek és a készlettartasi koltségek Osszege. A

sign figgvény értéke nulla, ha az argumentum értéke nulla, kiilonben egy.
Foglaljuk most 6ssze a paramétereket és valtozokat.
A modell paramaterei:

- D, a t-ik periodus kereslete az 1) termék irant, nemnegativ,

- R; at-ik iddszak visszaérkezd hasznalt termék mennyisége, nemnegativ,
- Iy az10j termékek kezdOkészlete a tervezési horizont kezdetén,

- ip a hasznalt termékek kezddkészlete a tervezési periddus elején,

- Ap egy rendelésre eso fix rendelési koltség, PE/rendelés,

- Ar egy javitasi tételre esd fix inditasi koltség, PE/tételinditas,

- h; a beépitheto alkatrészek készlettartasi koltsége, PE/darab/ido,

- h, ajavitand¢6 alkatrészek készlettartasi koltsége, PE/darab/ido,

- T atervezési idShorizont hossza.

A modell valtozoi:

- I, az 0j termékek kezddkészlete a 7-ik ciklus kezdetén, nemnegativ,

- i; ahasznalt termékek kezddkészlete 7-ik periddus elején, nemnegativ,
-0F beszerzési tételnagysag a z-ik periodusban, nemnegativ,

-0OF javitasi tételnagysag a #-ik idészakban, nemnegativ.

Richter és Sombrutzki (2000) bebizonyitottdk a modell néhany tulajdonsagat.

155



Lemma (Richter-Sombrutzki (2000)):

Az optimalis megoldasban teljesiilnek a kovetkez6 egyenldségek:

o o’ -of=0, t=12,...,T)
(11) Itfl . (QzP + QtR) = 0, (f = ],2,...,7).

Ezeket a tulajdonsadgokat nem bizonyitjuk, mivel az emlitett cikkben megtalalhatéak. Az
(1) pont szerint egy periodusban vagy beszerzés, vagy javitds lehet az optimalis
megoldasban, de egyszerre a kettd nem. A mdasodik egyenldség szerint ha a
készletallomany pozitiv egy periodus elején, akkor a periddusban beszerzés vagy javitas
nem torténik. Ha azonban a készletallomany zérus, akkor az idészakban beszerzésre, vagy
javitasra sor kell, hogy keriiljon. Ez a mésodik egyenldség teljesen analog a Wagner-
Whitin (1958) modellben foglaltakkal, vagyis termelni ott csak akkor kell, ha a
készletallomany nulla. Amint latjuk, a Schrady-féle modell készletezési stratégiaja
felhasznalta e két tulajdonsidgot. A bemutatott modell megoldhaté a dinamikus
programozas modszerével, de a megoldas szamitastechnikailag rendkiviil idéigényes, ami

sziikségessé teszi szuboptimalis megoldast eldallitd heurisztikak eldallitasat.

Az els0, tovabbi kutatast kivano kérdés az, hogy mennyire hasznalhatd6 az EOQ-tipusu
visszutas logisztikai készletmodell a fentebb ismertetett kibovitett Wagner-Whitin-féle
dinamikus tételnagysdg megoldasara. Egy masik vizsgalandd kérdés, hogy hogyan

allithato eld egy szuboptimalis megoldast nyujto algoritmus.

A kovetkezd kérdés a létrehozand6 heurisztikak miikodésére iranyul: ha vannak ismert
algoritmusok, amelyek az EOQ-ra alapozodnak, akkor azok milyen koltség- ¢és
rendszerparaméterekre adnak az optimalishoz legkdzelebb es6 megoldast? Az ilyen tipust
vizsgalatok szimulaciok végrehajtasahoz vezetnek. Numerikus elemzések nélkiil a kérdést
nem lehet megvalaszolni. Ezeket a jovoben létrehozandd heurisztikdkat lehetne majd

felhasznalni a termeléstervezésben a rendelési/gyartasi tételek 6sszevondsara.
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Fiiggelék
F. A meta-modell

A meta-modellnek elnevezett alabbi egészértékli optimalizacios feladatot vizsgaljuk

tetszOleges valds paraméterekre,

S(m,n) — min

(m,n) € Rg ={(mn). mn € {1,2,..}},
azaz az optimdlis (m,n) értékek felkutatdsat mutatjuk be, ahol az S(m,n) fiiggvény

definicisja S(m,n)=A-Z+B-L+C-m+D-n+E. E Richter é Dobos (1999) 4ltal
n m

felvetett problémat roviden egészértékli problémanak hivjuk.
Az egészértékil feladat relaxalt programja a kovetkezd

S(m,n) — min

(m,n) € R = {(m,n): (mn) =1},
amelyet Richter (1994, 1996a, 1996b, 1996¢, 1997) ¢és Richter és Dobos (1999)
elemeztek. Ez utdbbi problémat folytonos feladatnak nevezziik. El6szor a Richter (1994,
1996a, 1996b, 1996¢, 1997) dolgozatokban szerepld tulajdonsadgokat foglaljuk Gssze.
F.1. A folytonos és egészértékii probléma optimalis megoldasanak létezése

Mindkét feladatnak egyidejlileg 1étezik optimalis megoldésa.

F.1. Lemma (Richter (1997)): Az S(m,n) fiiggvény akkor és csak akkor korlatos az R és

R halmazokon, ha

C>0AD>0A A+C >0 AB+D >0. (F.1)
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Teljesiiljon az (F.1) feltétel. Ekkor igaz a kovetkezd lemma:

F.2. Lemma (Richter (1997)): Az (F.1) feltétel teljesiilésen esetén az egészértékil és

relaxalt problémanak pontosan akkor 1étezik megoldésa, ha

fA<OAB<0} v{A+C> 0 AB+D > 0. (F.2)

A lemmak bizonyitasatol itt eltekintiink, az az emlitett irodalomban megtalalhat6.

F.2. A folytonos probléma optimalis megoldasanak strukturaja

Tételezziik fel, hogy az 4 és B paraméterek pozitivak.

F.3. Lemma (Richter (1997)): A kovetkezd két gorbe: M(n) = n

A+Cn ¢ N(m)

| 4 S . .
="M Zh m-re vagy n-re a lokalis minimumokat tartalmazza n illetve m esetén, az
m

SMmn),n) = 2,/(A+Cn)B + Dn+ E és S(m,N(m)) = 2,/(B+ Dm)A +Cm+ E értékekkel

S(m,n) figgvény vonatkozasaban. Az S(m,n) fliggvény monoton ndvekvd ezen gorbék

mentén.

A fliggvény nivohalmazat definialjuk, mint levsS = {(m,n) > 0: S(m,n) <F} tetszéleges F
esetén. Az S(m,n) figgvényt kvazi-konvexnek hivjuk, ha a /levsS nivohalmaz minden
tetszOleges F' esetén konvex. A kvézi-konvexitds egy ekvivalens meghatarozasa egy f

fliggvényre

FA-x+(1-1)x")<max {f(x), f(x)}
VAe (0,1), Vx,x'e X

(lasd Arrow és Enthoven (1961), Takayama (1985)). Az f fliggvény szigorian kvazi-

konvex, ha

FA-x+(1=2)x") < max {f(x), f(x")}
VAe (0,1), Vx,x'e X.
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Az aldbbiakban e koncepcido alkalmazist mutatjuk be a kvazi-konvex fiiggvény

nivohalmazara.

F.1. Tétel: Haa 4 > 0, B > 0, C+D =0 tulajdonsagok teljesiilnek, akkor S(m,n) fiiggvény

szigoruan kvazi-konvex.

Bizonyitas. A tétel bizonyitdsahoz a szigoru kvazi-konvexitas feltételét kell ellendrizniink.
A kvazi-konvexitas definiciobol kovetkezik, hogy az F(A)= f(x'+ A(x—x"))
fiiggvénynek nincs maximuma a 0 és [ kozott. Vizsgaljuk a problémankat a kdvetkezd

formaban:

G(ﬂ):A-mﬁLi'AerB- nt A An +C-(m+A-Am)+D-(n+A-An)+E,
n+A-An m+A-Am

ahol (m,n)>(0,0) egy tetszlleges pont, €s (4Am,An) egy lehetséges irany. Azt kell
bizonyitanunk, hogy a G(4) fliggvénynek nincs maximuma semmilyen (m,n) és (Am,An)

vektor esetén.
(1) Am<0, An>0.
Ebben az esetben

_Am
m+A-Am _m An n+Am

n+A-An n+A-An An

egy konvex fliggvénye A-nak, mert a nevezo pozitiv, €s az alabbi fliggvény

_An
n+A-An " Amm N An

m+A-Am m+A-Am Am

166



is konvex, mert a Am érték negativ. A fliggvény tobbi része linedris és konvex, igy a G(4)
fliggvény konvex ¢€s igy semmilyen A>0 esetén nincs maximuma. A Am>0, An<( esetet

hasonldan lathatjuk be.
(i1) A4m>0, An>0, n-Am-n-Am> 0.

Vizsgéaljuk most a G(4) fiiggvény derivaltjat. Azt fogjuk megmutatni, hogy a

fliggvénynek 1étezik minimuma.

n-Am-—m-An .m-An—n-Am

G'(A)=4-
) (n+A-An) ' (m+A-Am)

+C-Am+D-An

Azt az esetet tekintjiik, amikor a G(4) fliggvény monoton nemcsdkkend. Ekkor

(m+A-Am)

A-(n-Am—m-An)- (n+l-An)2

>—(C-Am+D-An)-(m+A1-Am)* +B-(n-Am—m-An)

A baloldali fiiggvény monoton ndvekvd, mig a négyzetes fliggvény monoton csékkend a
C ¢és D paraméterek nemnegativitasa miatt. (Ezt egyszerii derivalassal belathatjuk.) Ekkor

egy ¢és csak egy A’ érték létezik, amely kielégiti az egyenléséget, ha

2
Z—ZZ—(C-Am+D-An)-n2+B-(n-Am—m-An).

A-(n-Am—m-An)-

Ez azt jelenti, hogy a 1 > A’ intervallumon a fiiggvény monoton ndvekvé és a masik
esetben monoton csokkendé. Ha A” érték nem létezik, akkor a G(4) fiiggvény monoton

novekvo minden nemnegativ A esetén. Ezzel belattuk a tételt.
Kvazi-konvex programozas esetére a kovetkezo tétel szolgaltatja az optimalitas sziikséges

¢s elégséges feltételét. Egy valtozot relevansnak hivunk, ha pozitiv értéket vesz fel a

korlatozo feltételek megsértése nélkiil.
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F.2. Tétel. (Arrow és Enthoven (1961), Takayama (1985)): Legyen f(x) n-valtozos

differencialhatod kvazi-konvex fiiggvény, €s legyen g(x) egy m-valtozos differencialhatéd

0

kvazi-konvex fiiggvény, és x > 0. Az x” and A” elégitse ki a Kuhn-Tucker-Lagrange

feltételeket, €s teljesiiljon egy az alabbi feltételekbol:

(a) f, >0 legalabb egy x; valtozora;
(b) f; <0 néhany x; valtozora;

(c) fy #0 ésf(x) kétszer folytonosan differencialhat6 az x” egy kornyezetében;

(d) f(x) konvex.
Ekkor az x” minimalizalja az f{x) fiiggvényt, ha g(x) <0, x >0.
A bizonyitast elhagyjuk, az az Arrow és Enthoven (1961) dolgozatban fellelhetd.
Ellendrizziik az F.2. tétel (¢) pontjat a problémankra.

F.4. Lemma: Legyen (my, ng) > (1, 1). Ekkor

x At _p Mo
(a) om _ n mg " 0

12\) m, 0)

— -A4-—+B-—+D

d/l (mo no) no mO

o’S  0°S 2.p. % _A.L_B.L
(by| an*  Ancn | _ m; ng omg

2 2
hom o’ n; my n,

A lemma bizonyitasat az olvasora hagyjuk.
Amint megmutattuk, a meta-modell egy kvazi-konvex szélséértékszamitasi feladat, és az

S(m,n) fuiggvény kielégiti az F.2. tétel (c) pontjat. Ez a feltétel garantalja az optimalis
megoldas 1étezését. Egy példat az S(m,n) fliggvényre az F.1. abran lathatunk.
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F.1. abra: A lokalis minimumok gorbéje és az S(m,n) fiiggvény nivohalmaza a

kovetkezo paraméterekkel: A =25, B =10,C=10,D=5E=0 és F=48,73

Az S(m,n) figgvény lehetséges esetei koziil néhanyat mutat az F.1. tdblazat. (Richter
(1997))

Eset |4 | B | C+D |A+C | B+D | Az S(m,n) tulajdonsaga
a) >0 >0 >0 konvex m- és n-ben, szigoruan
kvazi-konvex (m,n)-ben
b) <0 >0 >0 > () novekvd m-ben, konvex n-ben
>0 <0 >0 > (0 novekvd n-ben, konvex m-ben
c) <0 <0 >0 >0 novekvo m-ben és n-ben

F.1. tablazat: S(m,n) fiiggvény lehetséges esetei
A folytonos probléma explicit megoldasat adja az alabbi tétel.

F.3. Tétel (Richter (1996a)): Ha az (F.1) - (F.2) feltételek teljesiilnek akkor az R

probléma optimalis megoldasa (m *,n*) értékek és az S” minimalis koltség esetén:

(i) B> A+C = (m*,n*)=(‘/A—BC,1], S*=2JB(4+C)+D+E,
+

(i) A-D <B< A+C = (m*n*) =(11), S*=A+B+C+D+E

(iii)4 >B+D N (m*,n*)Z[l, ﬁ}, S*=2JAB+D)+C+E.
+
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F.3. Az egészértékii probléma optimalis megoldasa
F.3.1. Az F.1. tablazat a) esete

F.5. Lemma: Teljesiiljon az F.1. tétel feltétele és az eldbbi tétel (1) feltételéhez 49-4 <
527-C vagy a (ii1) feltételéhez 49-B <527-D. Ekkor az optimalis egészértékli megoldas n
=] vagy m=1.

Bizonyitas. Vizsgaljuk az (iii) feltételt. Tegylk fel, hogy S(l,n) > S(l,n+1) és az
optimalis folytonos megoldas (/,n*). Legyen n+l = n*+o. Elemi atalakitasokkal

megmutathato, hogy

S(n+1)=2-[4-(B+D)+C+E+/4-(B+D)— g

n*(n*+5)°

2
ahol 0 < §< 0.5. Analizéljuk a kdvetkezé problémat:  sup {5—}

w215, 0<6<0.5 | 1 *(n* +0)

Ez a fliggvény monoton ndvekvd oban  monoton csokkend n*-ban. Ekkor

2
o <i

n*(n*+5) " 12

9

és
S(l,n+1)£f—§-«/A~(B+D)+C+E. (F3)

Barmely mas m > 2 megoldas nem nagyobb értéket ad, mint S(2,n,), ahol n, = M(2) és

S 2,2-1/L =2-\JA-(B+2-D)+2-C+E, amint azt a F.3. lemmaban lattuk. Az
B+2-D
S(l,n+1)£f—§-1/A-(B+D)+C+E£2-1/A~(B+2-D)+2-C+E:S(2,n2)

egyenldtlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha % ‘A (B+D)-2-\|A-(B+2-D)<C

is teljesiil. A lemma feltétele biztositja az allitast. Ha S(1,n) < S(1,n+1) akkor n=n*-0 és
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hasonl6 becslést nyeriink.

1. megjegyzés. Legyen A=20,25, B=1, C=0,04, D=0,0001, E=5. Ekkor az optimalis
folytonos megoldas (1,n*) = (1,;4,5) és S(1,n*) = 14,04, amig S(1,4) = 14,103 > S(1,5) =
14,091 > 8(2,9) = 14,081, azaz az optimalis egészértékii megoldds nincs az m=I
vonalon. Az is vilagos, hogy az F.1. tablazat b) pontjdban is hasonloesetek fordulhatnak

eld. (Lasd F.2. ébra).

S(m,n)=14,081

1 =

ol ':,’; -

/"' ott
= f/’,.r = 8(m,n)=14,04
L
|
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

F.2. abra. Az S(m,n) fiiggvény folytonos és egészértéki megoldasa a

nivohalmazokkal, ha a paraméterek A = 20,25, B =1, C= 0,04, D =0,0001, E=5
F.3.2. Az F.1. tablazat b) esete

F.6. Lemma: Ha a folytonos optimalis megoldas nem egész, akkor az optimalis egész

megoldas

B
(i) B> A+C = (m® 1), ahol m® az me -hez legkozelebb es6 egész,

A
(iii) 4 2B+D = (1,n®), ahol n® 1/m -hez legkozelebb es6 egész.

Bizonyitas. (1) Legyen A <0 < B. Mivel az S(m,n) fliggvény egyidejiileg konvex n-ben és

konkav és novekvd m-ben, az emlitett megoldasok koziil az egyik optimalis.
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F.3.3. Az F.1. tablazat c) esete

Ez az eset csak akkor fordul eld, ha az F.1. tételben A-D <B < A+C ¢és a folytonos

megoldas ekkor automatikusan egészértéki.

Az elézé lemma optimdlis egészértékii megoldasat, azaz vagy n = [ vagy m = 1,
hatarmegoldasnak hivjuk. A kovetkezOkben arra a kérdésre keresiink valaszt, hogy a

hatarmegoldas mikor lesz egyben optimalis egészértékii megoldas.

F.4. Tétel (Richter és Dobos (1999)) Teljesiiljenek az F.4. és F.5. lemma feltételei. Ekkor

a kovetkez6 hatarmegoldasok talalhatéak a diszkrét problémara:

B 1 1

(i) B2A+C=>m* = +—+—|, nf=1
A+C 4 2
(ii) A-D<B<A+C=>m* =n* =1

n b
(iii) A>B+D=m* =1, n* =| |- AL, 1
B+D 4 2

Bizonyitas. (iii) A lemmabol kovetkezik, hogy a két lehetséges (1,n) és (I,n+1) egészbol

egyik a megoldas, ha a folytonos optimalis megoldas n < n* < n+1. Ekkor S(l,n) <

A
>0,
B+ D

1
S(1,n+1) pontosan akkor teljesil, ha A————< B+ D, vagy n’ +n—
n(n+1)
| |

A 1
| 2]

|
Z{ B+D

_l_

)f A

+
B+ D

A~

1
2

N~

vagyis, ha n>

A jobb oldalon az az egész szerepel, amelyik nem kisebb [#*], mig [n*] nem nagyobb
n*ndal. Ha n-re nem teljesiil az egyenldtlenség, akkor (n+1)-re igen és az optimalis. Az

elsé esetet hasonloan kezelhetjiik.

F.5. Tétel: Jelolje Sg az egészértekli probléma optimalis megoldasat. Ekkor a

S(m*®,n®)-S,; <i

hatarmegoldas relativ hibdja dS¢ = <—.
S¢ 24

Bizonyitas. Vizsgaljuk Gjra az (iii) esetet és legyen n° nem optimalis megoldas.
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a) n= [n*|.Ekkor S(1,n®)-Sg <S(1,n®)-S(1,n*) és

S(n*)=5, _SU.n*)-(2-J4-(B+D)+C+E)
S - 2-\/4-(B+D)+C+E '

Ekkor a (F.3) egyenldtlenséget hasznélva:

1
R NABED) o 4B+ D)
" 2.J4-(B+D)+C+E 24 2../[4-.(B+D)+C+E

A

ds,

b) Ha n® = | n*] akkor hasonlé becslést végezhetiink. Az (1) esetet hasonloan kezelhetjiik.
Ha a hatéartulajdonsag nem garantalhato, akkor a kovetkez6 lemma alkalmazhato.

F.7. Lemma: Az egészértékii feladat optimalis megoldasara teljesiil (i) n® = 1, m® =
Lm*] vagy m®>Tm*| és (i) m® =1, n® =Ln*| vagy n® > [ n*|.
Bizonyitas. (i) Ha m® < [m*] és F, = S(m®1), akkor (m*])elev,S, de

(m® +11) ¢levy S és barmely mas megoldds nem optimalis az S fiiggvény kvazi-

konvexitdsa miatt. Az (iii) hasonléképpen vizsgalhato.
2. megjegyzes. A lemmabdl kovetkezik, hogy az optimalis egészértékli megoldas kdveti

az optimalis folytonos megoldas valtozasait. Ha m™* (n*) novekszik, akkor az optimalis

egész megoldas megfeleld als6 hatara nem csokken!
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