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I. Kutatasi el6zmények és a téma indoklasa

Az utébbi évek, évtizedek mindennapi életiinket egyik leginkabb befolyasoloé fo-
lyamata az informaciés technologia rohamos fejlédése. A vilagrol rendelkezésre allo
adatmennyiség boviilése azonban messze meghaladja az emberi elme befogadoképes-
ségének novekedését, ezért elengedhetetlen a beérkezd informacio sziirése, az adott
pillanatban szamunkra relevans tényez6k kivalasztasa. Fz szinte reménytelen feladat
a prioritasok vilagos meghatéarozasa, rangsoroldsa nélkiil. A déntési alternativak kii-
16nb6z6 jellemz6i, eltérs tulajdonsigai miatt azonban ezek nem feltétleniil mérheték
egyetlen, jol meghatarozott skalan. Ugyanakkor az objektumok paronkénti 6sszeha-
sonlitasanak eredménye ekkor is biztosithatja a sorrend felallitasat.

Valészintiileg nem gondolnank, egy atlagos napon milyen sokszor taladlkozunk a
paros 6sszehasonlitasok alapjan torténd rangsorolassal. Ez huzodik meg az interne-
tes keresés, egy sportbajnoksag eredményei, vagy az online piacokroél ismerds ,,JEhhez
a termékhez leggyakrabban az alabbiakat valasztjak vasarloink” jellegli ajanlasok
mogott. Ezért gy véljiik, nem haszontalan megismerkedni a hasonlé feladatok ma-
tematikai hatterével, a megoldésra javasolt modszerek alkalmazasi lehet&ségeivel.

A paros Osszehasonlitdsokkal torténé rangsorolas harom, részben osszefiiggd te-
rilleten vet fel kérdéseket. Az elsé a vizsgalt gyakorlati probléma matematikai rep-
rezentacidja, a masodik az igy keletkez6 feladat megoldasa, a harmadik a kapott
eredmények értelmezése. Ertekezésiink az elébbi kettére fokuszal, bar a [7] fejezet-
ben szerepld alkalmazasaban az utébbira is kitériink.

Az els§ kérdés irodalma viszonylag korlatozott. Egy-egy alkalmazas leirasakor
természetesen elengedhetetlen az adatok modellbe dgyazasdnak targyaldsa, mégsem
ismeriink olyan cikket, tanulmanyt, amely atfogdéan elemezné ennek végrehajtésat.
E teriileten |Jiang et al|(2011) munkéja érdemel emlitést, bar ez szinte kizarolag az
egyéni értékelésekbdl levezetett paros dsszehasonlitasok meghatarozasaval foglalko-
zik. Ezért egyik célunk az ismert alkalmazasok minél szélesebb korének bemutatasa
(bar itt sem torekedhettiink a teljességre), illetve a gyakorlati felhasznalok szamara
hasznos tanacsok megfogalmazasa. Emellett bemutatunk egy, kordbbi kutatasaink
(Csatol 2012ayb, |2013a)) tovabbfejlesztésének tekinthets konkrét alkalmazast.

A mésik témaban mar tobb cikk sziiletett. A feladat megoldasanak vizsgalata-
kor az axiomatikus targyalast fogjuk kovetni, mely Lloyd S. Shapley 2012-es Nobel-
dijaval tjfent bizonyitotta 1étjogosultsagat a kozgazdasagtanban. Az egy-egy mod-
szer karakterizaciojat, illetve az altalunk hasznéltnal sziikebb értelmezési tartomanyt
targyalo (példaul |[Laslier (1997) vagy |Altman és Tennenholtz (2008))) munkakon kiviil
harom fontosabbat emlitenénk. Chebotarev és Shamis| (1998a) az ismert axiomatizé-
ciokat tekinti 4t, szamos szempont szerint csoportositja a tobb mint 40 moédszerhez

kapcsolodo tulajdonsagokat. Chebotarev és Shamis (1999) a gy6zelem-vereség egye-
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sitésén és kombindlasan alapuld eljarasok megkiilonbéztetése révén fogalmaz meg
erGs allitasokat, bar a cikk végén igért teljes kort karakterizécié eddig nem valosult
meg. Erre Gonzalez-Diaz et al| (2014) sem vallalkozik, ellenben szamtalan ismert
modszert elemez a 14 valasztott axioma tiikrében.

A kérdés altalunk adott targyalasa leginkdbb (Gonzalez-Diaz et al.| (2014) cikké-
hez hasonlit. Ehhez tobb 1j tulajdonsagot vezetiink be, azonban terjedelmi okokbol
bizonyos eredményeinket kénytelenek voltunk mellézni (Csatd, 2013b, 2014b). Vizs-
galatunkat a pontszam, az altalanositott sortsszeg és a legkisebb négyzetek mod-
szerekre sz(ikitjiik, dontésiinket igyeksziink kimeritGen indokolni. A |((Gonzalez-Diaz
et al.[(2014) altal szintén elemzett fair bets eljarassal Csato| (2013d)) és/Csato (2014b)
foglalkozik, mig a maximum likelihoodot — elsGsorban a linearis megoldhatosag hia-

nya miatt — teljesen mell6zziik.



II. Az értekezés felépitése és moédszertana

I1.1. Felépités

Az értekezés megirasakor két célt tiiztiink magunk elé: egyrészt a gyakorlatban
felmeriils, paros Gsszehasonlitasok alapjan torténé rangsorolast megkivano feladatok
matematikai kezelésének leirdsat, masrészt az ezek megoldasara alkalmas modszerek
bemutatasat, csoportositasat és értékelését. Elgbbivel a [7] és a [§], utobbival a
6] fejezetben foglalkozunk.

A [2| fejezet a paros Osszehasonlitdsokkal torténG rangsorolas egy, a késébbi tér-
gyalas alapjat képezs altalanos modelljét mutatja be. A rangsorolési problémat két-
féleképpen definialjuk. Az egyik a korabbrol ismert aggregélt paros Osszehasonlitési
matrixot (Chebotarev és Shamis| [1998a; (Gonzalez-Diaz et al., |2014) hasznalja, ezt
a takarékos valtozatot elsGsorban a szamitogépes szimulaciok elvégzéshez ajanljuk
(néhény, az [5] fejezetben talalhato ellenpéldat is ilyen tton talaltunk meg). Tébb,
a disszertacioban nem targyalt modszer (invarians, fair bets, maximum likelihood)
szintén ebbdl indul ki. A mésik esetben ugyan kiilon eredménymatrix és mérkézés-
matrix szerepel, de ezek ferdén szimmetrikus, illetve szimmetrikus volta miatt az
informéacidigény természetesen valtozatlan. Ez a véaltozat f6ként a megértést, vala-
mint a — graf reprezentacion keresztiil — késGbbiekben részletesen targyalt modszerek
és bizonyos tulajdonsagok bevezetését segiti. [smertetjiik a két rangsorolasi megko-
zelitést, a linedris rendezéssel valo kozelitésre és a pontozasi eljarasok alkalmazasara,
melyek koziil az irodalomban elhangzo érvek — elsésorban |[Bouyssou| (2004) — alapjan
az utobbiak hasznalata mellett érveliink. Ezek irodalméat axiomatikus szempontbol
ismertetjiik, kitérve a karakterizaciokra és a tudomanymetriai alkalmazhatosag kér-
désére. A fejezet Gsszefoglalasa sordn egy aggregaldssal kapcsolatos probléméat is
felvetiink.

A 3l fejezet a pontozasi eljarasokat targyalja. Definidljuk a késébbiekben hasz-
nalt modszereket, koztiik a klasszikus pontszamot és az altalanositott sordsszeget
(Chebotarev, 1989, 1994). Ezutén a legkisebb négyzetek modszerét targyaljuk, és az
egyértelmid megoldhatosiggal tamasztjuk ala a valasztott pontozasi eljarasok jelen-
toségét. Végiil foglalkozunk az altalanositott sordsszeg paraméterének megvalaszta-
saval is.

A [ fejezet az altalanositott sordsszeg és a legkisebb négyzetek modszerének
kézésmatrixok megkiilonboztetése. ElGszor technikailag el6készitjiik a {6 eredmény
kimondasat, majd részletesen elemezziik a legkisebb négyzetek iterativ felbontésat.
Kitériink az irodalomban javasolt hasonlo6 eljarasokra, a kapott matematikai formula
értelmezésére és (az értekezés Fiiggelékében) a rendhagyo esetek vizsgalatara. Bemu-

tatjuk a graf interpretacio egy lehetséges kiterjesztését, az altalanositott Buchholz
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modszert, bizonyitjuk az altaldnositott sordsszeggel vald ekvivalencidajat. Targya-
lasunkat — az eredmények attekintése mellett — néhény nyitott kérdés felvetésével
zarjuk.

A kovetkezd két fejezetben absztraktabb nézépontra tériink at, (Gonzalez-Diaz
et al.| (2014) nyoméan kiilonboz6 axiomakat definidltunk, majd megvizsgaltuk, hogy
a pontszam, az altalanositott sortsszeg és a legkisebb négyzetek teljesitik-e azokat.

Az [5l fejezet pontozési eljarasokra vonatkozo axiéomékat ismertet, melyek telje-
siilését a pontszam, az altalanositott sordsszeg, és a legkisebb négyzetek modszere
esetén vizsgaljuk. ElGszor a rangsor valtozatlansaganak legegyszer(ibb eseteit tar-
gyaljuk korabban bevezetett fogalmak révén. Ezutan a rangsorolési problémak mul-
tiplikativ és additiv transzformacioit elemezziik. MindkettGhoz bevezetiink egy-egy
1j tulajdonsagot, az elébbinél pedig ramutatunk egy, a szakirodalomban eddig nem
emlitett kovetkezményre is. A kovetkezl rész az eredménymétrix és az objektumok
sorrendjének kapcsolataval foglalkozik. Atfogo képet nytjtunk két ismert tulajdon-
sag viszonyarol, emellett kisérletet tesziink a rangsorolés kiillonb&z6 megkdzelitései-
nek egyesitésére. Megmutatjuk az irrelevans 0sszehasonlitasok értelmezését, melyet
osszekapcsolunk a rangsorolasi problémék additivitasaval, és vizsgaljuk a dontetle-
nek hatasat. Ezt a szakaszt szintén révid attekintéssel és a sajat eredmények kieme-
lésével fejezziik be.

A [0 fejezet az altalanositott sordsszeg és a legkisebb négyzetek modszere pont-
szammal valé kapcsolatat elemzi. Utobbi Bouyssou| (1992)) altal adott karakterizaci-
6janak kimondasdhoz két Gj tulajdonsag, az erds monotonitas és a kor fliggetlenség
bevezetése sziikséges. Belatjuk, hogy ez az eredmény csak a kormérkézéses rang-
sorolasi problémak meglehetsen sztik halmazan érvényes, ahol az altalunk vizsgélt
pontozasi eljarasok ekvivalensek a pontszam modszerrel. Ezt kovetGen egy kordbbrol
ismert és egy 1j axiomén keresztiil elemezziik a sordsszeggel megmaradoé Osszefiig-
géseket hidnyos és tobbszords Osszehasonlitasok megengedése jelenlétében, ami az
alkalmazésok szempontjabol lehet lényeges. Befejezésiil attekintjiik a kapott ered-
ményeket, és ramutatunk, hogy az altalanos esetben egyetlen pontozasi eljarasnak
sem létezik elfogadhatonak tiinG axiomatizécioja.

A [7 fejezetben a valasztott pontozasi eljarasokat svajci rendszeri sakk csapat-
versenyek eredményének meghatarozasara alkalmazzuk. Els6ként ezek rangsorolasi
problémaként torténd modellezését ismertetjiik: foglalkozunk a nem kérmérkézéses
esetben felmeriil6 kérdésekkel, az egyéni és csapatversenyek jellemzdivel, a hivatalos
lexikografikus rendezések hibaival. Igyeksziink megérizni az axiomatikus szemlélet
elényeit, definicidinkat osszekapcsoljuk az el6z6 fejezetekben bevezetett tulajdonsa-
gokkal. Ezek alapjan ramutatunk az altalanositott sordsszeg és a legkisebb négyzetek
modszerének hasznélhatosagara. A kovetkezs rész a 2011-es és 2013-as sakkcsapat

Eurépa-bajnoksag példajan keresztiil részletesen elemzi a javasolt eljarést. A rang-
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sorok Osszehasonlitasara a Fiiggelékben targyalt tavolsagfiiggvényeket (Canl, [2014))
hasznaljuk, majd a sokdimenzios skalazas segitségével abrazoljuk azokat. Az eltéré-
sek okait a[dl fejezetben bizonyitott dekompozicioval tarjuk fel. A sorrendeket harom
szempont, az el6rejelzé képesség, a mintailleszkedés és a robusztussag alapjan érté-
keljiik.

A |8l fejezet a paros Gsszehasonlitasok gyakorlati alkalmazasaival foglalkozik. Ts-
mertetjiik ezek hasznalatat a statisztika (EKS-modszer), a tudomanymetria, a pszi-
chologia, a szavazaselmélet és a sport teriiletén, majd bevezetjiik a termékértékelési
feladatok szavazo-alternativa matrixat, és rangsorolasi probléméara vald visszaveze-
tésének modjait. Végiil egy keretet adunk a paros 6sszehasonlitasok alapjan térténd
rangsorolasra, ajanlasainkat példakkal illusztraljuk.

Az egyes szakaszok tartalmat azok végén Osszegezziik, igy a [9] fejezetben csak
roviden vazoljuk a f6bb pontokat, tovabbi kutatasi irdnyokat. Az axiomatikus meg-
kozelités eredményeit az [I] tablazatban és egy abran mutatjuk be.

Az értekezés fiiggelékeiben megvizsgaljuk a graf reprezentécio egy specialis, Csatd
(2014a)) altal nem targyalt esetét, |Can| (2014) nyoman indokoljuk a tévolsagfiiggve-
nyek kivalasztasat, kozoljiik a[7] fejezetben elemzett sakk csapatversenyek részleteit
és néhany tovabbi abrat, valamint Osszefoglaljuk a dolgozatban szerepld definicio-
kat, a pontozasi eljardsokra bevezetett axiomak kapcsolatat és az ezekre vonatkozo
allitasok szarmazasi helyét.

A kiilonb6z6 részek meglehet&sen szorosan kapcesolodnak egymashoz. A 2H6] fe-
jezetek lényegében egymésra épitkeznek, a modszertani megalapozasahoz elenged-
hetetlen vizsgalatokat targyalnak. A (7| fejezet viszont, bar felhasznalja a bevezetett
rangsorolési eljarasokat és axiomatikus eredményeket, dnmagaban is értelmezheté
(Csatol [2014c). A [8] fejezetben adott attekintés lazabban kotGdik a tobbihez, egy
korabbi cikkiink részét képezi (Csatol 2013d)).

11.2. Moé6dszertan

Az értekezés preciz matematikai definicidkat és &llitasokat mond ki, ugyanak-
kor minimalis ilyen jellegii hattérismeretet kovetel az olvasotol. A kdvetkezGkben
bemutatjuk a f6bb fogalmakat, egyben el6készitjiik néhany fontos eredmény megfo-

galmazasat.

I1.2.1. Rangsorolasi problémak és megoldasuk

II.1. Jelolés. 0 € R™ a nullvektor.
e € R" a csupa 1-esbdl allo vektor.
O € R™™™ g nullmatrix.

I € R™™"™ az egységmatrix, melynek f6atlojaban 1-esek, azon kiviil pedig 0-k vannak.
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J € R™™ a csupa 1-esbdl all6 matrix.

I1.1. Definicié. Rangsoroldsi probléma (ranking problem): (N, A, M) € R" az

(N, R) preferenciaprofilhoz tartozo rangsoroldsi probléma, ahol
o N={X1,Xs,...,X,}, n € Naz objektumok halmaza;
o M = (my;) € R™" a szimmetrikus (M = M) mérkézésmdtriz;

o A = (a;) € R™" a ferdén szimmetrikus (AT = —A) eredménymdtriz,

ahol a;; € [-m;j, m;;] minden X;, X; € N-re.

Az A eredménymatrix azonos a Saaty-féle paros Gsszehasonlitas matrixszal (Sa-

aty, |1980), ha az utobbi elemenkénti logaritmusait vessziik (Csatol 2012b).

I1.2. Jeldlés. A rangsorolasi problémak halmaza R. Az N halmazon értelmezett,

vagyis n objektumot tartalmazo6 rangsorolési problémék halmaza R".

I1.2. Definicié. Osszehasonlitisok szdma: Legyen (N, A, M) € R" egy rangsorolasi
probléma. Ekkor

e az X; € N objektum dsszehasonlitisainak szdma: d; = Y oy Mij;
J

o a mérkdzések mazimdlis szdma: m = max{m;; : X;, X; € N};

e az dsszehasonlitdsok mazimdlis szama: 0 = max{d; : X; € N}.

I1.3. Definici6. A G = (N, E) par egy grdf, ahol N a csicsok, E pedig az élek
halmaza.

G multigrdf (multigraph), ha t6bbszoros éleket is tartalmazhat.

D = (d;;) € R**" a fokszamokbol képzett diagonalis matrix.

A G = (N, E) multigraf szomszédsagi mdtriza T = (t;;) € R™™, ahol t;; az
(X;, X;) € E élek szama.

A G = (N, E) multigraf Laplace-mdtriza L = (¢;;) € R™" ahol L=D —T.

I1.4. Definicié. Osszehasonlitdsi multigrdf (comparison multigraph): Az iranyi-
tatlan G := (N, £) multigraf az (IV, A, M) € R" rangsorolasi problémahoz tartozo
osszehasonlitdsi multigrdf, ahol az N cstcshalmaz az objektumok halmaza és az
(X;, X;) € E élek szama my;.

I1.5. Definicié. Osszefiggd rangsoroldsi probléma (connected ranking problem):
Egy (N, A, M) € R" rangsorolasi probléma dsszefiiggd, ha a hozza tartoz6 G =

= (N, E) 6sszehasonlitasi multigraf 6sszefiiggd.

I1.3. Jeldlés. Az sszefiiggd rangsoroléasi problémak halmaza Ro.
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I1.6. Definicid. Pontozdisi eljards (scoring procedure): Egy f: R"™ — R" fiiggvény

pontozdsi eljdrds.

Az értekezésben harom pontozasi eljarast, a pontszamot, az altalanositott sor-
Osszeget (egy paraméteres modszercsaladot), és a legkisebb négyzetek modszerét

vizsgaljuk.

I1.7. Definicié. Pontszdm mddszer (score method) (Borda, 1781): s : R" — R™,
ahol s(N, A, M) = Ae minden (N, A, M) € R"-re.

I1.8. Definici6. Altaldnositott sorésszeq mddszer (generalised row sum method,
GRS) (Chebotarev, [1989): x(¢) : R" — R", ahol ¢ > 0 egy paraméter és (I +
+eL)x(e)(N,A, M) = (1 +emn)s minden (N, A, M) € R"-re.

I1.1. Allitas. A pontszdm és az dltaldnositott sorésszeq mddszereknek tetszdleges

(N, A, M) € R"™ rangsoroldsi probléma mellett eqyértelmid megolddsa létezik.

I1.9. Definici6. Legkisebb négyzetek mddszere (least squares method, LS): q :
R™ — R", ahol Lq =s és e q = 0 minden (N, A, M) € R"-re.

I1.2. Allitas. Az dltaldnositott sorosszeq a pontszdm és a legkisebb négyzetek mdd-

szere kozott” helyezkedik el: lim. o x(g) = s és lim._,» X(¢) = mnq.

I1.3. Allitas. A legkisebb négyzetek mddszerének q értékeldvektora akkor és csak
akkor egyértelmi, ha a G dsszehasonlitdsi multigrdf dsszefiiggd, (N, A, M) € Rp.

I1.2.2. Az Aaltalanositott Buchholz moédszer

A [ fejezet legfontosabb eredményeinek kimondéasahoz sziikségesek az alabbiak.
I1.4. Jelolés. C' =0l — L.
IL.5. Jelolés. P = (1/0)C.

A Tétel alapjan a legkisebb négyzetek moddszere altalanosithato a § > 0

paraméter bevezetésével.

I1.10. Definicié. Altaldnositott Buchholz médszer (generalised Buchholz method):
w(d) : R — R™, ahol

w(s) = %g (%C’)ks:%

tetszéleges (N, A, M) € R" rangsorolasi probléma esetén.

1 1 \? 1\*
s+SCs+<SC’) s+(30) s+ ...
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I1.2.3. Pontozasi eljarasokra vonatkoz6 axiémak

Az [ és[6l fejezetben a pontozasi eljarasok tulajdonsagaival foglalkozunk, tobbek
kozott az alabbiakkal.

I1.11. Definicié. Linedris rendezés (linear order): Az N objektumhalmazon értel-

mezett irreflexiv, tranzitiv, és teljes > (n a1 bindris relaci6 linedris rendezés.
I1.6. Jeldlés. Az n objektumot tartalmazé linearis rendezések halmaza L.

I1.12. Definici6. Objektumok linedris rendezésének létezése (existence of a linear
order of the objects): Legyen (N, A, M) € R" egy rangsorolasi probléma. Ebben
létezik az objektumok linedris rendezése, ha

Hllﬁl}l (0,5 Qi + 0,5 mj; X, < X]) = 0.

Le X, X;EN
I1.13. Definicié. Linedris rendezés megdrzése (linear order preservation, LOP):
Legyen (N, A, M) € R"™ egy rangsorolasi probléma, melyben létezik az objektumok
L € L" linearis rendezése. Egy f : R™ — R" pontozési eljarads megdrzi a linedris
rendezést, ha X; > (LNAM)Xj = fi(N,A, M) > f;(N, A M).

I1.14. Definici6. Semlegesség (neutrality, NEU) (Young, 1974): Legyen (N, A, M)
€ R™ egy rangsorolasi probléma és o : {X1, Xo,..., X} — {X1, Xo, ..., X,,} az ob-
jektumok egy permutécidja. Jelolje (N, A, M) € R™ a permutécié végrehajtasaval,
az A eredmény- és az M mérkézésmatrixok sorainak és oszlopainak felcserélésével ka-

pott rangsorolasi problémat. Egy f : R" — R" pontozéasi eljaras semleges, ha minden
X'MX] € N-re fz(N’AaM) > fj(N7A7M) g fa’i [O-(NvAvM)] > ij [U(N7A7M)]

I1.15. Definicié. Konzisztencia (consistency, CS) (Young, [1974): Legyen
(N,A, M), (N, A", M'") € R™ két rangsorolasi probléma, X;, X; € N két objek-
tum, és f : R™ — R™ egy pontozési eljaras, amire f;(N,A, M) > f;(N,A, M) és
filNJA, M) > f;(N, A, M'). f konzisztens, ha fi(N, A+ A", M + M') > f;(N, A+
+ A" M+M'), s6t, fi(NJA+A, M+M') > f;(N,A+A", M+M’), ha f;(N, A, M) >
> (N, A, M) vagy f(N, A, M) > f(N, A, D)

I1.16. Definicio. Szimmetria (symmetry, SY M) (Gonzalez-Diaz et al., 2014)): Le-
gyen az (N, A, M) € R"™ rangsorolasi probléméara A = O. Egy f : R™ — R"™ ponto-
zési eljaras szimmetrikus, ha f;(N, A, M) = f;(N, A, M) minden X;, X; € N-re.

I1.17. Definicid. Figgetlenség az irrelevins mérkézésektdl (independence of irre-
levant matches, ITM) (Gonzalez-Diaz et al., 2014): Legyen (N, A, M) € R" egy
rangsorolasi probléma, X;, X;, X, X, € N négy kiilonb6z6 objektum, és f : R" —
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R™ egy pontozasi eljaras, amire f;(N, A, M) > f;(N, A, M). Legyen (N, A", M') €
€ R" egy olyan rangsorolasi probléma, ami azonos (N, A, M)-mel, de a},, # axe ¢s
my, € N tetsz6leges. f figgetlen az irrelevins mérkézésektdl, ha f;(N, A", M') >
> fi(N, A, M.

I1.2.4. Svajci rendszert sakk csapatversenyek

A7l fejezet gyakorlati alkalmazasanak elméleti megalapozasahoz szintén sziiksé-

giink lesz néhany fogalomra.

I1.7. Jelolés. mp és gp a mérkGzés- és tablapontok vektora. 2t az egy mérkGzésen

jatszo csapattagok szama.

I1.8. Jelolés. M Py, illetve BP;; az X; € N csapat altal az X; € N csapat elleni

mérkézésen elért mérkGzés-, illetve tdblapontok szama.

I1.18. Definicié. Mérkdzéspont alapi eredménymdtriz (match points based results
matrix): Az (N, AMP M) € R" rangsorolési probléma eredményméatrixa mérkdzés-
pont alapi, ha af\;”) = MP;; — 1 minden X;, X; € N-re.

I1.19. Definici6. Tdblapont alapi eredménymdtriz (board points based results mat-
rix): Az (N, ABP M) € R" rangsorolasi probléma eredménymatrixa tdblapont alapii,
ha " = (BP,; — t) /t minden X;, X; € N-re.

I1.20. Definicié. Altaldnositolt eredménymdtriz (generalised results matrix): Az
(N, AP()\),M) € R" rangsorolasi probléma eredménymatrixa dltaldnositott, ha
aj;(A) = (1 —=X)(MP;j — 1)+ X\(BP;; — t) /t minden X;, X; € N-re, ahol A € (0,1)
egy paraméter.
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III. Az értekezés fontosabb eredményei

Az alabbiakban fejezetenként ismertetjiik az értekezés hozzajarulasat a péaros

osszehasonlitasokon alapuld rangsorolas irodalmahoz.

1. Bevezetés

Ez a szakasz felvazolja a kutatasi kérdéseket, a téma szakmai hatterét, az érte-
kezés tervezetét, a f6bb eredményeket és az alkalmazott jeldléseket. Lényeges sajat

hozzajarulast nem tartalmasz.

2. A paros o6sszehasonlitason alapulé rangsorolas modellje

A fejezetben ugyan nem keriil megfogalmazasra komolyabb 6nall6 eredmény,
az eredmény- és mérkézésmatrixok bevezetését mégis jelentGsnek tartjuk a szak-
irodalom egységes keretben torténd elhelyezése, a graf reprezentéacié felépitése, és
az axiomatikus vizsgalat szempontjabol. Ezenkiviil a kiilonb6z6 teriileteken javasolt

eljarasok és karakterizaciok ismertetése tekinthetd tjdonsagnak.

3. Pontozasi eljarasok

A mi hozzajarulasunk a legkisebb négyzetek és az LLSM mobdszer ekvivalencia-
janak megmutatasa, mely lehetGvé teszi a paros Gsszehasonlitdsokra ismert axioma-
tikus eredmények alkalmazasat az AHP modszertanban. Szintén sajat eredmény a

megoldhatosagra vonatkozo feltételek targyalasa.

4. A legkisebb négyzetek mdédszerének graf interpreticioja

Itt a legkisebb négyzetek modszere . Tétel), majd ennek alapjan az alta-
lanositott sordsszeg graf interpretaciojanak Tétel) megmutatasa tiinik a leg-
fontosabbnak, de — kiilénosen a pozicids erd tekintetében — lényegesnek tartjuk az
irodalomban ismert modszerekkel torténd Osszevetést is. A levezetésekhez tobbnyi-
re jol ismert matematikai allitdsokat hasznélunk, ezek Gsszegyiijtése és megfeleld

keretbe rendezése azonban nem kis feladatot jelentett.

4.1. Tétel. Legyen (N, A, M) € R}, egy dsszefiiggd rangsoroldsi probléma. A legki-

sebb négyzetek modszerének egyértelmi megolddsa

a=I[L+(1/n)J] "s.
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4.2. Tétel. Legyen (N, A, M) € R}, egy osszefiiggd rangsoroldsi probléma nem re-
quldris pdmsﬂ G dsszehasonlitdsi multigrdffal. A legkisebb négyzetek maodszerének

eqyértelmii megolddsa

q—%iPks—
k=0

Az altalanositott sordsszeg a legkisebb négyzetek modszere graf interpretacioja-

(s+Ps+st+P3s+...).

[

nak kiterjesztése.

4.3. Tétel. Legyen (N, A, M) € R" egy rangsoroldsi probléma. Az dltaldnositott
Buchholz és az dltaldnositott sorésszeq mddszer ardnyos, a w(0) és x(g) vektorok

megfeleld 0 és € paramétervdlasztdssal eqymds pozitiv konstansszorosai:

x(g)—(u m”)o<‘5 w() hae=1/(5—2), és

J—0 J—0)
1 0
= =1 :
w(0) 1—|—5mn1+50x(€) had=1/c+d

A és a Tétel (Csato| (2014al) f6 eredménye.

5. A pontozasi eljarasok néhany tulajdonsaga
A fejezetben adott axiomatikus targyalas jelentGsebb eredményei:

e Az altalanositott sorosszeg valtozo, a mérkdzésszamtol megfelel6 mérték-
ben fliggd ¢ paraméterrel torténd alkalmazasinak beldtasa a homogenitas

és az eredmény konzisztencia tulajdonsagok révén;

A skala invariancia bevezetése, melynek megkovetelésével egyes pontozasi
eljarasok esetén bévithetd az egyértelmd megoldésra vezet§ rangsorolasi

problémék halmaza;

A konzisztencia megsértésének belatasa az altalanositott sordsszeg mod-

szer esetén;

Az eredmény konzisztencia definicidja és vizsgalata;

A szimmetria és a megfordithatosag kapcsolatdnak részletes elemzése;

A pontozasi eljarasok és a rangsorolasi probléma linearis rendezéssel ko-
zelitése kozott kapcsolatot teremtd linearis rendezés megérzése axioma
bevezetése és megsértésének bizonyitasa (5.1} Tétel, Ronyai Lajossal ko-

zosen) ;

L A nem reguldris pdros kifejezés jelentése, hogy a graf nem lehet egyszerre regularis és paros.
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o A fliggetlenség az irrelevans eredményektdl tulajdonsag definicioja, vala-
mint az irrelevans mérkGzésektdl (eredményektdl) valo fiiggetlenség dssze-

kapcsolasa a(z eredmény) konzisztencidval a targyalt altalanos esetben
(5.2 Tétel);

e A fliggetlenség a dontetlenektdl axioma bevezetése és vizsgalata.

5.1. Tétel. (Ronyai Lajossal kizisen) A legkisebb négyzetek mddszere nem teljesiti
az LOP tulajdonsdgot.

Az els6 latasra meglep6 eredményre n = 8 esetén adodik — az Gsszehasonlitott
objektumok szdmaban mérve legegyszertibb — ellenpélda. Belathato, hogy n tetszd-

legesen novelhets. Egy masik {6 allitas az axiomak kapcsolatiara vonatkozik.

5.2. Tétel. Ha eqy f : R™ — R" pontozdsi eljards kielégiti a NEU, az SYM és a
CS tulajdonsdgokat, akkor az I1M-et is teljesiti.

Gonzalez-Diaz et al| (2014, 165. 0.) a pontszam modszer hibajaként roja fel,
hogy hidnyos és tObbszoros Gsszehasonlitasok jelenlétében is fiiggetlen az irrelevans
meérkoézésektdl, tehat az altalanos esetben az IIM egy nemkivanatos tulajdonsag.
Ekkor az Tétel értelmében, mivel a semlegesség és a szimmetria aligha vitathato,

a konzisztencia fennallasa konnyen tamadhato.

6. Kapcsolat a pontszam maédszerrel
Ezen fejezet f6bb axiomatikus eredményei:

e Bouyssou| (1992) pontszam modszerre adott karakterizacioja érvénytelen-

ségének belatasa az értelmezési tartomény bévitése esetén;
e Az altalanos esetben adott axiomatizaciok kritikai elemzése;

o Az ellenfelek homogén kezelése tulajdonsag bevezetése és vizsgalata.

Axiomatikus targyalasunk osszefoglalasa az [1l tablazatban lathato. Az elemzés
soran 0sszegy(ijtottiik az irodalomban definialt tulajdonsagokat (bizonyos esetekben
aprobb modositasokkal, kiegészitésekkel), emellett hat j kovetelményt vezettiink
be: ezek a skala invariancia (S7), az eredmény konzisztencia (RC'S), a linearis ren-
dezés megdrzése (LOP), a fiiggetlenség az irrelevans eredményektdl (/1 R), a fiigget-
lenség a dontetlenekt6l (1D), és az ellenfelek homogén kezelése (HT'O). A pontszam
az LOP tulajdonsag kivételével ugyan mindegyiket kielégiti, azonban hidanyzo6 és
tObbszoros Osszehasonlitasok jelenlétében az irrelevins mérkézésektsl valo fiigget-
lenség (ITM) teljesiilése nem kivanatos. Egyik fontos allitAsunk szerint ez lényegé-
ben kizarja az Osszeadhatosag fennallasat is, indokolva az eredmény konzisztencia

bevezetését, az eredmény- és mérkézésmatrixok megkiilonboztetését.



14 7 Rangsorolas svajci rendszerd sakk csapatversenyekben

1. tablazat. Pontozasi eljarasok axiomatikus Osszehasonlitasa

Tulajdonsag Név Egyenld Pontszam' Alt. Legkisebb
sordsszegt  négyzetek

(ANO) v v (v) (v) (v)
(NEU) X v (v) (v) (v)
(CNT) X v (v) (v) (v)
(LRCR) X v v (V) v
(HOM) v v (V') (V) X* (V)
ST v v v v v
(C5S) v X (v) (%) (%)
(FP) v v (v) (v) (v)
RCS v X 4 v X v
(SY' M) X v (v) (v) (v)
(INV) X v (v) (v) (v)
LOP X X X X X
(I1M) v v (v) (X) (%)
IIR v v 4 X X
ID° v v 4 v v
(SM) X X (v) (v) (%)
(CSM) X X (V') (V) (X)
(1C) v v (V') 4 v
(SCC) X X (v) (v) (v)
(HTV) X X (v) (v) (v)
HTO X X v v v

Zarojelben a kordbban bevezetett axiéméak és elért eredmények, a tobbi sajat hozzéjarulds

" |Gonzalez-Diaz et al. (2014) to6liink eltéréen definilja a pontszam modszert ; az ott belatottak
zérdjelben szerepelnek

" Altaldnositott sorosszeg : |(Gonzélez-Diaz et al.|[(2014) csak az & = [1/m(n — 2)] esetet vizsgélja;
az ott belatottak zardjelben szerepelnek

; Az ¢ paraméter megvalasztasatol fligg
Chebotarev| (1994, Property 14) dinamikus monotonitas (2) feltételének kiterjesztése

Az altalanositott sortsszeg hasznalata valtozo, a mérkdzésszamtol fiiggd para-
méter mellett ajanlott. Ekkor a legkisebb négyzetek modszerétsl elsGsorban a mo-
notonitas (SM és C'SM axiomak) tekintetében kiilonbozik. A vizsgalt pontozasi
eljarasok egyike sem Grzi meg a lineéris rendezést, ami nagy valdsziniiséggel azok

sokkal szélesebb korére (akar az Gsszesre?) is érvényes.

7. Rangsorolas svajci rendszert sakk csapatversenyekben

A fejezet egésze sajat hozzajarulas. Bar korabban is sziilettek javaslatok rekur-
ziv alaptt modszerek hasznalatara svajci rendszert sakkversenyeken (Brozos-Vazquez
et al., 2010), ez tekinthets az elsd, axiomatikus megkozelitést gyakorlati vizsgalat-

nak. Lezarjuk a sakk csapatversenyek rangsorolasi problémaként valo modellezésének
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kérdését . Tétel), és jelentGs lépést tesziink a megfelels pontozési eljaras kiva-
lasztasa felé. Az alkalmazast bemutato rész szintén tartalmaz innovativ elemeket:
a stlyozott tavolsag szamitdsa nagy valoszintiséggel |(Can (2014) javaslatanak els6
gyakorlati alkalmazasa, és — egy korabbi cikkiinktdl (Csato, 2013a)) eltekintve — a
sokdimenzios skalazast sem hasznéltak hasonld rangsorok dsszehasonlitasdra. Emel-
lett kiemelnénk a stabilitds bevezetését a svajci rendszerii versenyek rangsorolasanak
értékelésére.

Az elemzés a kovetkezé allitasbol indul ki.

7.1. Tétel. Legyen (N, A, M) € R} egy kormérkdzéses rangsoroldsi probléma. Az
dltaldnositott sordsszeq és a legkisebb négyzetek modszere AMY esetén a mérkdzés-

pontok, mig ABY mellett a tdblapontok vektordval azonos rangsort eredményez.

Tehat az altalanositott sordsszeg és a legkisebb négyzetek modszere a hivatalos
rangsorok svajci rendszerre valo kiterjesztéseként is felfoghatok.
Eredményeink megalapozhatjak a legkisebb moédszerének alkalmazasat a rangso-

rolasra hasonl6 versenyek esetén:

e Egyetlen modszer, koztiik a hivatalos sorrend sem jobb el6rejelz6 a csapa-
tok a prior: értékelését tiikr6z6 rangsornal, akkor sem, ha csak a kévetkezd

fordulé eredményeit kell megbecsiilni;

e A mintailleszkedés, a korabbi eredmények visszaadasanak képessége az ¢
paraméter, az ellenfelek szerepének novekedésével javul, a legkisebb négy-

zetek kismértékben jobb a hivatalosnél;

e A verseny egyes koreinek lejatszasa utan kapott rangsorok az € paraméter,
az ellenfelek fontossdgédnak emelkedésével stabilabbéd valnak, a legkisebb

négyzetek modszere robusztusabb a hivatalos eljarasnal.

A mérkdzéspontok felé hajlo altalanositott eredménymaéatrix (alacsony, 0-hoz ko-
zeli \) hasznalata minél t6bb tablapont gytjtésére 6szt6noz, azokhoz képest mégis a
meérkézéspontokat preferalja. Természetesen a két példabol levont tapasztalatok nem
feltétleniil altalanos érvényiiek, a megfogalmazott ajanlasok alatdmasztasa tovabbi —
megfigyeléseken vagy szimulacion alapuld — vizsgalatokat igényelhet. Mindazonaltal
javaslatunk elméleti megfontolasokkal is indokolhato.

Az elemzés lényegében |Csato| (2013a)) tovabbfejlesztése a javasolt modszerek al-
kalmazasanak axiomatikus aldtamasztasaval, a rangsorok tavolsaganak elfogadha-
tobb mérésével és a harom értékelési szempont (elérejelz6 képesség, mintailleszkedés,

stabilitas) bevezetésével.
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8. A paros osszehasonlitasok tovabbi alkalmazasai

Ez a fejezet, a korabbiakkal ellentétben, nem modszertani jellegti. Ennek egyik
oka, hogy mas — részben tarsszerz6s — munkainkban (Csato, 2012alb, 2013a; Temesi
et al., 2012; Csatol 2013c, 2014c) mar tobbszor vizsgaltunk hasonld problémékat.

Itt lényegesnek tartjuk az alkalmazasi teriiletek Osszegytijtését, tudomasunk sze-
rint eddig sehol sem jelent meg a paros 0sszehasonlitasok statisztikai felhasznalasa. A
megfogalmazott ajanlasok nagymértékben segithetik a gyakorlati felhasznalok mun-
kajat. Ennek illusztralasara felhivjuk az olvaso figyelmét a Kozgazdasagi Szemlében
megjelent Telcs et al| (2013a) cikkre, erre adott reakcionkra (Csatol 2013c), és a

viszontvalaszra (Telcs et al., 2013b)).

9. Osszefoglalas

A disszertécio ezen fejezete ismét ravilagit az axiomatikus targyalas fontossagara,
egyfajta feliilnézetbdl ismerteti azt. Emellett néhany 4j kutatasi iranyt fogalmaztunk

meg. Jelentds sajat hozzajarulast nem tartalmaz, részben azok attekintését adja.

Ertékelés

A[] és alf] fejezetek teljes egészében 6nallo eredményeket tartalmaznak, emellett
jelentds sajat hozzajarulas talalhato az ol és affl részben. Ezek publikilasa részben
mar megtortént (Csatol [2014al), részben — korabbi kutatasaink folytatasaként (Csa-
t0, |2012a.b), 2013a)) — folyamatban van (Csatol 2014b.c).

Osszességében gy véljiik, a mindkét kittzott cél kapesan sikeriilt lényeges hoz-
zajarulasokkal gazdagitani a rendelkezésre allo ismereteket. A disszertacidoban nem
kivantunk allast foglalni ezek fontossaga, egyméshoz valé viszonya tekintetében, ezt
talan helyesebb az olvasora bizni. Ugyanakkor késébbi kutatasaink sordn megfon-
tolandonak tartjuk az alkalmazasokbol, problémakbol kiindulva, azok segitségével
megfogalmazni a feladatot, kivalasztani a megfelel6 modszereket. Ez bizonyos mér-

tékben megoldast kindlhat a hidnyzo6 karakterizaciok okozta nehézségekre is.
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