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1. fejezet

Bevezetés

All science is either physics or stamp collecting.
Ernest Rutherford

Az utébbi évek, évtizedek mindennapi életiinket egyik leginkabb befolyasold
folyamata az informéciés technolégia rohamos fejlodése. A vilagrél rendelkezésre
allé adatmennyiség béviilése azonban messze meghaladja az emberi elme befogado-
képességének novekedését, ezért elengedhetetlen a beérkezé informacié sziirése, az
adott pillanatban szamunkra relevans tényezok kivalasztasa. Ez szinte reménytelen
feladat a prioritasok vilagos meghatarozasa, rangsoroldsa nélkiil. A dontési alterna-
tivak kiilonboz6 jellemzoi, eltéro tulajdonsagai miatt azonban ezek nem feltétlentil
mérhetok egyetlen, jol meghatarozott skalan. Ugyanakkor az objektumok paronkénti
osszehasonlitasanak eredménye ekkor is biztosithatja a sorrend felallitasat.

Valoészintileg nem gondolnank, egy atlagos napon milyen sokszor talalkozunk a
paros 6sszehasonlitasok alapjan torténo rangsorolassal. Ez huzodik meg az internetes
keresés, egy sportbajnoksag eredményei, vagy az online piacokroél ismerés ,,Ehhez
a termékhez leggyakrabban az aldbbiakat valasztjak vasarloink” jellegii ajanlasok
mogott. Ezért tgy véljiikk, nem haszontalan megismerkedni a hasonlé feladatok

matematikai hatterével, a megoldasra javasolt mddszerek alkalmazasi lehetdségeivel.

1.1. Célok és kihivasok

A paros Osszehasonlitasokkal torténd rangsorolas hdrom, részben Osszefiiggd
teriileten vet fel kérdéseket. Az els6 a vizsgalt gyakorlati probléma matematikai
reprezentacidja, a masodik az igy keletkezo feladat megoldédsa, a harmadik a kapott
eredmények értelmezése. Ertekezésiink az el6bbi kettére fokuszal, bar a 7. fejezetben
bemutatott alkalmazasban az utébbira is kitértink.

Az els6 kérdés irodalma viszonylag korlatozott. Egy-egy alkalmazas leirasakor

természetesen elengedhetetlen az adatok modellbe dgyazasanak targyalasa, mégsem
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2 1.2. Az értekezés szerkezete

ismeriink olyan cikket, tanulmanyt, amely atfogéan elemezné ennek végrehajtasat. E
tertileten Jiang et al. (2011) munkéja érdemel emlitést, bar ez szinte kizarélag az
egyéni értékelésekbdl levezetett paros dsszehasonlitasok meghatarozasaval foglalkozik.
Ezért egyik célunk az ismert alkalmazasok minél szélesebb korének bemutatasa
(bar itt sem torekedhettiink a teljességre), illetve a gyakorlati felhaszndlok szamara
hasznos tanacsok megfogalmazasa. Emellett bemutatunk egy, kordbbi kutatasaink
(Csatd, 2012a,b, 2013a) tovabbfejlesztésének tekinthetd konkrét alkalmazést.

A masik témaban mar tobb cikk sziiletett. A feladat megoldasanak vizsgalatakor
az axiomatikus targyalast fogjuk kovetni, mely Lloyd S. Shapley 2012-es Nobel-
dijaval tjfent bizonyitotta létjogosultsagat a kozgazdasigtanban. Az egy-egy mddszer
karakterizaciojat, illetve az altalunk hasznaltnal sziikebb értelmezési tartomanyt
targyal6 (példaul Laslier (1997) vagy Altman és Tennenholtz (2008)) munkakon kiviil
harom fontosabbat emlitenénk. Chebotarev és Shamis (1998a) az ismert axiomatiza-
ciokat tekinti at, szdmos szempont szerint csoportositja a tobb mint 40 médszerhez
kapcsolédé tulajdonsidgokat. Chebotarev és Shamis (1999) a gy6zelem-vereség egye-
sitésén és kombinalasan alapuld eljarasok megkiilonboztetése révén fogalmaz meg
erés allitasokat, bar a cikk végén {gért! teljes korti karakterizacié eddig nem tortént
meg. Erre Gonzalez-Diaz et al. (2014) sem vallalkozik, ellenben szdmtalan ismert
modszert elemez a 14 valasztott axidoma tiikrében.

A kérdés altalunk adott targyaldsa leginkabb Gonzalez-Diaz et al. (2014) cikkéhez
hasonlit. Ehhez tobb 1j tulajdonsagot vezetiink be, azonban terjedelmi okokbdl
bizonyos eredményeinket kénytelenek voltunk mellézni (Csat, 2013b, 2014b). Vizsga-
latunkat a pontszam, az altalanositott sordsszeg és a legkisebb négyzetek mddszerekre
szikitjik, dontéstinket igyeksziink kimeritéen indokolni. A Gonzalez-Diaz et al. (2014)
altal szintén elemzett fair bets eljardassal Csatd (2013d) és Csatéd (2014b) foglalkozik,
mig a maximum likelihoodot — elsésorban a linearis megoldhatdsag hidnya miatt —

teljesen mell6zziik.

1.2. Az értekezés szerkezete

A 2. fejezet a paros Osszehasonlitasokkal torténo rangsorolds egy, a késobbi
targyalds alapjat képezo altalanos modelljét mutatja be. Bevezetjiik a rangsoroldsi
probléma fogalmat (2.1. alfejezet), melyre alternativ definicidkat, egy minimalisat
és egy jobban attekinthet6t adunk. Utébbi lehetdvé teszi a paros osszehasonlitasok

s/

értelmezésében. A 2.3. alfejezetben az objektumok sorrendjének felallitasara javasolt

L The analysis of indirect scoring procedures started in this paper is intended to be continued
with additional axioms (two possible conditions were mentioned in this section), and with the end
goal of axiomatic construction of such procedures (Chebotarev és Shamis, 1999, 223. o.).
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1. Bevezetés 3

megkozelitéseket tekintjiik at, és a pontozasi eljardsok hasznalata mellett érveliink.
Ezek irodalmét axiomatikus szempontbdl ismertetjik (2.4. alfejezet), kitérve a
karakterizaciokra és a tudomanymetriai alkalmazhatosag kérdésére. A 2.5. részben

adott Osszefoglalas soran egy aggregalassal kapcsolatos problémat is felvetiink.

A 3. fejezet a pontozasi eljarasokat targyalja. Definialjuk a kés6bbiekben hasznalt
modszereket (3.1. alfejezet), koztiik a klasszikus pontszdmot és az dltalanositott
sorosszeget (Chebotarev, 1989, 1994). A 3.2. alfejezetben a legkisebb négyzetek
modszerét targyaljuk, a 3.3. alfejezetben pedig az egyértelmii megoldhatésaggal
tamasztjuk ala a valasztott pontozési eljarasok jelentdségét. A 3.4. szakasz Osszegzése

roviden foglalkozik az altalanositott sordsszeg paraméterének megvalasztasaval is.

A 4. fejezet az altalanositott sorosszeg és a legkisebb négyzetek mdodszerének egy
(4.1. alfejezet), majd a 4.2. alfejezetben részletesen elemezziik a legkisebb négyzetek
iterativ felbontasat. Kitériink az irodalomban javasolt hasonlé eljarasokra, a kapott
matematikai formula értelmezésére és a rendhagy6 esetek vizsgalatdara (F.I. Flgge-
1ék). Bemutatjuk a graf interpretécié egy lehetséges kiterjesztését, az altalanositott
Buchholz médszert, bizonyitjuk az altaldnositott sorosszeggel vald ekvivalenciajat
(a 4.3. alfejezet). Targyaldsunkat a 4.4. részben — az eredmények attekintése mellett —
néhany nyitott kérdés felvetésével zarjuk.

Az 5. fejezet pontozasi eljarasokra vonatkozd axiémékat ismertet, melyek telje-
stilését a pontszam, az altalanositott sorosszeg, és a legkisebb négyzetek modszere
esetén vizsgaljuk. Az 5.1. alfejezet a rangsor valtozatlansaganak legegyszertibb eseteit
targyalja korabban bevezetett fogalmak révén. Ezutan a rangsorolasi problémak
multiplikativ (5.2. alfejezet) és additiv (5.3. alfejezet) transzformdacioit elemezziik.
Mindkettohoz bevezetiink egy-egy 1j tulajdonsagot, az elébbinél pedig ramutatunk
egy, a szakirodalomban eddig nem emlitett kovetkezményre is. Az 5.4. rész az ered-
ménymatrix és az objektumok sorrendjének kapcsolatéval foglalkozik. Atfogd képet
nyujtunk két ismert tulajdonsag viszonyarol, emellett kisérletet tesziink a rangsorolas
kiilonb6z6 megkozelitéseinek egyesitésére. Megmutatjuk az irrelevans osszehasonlité-
sok értelmezését, melyet Osszekapcsolunk a rangsorolasi problémak additivitasaval,
és vizsgaljuk a dontetlenek hatésat (5.5. alfejezet). Ezt a szakaszt szintén rovid
attekintéssel és a sajat eredmények kiemelésével fejezziik be (5.6. alfejezet).

A 6. fejezet az altalanositott sorosszeg és a legkisebb négyzetek mdédszere pontszam-
mal valé kapcsolatat elemzi. Utébbi Bouyssou (1992) éltal adott karakterizacidjanak
kimondasahoz két 1j tulajdonsig, az er6s monotonitas és a kor fiiggetlenség beve-
zetése sziikséges. Belatjuk, hogy ez az eredmény csak a kormérkdzéses rangsorolasi
problémak meglehetsen szitk halmazan érvényes (6.1. szakasz), ahol az altalunk
vizsgélt pontozasi eljarasok ekvivalensek a pontszdm mddszerrel (6.2. alfejezet). Ezt

kovetoen egy korabbrol ismert és egy 1j axidman keresztiil elemezziik a sordsszeggel
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megmarado 6sszefiiggéseket hianyos és tobbszoros osszehasonlitasok megengedése
jelenlétében. Befejezésiil attekintjiik a kapott eredményeket, és ramutatunk, hogy
az altalanos esetben egyetlen pontozasi eljarasnak sem létezik elfogadhatonak tiinG
axiomatizaciéja (6.3. alfejezet).

A 7. fejezetben a valasztott pontozasi eljarasokat svajci rendszeri sakk csapatver-
senyek eredményének meghatarozasara alkalmazzuk. A 7.1. szakasz ezek rangsorolasi
problémaként torténé modellezését ismerteti: foglalkozunk a nem kormérkozéses
esetben felmertilo kérdésekkel, az egyéni és csapatversenyek jellemzéivel, a hivatalos
lexikografikus rendezések hibaival. [gyeksziink megorizni az axiomatikus szemlélet
elonyeit, definicidinkat 0sszekapcsoljuk az elozé fejezetekben bevezetett tulajdonsa-
gokkal. A 7.2. alfejezet két sakkcsapat Eurdpa-bajnoksag részletes elemzését adja.
A rangsorok 6sszehasonlitasara az F.II. Fiiggelékben targyalt tavolsagfiiggvényeket
(Can, 2014) hasznaljuk, majd a sokdimenzids skalazds segitségével dbrazoljuk azokat.
Az eltérések okait a 4. fejezetben bizonyitott dekompozicidval tarjuk fel. A sorren-
deket harom szempont, az elérejelzd képesség, a mintailleszkedés és a robusztussag
alapjan értékeljitk, kovetkeztetéseinket a 7.3. alfejezetben fogalmazzuk meg.

A 8. fejezet a péaros Osszehasonlitasok gyakorlati alkalmazasaival foglalkozik.
Ismertetjiik ezek hasznélatdt a statisztika (EKS-médszer), a tudomanymetria, a
pszicholdgia, a szavazaselmélet és a sport teriiletén (8.1. alfejezet), majd bevezetjitk
a termékértékelési feladatok szavazo-alternativa matrixat, és rangsorolasi problémara
vald visszavezetésének maodjait (8.2. szakasz). A 8.3. alfejezetben egy keretet adunk
a paros Osszehasonlitasok alapjan torténo rangsorolasra, ajanlasainkat példakkal
illusztraljuk. Targyaldasunkat osszefoglaldssal zarjuk (8.4. alfejezet).

Az egyes szakaszok tartalmat azok végén Osszegezziik, igy a 9. fejezetben csak
roviden vazoljuk a f6bb pontokat, tovabbi kutatéasi iranyokat. Az axiomatikus meg-
kozelités eredményeit a 9.1. dbran és a 9.1. tdblazatban mutatjuk be.

Az értekezés fuggelékeiben megvizsgaljuk a graf reprezentacié egy specialis, Csatd
(2014a) altal nem targyalt esetét (F.I. Fiiggelék), Can (2014) nyomén indokoljuk a té-
volsagfiiggvények kivalasztasat (F.IL. Figgelék), kozoljiik a 7. fejezetben elemzett sakk
csapatversenyek részleteit (F.III. Figgelék) és néhany tovabbi abrat (F.IV. Figgelék),
valamint 6sszefoglaljuk a dolgozatban szerepld definicidkat, a pontozasi eljarasokra
bevezetett axiomak kapcsolatat és az ezekre vonatkozo allitasok szarmazési helyét
(F.V. Fuggelék).

A kiilonb6z6 részek meglehetsen szorosan kapcesolédnak egymashoz. A 2-6. fejeze-
tek 1ényegében egymaésra épitkeznek, a modszertani megalapozasahoz elengedhetetlen
vizsgalatokat targyalnak. A 7. fejezet viszont, bar felhasznalja a bevezetett rangso-
rolasi eljarasokat és axiomatikus eredményeket, 6nmagaban is értelmezhet6 (Csato,
2014c). A 8. fejezetben adott attekintés lazdbban kotédik a tobbihez, egy korabbi
cikkiink részét képezi (Csatd, 2013d).
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1. Bevezetés )

1.3. Az értekezés eredményei

A 2. fejezetben ugyan nem kertl megfogalmazasra komolyabb 6nall6 eredmény, az
eredmény- és mérkézésmatrixok bevezetését mégis jelentésnek tartjuk a szakirodalom
egységes keretben torténd elhelyezése, a graf reprezentécio felépitése, és az axiomatikus
vizsgalat szempontjabdl. Ezenkiviil a kiillonb6z6 tertileteken javasolt eljarasok és
karakterizaciok ismertetése tekintheté jdonsagnak.

A 3. fejezetben a mi hozzajarulasunk a legkisebb négyzetek és az LLSM mbdszer
ekvivalencidjanak megmutatasa, mely lehet6vé teszi a paros Osszehasonlitasokra
ismert axiomatikus eredmények alkalmazasat az AHP modszertanban. Szintén sajat
eredmény a megoldhatosagra vonatkozo feltételek targyalasa.

A 4. fejezetben a legkisebb négyzetek modszere, majd ennek alapjan az altala-
de — kiilénosen a pozicids er6 tekintetében — lényegesnek tartjuk az irodalomban
ismert mddszerekkel torténo osszevetést is. A levezetésekhez tobbnyire jol ismert
matematikai allitasokat hasznalunk, ezek 0sszegyiijtése és megfeleld keretbe rendezése
azonban nem kis feladatot jelentett.

Az 5. és 6. fejezetben adott axiomatikus targyalas jelentosebb eredményei:

e Az altalanositott sordsszeg valtozd, a mérkozésszamtol megfelel6 mértékben
fiiggb € paraméterrel torténd alkalmazasdnak belatasa a homogenitas és

az eredmény konzisztencia tulajdonsdgok révén;

e A skdla invariancia bevezetése, melynek megkovetelésével egyes pontozasi
eljarasok esetén bévithetd az egyértelmii megoldasra vezet6 rangsorolasi

problémék halmaza;

e A konzisztencia megsértésének belatdsa az altalanositott sordsszeg modszer

esetén;
e Az eredmény konzisztencia definicidja és vizsgalata;
e A szimmetria és a megfordithatésag kapcsolatanak részletes elemzése;

e A pontozasi eljarasok és a rangsorolasi probléma linearis rendezéssel ko-
zelitése kozott kapcesolatot teremto linearis rendezés megorzése axioma

bevezetése és megsértésének bizonyitasa (Ronyai Lajossal kozosen);

e A fliggetlenség az irrelevans eredményektol tulajdonsag definicidja, vala-
mint az irrelevans mérkézésektél (eredményektdl) valo fiiggetlenség Ossze-
kapcsolasa a(z eredmény) konzisztenciaval az dltalunk targyalt dltalanos

esetben;
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A fiiggetlenség a dontetlenektdl axioma bevezetése és vizsgalata;

Bouyssou (1992) pontszam moédszerre adott karakterizaciéja érvénytelen-

ségének belatasa az értelmezési tartoméany bévitése esetén;

Az altalanos esetben adott axiomatizaciok kritikai elemzése;

Az ellenfelek homogén kezelése tulajdonsag bevezetése és vizsgalata.

A 7. fejezet egésze sajat hozzajarulas. Bar korabban is sziilettek javaslatok rekurziv
alapi moddszerek hasznalatdra svajci rendszerti sakkversenyeken (Brozos-Véazquez
et al., 2010), ez tekinthetd az els6, axiomatikus megkozelitést gyakorlati vizsgalatnak.
Lezarjuk a sakk csapatversenyek rangsoroldsi problémaként valé modellezésének
kérdését, és jelentds lépést tesziink a megfelelé pontozasi eljaras kivalasztdsa felé. Az
alkalmazast bemutato rész szintén tartalmaz innovativ elemeket : a silyozott tavolsag
szamitasa nagy valésziniiséggel Can (2014) javaslatédnak elsé gyakorlati alkalmazasa,
és — egy korabbi cikkiinkt6l (Csatd, 2013a) eltekintve — a sokdimenzids skaldzast sem
hasznaltak hasonlé rangsorok 6sszehasonlitasara. Emellett kiemelnénk a stabilitas
bevezetését a svajci rendszerl versenyek rangsoroldsanak értékelésére.

A 8. fejezet, a korabbiakkal ellentétben, nem moddszertani jellegii. Itt lényegesnek
tartjuk az alkalmazasi teriiletek Gsszegytijtését, tudomasunk szerint eddig sehol sem
jelent meg a paros Osszehasonlitasok statisztikai felhasznalasa. A megfogalmazott
ajanlasok nagymértékben segithetik a gyakorlati felhasznalok munkajat. Ennek
illusztralasara felhivjuk az olvasé figyelmét a Telcs et al. (2013a) cikkre, erre adott
reakciénkra (Csatd, 2013c), és a viszontvalaszra (Telcs et al., 2013b).

A 4. és a 7. fejezet teljes egészében 6nallo eredményeket tartalmaz, emellett
jelentos sajat hozzajarulas talalhato az 5. és a 6. részben. Ezek publikalasa részben
mar megtortént (Csatd, 2014a), részben — kordbbi kutatdsaink folytatdsaként (Csato,
2012a,b, 2013a) — folyamatban van (Csatd, 2014b,c).

1.4. Jelolések

Az értekezés csak minimalis matematikai (elsésorban algebrai) eléképzettséget
igényel az olvasétol, csaknem minden sziikséges fogalmat definidlni fogunk. A kétdi-
menzi6és matrixokat és skalarokat formazas nélkiil, a vektorokat és tobbdimenzids
matrixokat félkévér betiikkel szedjiik. x mindig oszlopvektor, a megfelel6 sorvektort
xT jeloli. A természetes szdmok N halmaza alatt az dsszes nemnegativ egész szamot

értjik, mig R, a nemnegativ valés szamok halmaza.
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2. fejezet

A paros osszehasonlitason alapulé

rangsorolas modellje

The essence of the rationality concept is that choice on large sets must depend ’in a

positive way’ on choices in two-element sets.
Georges Bordes, 1976

Az 1. fejezetben vazolt feladatok megoldasahoz sziikséges azok atfogalmazasa a
matematika nyelvére. A kovetkezékben bemutatjuk a paros 6sszehasonlitasok altalunk
hasznalt modelljét, és az ezek alapjan torténd rangsorolasra javasolt kiilonbo6zo

megkozelitéseket, melyek koziil a pontozasi eljarasok hasznalata mellett érveliink.

2.1. A rangsorolasi probléma

2.1. Jelolés. 0 € R™ a nullvektor.

e € R" a csupa 1-esbdl allo vektor.

O € R™" a nullmatrix.

I € R™"™ az egységmatrix, melynek foatlojaban 1-esek, azon kiviil pedig 0-k vannak.

J € R™™™ a csupa l-esbol 4ll6 matrix.

Mint lattuk, a paronként osszehasonlitott alternativak rangsorolasanak problémaja
tobb teriileten is felmertl, ennek megfelelden a szerteagazoé irodalomban a feladatot
eltéré megkozelitéssel, kiillonb6z6 modellkeretek mellett targyaltak, ezért elsoként az
altalunk hasznalt koncepciékat mutatjuk be (Csatd, 2014a).

2.1. Definicié. Objektumhalmaz (set of objects):* N = {X;, Xs,..., X}, n € Naz

objektumok halmaza.

2 Bér az értekezés magyar nyelven késziilt, tervezem a f6bb eredmények nemzetkézi publikalasat,
ezért a fogalmak mogott zardjelben szerepel a mar hasznélt (ez esetben hivatkozdssal) vagy az
altalam alkotott angol terminolégia. Utébbival kapcsolatban barmilyen észrevételt szivesen fogadok.

7
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2.2. Definicid. Egyéni pdros dsszehasonlitdsi mdtriz (individual paired comparison
matrix):® R®) = ('r’g )> € RV a parcialisan definidlt egyéni pdros dsszehasonlitdsi

mdtriz, ahol

®) 4 D) ; 2
i 68 Ty ismeretlen, vagy ri; T

(p)

1

(p)

o ;i = 1 minden i # j-re;

e r;/ =0 minden ¢ = 1,2,...,n-re.

R®) a p-edik szavazé preferencidit, a p-edik kisérlet, esetleg egy sportbajnok-
(p)
ij

esélyeként értelmezhetd, hogy a p-edik korben X; jobbnak bizonyult X;-nél. A diago-

sag p-edik forduldjanak eredményét stb. adja meg. Amennyiben r;:’ ismert, annak
nalisban szerepld elemeknek, az objektumok énmagukkal vett 6sszehasonlitasainak a

kés6bbiekben nem lesz jelentosége.

2.3. Definicid. Preferenciaprofil (preference profile): Az (N, R) par egy preferen-
ciaprofil, ahol N az objektumok halmaza, mig R = (R(l), R® .. ,R(m)), m darab
n X n-es matrix Gsszessége, amire R®) egyéni paros 6sszehasonlitds matrix minden

p=12,...,m esetén.

2.2. Jelolés. Az n elemili objektumhalmazok felett értelmezett preferenciaprofilok

halmaza R”.

2.3. Jelolés. x(nwr) i {1;2;...;m} x N x N = {0;1} az (N, R) preferenciaprofilban

ismert elemek indikatorfiiggvénye:

1 ha X; # X, és 7’%’) ismert

) XZ'7 X =
Xovm) (P i) { 0 kiilonben.

A paros Osszehasonlitasok eredményeit egy tjabb matrixban 0sszegezhetjiik.

2.4. Definicib. Aggregdlt paros dsszehasonlitisi mdtriz (aggregated paired compari-
son matrix): R = (r;;) € R az (N, R) preferenciaprofilhoz tartozé aggregdlt pdros

osszehasonlitasi matrix, ahol

R 0 ha 221:1 X(N,R)(vahXj) =0
i e
Z;n:LX(N,R)(vaivXj):l Tg)) kiilonben.”
Természetesen lehetdség van az r%’ ) eredmények stlyozott dsszeadasara, a szavazok
vagy a forduldk jelentdségének megkiillonboztetésére is, ha ezt megfeleld (kiilsé)
informacio indokolja. Példaul sporteredmények eldrejelzésekor hasznosnak tiinik az

id6ében kézelebbi mérkdzések fontosabbnak itélése (Bassett, 1997).
3 A pdros dsszehasonlitds mdtriz elnevezést az AHP (Analytic Hierarchy Process) médszertanban

hasznélt pairwise comparison matrix kifejezésnek tartjuk fenn (Saaty, 1980).
4 Az bsszegzés csak az ismert elemekre torténik.
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2.5. Definicié. Irreducibilitds (irreducibility): Az R aggregélt paros dsszehasonlitési

:Xj

objektumsorozat, hogy ry,k,., > 0 minden £ =0,1,...,¢ — 1 esetén. R reducibilis, ha

matrix irreducibilis, ha minden X; # Xj-re létezik olyan X; = Xp,, Xi,, ..., Xy

t

nem irreducibilis.
A fogalom minden négyzetes matrixra értelmezheto.

2.6. Definicié. Rangsoroldsi probléma (ranking problem): (N, R) az (N, R) prefe-
renciaprofilhoz tartoz6 rangsorolasi probléma, ahol R a preferenciaprofil aggregalt

paros Osszehasonlitasi matrixa.

2.4. Jeldlés. A rangsorolasi problémak halmaza R. Az N halmazon értelmezett,

vagyis n objektumot tartalmazé rangsorolasi problémék halmaza R".

2.1. Megjegyzés. Tobb (N, R) preferenciaprofilhoz is tartozhat ugyanaz a rangsorolasi

probléma.

A 2.6. Definicibban megadott modell az alabbi jelenségek leirasara alkalmas:

1. Dontetlen (r;; = r;;): a dontéshozok Osszességében nem képesek kiilonbséget

tenni két objektum kozott;

2. Eltéré preferenciaintenzitas (r;; > 0 tetszdleges): a paros 6sszehasonlitasok
eredménye nem feltétlentl bindrisan (jobb/rosszabb) adott, hanem példa-
ul gyakorisagi alapon, igy r;;/ (ri; +7;:) = 0,8 azt jelentheti, hogy az X;
objektum az esetek 80%-aban bizonyult jobbnak X;-nél;

3. Hidnyzo Osszehasonlitas (r;; = 7;; = 0): két objektum egymas elleni teljesit-

ménye ismeretlen;

4. Tobbszoros Osszehasonlitds (r;; + rj;; > 1): egyes objektumpérok viszonya
tobb alkalommal keriilt meghatarozasra (példaul két teniszezd tobb mérkozést

jatszott egymaéssal), esetleg kiillonbozik az Gsszehasonlitdsok megbizhatdsaga.

A dontetlenek megjelenése a valtozd preferenciaintenzitas megengedésének egye-
addédnak. Noha idedlis esetben ezek szama minden objektumpar esetén azonos, a
szavazoknak lehetOségiik van a valasztas elkertilésére is, ezért egyes Osszehasonlitasok
hianyozhatnak. Ennek oka sokszor az objektumok jelent0s szama: amennyiben a
paros Osszehasonlitasok elvégzése koltség-, id6- vagy egyéb korlatokba titkozik, nincs
lehet6ség minden viszony lekérdezésére. Bizonyos sportagakban ezért rendeznek egye-
nes kieséses (knockout) vagy svéjci rendszerti (Swiss-system) versenyeket. Egy masik
eset lehet az eldrejelzés igénye, miel6tt egy kormérkozéses (round-robin) bajnokség
Osszes fordulojat lejatszottak volna.

Ugyanakkor modelliink két lehet6séget nem képes megragadni:
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1. Nem szimmetrikus kimenetel: két objektum paros ¢sszehasonlitasakor nem

lehet eltekinteni ennek irdnyatol;
2. Onmagaval vett dsszehasonlitds.

A nem szimmetrikus eredmények beépitése meglehetosen nehéz és ritka, bar
példaul a sportban komoly jelentdsége lehet. Ennek ellenére a fenti keret (Chebotarev
és Shamis, 1998a; Gonzélez-Diaz et al., 2014) szinte az Osszes, szakirodalomban
ismert paros Osszehasonlitas definiciot magaban foglalja, talan az egyetlen kivétel a
sulyozott iranyitott graf esete, mely megengedi az egyes csiicsokhoz tartozd pozitiv
sulyt hurokéleket (Herings et al., 2005). A kés6bb bemutatott tudoménymetriai
problémékra ez nem feltétlentil igaz, ott az énhivatkozasoknak is lehet jelentésége.

A fenti esetek egy graf segitségével szemléltethetOk, melynek minden cstcsa
egy-egy objektumnak, az élek pedig a koztiik levé 6sszehasonlitasoknak felelnek meg.
Amennyiben az el6zéekben emlitett komplikaciok egyike sem &ll fenn, olyan teljes
iranyitott grafrél beszélhetiink, ahol az élek iranyitédsa a szigort preferenciarelaciot
irja le. Dontetlenek esetén két csucs kozott oda-vissza irdanyu élek keletkezhetnek.
Kiilonb6z6 intenzitasok mellett stlyozott iranyitott grafot kapunk. Hidnyz6 parok
esetén a graf nem teljes. Tébbszoros osszehasonlitasoknal két csticsot tobb (akar
sulyozott) él is 6sszekéthet. Nem szimmetrikus eredmények megjelenésekor a két
csucs kozotti élek silya eltéro lehet attol fliggden, melyik iranyba mutatnak, mig az
Lonmagaval” vett 0sszehasonlitdsok hurokélekként reprezentalhatok.

Bizonyos esetekben, elsosorban a konnyebb értelmezés okan célszerti lehet a paros
Osszehasonlitasok szamat és kimenetelét egyarant magéba foglald R aggregalt paros

Osszehasonlitasi matrix két részre bontasa.

2.7. Definicié. Eredménymdtriz (results matrix): A = (a;;) € R™" az (N,R)
preferenciaprofilhoz tartozé eredménymdtriz, ahol a;; = r;; — rj; minden X; # Xj-re

és a;; = 0 minden X; € N-re.

Az A eredménymatrix ferdén szimmetrikus (AT = —A), és azonos a Saaty-féle
péros Osszehasonlitds matrixszal (Saaty, 1980), ha az utobbi elemenkénti logaritmusait
vessziik (Csatd, 2012b).

2.8. Definicié. Mérkézésmdtriz (matches matrix): M = (m;;) € R az (N,R)
preferenciaprofilhoz tartozé mérkdzésmdtriz, ahol m;; = r;; + r; minden X;, X; €

€ N-re.

Az M mérkézésmatrix szimmetrikus (M = M).

2.2. Megjegyzés. a;; € [—m;j, m;;] minden X;, X; € N-re. Specidlisan m;; = 0
esetén a;; = 0. Tovabba my; = 7" x(vr) (P, Xi, X;) minden X;, X; € N-re, azaz

M € N™*" az 6sszehasonlitasok szama minden objektumpérra egész.
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2.9. Definicié. Rangsoroldsi probléma (ranking problem): (N, A, M) € R" az
(N, R) preferenciaprofilhoz tartozé rangsoroldsi probléma, ahol A és M a megfelel§

R aggregalt paros Osszehasonlitasi matrixbol addédo eredmény- és mérkézésmatrixok.

Ha a rangsorolési probléma csak az (N, A, M) € R" forméban adott, azaz nem
ismerjik a hozza tartozé (N, R) preferenciaprofilt, akkor az egyszertiség érdekében
feltessziik, hogy az M mérkozésmatrix elemei egész szamok. Ugyan a késobbi eredmé-
nyek mindegyike érvényes a folytonos esetben is, de helyenként sokkal bonyolultabb
jelolések alkalmazasa valna sziikségessé. Az alkalmazédsok szempontjabol ez nem igazi
megszoritas. Miutan 0 < m;; < m, felteheté m = max{m;; : X;, X, € N}.

2.3. Megjegyzés. Az (N, A, M) € R" rangsoroldsi probléméat gyakran iranyitott
grafokkal szemléltetjiik, ahol a csiicsok az objektumok, a k szamu (X;, X;) € N x N
nem irdnyitott él az [a;;(= a;;) = 0, m;; = k], a k szdmt (X;, X;) € N x N irdnyitott

él pedig az [a;; = k (aj; = —k), m;; = k| paros 6sszehasonlitast jeloli.

2.1. dbra. A 2.1. Példa rangsorolasi problémaja

X3

A

s

\ 4

X4

X

2.1. Példa. Tekintsiik az (N, A, M) € R? rangsorolési problémét, ahol:

0 1 -1 01 1
A=1] -1 0 1 é6s M=|1 0 1
1 -1 0 1 1 0

Ez a Condorcet-paradoxonnak (Condorcet, 1785) megfelel6 példa a 2.1. abran lathaté.

2.10. Definicid. Specidlis rangsoroldsi problémék: Egy (N, A, M) € R™ rangsorolsi

probléma

e kiegyensilyozott (balanced), ha 3"y, ey Mix = Y x, en My minden X;, X; €
€ N-re, azaz minden paros 0sszehasonlitds ugyanannyiszor keriilt végre-

hajtasra;

o kormérkdzéses (round-robin), ha m;; = my, minden X; # X; és X, # X,

kiillonb6z6 objektumokbdl allo par esetén;;

o silyozatlan (unweighted), ha m;; € {0;1} minden X;, X; € N esetén;
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o bajnoksdg (tournament), ha m;; = 1 és a;; € {—m;;;m;;} minden

Xi # Xj—re.

Kiegyensilyozottsag esetén az ismert Osszehasonlitdsok egyenletesen helyezkednek
el a rangsorolasi problémaban. A kormérkézéses problémék abban az értelemben
teljesnek tekinthetdk, hogy m = my;, X; # X; miatt egyetlen paros osszehasonlitds
sem ismeretlen. Stulyozatlan esetben nem megengedettek a tobbszoros dsszehasonlita-
sok, az A eredménymatrix szinte teljesen leirja a rangsoroldsi problémat, de a;; =0
egyszerre felel meg a dontetlennek és a hidnyzo 0sszehasonlitasnak. Bajnoksagokban
barmely két objektum 6sszehasonlitasra keriilt, nincsenek dontetlenek vagy eltéro

preferenciaintenzitasok, azaz egy teljes, aszimmetrikus binaris relacié az N halmazon.

2.5. Jeldlés. A kiegyensilyozott rangsorolasi problémak halmaza R g.
A koérmérkozéses rangsoroldsi probléméak halmaza Rg.
A sulyozatlan rangsorolasi problémak halmaza Ry .

A bajnoksagok halmaza Ry.

2.4. Megjegyzés. Rp CRp C R és Rr C(RrRNRy) C Rp CR.

2.11. Definicié. Speciélis mérkdzésmatrixok (Brozos-Véazquez et al., 2008): Az M
mérkdzésmatrix blokk diagondlis (block diagonal), illetve blokk antidiagondlis (block
anti-diagonal), ha az N halmaznak — az objektumok atindexelésének megengedésével
— 1étezik olyan ]\/vlL_J]\[2 :N, NlﬂN2 :(D, ‘N1| =N Z 1és ‘NQ’ = N9 =N — N 2 1

particidja, amire:

M = M, On;mQ . illetve M = On;xm My ;
O’nanl M M On2><n2

na Xng n2 Xni

ahol az als6 indexek az almatrixok dimenzi6it jelolik.

Ezek szintén értelmezhetok tetszoleges négyzetes matrixra.
2.5. Megjegyzés. Az R aggregalt paros 6sszehasonlitasi matrix akkor és csak akkor

irreducibilis, ha nem blokk diagondlis.

2.12. Definicié. Multihalmaz (multiset) (Chebotarev és Shamis, 1998a): A multi-

halmaz olyan halmaz, mely bizonyos elemeket tobbszor is tartalmazhat.

A fogalmat Chebotarev és Shamis (1998a) egy pontozasi eljardsokra vonatkozo

axioma, az Oonkonzisztens monotonitas definidlasa céljabdl vezette be.

2.6. Jeldlés. W a halmazok olyan egyesitését (uniéjat) jeloli, mely megérzi a tobbszo-

rosen szereplo elemeket.

2.2. Példa. O} = {X;, X};} és O = { X}, X, } esetén O} & O? = {X;, Xy, Xy, Xs}.
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2.13. Definicié. Ellenfél halmaz és multihalmaz: Legyen (N, A, M) € R" egy

rangsorolasi probléma. Ekkor

e az X; € N objektum p-edik ellenfél halmaza (opponent set) a vele a p-
edik kérben osszehasonlitott objektumok halmaza: O = {X; : m;; = 1}

minden X; € N-re és p=1,2,...,m-re;

e az X; € N objektum ellenfél multihalmaza (opponent multiset) a vele
osszehasonlitott objektumok multihalmaza, mely pontosan annyiszor tar-
talmaz minden mas objektumot, ahanyszor X;-vel 6sszehasonlitasra kertlt:
O; = {X, : 1X; = m;;} minden X; € N-re.

Az O; ellenfél multihalmaz elemeit az X; objektum ellenfeleinek nevezziik.

2.6. Megjegyzés. O; = L+J;”:10f minden X; € N-re.

2.7. Jelolés. {X;}™3 C O; jelentése, hogy az X, objektum m;;-szer szerepel X

ellenfél multihalmazéban.
2.3. Példa. Legyen N = {X;, X;, X}, X;} és p = 2, valamint
xovr) (L X, X;5) = xovr) (1, X5, X)) =1, és x(vr)(1, X5, Xo) =0,
illetve
XvR)(2, X5, X5) =0, és xwr)(2, Xi, Xi) = x(vp) (2, X5, Xo) = 1.
Ekkor O} = {X;, Xi.} és O? = { Xy, X}, vagyis O; = O} W O? = {X;, Xy, Xi, Xo}.

2.14. Definicib. Osszehasonlitdsok szima: Legyen (N, A, M) € R™ egy rangsorolasi
probléma. Ekkor

e az X; € N objektum dsszehasonlitasainak szama: d; = 3 x,en Mij;
e az dsszehasonlitdsok maximdlis szama: 0 = max{d; : X; € N}.

2.7. Megjegyzés. Egy rangsoroldsi probléma akkor és csak akkor kiegyensilyozott, ha
0 = d; minden X; € N-re.

Stlyozatlan esetben 0 < n— 1, kdrmérkozéses rangsorolasi problémékra 9 = k(n—
— 1), k € N, bajnoksagoknél pedig @ = n — 1, de ezen implikicidk egyike sem igaz a

forditott iranyban.
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2.2. A mérkozésmatrix graf reprezentacidja

Az M mérkézésmatrixot bizonyos esetekben grafokkal reprezentaljuk, a kovetke-

zokben ennek modjat mutatjuk be.

2.15. Definicid. Grafelméleti alapfogalmak: A G = (N, E) par egy grdf, ahol N a
csucsok, E pedig az élek halmaza. Ekkor

o G irdnyitatlan (undirected) graf, ha £ C N x N és (X;,X;) € £ =
(X;, X;) € E minden X;, X; € N-re;

o G irdnyitott (directed) graf, ha E C N x N és (X;, X;) € E# (X;,X;) €
e FkE;

o (& egyszerd (simple) graf, ha nem tartalmaz hurokélt, azaz (X, X;) €
€ ' = X; # X, minden X;, X; € N-re;

e G multigraf (multigraph), ha tobbszoros éleket is tartalmazhat, azaz
E C N x N multihalmaz;

e G digraf (digraph), ha G egyszerti, irdnyitott graf.

G = (N,W) silyozott (weighted) graf, ha W € R*" egy nemnegativ matrix,
w;; > 0 az (X;, X;) él stlya.

A G = (N, E) gratban az X; = Xy, Xy, ..., X, = X, cstcssorozat egy X;-bél
Xj-be vezetd t, ha (X,, Xi,,,) € E minden £ = 0,1,...,t — l-re. Egy X;-bdl Xj-be
vezetd Ut kor, amennyiben X; = X;. A G = (N, E) irdnyitatlan graf dsszefiiggd, ha
minden X;, X; € N esetén létezik X;-bol X-be vezetd ut.

A G = (N, F) irdnyitatlan grafban az X; € N csucs fokszdma a vele szomszédos
cstcsok szama: deg; = #{X; : (X;, X;) € E} minden X; € N-re. D = (d;;) € R"*" a
fokszamokbol képzett diagondlis matrix: d; = deg; minden X; € N-re.

A G = (N, F) multigraf

e pdros (bipartite), ha léteznek olyan ) £ U,V C N : UUV =N, UNV =0
halmazok, hogy (X;, X;) € E = (X;,X;) e U x V;

e reguldris (regular), ha deg; = deg; minden X;, X; € N-re;

e félreguldris pdros (semiregular bipartite), ha paros, valamint deg; = deg;

minden X;, X; € U-re és degy, = deg, minden Xy, X, € V-re;
e requldris pdros (regular bipartite), ha reguldris és paros.

A G = (N, E) multigraf szomszédsagi mdtriza T = (t;;) € R™ ", ahol t;; az
(X, X;) € E élek szama.
A G = (N, E) multigraf Laplace-mdtriza L = ({;;) € R"*" ahol L =D —T.
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2.8. Megjegyzés. Egy paros multigraf nem tartalmaz paratlan hosszisagu kort.

2.1. Lemma. Egy G = (N, E) multigraf Laplace-mdtriza szimmetrikus, pn > pio >
> ... > p, = 0 sajatértéker valosak, pozitiv szemidefinit. A p, = 0-hoz tartozo

sajdtvektor e.
Bizonyitds. Lasd Mohar (1991, Theorem 2.1). O

2.16. Definicié. Osszehasonlitdsi multigrdf (comparison multigraph): Az iranyi-
tatlan G := (N, E') multigraf az (N, A, M) € R™ rangsorolasi probléméhoz tartozé
osszehasonlitasi multigraf, ahol az N cstucshalmaz az objektumok halmaza és az
(Xi, X;) € E élek szama m;.

Egy (N, A, M) € R"™ rangsorolasi problémahoz tartozé G 6sszehasonlitasi multi-
graftban deg; = d;, az X; € N csics fokszama a megfelel6 objektum 6sszehasonlitasa-

inak szamaval azonos.
2.9. Megjegyzés. A G osszehasonlitasi multigraf csak az M mérkozésmatrixtol fligg,

Laplace-matrixaban ¢; = d; minden X; € N, és {;; = —m,; minden X; # X esetén.

2.17. Definicié. Osszefiiggé rangsoroldsi probléma (connected ranking problem):
Egy (N, A, M) € R" rangsorolasi probléma dsszefiiggd, ha a hozzd tartozé G = (N, E)
Osszehasonlitasi multigraf osszefiiggo.

2.8. Jelolés. Az 6sszefiiggd rangsorolasi problémék halmaza Ro.

Egy (N, A, M) € R™ rangsorolasi probléma akkor és csak akkor sszefliggé, ha
osszehasonlitdsi multigrafjdban minden X;, X; € N-re taldlhaté X;-bdl X;-be vezetd

ut.

2.2. Lemma. Legyen (N, A, M) € R} egy osszefiiggd rangsoroldsi probléma. Ekkor

a kovetkezok ekvivalensek::
1. az M mérkozésmatriz blokk antidiagonalis;
2. a G osszehasonlitdsi multigraf paros.

Bizonyitds. Egy Osszefuggd (multi)graf pontosan akkor paros, ha az U és V' csics-

halmazokon belil nincs él. O

2.3. A rangsorolas kiilonb6z6 megkozelitései

A rangsorolasi probléma definidlasa utan a kovetkezé feladatot az alternativak
sorba rendezése jelenti. Egyfajta informaciotomorités valik szitkségessé: az n objektum

n(n —1)/2 kélesonos ,tavolsagat” kellene megfeleléen leirni a megoldasként kapott
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rangsorbél adodo n — 1 kiilonbséggel. Ez n = 2 esetén tokéletesen reprodukalhato,
két objektum esetén a paros Osszehasonlitds kimenetele minden informaciét megad a
sorrendrél. Ha viszont azok szama legaldbb harom, mar felmeriilhet a Condorcet-
paradoxonbdl (Condorcet, 1785) ismerds intranzitivitas probléméja (2.1. Példa). Az
ehhez hasonlé inkonzisztencidk nem feltétlentiil adathibabdél adédnak, konzisztens
preferencidk aggregalasa szintén ilyen kovetkezményekkel jarhat.

Ez a nehézség mar a kormérkozéses rangsorolasi probléméak Rpi osztalyan is
jelentkezik. Az éltaldnos esetben tjabb bonyodalmak mertilnek fel (David, 1987):

1. Az objektumok ellenfelei, az O; ellenfél multihalmazok elemei kiillénb6z6

erosségliek lehetnek, ami befolyasolja az altaluk mutatott teljesitményt;
2. Az objektumok 6sszehasonlitdsainak szama eltérhet egymastél, d; # d;.

David (1987) szerint az objektumok megfelel6 rangsoroldsa nem varhato el, ha
azok Osszehasonlitdsainak szama jelentosen kiilonbozik. Bizonyos esetekben a péaros
Osszehasonlitasok olyan mértéki inkonzisztenciat tartalmazhatnak, ami értelmetlenné
teszi egy rangsor felallitasat. Ezzel a kérdéssel nem foglalkozunk, de felhivjuk a
figyelmet Jiang et al. (2011) tanulményara.

Moulin (1986) tanacsat kovetve célszerti elkiilonitve vizsgdlni a gy6ztes megadé-
sanak, illetve egy teljes rangsor feldllitdsanak kérdését — mi csak az utobbit fogjuk
vizsgalni. Bar Bouyssou (2004) kisérletet tett a két megkozelités egyesitésére a legjobb
alternativa kivalasztasanak sorozatos alkalmazasa révén, eredményei arra utalnak,
hogy az igy definialt eljarasok szinte biztosan megsértenek valamilyen monotonitasi
tulajdonsagot, ezért a probléma megoldasara inkabb a kozvetlen rangsorold eljarasok
ajanlottak.

2.9. Jelolés. X; = (v.amnX; jelentése, hogy az (N, A, M) € R" rangsorolasi problé-

maban X; legalabb olyan jo, mint X;. Ez egyben meghatarozza az alabbi relaciokat:
[} Xz - (N,A,M)Xja Xz JObb Xj-nél, ha Xz t (N,A,M)Xj és Xj %(N,A,M) XZ,

o Xi ~ (vamXj, azaz X; és X azonos erdsségl, ha X; = (v anX; és
X = (v Xi;

o X L (nvamXj, azaz X; és X; nem Osszehasonlithat6, ha X %(N,A,M) X;
és Xj %(N,A,M) Xz

2.18. Definicié. Rangsor (ranking): Az N objektumhalmazon értelmezett reflexiv

¢s tranzitiv (de nem feltétleniil teljes) = (v .4, bindris reldcié rangsor.
2.10. Jelolés. Az n objektumot tartalmazé rangsorok halmaza P".

2.19. Definicié. Linedris rendezés (linear order): Az N objektumhalmazon értel-

mezett irreflexiv, tranzitiv, és teljes = (n a,ar) bindris relacié linedris rendezés.
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2.11. Jelélés. Az n objektumot tartalmazo linearis rendezések halmaza L£™.

2.10. Megjegyzés. Minden linearis rendezés tekinthet6 rangsornak, forditva azonban
nem feltétlentl, tehat £ C P™.

2.20. Definicié. Rangsoroldisi mddszer (ranking method): Egy R" — P" figgvény

rangsoroldsi modszer.
A rangsor meghatarozasanak egy lehetséges médja az alabbi.

2.21. Definicié. Altaldnos pontozdsi eljdrds (general scoring procedure): Egy f :

R! — R" fiiggvény dltaldnos pontozaisi eljards.

2.11. Megjegyzés. Minden f : R? — R™ altalanos pontozasi eljards meghataroz
egy = 7 : R" — P™ rangsorolasi modszert az f;(N, A, M) > f;(N,A, M) = X, =
>~ {N,A,M)Xj definiciéval. A kapott rangsor egyértelmii és teljes, X; L {N,A,M)Xj nem

lehetséges.

A tovabbiakban csak olyan az altalanos pontozasi eljarasokkal foglalkozunk,
melyek az R aggregalt paros osszehasonlitdsi matrixon alapulnak. Chebotarev és
Shamis (1999) bizonyitja, hogy egyetlen egyéni paros 6sszehasonlitds matrixon alapuld
pontozasi eljaras sem teljesitheti az 6nkonzisztens monotonitas (Chebotarev és Shamis,
1997) tulajdonsdgot. Utébbi részletes bemutatédsat lasd Csatéd (2013b).

2.22. Definicié. Pontozdsi eljards (scoring procedure): Egy f: R™ — R" fiiggvény

pontozdsi eljaras.

2.23. Definicié. Ardnyossdg (proportionality): Az f1, f? : R™ — R" pontozasi elji-
rasok ardnyosak, ha létezik olyan x > 0 konstans, hogy fY(N, A, M) = kf*(N, A, M)
minden (N, A, M) € R"-re.

2.12. Jelolés. Az f, f2 : R™ — R™ pontozasi eljardsok aranyossaganak jele f* oc f2.
2.3. Lemma. Ardnyos pontozdsi eljardsok dltal generdlt rangsorok azonosak.
Ennél gyengébb 6sszefiiggés az alabbi.

2.24. Definicié. Fkvivalencia (equivalence): Az f!, f2 : R™ — R™ pontozési elji-
rasok ekvivalensek, ha f(N,A,M) > fi(N,A,M) & f}(N,A,M) > f7(N,A, M)
minden X;, X; € N objektumra és (N, A, M) € R" rangsorolasi problémara.

2.13. Jelolés. Az f1, f? : R™ — R" pontozasi eljarasok ekvivalencidjanak jele f! = f2.

2.4. Lemma. Két ardnyos pontozasi eljaras ekvivalens, az ekvivalenciabol viszont

nem kovetkezik az aranyossdg.
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A pontozasi eljarasokon kiviil a sorrend meghatdrozasanak masik megkozelitése
a rangsorolds diszkrét optimalizalasi problémaként valo felfogésa, egy R} — L

fiiggvény kozvetlen meghatarozasa.

2.25. Definicié. Optimadlis linedris rendezés (optimal linear order) (Kemeny, 1959;
Slater, 1961): A

j{reliﬁl}l Z (rij : Xi < Xj) = j{reuﬁr}l Z (0,5a;; +0,5m;; : X; < X))
Xi,XjEN Xi,XjEN
feladat L € L™ megoldésa egy, az (N, A, M) € R™ rangsorolasi problémahoz tartozo6

optimalis linedris rendezés.

A linearis rendezés elvben kicserélheto egy P"-beli rangsorra, ekkor azonban nem
vilagos, hogyan kell modositani a célfiiggvényt.

A feladat gyakran matematikai szempontbdl szép és mély kombinatorikus kérdé-
sekhez, illetve bonyolult algoritmikus problémakhoz vezet (Hudry, 2009), de t6bb,

egymassal 6sszefiiggd szempontbdl is kifogasolhato:

1. Bizonyos esetekben, példaul azonos aranyu korbeverések mellett a Condorcet-
paradoxonban, nem érdemes az érintett objektumok koziil barmelyiket elérébb

rangsorolni, indokolatlan a szigori rendezés erdltetése;

2. Hidanyz6 péaros osszehasonlitasok esetén még a linearis rendezés rangsorral
torténo felvaltasa sem biztositja egyes tulajdonsagok, példaul az énkonzisztens

monotonitas teljesiilését (Chebotarev és Shamis, 1997);

3. A diszkrét optimalizaldsi modszerek normativ tulajdonsagainak vizsgalata

meglehetésen nehéz (Bouyssou, 2004);

4. A kapott sorrend gyakran nem egyértelmi, akar nagyméretii, sok objektumot

tartalmazé esetekben is létezhetnek tobbszords optimumok (Pasteur, 2010);

5. Altaldban kevésbé biinteti a gyengébb objektumok elleni rossz teljesitményt,
mint a hasonlokkal szembenit, mert az elobbi biztosan névelni fogja a célfiigg-

vényt, ami ellentétes a természetes elvarasainkkal (Pasteur, 2010).

Az els6 harom elsésorban elméleti, az utolso ketto viszont gyakorlati szempontbdl
teszi kevéssé kivanatossa a megkozelités alkalmazasat. Tobb optiméalis megoldés
l1étezésekor kiilonosen nehézzé valhat a kapott eredmény értelmezése.

A fenti problémék ellenére kétségteleniil vonzé egy valamilyen szempontbol opti-
malis megoldas megadasa. A binaris, csak gy6zelmeket és vereségeket megengedo
esetben példaul kézenfekvo valasztas — ahogy ez a 2.25. Definiciobdl adédik — azon

osszehasonlitasok szamanak minimalizaldsa, ahol a rangsorban hatrébb taldlhato
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alternativa jobbnak bizonyult egy nala el6kel6bb helyen szereplénél (Ali et al., 1986).
Az ebbdl adédo bindris linedris programozasi feladat megoldasa viszont nagymére-
t problémak esetén meglehetdsen bonyolult lehet. Egy ilyen, nem kérmérkézéses
rangsorolasi problémakra alkalmazhaté algoritmust targyal Coleman (2005).

A modszer irant mélyebben érdekl6do olvasé figyelmébe ajanljuk Charon és Hudry
(2007), illetve Charon és Hudry (2010) 6sszefoglal6jat.

2.4. A pontozasi eljarasok axiomatikus szempontua

attekintése

A pontozasi eljarasok talan legtémorebb jellemzése a kévetkezo: Scoring procedures
transform profiles of individual preferences over a set of alternatives into scores of the
alternatives. The scores can be used in themselves or serve as the basis for ranking
or choice (Chebotarev és Shamis, 1998a, 299. o.). A leegyszeriisités természetesen
nem ,ingyenebéd”, az informaci6tomorités veszteségekkel jarhat. Ez (is) indokolja a
pontozasi eljarasok részletes elemzését.

Az eziranyu kutatdsok egyelore kezdeti szakaszban vannak, semmiképpen sem
tekintheték lezartnak. Legigéretesebbnek egyfajta axiomatikus megkozelités alkal-
mazasa tinik: néhdany kivanatos vagy elvart tulajdonsig definidlasaval jol lathato
valnak azok ellentmondasai, kolesonos kapcsolatai, és az egyes modszerek eltérései.
Ez hasonlit a kooperativ jatékelmélet elosztasi koncepcioi esetén kovetett megkozeli-
téshez. A 2012-ben kozgazdasagi Nobel-dijat nyert Lloyd S. Shapley nevéhez fliz6do
Shapley-értékre (Shapley, 1952) mar szamos axiomatizacié sziletett, nem is emlitve
a kiilonbozé jatékosztalyokon megfigyelhet6 eltéréseket (Pintér, 2009).

Tobb tanulméanyban taldlkozunk egy-egy kivalasztott pontozasi eljaras karakteri-
kevésbé altalanos paros 6sszehasonlitasi matrixok esetén érvényesek. Az elso, kozvetle-
nil ad6dé megoldasi lehetOség a sordsszegek alapjan torténd rangsorolds, a pontszim
moédszer (Borda, 1781; Copeland, 1951). Ezt Rubinstein (1980) karakterizélta baj-
noksigokban (Rr), mig a szavazdsi modellekkel foglalkoz6 irodalomban legalabb
harom kiilénb6z6 axiomatizacié 1étezik az Rp kormérkézéses esetre (Young, 1974;
Hansson és Sahlquist, 1976; Nitzan és Rubinstein, 1981; Bouyssou, 1992). Az itt tér-
gyalt altalanos esetben azonban egyik sem érvényes, raadasul hidnyzo és tobbszoros
osszehasonlitasok mellett a mddszer alkalmazasa erdsen vitathaté (Gonzélez-Diaz
et al., 2014). A hidnyzo6 6sszehasonlitasok dontetlenként kezelésével ez a nehézség
elvileg feloldhaté (Teles et al., 2013a), ezzel azonban eltériink az eredeti rangsoroldsi
problématol, igy attél kiilonbo6zo megoldast kaphatunk.

Szamos modszer alapul a Perron-Frobenius tételen (egy nemnegativ, valés, négy-
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zetes és irreduciblis matrix dominans sajatértékéhez tartozik az egyetlen szigorian
pozitiv sajatvektor). Erdekesség, hogy az elsé ilyen, a sajétvektor iterativ szdmitdsa-
hoz kapcsolddo javaslat mér az allitds megjelenése el6tt megsziiletett (Landau, 1895).
Landau (1914) mintegy 20 évvel kés6bb, a tétel publikdlasa utdn ujra visszatért a
problémara. Ugyanezt az 6tletet hasznositotta Wei (1952) és Kendall (1955). Az
R aggregalt paros O0sszehasonlitasi matrix bizonyos transzformaltjainak dominans
sajatvektorat haszndlja az invaridns és a fair bets (Daniels, 1969; Moon és Pullman,
1970), vagy az el6bbi egy perturbalt valtozatanak megfelel6 PageRank modszer
(Brin és Page, 1998). Ezeket az eljarasokat, Slutzki és Volij (2005), illetve Slutzki és
Volij (2006) karakterizaciéit részletesen ismertette Csaté (2013d), bar az invarians
moédszer grafelméleti, ordindlis tulajdonsdgokon alapulé axiomatizaciéjara (Altman
¢és Tennenholtz, 2005) nem tért ki.

A jatékelméleti irodalomban hasonlé feladatként meriil fel egy irdanyitott graf
csticsainak rangsorolasa. Ebben a kornyezetben konnyen érthetd a lokalis és globalis
pontozasi eljarasok megkiilonboztetése: elobbiek az irdanyitott graf helyi struktarajat
vizsgaljak (a csicsok értékelésénél csak azok kozvetlen kapcsolatait, a bemen6 és
kimend élek szamat veszik figyelembe), utébbiak viszont az egész grafot tekintik
(Herings et al., 2005). Ez egyuttal egy jol ismert axiéma, az irrelevans ¢sszehasonlité-
soktdl valé fiiggetlenség megjelenését indukélja (Rubinstein, 1980; Gonzalez-Diaz
et al., 2014), amit pontosan a lokdlis mddszerek elégitenck ki. Rubinstein (1980)
eredményének altalanositdsara van den Brink és Gilles (2003) tanulménya tett kisér-
letet. A megoldasi javaslatok koziil érdemes még megemliteni az invarians és fair bets
modszerekkel szoros kapcesolatban all A eljardast (Borm et al., 2002; Slikker et al.,
2012), és a pozicios erdt (positional power) (Herings et al., 2005). Kordbban mar
mindkett6t bemutattuk (Csatd, 2013d), utébbit részben itt is targyaljuk.

A kiilonb6z6 pontozasi eljarasokra definidlasa mellett viszonylag kevés az egyszer-
re t6bb mddszert axiomatikus megkozelitéssel vizsgalé munka. Laslier (1997) szdmos
megoldasi koncepciot — a lehetséges karakterizaciokra is kitérve — részletesen elemez,
ugyanakkor vizsgalatat kormérkozéses bajnoksagokra korlatozza, ezért értekezéstink
szempontjabol kevésbé relevans. Chebotarev és Shamis (1998a) cikke kivals atte-
kintést nyudjt az ismert axiomatizaciokrél, tobb szempont szerint csoportositja az
ezekhez sziikséges tulajdonsagokat (6sszesen tobb mint 40 médszert targyal). Altman
és Tennenholtz (2008) belatja, hogy irdnyitott grafokra nem létezik olyan pontozési

eljaras, amely egyszerre rendelkezne j6 lokalis és globalis tulajdonsagokkal.

Chebotarev és Shamis (1999) az énkonzisztens monotonitds (Chebotarev és
Shamis, 1997) szempontjabol vizsgalja a pontozasi eljarasok két osztélyat, bizonyitva,
hogy minden gydzelem-vereség kombindlé (win-loss combining) eljards megsérti azt.
Ebbe a csoportba tartozik az invarians és fair bets eljaras, illetve a jatékelméleti

irodalomban hasznalt médszerek szinte mindegyike, koztiik a A modszer és a pozicios
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er6. Az Onkonzisztens monotonitas kérdését részletesen targyalja Csatd (2013b),
érintélegesen Csaté (2013d) is foglalkozik vele.

Ugyanakkor 1étezik néhany olyan, gydzelem-vereség egyesitd (win-loss unifying)
eljaras, ami teljesiti az 6nkonzisztens monotonitast (Chebotarev és Shamis, 1999).
Kozilik kiemelkedik az egyik klasszikus médszer, a maximum likelihood (Zermelo,
1929; Bradley és Terry, 1952). Az eljaras széles kérben ismert és elterjedt, azota
is sziiletnek ezzel kapcsolatos eredmények: Conner és Grant (2000) a mddszer
kiterjesztésére tesz kisérletet, mig Conner és Grant (2009) egy 1j monotonitési
tulajdonsagrol mutatja meg, hogy az altalanositott eljaras teljesiti azt.

Az axiomatikus megkozelités a pontozasi eljardsok altal meghatarozott rangso-
rolasi médszerek Osszehasonlitasara is alkalmazhatd. Gonzédlez-Diaz et al. (2014)
eredményei szerint kiemelkedden teljesit a maximum likelihood, amely azonban egy
bonyolult nemlineéris egyenletrendszer megoldasat kivanja, ezért szamitasi szempont-
bél nem tekintheto tokéletes valasztasnak. Egy masik, elméleti szempontbdl vonzd
eljaras az dltaldnositott sorosszeg (generalized row sum) médszer (Chebotarev, 1989,
1994). Ez pontozasi eljarasok olyan parametrikus csaladja, melynek egyik hatérértéke
a sorosszeg, masik pedig a legkisebb négyzetek (least squares) médszere (Horst, 1932;
Mosteller, 1951; Morrissey, 1955; Gulliksen, 1956; Kaiser és Serlin, 1978). Kiszamitasa
egy linearis egyenletrendszer megoldasaval torténik, ennek koszonheto grafelméleti
interpretdcidja is (Shamis, 1994).

Béar a legkisebb négyzetek mddszere szintén megsérti az onkonzisztens monotonitas
axiomajat (Chebotarev és Shamis, 1999; Csat6, 2013d), egyszeriisége okdn mégis
széles korben hasznaljak. Belathatd, hogy az eljaras ekvivalens a nem teljesen kitoltott
péaros 6sszehasonlitds matrixok esetén alkalmazott LLSM modszerrel (Bozoki et al.,
2010; Csaté, 2012b), illetve a statisztikdban hasznalt EKS-eljarassal; utébbirdl az
alkalmazasokrol sz6l6 fejezetben olvashatunk. A parhuzamosan folyé kutatasok eddig
nem ismerték fel ezt az azonossagot, a megoldas egyértelmiiségének legalabb két
bizonyitasa létezik (Kaiser és Serlin, 1978; Bozdki et al., 2010).

Az egymastdl fliggetlen eredmények létezése azonban ezen a teriileten egyaltalan
nem tekintheté rendkiviilinek. Az invarians modszer legalabb harom kiilonb6z6
alkalommal kertilt bevezetésre (Daniels, 1969; Moon és Pullman, 1970; Pinski és
Narin, 1976), a maximum likelihood esetén ugyancsak két alapmiivet szokds emliteni
(Zermelo, 1929; Bradley és Terry, 1952). Kéczy és Nichifor (2013) sem emliti, hogy
az invarians moédszer hibainak korrigdlasara javasolt eljarasuk azonos a korabbrol
ismert fair bets modszerrel, igy a szerzok valdszintisithetoen més titon jutottak erre a
kovetkeztetésre. Hasonld esetek a jatékelméletben sem ismeretlenek: a stabil hazassag
probléma megoldasara szolgdlé Gale-Shapley algoritmust (Gale és Shapley, 1962)
gyakorlati felhasznalok mar a médszer publikalasa el6tt felfedezték.

Az ut6bbi id6ben — Gonzalez-Diaz et al. (2014) attord tanulmanyatdl eltekintve —
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a legkisebb négyzetek modszere viszonylag kevés figyelmet kapott, holott az altala-
nositott sorosszeg modszerrel vald szoros kapcsolata azt sugallja, kedvezd normativ
tulajdonsagokkal birhat. Kozeli rokonsdgban van a jatékelméleti pozicids ero fogal-
maval is, és a szamitas menete, a PageRank modszerhez hasonléan, szemléletesen
értelmezhetd grafokon (Csato, 2014a). Ezek az érvek indokoljak, hogy az axiomatikus
megkozelités keretén beliil a vele kozeli kapcsolatban all6 pontszam és altalanositott
sorosszeg mellett részletesen foglalkozunk a legkisebb négyzetek modszerével is.

Témank részben érintkezik a tudomanymetriaban hasznalt eljarasok irodalméval,
hiszen folyodiratok, cikkek vagy szerzok egymasra val6 hivatkozasai szintén leirhatok
paros Osszehasonlitasokkal. Azonban 1étezik egy alapveto kiilonbség a két tertilet
kozott : modelliinkben az X; objektum Xj-vel szembeni jobb teljesitménye biztosan
kedvezdtlen X; szamara, mig az X;-re valé hivatkozas nem sziikségképpen karos
X;-nek (Slutzki és Volij, 2006; Gonzalez-Diaz et al., 2014). Ugyanakkor Kéczy és
Strobel (2010), illetve Kéczy és Nichifor (2013) szerint az elébbi feltevés alkalmas
lehet bizonyos manipulacids lehetéségek kizarasara. Axiomatikus szemléletii targya-
lasunkban szintén emlitést érdemelnek Palacios-Huerta és Volij (2004), valamint
Slutzki és Volij (2006) karakterizaciés eredményei. Tudomanymetriai problémékkal
részben magunk is foglalkoztunk (Csaté, 2013d).

2.5. Osszegzés

A 2.1. szakaszban Chebotarev és Shamis (1998a), illetve Gonzalez-Diaz et al.
(2014) nyoman bemutattuk a paros dsszehasonlitason alapulé rangsorolds egyik legal-
talanosabb modelljét, mely a nem szimmetrikus és az objektumok énmagukkal vett
osszehasonlitdasain kiviil minden elképzelhetd lehetGséget tartalmaz. Az eredmény-
és mérkézésmatrixok definidlasaval ramutattunk a paros sszehasonlitds matrixokat
hasznalé AHP médszertannal (Saaty, 1980) valé szoros kapcsolatra. Végil attekin-
tettiik a fobb fogalmakat és a rangsorolasi problémak specialis eseteit.

A 2.2. alfejezet megmutatta a rangsorolasi probléma osszehasonlitasainak szer-
giink, mert tobb pontozasi eljarasban szerepet jatszik az 0sszehasonlitasi multigraf
Laplace-matrixa. A 2.3. részben a rangsorolas végrehajtasaval foglalkoztunk. Meg-
kiilonboztettiik a kozvetlen megkozelitést jelenté diszkrét optimalizalasi feladatként
valo felfogast, a gyoztes sorozatos kivalasztasan alapulé modszereket, és a kozvetett
pontozasi eljarasok alkalmazésat, majd felsorakoztattuk az utébbiak hasznalata
mellett sz6l6 érveinket.

A 2.3. alfejezet alapjan a tovabbiakban szinte kizardlag olyan pontozési eljardsokat
targyalunk, melyek értelmezési tartoménya — a 2.22. Definiciénak megfeleléen — az

R halmaz. Chebotarev és Shamis (1999) bizonyitja, hogy az R) egyéni paros éssze-
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hasonlitas matrixokon alapuld altalanos pontozasi eljarasok egyike sem teljesitheti
az Onkonzisztens monotonitas tulajdonsagot.

A 2.4. alfejezetben axiomatikus szempontbdl mutattuk be a pontozasi eljarasok
irodalmat. Roviden ismertettiik a leggyakrabban hasznalt médszereket, és kitértiink
az ismert karakterizaciokra. Szamunkra kiilénosen fontosnak bizonyult Chebotarev
és Shamis (1998a) Gsszefoglaldja és Gonzalez-Diaz et al. (2014) normativ alapt Ossze-
hasonlitasa. Elobbi a felsorolt eljarasok és karakterizaciok gazdagsiaga miatt, utobbi
pedig azért, mert a kdvetkezokben mi is egy hasonld szempontu vizsgalatot mutatunk
be, 1ényegesen tobb axiomaval, de kevesebb eljarasra fokuszalva. Emlitést tettiink a
tudomanymetriai targyalasokkal vald kapcsolatrol, bar a két teriilet eredményei nem
feltétleniil feleltethet6k meg egymasnak (Slutzki és Volij, 2006; Gonzalez-Diaz et al.,
2014).

A fejezetben a viszonylag korlatozott sajat hozzajarulas ellenére fontosnak tartjuk
az eredmény- és mérkozésmatrixok bevezetését, mert ez teszi lehetévé a szakirodalom
egységes keretben torténo elhelyezését, a graf reprezentacio felépitését. Ezenkiviil a
kiilonb6zo teriileteken javasolt eljarasok és karakterizaciok ismertetése tekintheto
ujdonsagnak.

Osszefoglalénkat egy nyitott probléma felvetésével zarjuk. A paros dsszehason-
litdsok eredményének R = 37", R®P) aggregicibja szamos, az Osszehasonlitasokkal
kapcsolatos informéciot elfed, példaul m = 2 esetén r;; = 1 egyardnt elddllhat 1 és 0,
vagy 0,5 és 0,5 osszegeként. Ennek ellenére nem ismeriink olyan pontozasi eljarast,

ami az aggregalt r;; varhat6 értéken kiviil figyelembe venné az ezt eredményezd
:
— r;;/my; killonbségek azonban jelentéssel birhatnak X; és X, 6ssze-

rgf ) kimenetelek eloszlasat, azt a tényt, hogy r ) 4ltaldban nem azonos az Tij/Mij

atlaggal. Az rg? )

hasonlitasa szempontjabol: a két objektum relativ viszonya sokkal stabilabbnak,
() (p)
ij ij

ismert. Egy lehetséges megoldas ennek beépitésére az m;; mérkdzésszam alkalmas

transzformaciéja, novelése kozel azonos 7‘8’ ) értékek esetén.

megbizhatobbnak tiinik, ha r;-” ~ r;;/m;; minden olyan p = 1,2, ..., m-re, ahol r
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3. fejezet
Pontozasi eljarasok

Kleine Opfer miissen gebracht werden.
Otto von Lilienthal

A 2. fejezetben megallapitottuk, hogy a paros ¢sszehasonlitdsok alapjan torténd

rangsorolas elvégzésére a pontozasi eljardasok (2.22. Definicid) haszndlata ajanlott.

3.1. Néhany pontozasi eljaras
Az alabbiakban kiilonb6z6 rangsorold eljarasokat mutatunk be.

3.1. Definicié. Név madszer (fixed-order method) (Slutzki és Volij, 2005): fo :
R™ — R", ahol fo;(N, A, M) =i minden X; € N-re és (N, A, M) € R"-re.

A név modszer fiiggetlen az eredménymatrixtol, az értékelést az objektumok

elnevezése hatarozza meg.

3.2. Definicid. Fgyenld modszer (flat method) (Slutzki és Volij, 2005): f1: R™ — R",
ahol fl;,(N,A, M) =0 minden X; € N-re és (N, A, M) € R"-re.

Az egyenl6 modszer szintén fiiggetlen az eredménymatrixtél, minden objektumnak
azonos értékelést ad. A név modszerrel egyiitt inkabb technikai célokat szolgél,
gyakorlati alkalmazasuk nem ajanlott, ugyanakkor segithetik a késobb targyalt

tulajdonsagok megértését.

3.3. Definicié. Pontszam mddszer (score method) (Borda, 1781; Copeland, 1951):
s: R™ — R" ahol s(N, A, M) = Ae minden (N, A, M) € R"-re.

A pontszam modszert szamitdsa miatt sorosszegnek (row sum) is nevezik. Ez az
eljaras mar figyelembe veszi az A eredménymatrixot, bizonyos értelemben alkalmas
a 2.3. alfejezet elején felvetett probléma, a Condorcet-paradoxon kezelésére: azonos

mértéki korbeverések esetén az érintett objektumok kozott holtversenyt ad.

24
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Hidnyzé és tobbszoros osszehasonlitasok (nem kérmérkézéses rangsorolasi prob-
1émak) esetén azonban felmeriil egy masik nehézség, amit a pontszam nem képes
figyelembe venni: az objektumok megfigyelt teljesitményét, az a;; eredményeket az O;
ellenfél multihalmaz is befolyasolja (Gonzalez-Diaz et al., 2014). Példdul, amennyiben
X; csupan Xj-vel kertilt 6sszehasonlitasra egyetlen alkalommal, nem mindegy, vajon
ez a végs6 rangsor szerint legjobb vagy legrosszabb objektum. Igy sziikségessé valhat
az ellenfelek, majd az érvelést tovabb folytatva, az ellenfelek ellenfeleinek stb. erejének
vizsgalata (David, 1987). A kévetkezé modszer erre is alkalmasnak bizonyul.

Chebotarev (1989) néhany, a pontozési eljarasban szerepl6 fiiggvénytol megkove-
telt tulajdonsag segitségével egy parametrikus eljarascsaladot vezetett be, amit a

szerz6 egy kés6bbi munkéjaban részletesen elemzett (Chebotarev, 1994).

3.4. Definicié. Altaldnositott sordsszeq mddszer (generalised row sum method,
GRS) (Chebotarev, 1989): x(¢) : R™ — R", ahol ¢ > 0 egy paraméter és (I +
+eL)x(e)(N,A, M) = (1 +emn)s minden (N, A, M) € R"-re.

Az altalanositott sordsszeg modszer az Osszehasonlitasi multigraf szerkezetének
segitségével figyelembe veszi az ellenfelek teljesitményét is, hiszen minden X; €
€ N-re (1 +edi)gi — € X x,en mijq; = (1 + emn)s;. Az € paraméter a pontszam
kiigazitasanak mértékét tiikrozi, értékének megvalasztasahoz azonban kevés tampont
ismert. Az altalanositott sortsszeg a Laplace-matrix szerepeltetése miatt minden
elérheto objektum értékelését figyelembe veszi. Egy alternativ megoldas lenne csak a

kozvetlen ellenfelek erejének beépitése, mint David (1987) mddszerénél.

3.1. Lemma. Az dltaldnositott sordsszeg ardnyos a pontszam mdodszerrel, ha € — 0,

sdt, lim._,o x(¢) = s.

3.1. Megjegyzés. A 3.1. Lemma alapjan a pontszam és az altalanositott sordsszeg

modszerrel kapcsolatos bizonyitasok egyszerre kezelhetok € > 0 megengedésével.

Ezt a lehetéséget — akar kiilon emlités nélkiil — tobbszor is hasznalni fogjuk.
Modelliinkben a péros dsszehasonlitdsok eredménye korldtos, —m < a;; < m

minden X;, X; € N-re. Ekkor tobbet is mondhatunk az e paraméterrdl.

3.5. Definicid. ¢ észszert vdlasztdasa (reasonable choice of ¢) (Chebotarev, 1994,
Proposition 5.1): Legyen (N, A, M) € R" egy rangsorolasi probléma. Az altalanositott

sorosszeg modszer € paraméterének értéke észszerd, ha

0<e< ——.
g_m(n—2)

Az € paraméter észszert felsé hatdra € = 1/ [m(n — 2)].

Az észszert fels6 hatar kiszamitasahoz sziikséges az n > 3 implicit feltevés, n = 2

esetén a rangsorolasi probléma megoldasa amugy is trividlis.
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3.1. Allitas. Aze paraméter észszert vilasztdsa esetén —m(n—1) < ;(¢) < m(n—1)

minden X; € N -re.
Bizonyitds. Lasd Chebotarev (1994, Property 13). O

Ez az eredmény azért kivanatos, mert egy (N, A, M) € R}, kormérkdzéses rang-
sorolasi probléméban —m(n — 1) < s; < m(n — 1) minden X; € N-re. Belathato,
hogy az altalanositott sordsszeg teljesiti az 6nkonzisztens monotonitas axiémat (Che-
botarev és Shamis, 1997; Csat6, 2013b), ha ¢ értéke észszerti (Chebotarev és Shamis,
1999).

3.2. Allitas. A pontszdm és az dltaldnositott sorésszeq mddszereknek tetszbleges

(N, A, M) € R"™ rangsoroldsi probléma mellett eqyértelmii megolddsa létezik.

Bizonyitds. Lasd Chebotarev (1994, Property 1). A 2.1. Lemma szerint a Laplace-

matrix pozitiv szemidefinit, igy I + €L tetszOleges € esetén invertalhato. O]

3.2. Megjegyzés. A jatékelméleti irodalomban (Borm et al., 2002; Slikker et al., 2012;
Herings et al., 2005) egy G = (N, E) digraf (X;, X;) € E irdnyitott éle az X; csics

X-vel szembeni dominancidjat jelenti.
3.1. Jelolés. Az n csucsbol allo digrafok halmaza D".

Ekkor a G = (N, E) € D" digraf egy (N, A, M) € R" rangsorolasi problémaként
reprezentalhaté, ahol az A mérkdzésmatrix elemeire a;; € {—1;0;1}, mig az M

mérkézésmatrixban m;; € {0; 1}. Tovabba
o [(X;,X,)€eEés(X;,Xi)¢Elea;=1&my;=1;
o [(Xi,X,)€eEés (X;,X;) € E]<a;;=0¢é m; =1;
o (X, X)) ¢ Eés(X;,X:) ¢ Elea; =0ém; =0.

Ezzel minden digrafokra definialt pontozési eljaras a modelliinkben is értelmezhetd. A
megfeleltetés ugyanakkor nem egyértelmii, példaul felvetheto, hogy a két csiics kozott
mindkét iranyitassal 1étez6 él két Gsszehasonlitast jelent a megfelel6 objektumok
kozott.

3.6. Definicid. Pozicios erd modszer (positional power method) (Herings et al.,
2005): p : D* — R", ahol minden G = (N, E) € D" digraf esetén p = limy_,o, p* és
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Emlékeztetoiil, T a digraf szomszédsagi matrixa. Az iteracio els6 1épése, Te a
digraf cstuicsainak értékelését utddaik szamaként adja meg. Ezt, azok korabbi erejének
1/n-szerese mellett, minden késébbi 1épésben is megkapjak.

Herings et al. (2005) emlitést tesz a pozicids erd sulyozott iranyitott grafokra
torténd kiterjesztésérél (ahol megengedett hurokélek, az objektumok 6nmagukkal

vett Osszehasonlitdsa), de nem ad részletes elemzést arrdl.

3.2. A legkisebb négyzetek moédszerérol

A 2.3. alfejezet alapjan a rangsorolas statisztikai feladatként értelmezheté: az X;
és X objektumok h;; teljesitménykiilonbségét kell végso értékeléseik f;(IN, A, M) —
— fj(N, A, M) eltérésével becsiilni. Ideélis esetben egyértelmien létezik olyan r € R™
vektor, amire h;; — (r; —r;) = 0.°> Ekkor (r; — ;) + (r; —r%) + (rg — 1) = 0
kévetkeztében h;; + hji + hy; = 0 minden X, X;, X;, € N objektumharmasra. A
paros 6sszehasonlitdsok eredményeibdl n? — n egyenlet adddik, az értékelévektorban
viszont csak n valtoz6 van, igy az f;(N, A, M) — f;(N, A, M) becsiilt varhaté érték
eltérhet a h;; megfigyelt kimeneteltdl, valamilyen kozelités alkalmazasa sziikséges.

Kézenfekvo a legkisebb négyzetek modszerének alkalmazasa:

min > mi(hi; =i+ r5)”
X;,X,;EN

Ezt a megkozelitést Horst (1932) és Mosteller (1951) javasolta kormérkézéses
problémakra, Morrissey (1955) és Gulliksen (1956) terjesztette ki az altaldnos esetre,
Kaiser és Serlin (1978) pedig az egyértelmii megoldhatésag kérdésével foglalkozott.
A feladat tgy is tekinthetd, hogy az Osszegzést nem az objektumok, hanem az
osszehasonlitdsok halmazén végezzik az i, 7, p valtozokkal (p értelmezéséhez lasd
a 2.2. Definiciét), ekkor a célfiiggvényben nem szerepel stlyozas (Chebotarev és
Shamis, 1999). h;; pontos alakja a modell szabadsagfoka, gyakori valasztés a h;; =
= a;;/m;; (Gonzalez-Diaz et al., 2014). A tovabbiakban mi is ezt a specifikaciot
hasznaljuk.

A kormérkdzéses esetben az A eredménymatrix azonos a multiplikativ paros ¢ssze-
hasonlitds matrixszal (Saaty, 1980), amennyiben az utébbi elemenkénti logaritmusait
vessziik, mig a legkisebb négyzetek moddszere ekvivalens az LLSM (logarithmic
least squares) eljarassal (Crawford és Williams, 1980; De Graan, 1980; Crawford
és Williams, 1985). Nem teljesen kitoltott paros dsszehasonlitds métrixok (Harker,
1987) esetén ugyanez érvényes az LLSM modszer Kwiesielewicz (1996) és Bozoki
et al. (2010) altal javasolt kiterjesztésével (Csatd, 2012b).

5 A multiplikativ paros dsszehasonlitds métrixok irodalméban ezt konzisztencidnak hividk, mi
azonban a pontozasi eljarasok egyik tulajdonsigara fogjuk hasznalni az elnevezést.
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Az optimalitas elsérendu feltételei az r; € R, i = 1,2,...,n korlatozas nélkiili
valtozokkal egy n taghol allo linearis egyenletrendszert adnak:

dq —m12 —mi3 ... —Mip-1 —Migy 1 51
—mo1 do —mo3 ... —M2p-1 —Manp T2 82
—mg1 —mg32 ds S mM3p_1 —M3y, T3 53

- )
—Mp_11 —Mp_12 —Mp-13 ... dyp-1  —Mp_1p Tn—1 Sn—1
—Mn,1 —Mnp2 —Mnp3 <o TMpn—1 dn Tn Sn

ahol a diagonélisban talalhatod d; = 3 x ey mij az X; objektum Osszehasonlitasainak
szama, az (i, j) pozicioban szerepl6 elem pedig —m;;, az X; és X, kozotti sszeha-
sonlitasok szamanak ellentettje, amikor ¢« # j. A jobb oldalon s; = > X;eN Qij Az
X; objektum pontszama. A bal oldalon szereplé n x n-es matrix tehat a 2.9. Meg-
jegyzés értelmében a rangsorolasi problémahoz tartoz6é G 6sszehasonlitasi multigraf
Laplace-matrixa. A célfiiggvény konvexitasa miatt ez elegendd is a minimalitdshoz.

A fenti feladatnak végtelen sok megoldasa van, mert a célfiiggvény értéke minden
r ésr+ fe, J € R esetén azonos, ez azonban a rangsort nem befolyasolja. Az

értékelések megszokott normalizdlisa e'r = 0.

3.7. Definicié. Legkisebb négyzetek mddszere (least squares method, LS): q : R" —
R", ahol Lq = s és e'q = 0 minden (N, A, M) € R"-re.

Ebbél diqi—3"x,en mijq; = s; minden X; € N-re. A legkisebb négyzetek modszere

szoros kapcsolatban all az altalanositott sorosszeg eljarassal.

3.3. Allitas. Az dltaldnositott sorésszeq ardnyos a legkisebb négyzetek mddszerével,

ha € — 0o, mégpedig lim._,, x(g) = mnq.

Bizonyitds. Az aranyossagot lasd Chebotarev és Shamis (1998a, 326. 0.). € — o0
hataratmenetben az altaldnositott sordsszeg (I + eL)x(e)(N, A, M) = (1 + emn)s
egyenletrendszerének konstans egyiitthatoju tagjai elhanyagolhatova valnak, ezért

lim. o, Lx(e) = mns = mnLq. n

Eszerint az altalanositott sorosszeg és a legkisebb négyzetek modszere egyarant
tekintheto a pontszam egyfajta kiigazitasanak az Osszehasonlitasi multigraf szerkeze-
tének segitségével, annak Laplace-matrixan keresztiil, ahol az € paraméter a korrekcid
mértékét tikrozi. Az altalanositott sordsszeg modszer a legkisebb négyzetes becslés
bayesi valtozataként értelmezheté (Chebotarev, 1994).

3.3. Megjegyzés. A pontszam, az altalanositott sorosszeg, és a legkisebb négyzetek
modszere egy linearis egyenletrendszer megoldasat igényli, gyorsan és hatékonyan
szamithaté (Jiang et al., 2011).
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3.1. dbra. A 3.1. Példa rangsorolasi problémaja

X1 X2

! / v

A 3.3. Megjegyzés miatt algoritmikus kérdésekkel nem foglalkozunk.

5
v
S

3.1. Példa. (Chebotarev, 1994, Example 1) Tekintsiik az (N, A, M) € RY; stlyozat-

lan rangsorolasi problémat (3.1. abra), ahol:

o 1 0 0 0 O 00100O0O00O0

o o0 1 0 0 O 000100060

-1 0 0 0 1 0 0 1000100

A= 0 -1 0 0 0 1 0 ¢s M=|0 100010
o 0 -1 0 0 1 1 0010011

o 0 0 -1 -1 0 -1 0001101

o 0 0 0 -1 1 O 10000110

Az altalanositott sorosszeg modszerrel az ¢ paraméter kiilonbozo értékei mellett
kapott értékelések a 3.2. abran lathatok. Itt m = 1 ésn = 7, ezért ¢ = 1/5 az
észszerti fels6 hatér (a 3.2. dbran fiiggbleges vonallal jelolve). A pontszam mddszer
értékelévektora s(N, A, M) = [1,1,0,0, 1, =3, 0] . Ez nem tiikrézi az ellenfelek
erejét, azt feltételezi, hogy X; és X5 azonos teljesitményt nyudjtott, noha az el6bbi
X3-on keresztiil ,dominalja” az utobbit.

Tetszéleges 0 < € < 1/5 mellett a rangsor X; = Xy = X5 = X3 = Xy = X7 > Xo.
A paraméter tovabbi novelésével azonban X3 elOszor X5-6t, majd Xo-t el6zi meg.
Ezen sorrendek mindegyike mellett szolhatnak érvek, mert az X, és X3 objektumok
csak legaldbb hdrom masikon keresztiil hasonlithatok 6ssze, melynek kimenetele nem
egyértelmii, mig X3 és X5 viszonya a kiillonb6z6 fokszamok miatt eldonthetetlen. e
emelkedése — a sajat pontszam fokozatosan csokkend szerepe mellett — egyre nagyobb
sulyt ad az indirekt kapcsolatoknak.

Ugyanakkor a legkisebb négyzetek modszere némileg kifogasolhaté értékeléseket ad
(q(N, A, M) = [38/3, 10/3, 17/3, —11/3, —4/3, —32/3, —18/3]"), mert azok kozott
10-nél nagyobb és —10-nél kisebb is talalhato, mikozben egy hét objektumbol 4ll6

sulyozatlan, kérmérkozéses (teljes) rangsoroldsi probléma esetén azok maximuma
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3.2. abra. A 3.1. Példa x(e) értékel6vektorai

ZL’1(€)
10 |- :
ol i
/\ Ty(e)
—/
0 i
r5(€)
174(6)
_5l s
—10t |
1007t = 10° 10*
e értéke (logaritmikus skala)
—ux1(e) —xa(e) x3(e) —uxy(e) —uz5(e) ze(e) —x7(e)

n—1 = 6, minimuma pedig —(n—1) = —6 (ldsd még a 3.1. Allitast). Az X, objektum
értékelése Xg-énal nagyobb abszolutértéki, ami indokolatlannak tiinhet, hiszen elébbi
csak egy gyozelemmel, utobbi viszont harom vereséggel rendelkezik.

Végiil lathato, hogy az altalanositott sordsszeg altal szolgdltatott értékelések
nem € monoton fiiggvényei — ahogy azt a 3.2. abran a piros vonal mutatja —, mert
29(1/2) < 22(1) > lime 00 22(€).

Amennyiben a 3.1. Példaban csak a kozvetlen ellenfelek értékelését szerepeltetjik,
mint David (1987), akkor X; és X, kozott még holtverseny lesz, mert X3 és X,
pontszama megegyezik.

A statisztikai becslés természetesen ennél jéval rugalmasabb. A h;; realizdlt
kiilénbség médositasaval beépithetOk a nem szimmetrikus eredmények: a;;/m;;-hez
egy pozitiv konstans adhatd, amennyiben X; a priori elényt élvezett az 0sszehasonlitas
soran (példaul kézilabdaban palyavalaszté volt, vagy sakkban vildgossal jatszott).
Ekkor h;; # h

modosulnak (Stefani, 1980). A mérkézések silyozasdhoz az Gsszehasonlitdsok m;

ji,» de ez a becslésben nem okoz nehézséget, egyediil az s; pontszamok
szamat kell valtoztatni, mondjuk a késébbieket szisztematikusan felilértékelve. Nem
sziikséges ragaszkodni a legkisebb négyzetes célfiiggvényhez sem. Bassett (1997) a

legkisebb abszolit eltérés optimalizalasat javasolja:
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qeith Xi%eN maj | hij — @i+ a5 |-

Ennek el6énye, hogy kevéshé érzékeny a nagy kiilonbségekre. A legkisebb négyze-
teknél ugyanis ¢; = s; + X x,en Mijq; = Lx,en Mij(aij/mij + q;), ahol a zérdjelben
szereplo kifejezés az Osszehasonlitdas varhato eredményének atlaga, mely kozismerten
érzékeny a kiugro értékekre, outlierekre. A legkisebb abszolut eltérésnél viszont az
atlag helyett a medidn szerepel, ami sokkal robusztusabba teszi (Bassett, 1997).
Ez azonban aldozatokkal jar: mikozben a megoldas 1étezéséhez itt is az 6sszeha-
sonlitasi multigraf osszefiiggdsége sziikséges, annak egyértelmiisége nem garantalt
(Bassett, 1997). Utébbi probléma esetleg kikiiszobolhet az Osszehasonlitdsok sza-
ménak kismértékii megvaltoztatdasaval (bar, mikozben a sportban még elfogadhato
lehet a korabban jatszott mérkozések elhanyagolhaté mértéki leértékelése, a szavazok
megkiilonboztetése mar nehezen védhetd), zart formuldk hidnyaban azonban szinte
lehetetlen az axiomatikus megkozelités alkalmazasa — 1ényegében jra megjelennek az
optimalis linedris rendezésnél emlitett problémék. Ugyanez elmondhaté gyakorlatilag

minden mas, nem a négyzetes eltérést tartalmazo célfiggvényrol.

3.3. A megoldas egyértelmiisége

A megoldas egyértelmiisége azért kivanatos, mert a dontéshozék nehezen tud-
nanak értelmezni tobb, egymastol eltérd sorrendet. Ez az érv szintén a diszkrét

optimalizalasi problémaként torténé kezelés ellen szél. Ugyanakkor az informaciéto-

------

el6, hogy az alternativak teljesitménye nem mérhet6 egyetlen dimenzidéban.

3.3.1. A legkisebb négyzetek modszere

A legkisebb négyzetek médszerére még nem mondtunk ki a 3.2. Allitashoz ha-
sonl6 eredményt. Nem is tudunk, mert a Laplace-matrixnak nem létezik inverze,
hiszen a 2.1. Lemma szerint u,, = 0, ezért felmertl a megoldas egyértelmiiségének
probléméja. Ehhez némi elokészités sziikséges, elsoként a rangsorolasi probléma és az

Osszehasonlitasi multigrafjanak Laplace-matrixaval kapcsolatban.

3.2. Lemma. Legyen (N, A, M) € R™ egy rangsoroldsi probléma. Ekkor ekvivalensek

a kovetkezdk:

1. az M mérkozésmatrix nem blokk diagondlis;
2. a G dsszehasonlitdasi multigraf dsszefiiggo;

3. az L matrix mdsodik legkisebb sajatértéke, p,_1 pozitiv.
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Bizonyitas. 1 és 2 ekvivalencidja nyilvanval6: ha M blokk diagondlis, akkor nincs él
az Ni és Ny objektumhalmazok kozott, és forditva. A 2 < 3 relaciot Mohar (1991,
Theorem 2.1) igazolja, megmutatva, hogy a u, = 0 sajatérték multiplicitasa a G graf

Osszefiiged komponenseinek szamaval egyezik meg. O]

A harom feltétel kozil a késébbiekben az 6sszehasonlitasi multigraf 6sszefliggoségét

hasznaljuk.

3.4. Allitas. A legkisebb négyzetek mddszerének q értékelévektora akkor és csak

akkor egyértelmi, ha a G dsszehasonlitasi multigrdf dsszefiiggd, (N, A, M) € Rp.

Bizonyitds. Az (N, A, M) € R}, stlyozatlan rangsorolasi problémakra lasd Kaiser és
Serlin (1978, 426. 0.) és Bozoki et al. (2010, Theorem 4).

Altalanosan Bozoki et al. (2014) latta be, bar — bizonyitas nélkiil — Chebotarev
és Shamis (1999, 220. o.) is emliti ezt. O

A feltétel jelentése vilagos: ha taldlhaté két olyan objektum, melyek nem hason-
lithatok Ossze sem kozvetleniil, sem kozvetve, méas objektumokon keresztiil, akkor

nem allithaté fel egyértelmii rangsor.

3.4. Megjegyzés. Chebotarev (1994, Property 5) nulla feltevés (zero presumption)
tulajdonsaga értelmében az altalanositott sordsszegre, valamint a definiciébdl a
pontszam modszerre is érvényes, hogy egy, a tobbivel nem 6sszehasonlitott X; € N
objektum értékelése nulla: ha m;; = 0 minden X; € N-re, akkor s;(N,A, M) =
=z;(N,A, M) = 0.

Ezek alapjdn, a 3.3. Allités figyelembevételével, a legkisebb négyzetek médszerének

egyértelmiisége egy kiegészito feltétellel is biztosithato.

1. Feltevés. Amennyiben (N, A, M) ¢ Ry, bontsuk szét a G dsszehasonlitdsi mul-
tigrafot az dsszefiiggd komponenseire, majd azokra kilon-kilon hatdrozzuk meg a

megoldast, az értékelések dsszegét minden esetben nullinak vdlasztva.

Az el6zoek szerint a pontszam és az altalanositott sordsszeg értelmezési tartoma-
nya az R halmaz, a legkisebb négyzetek méodszeréé pedig R, ami azonban egyszeriien
kiterjesztheté R-re. Ugyanakkor ennek értelme kérdéses, hiszen bizonyos esetekben
reménytelennek tlinik egy teljes rangsor feldllitasa: amennyiben két objektum ko-
zOtt sehogyan sem talalhato kapcsolat, akkor lehetetlen megallapitani sorrendjiiket.
Gondoljunk példaul arra, hogyan hasonlitanank 6ssze két UEFA-tagallam labdarigd
bajnoksidganak gyozteseit, ha nem lennének nemzetkozi versenysorozatok, a Bajnokok

Ligaja vagy az Furépa Liga.
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3.3.2. Mas pontozasi eljarasok

A pontozasi eljarasok altal szolgaltatott egyértelmi megoldas létezése tekintetében

alapvetSen harom eléfeltételt kiilonboztethetiink meg:©

1. Az R aggregalt paros 6sszehasonlitasi matrix irreducibilitasa. Ez a sziikséges
és elégséges feltétel a maximum likelihood (Zermelo, 1929; Bradley és Terry,
1952), az invarians és a fair bets médszer (Daniels, 1969; Moon és Pullman,
1970) esetén.

2. Az M mérkézésmatrix irreducibilitasa. Ez az el6z6nél gyengébb feltétel sziik-
séges ¢és elégséges a legkisebb négyzetek mdodszer megoldasanak egyértelmiisé-

géhez.

3. Az értelmezési tartoméany az egész R™ halmaz. Ez a helyzet a pontszam és
az altalanositott sorosszeg modszereknél, a maximum likelihood kiterjesztett
valtozatdanal (Conner és Grant, 2000), vagy a PageRanknél (Brin és Page,
1998).

A harom koziil intuitiv alapon a masodik tiinik a legvonzébbnak. Ha két alterna-
tiva egyaltalan nem hasonlithaté ossze, akkor alaptalannak tiinik barmit mondani
a relativ teljesitménytiikrol. Masrészt az irreducibilitas megkovetelése aranytalanul
korlatozza az egymaéssal Osszevethetd elemek halmazat. Bizonyos mértékben az e
halmazon értelmezett pontozasi eljarasok is altalanosithatok az alabbiakban targyalt
mo6don (Zermelo, 1929; Slutzki és Volij, 2005).

3.8. Definicid. Liga (league): Az R paros 6sszehasonlitasi matrix egy tartalmazasra

nézve maximalis reducibilis blokkjahoz tartozé objektumhalmaza liga.
3.2. Példa. A 3.1. Példa objektumai egy ligat alkotnak.

3.9. Definicid. Ligak kozotti dominancia (dominance between leagues): Az R paros
osszehasonlitasi méatrix Nt ligdja domindlja az N? ligdt, ha barmely X; € N! és
X; € N? objektumhoz létezik olyan X; = X, X, ..., Xj
hogy HtT:_Ol Thekepr > 0.

» = X, véges sorozat,

3.5. Megjegyzés. Az azonos ligaba tartozé X; és X; objektumokra léteznek olyan
véges Xiy, Xk, - .., Xp, sorozatok, hogy Hf:’ol Thy, >0 ¢és Xy, = X;, Xy, = X,
illetve Xko = Xj, XkT = X,L

3.2. Jelolés. Az N' és N? ligdk kozotti dominancia jele Nt — N2

k41

3.6. Megjegyzés. A ligdk kozotti dominancia egy irreflexiv és tranzitiv (de nem

feltétleniil teljes) bindris relacio.

6 Nem vizsgljuk a jatékelméletben javasolt médszereket, melyek tébbnyire a digrafok D™
halmazan értelmezettek.
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3.3. Példa. A 3.1. Példaban az alabbi ligdk kozotti dominancidk érvényesek:
{Xl} — {Xg} — {X5} — {X7} — {X6} és {Xz} — {X4} — {X(;}

A dominancia a ligdk kozott egy természetes rendezést definidl, ez azonban nem
teljes. Nyilvanvaléan kimaradnak bel6le azok a ligak, melyek kozott az dsszehasonlitasi
multigrafban egyéltalan nem létezik él. A 3.9. Definici6 alapjan azonban két olyan
liga objektumait sem tudjuk rangsorolni, melyek kozott kozvetve ugyan teremtheto
kapcsolat az M mérkézésmatrixban, de ez valamilyen maximalis mértékd (r;; = 0
vagy rj; = 0) Gsszehasonlitast is tartalmaz.

A 3.1. Példédban az {X,} és {X;} ligdk sorrendje a fenti a kiterjesztéssel sem
allapithaté meg, mig a pontszam, altalanositott sorosszeg és legkisebb négyzetek
mobdszerével igen. Egyetlen objektumbdl all6 ligak esetén az azok kozotti természetes
rendezést kielégité rangsorok megegyeznek az objektumok optimalis linearis rendezé-
sébdl adodobakkal, a 3.1. Példaban 15 ilyen taldlhaté. Ez Chebotarev (1994) egyik {6
érve az altalanositott sordsszeg (illetve ennek mintajara a pontszam és a legkisebb

négyzetek mddszere) alkalmazdsa mellett.

3.4. Osszegzés

A 3.1. szakaszban pontozasi eljarasokat mutattunk be. A név és az egyenld
modszer els6sorban didaktikai célokat szolgal, a pontszam modszer nem veszi figye-
lembe az ellenfelek erejét. Az altalanositott sordsszeg e paramétere pedig a kozvetett
osszehasonlitasok jelentéségét tilkkrozi, egyik hatarértéke a pontszam maodszer. Che-
botarev (1994) alapjan megadtunk egy erre vonatkozé feltételt (3.2. Allitds). A
jatékelméletben javasolt pozicids er6é digrafok csicsait rangsorolja, de modelliinkben
is értelmezhetd. Az altaldnositott sordsszeg masik hatarértéke a 3.2. alfejezetben
ismertetett, statisztikai becslésként levezetheto legkisebb négyzetek modszere.

A 3.3. részben a pontozasi eljarasok egyértelmii megoldhatésédgaval foglalkoztunk,
elséként a legkisebb négyzetek médszerével kapcsolatban (3.3.1. alfejezet), majd egy
altalanos keretben (3.3.2. alfejezet). Véleménytink szerint az 6sszehasonlitasi multigraf
Osszefiiggtsége a legaltalanosabb olyan feltétel, ami még megalapozza egy rangsor
felallitasat. Erre szamos, az irreducibilis R paros 6sszehasonlitasi matrixra értelmezett
mobdszer nem alkalmas, még a Zermelo (1929) nyomén ismertetett természetes
kiterjesztés segitségével sem. Ez az egyik donto érv az altalunk véalasztott modszerek
— a pontszam, az altalanositott sordsszeg és a legkisebb négyzetek — alkalmazasa
mellett (Chebotarev, 1994).

A fejezetben sajat eredménynek tekinthetd a legkisebb négyzetek és az LLSM
modszer ekvivalencidjanak megmutatasa, mely lehetévé teszi a paros Osszehason-

litasokra ismert axiomatikus eredmények alkalmazasat az AHP moddszertanban.
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Ugyancsak sajat hozzajarulas a megoldhatosagra vonatkozo feltételek targyalasa és
egymassal torténd osszevetése.

Az altalanositott sortsszeg hibaja lehet, hogy még az ¢ paraméter észszeri
fels6 hatara sem biztosit megfeleléen nagy szerepet az ellenfeleknek, ahogy azt
Gonzélez-Diaz et al. (2014, Example 2.1) sugallja. Hasonléan, a 3.1. Példdban az
objektumoknak tobb optimalis linearis rendezése létezik, ezeknél azonban X3 = X5,
mikézben X5 >~ ?](\i)/LM)Xg minden 0 < £ < 1/5 esetén. Ugyanakkor Chebotarev (1994,
306. 0.) hangstlyozza, hogy a 3.1. Allitas teljesiilésének 0 < € < 1/ [m(n — 2)] csak
elégséges, de nem feltétleniil sziikséges feltétele. A 3.5. Definicidban szereplo felso hatar
univerzalis, kizdrolag n-t6l és m-tol fiigg, adott R aggregalt paros 6sszehasonlitasi
matrixra mas, ennél nagyobb értékek is megengedettek lehetnek.

Szintén nyitott kérdés az altalanositott sordsszeg € paraméterének megvalasztésa.
Ennek egyik lehetséges utja gyakorlati alkalmazasok vizsgalata, annak elemzése,
milyen érték mellett szolgdltatja a médszer valamilyen szempontbdl a legjobb (példaul

a maximaélis el6rejelzé erével bird) megoldést.
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4. fejezet

A legkisebb négyzetek

modszerének graf interpretacidgja

Still there are very few papers on indirect scoring procedures in the social choice
theory. Probably, the reason is that these procedures are not arithmetically ascetic
enough, and thereby, according to a widespread opinion, do not correspond to the
non-quantitative nature of the social choice problem. Another problem is that they

are not easy to describe to the individuals involved in the choice process.
Pavel Chebotarev és Elena Shamis, 1999

A pontozasi eljarasok elterjedését nagyban segitheti, ha a matematikai formula
mellett valamilyen vonzé interpretacio is adhaté ra; tobbek kozott ez a PageRank
mobdszer népszerliségének egyik alapja. Az altalanositott sordsszeg médszerre Shamis
(1994) két grafokon torténd értelmezést adott, az egyik azonban csak bizonyos &
értékek mellett érvényes, és mindketté meglehetésen bonyolult, mély grafelméleti
ismereteket kovetel. Az aldbbiakban bemutatjuk a legkisebb négyzetek modszeré-
nek iterativ modon torténo szamitasat az 0sszehasonlitasi multigrafon, melyet az
altalanositott sorosszegre is kiterjesztiink. Ez az értekezés egyik legfobb hozzajarulasa.

Iranyitott grafok csicsainak rangsorolasara szamos iterativ eljaras ismert, az egyik
legkorabbi a Wei (1952) és Kendall (1955) altal bevezetett, hosszi it mddszernek
(long-path method) nevezett eljards (Laslier, 1997), mely az 6sszefiiggd digraf szom-
szédsagi matrixdnak maximalis (domindns) sajatértékéhez tartozoé egyetlen, szigortian
pozitiv sajatvektor (Moon és Pullman, 1970). Ennek komoly hatranyaként emlithet
a korlatozott értelmezési tartomény (a digraf nem lehet kérmentes) (Chebotarev,
1994; Herings et al., 2005), amire a 2. fejezetben ismertetett poziciés erd kindl egy
lehetséges megoldast. Ebben a szakaszban azt is megmutatjuk, hogy a legkisebb
négyzetek modszerének graf interpretacidja szoros kapcsolatban all az utébbi mdodszer

mogott meghtzodd gondolattal.

36
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4.1. Az értékelovektor alternativ szamitasa

A legkisebb négyzetek modszerének definicidja az egyértelmiiség mellett felveti a
kiszamithatésag kérdését — a 3.3. Allitas felhasznéldsa nem tiinik hatékonynak. A
stlyozatlan esetben Gulliksen (1956, 127. 0.) szerint az L métrix L_; elsé féminordanak
altalaban létezik inverze. Ekkor a ¢, = 0 normalizalassal elhagyhaté az utolso egyenlet,
igy s és q els6 n — 1 komponensét s_i-gyel és q_i-gyel jelolve, a megoldas a q_1 =
= [L_1] "s_; egyenletrendszerbél kaphaté: az Lq = s rendszer elsd n — 1 egyenlete
¢» = 0 miatt biztosan teljestil, az n-edik pedig azért igaz, mert az L matrix els6 n — 1
soranak Osszege éppen az utolsé ellentettje, illetve s_; elemeinek 6sszege is azonos

—8,-nel.

4.1. Megjegyzés. Egy kormérkézéses rangsorolasi problémaban d; = k(n — 1), k € N
minden X; € N-re. Ekkor [L_y]~" explicit médon is megadhaté, egy olyan (n — 1) x
X (n — 1)-es méatrix, melynek féatléjaban 2/(kn), azon kiviil pedig 1/(kn) szerepel
(Gulliksen, 1956, 127. o.). Tehat ¢; = >7_; a;j/(kn) = s;/(kn) minden X; € N
esetén, a legkisebb négyzetek modszere aranyos a pontszammal, az altaluk generalt

rangsorok azonosak.

Most megadunk egy olyan eljarast, melynek révén a 3.7. Definiciét kielégito
megoldas nxn-es matrixokkal és n dimenzios vektorokkal szamithato ki. E tekintetben
javaslatunk kiillonbozik az eggyel kevesebb dimenziot hasznalé Gulliksen (1956) és
Bozéki et al. (2010) cikkektdl, és Kaiser és Serlin (1978) megkozelitésére hasonlit.

El6szor az L matrix minimalis sajatértékét egy ismert perturbacioval pozitivva

tessziik. Felhivjuk a figyelmet a 2.1. JelOlésre.

4.1. Lemma. Legyen G eqy dsszefiiggd multigraf. Ekkor p,—1 >0, az L+ (1/n)J
mdtriz sajdtértékei py, pia, ..., pn-1,1. Ha LT az L Moore-Penrose dltaldnositott
inverze, akkor [L + (1/n)J]"" = Lt + (1/n).J.

Bizonyitis. Ez a formula az irodalomban jol ismert, szamos kiilonb6z6 cikkben
taldlkozhatunk vele. Altalunk ismert elsé megjelenése Sharpe és Styan (1965), lasd
még Rao és Mitra (1971, Theorem 10.1.2), illetve Chebotarev és Agaev (2002,
Proposition 15 és 16). Sajat bizonyitast adunk.
A stlyozatlan esetre Gutman és Xiao (2004, Theorem 4 és 5) latta be.
Altalédnos esetben a 3.2. Lemma miatt y,_; > 0. A Laplace-métrix sajétvektorai

valaszthatok gy, hogy mindegyik valds, normalizalt és barmely mésikkal ortogo-

nalis legyen, mig a p, = 0 sajatértékhez tartozé u™ = [1,1,... ,1]T, u™ ¢ R".
Mivel u™ mindegyik u®), k = 1,2,...,n — 1 sajatvektorra ortogonalis, minden
k=12...,n—1lra teljesil 37, ug-k) = 0. Gutman és Xiao (2004, Theorem 4)

eredményének multigrafokra torténd kiterjesztése trivialis, mert [L 4 (1/n)J] u® =
= Lu® + (1/n)Ju® = Lu® + 0 = gu® minden k = 1,2,...,n — l-re és
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[L+ (1/n)J]u™ = Lu®™ + (1/n)Ju™ =0+ (1/n)nu™ = u®™, tehat L + (1/n)J
utolsé sajatértéke 1 a hozzé tartozé ul™ sajatvektorral.

Kwiesielewicz (1996) belatja, hogy a stlyozott esetben is fenndll LLt = L+
+L =1 — (1/n)J, koévetkezésképp [L + (1/n)J][LT + (1/n)J] = LLT + O + O +
+ (1/n)?J* = I — (1/n)J + (1/n)*nJ = I, mert JLT = O (Kwiesielewicz, 1996,
Theorem 4). Vagyis [L 4 (1/n)J] " = LT 4 (1/n)J. O

Tehat [ + (1/n)J mér invertalhato, a p, = 0 sajatértéket 1 helyettesiti. Kaiser és

Serlin (1978) az L + J matrixot hasznalja a szingularitas kikertilésére.

4.1. Tétel. Legyen (N, A, M) € R}, egy dsszefiiggd rangsoroldsi probléma. A legkisebb

négyzetek modszerének egyértelmid megolddsa
q=Lts=[L+(1/n)J] 's.
Bizonyitds. A 4.1. Lemma alapjan érvényes a kovetkezo ekvivalencia-sorozat :

Lg=s < [L+(1/n)J]lgq=s+(1/n)Jq &
& q=[L'+(1/n)J]s+ 1/n) [L* + (1/n)J] Ja.

Mivel L*J = O (Kwiesielewicz, 1996, Theorem 4), J? =nJ ésaze's =" s, =0

normalizalas kovetkeztében Js = (X1, s;)e =0, igy:
Lq=s&q=L"s+ (1/n)Jq.

A Jq = 0 normalizdlds csak akkor tehet6 meg, ha JL*s = 0, ami JL* = O miatt

biztosan fennall. O

Az LT 4ltaldnositott inverz az LTL = LLT = I —(1/n)J egyenletbél kaphatd, igy
megmarad az egyszeri kiszamithatosag (Kwiesielewicz, 1996). A 4.1. Tétel els6sorban
technikai eredmény, alkalmazési szempontbdl nincs kiilénosebb jelentésége, viszont

ez fog a kovetkezo szakaszban targyalt graf interpretacio alapjaul szolgalni.

4.2. Az eljaras iterativ felbontasa

A kovetkezokben egy iteracié fixpontjaként adjuk meg a legkisebb négyzetek

modszerének értékelovektorat.

4.2.1. A dekompozicié levezetése

A legkisebb négyzetek médszerének felbontasa a 4.1. Tételen és [L + (1/n)J] "

Neumann-sordn (Neumann, 1877) alapul.
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4.2. Lemma. Legyen B € R™*" eqy mdtrixz. Ekkor a kiovetkezok ekvivalensek :

1. a2, B¥ =1+ B+ B>+ B?+ ... Neumann-sor konvergens;

2. B minden sajatértéke az eqységkoron belil talalhatd, max{|\| : \y = By,
AeR}<1;

3. lim,, o B" = O.
Ekkor (I — B)™! létezik és

(I-B)'=YB"=I1+B+B*+B'+....
k=0
Bizonyitds. Az allitds Meyer (2000, 618. 0.) Neumann-sorra vonatkozé tételének

specialis esete. O

A q értékelévektor iterativ eldallitasahoz a Neumann-sort a 4.1. Tételben szereplo
L + (1/n)J matrixra kellene alkalmazni, ezért megvizsgaljuk annak sajatértékeit.

Emlékeztet6il, 0 = max{d; : X; € N} a maximalis fokszam.

4.3. Lemma. Legyen G eqgy graf. Ekkor az L mdtriz minden sajdtértékére p; €
€[0,20], k=12,...n.

Bizonyitds. A Gersgorin tételbol (Gersgorin, 1931) kovetkezik. O

4.4. Lemma. Legyen G eqy grafd =dy > dy > ... > d,, csokkend fokszamsorozattal.
Ekkor py < 20. Amennyiben G dsszefiiggo, egyenloség akkor és csak akkor dll fenn,

ha G reguldris pdros.

Bizonyitds. Tekintsitk a pu; < 20 feltételt. A silyozatlan esetet lasd Anderson és
Morley (1985). Bizonyitdsuk egyszertien atviheté multigrafokra, mert az M mérko-
zésmatrix nemnegativ (Mohar, 1991, 5. o.).

Az egyenl6ségre vonatkozo feltétel Mohar (1991, Theorem 2.2 (b)) speciélis esete.
Ennek értelmében p; < max{d; +d; : (X;, X;) € E}, ahol egyenldség akkor és csak
akkor all fenn, ha G félreguldris paros. Regularis paros graftban (X;, X;) € E esetén
X;eUés X; €V, egy él két végpontja a particio két kiilonbozé oldalan talalhato.
Ekkor max{d; +d; : (X;, X;) € E} < 20, az egyenl6tlenség pedig akkor és csak akkor

teljestil, ha d; = d;, a fokszamok a két csoportban is azonosak, tehat G regularis. [

4.1. Jelolés. C' =0l — L.

A C matrix a féatlon kivil azonos az M mérkézésmatrixszal, diagonélis elemei
azonban — a maximalis szamu Osszehasonlitdssal rendelkezé objektumo(k) kivételével

— megnovelésre kertiltek, hogy minden sor (és oszlop) Osszege megegyezzen. Ekkor

L+ (1/n)J] ' =PI -C+(1/n)J] " = ; [I — ; <C — :LJHI.
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4.2. Jelolés. P = (1/0)C.

4.2. Megjegyzés. P egy duplan sztochasztikus matrix: minden eleme nemnegativ,

sorainak (és oszlopainak) osszege 1.

4.2. Tétel. Legyen (N, A, M) € R} eqy osszefiiggd rangsoroldsi probléma nem
requldris pdaros’ G ésszehasonlitdsi multigrdffal. A legkisebb négyzetek modszerének

eqyértelmi megolddsa

1 & 1
q= —ZPks: —(S+Ps+P25+P35+...).
0= 0
Bizonyitds. Legyen X\ az (1/9)[C' — (1/n)J] matrix sajatértéke a hozzé tartozd y
sajatvektorral, azaz Ay = (1/9) [C' — (1/n)J]y. Ekkor

o1 =Ny =0o{l = (1/0)[C = (1/n)J]}y = oIl = C + (1/n)J]y = [L + (1/n)J]y.

Legyenek a Laplace-matrix sajatértékei pi, pia, . .., fin_1, ftn. A 4.1. Lemmabdl (1 —
—A) € {1 po; - 151} és g > 0, ezért 9(1—A) > 0, vagyis A < 1. A 4.4. Lem-
ma kévetkeztében 9(1 — \) < 20, azaz A > —1. A feltétel szerint G Osszefliggd, nem
regularis paros multigraf, tehat —1 < A < 1.

Tehat a B = (1/9) [C — (1/n)J] matrixra alkalmazhaté a 4.2. Lemma. A 4.1. Té-

telben szereplo inverz Neumann-sorat felirva

a = [L+<1/nm1s:1[z_;(c_;J)}‘IS:

0
1 & 1 & 1 k
= 3 Bs= Y (Pos) s
0= [ on
Mivel Js = 0, azaz {P — [1/(on)] J}*s = P*s, valéban teljesiil a 4.2. Tétel. O

A 4.2. Tétel szerint a legkisebb négyzetek modszerének megoldasa egy vek-
torsorozat hatarértékeként kaphato. Rangsorolasi szempontbdl a q értékelovektor

felbontésdban szereplé 1/0 > 0 szorzénak nincs jelentdsége.

4.1. Allitas. Legyen (N, A, M) € R} egy dsszefiiggd rangsoroldsi probléma nem

requldris pdros G dsszehasonlitasi multigrdffal és

q¥ = (1/v)s,

q® = qV 4 ;pks, k=12,....

A legkisebb négyzetek modszerének eqyértelmi megolddsa q = limy_,oo 9.

Bizonyitas. Kozvetlentiil adodik a 4.2. Tételbdl. O

" A nem reguldris pdros kifejezés jelentése, hogy a graf nem lehet egyszerre reguldris és péros.
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4.2.2. Az irodalom hasonlé eredményei

Gulliksen (1956) iterativ eljarasa egy tetszéleges r kozelité megoldas s — Lr
hibatagon keresztiil torténé kiigazitasan alapul. Ezzel szemben a mi javaslatunk elsé
becslésként az s pontszamvektort hasznalja, amit az ellenfelek, majd az ellenfelek
ellenfeleinek stb. pontszamaval korrigal.

A rekurziv Buchholz médszer (Gonzalez-Diaz et al., 2014) az R paros osszehasonli-
tasi matrix alapjan az atlagokbdl, a d; = 3-7_, m;; fokszdmokkal osztott s’ médositott
pontszamokbdl és az M’ korrigalt mérkézésmatrixbdl indul ki. A teljesen kiilonb6z6
koncepcid ellenére a rekurziv Buchholz modszer altal generdlt rangsor aranyos a
legkisebb négyzetekbdl kapottal, elébbi éppen a q vektor felét adja (Gonzalez-Diaz
et al., 2014, Proposition 3.1).

A rekurziv Buchholz eljaras a szintén iterativ alapu rekurziv teljesitmény mod-
szercsalad (Brozos-Vazquez et al., 2008) specidlis esete. Ennek egyértelmiisége akkor
biztositott, ha az M mérkdézésmatrix nem blokk diagonalis (a 3.2. Lemma szerint a
G osszehasonlitasi multigraf osszefiiggd) és nem blokk antidiagondlis (a 2.2. Lemma
szerint G nem péros graf). A 3.4. Allitds értelmében el8bbi a legkisebb négyzetek egy-
értelmiiségéhez is sziikséges, a masik feltétel azonban némi magyarazatot igényelhet.
Egy blokk antidiagonalis M méatrix csapatbajnoksagra emlékeztet: az objektumok
(jatékosok) két diszjunkt csoportba (csapat) oszthatdk gy, hogy egy csapat jatékosai
sem jatszottak sajat csapatuk tobbi tagja ellen. Ekkor az egyik csapat jatékosainak
értékelése csak a masik tagjai teljesitményének ismeretében hatarozhatoé meg, és
forditva, ami meghitusitja az iteracié konvergenciajat. Dekompoziciénkban ehhez
hasonlé probléma 1ép fel a regularis paros grafok esetén, ami az M mérkozésmatrix
blokk antidiagonalitasanak specialis esete.

Chebotarev (1994) az e paraméter hatvanyainak segitségével adja meg az altala-

c /e

legnagyobb sajatértéke.
4.2. Allitas. Tetszbleges 0 < e < 1/ uy-re az dltalanositott sordsszeq értékelévektora:
x(e) = lz &?k(—L)k] (14 emn)s =
k=0
= (14+emn)s —eL(1+emn)s +e?L*(1 + emn)s — e’ L*(1 + emn)s + . ..
Bizonyitds. Lasd Chebotarev (1994, Property 12). m

Specidlisan X; € N-re

(mn—d;)s; + Y. mysi| + ole).
X7 X

€T, =8 +¢
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4.2.3. Ertelmezés

A 4.1. Allités iterativ folyamata szemléletesen értelmezhetd grafokon. A lefrdsban

eltekintiink a rangsor szempontjabdl irrelevans 1/0 szorzotol.

4.1. Definicié. Kiegyensilyozott dsszehasonlitdsi multigraf (balanced comparison
multigraph): A G’ kiegyensilyozott dsszehasonlitdsi multigraf azonos a G Osszeha-

sonlitdasi multigraffal, de minden X; € N cstcsnél 0 — d; darab hurokélt is tartalmaz.

Ezzel a modositassal minimalis szama hurokéllel teremtheté meg a kiegyensu-
lyozottsag, legalabb egy cstics (a maximalis fokszami) hurokél nélkuli. A 4.2. Tétel
szerinti kritikus esetben, amikor G regularis paros graf, egyaltalan nincs sziikség
hurokélekre, G' = G. A két graf egyszerre Osszefiiggd, illetve regularis paros. G’ el6alli-
tasa ekvivalens egy G stlyozott graf hurkokkal valé kiegyensilyozasaval (Chebotarev,
2012, 1495. o.), ahol G" a G kiegyensilyozd grifja (balance-graph).

Kezdetben minden objektum (cstics) értékelése sajat teljesitményének mérésza-
maval, s;-vel egyezik meg. Az els6 lépésben ellenfeleinek erejét vessziik figyelembe a
G’ kiegyensulyozott 0sszehasonlitasi multigraf élein keresztiil: a Ps vektor megadja a
vizsgalt objektummal 6sszehasonlitottak atlagos — az 6sszehasonlitasokat reprezentald
élek szamaval stlyozott — pontszamat. A 0 — d; darab hurokél bevezetése miatt az
1 hossztsagu tton elérhetd csicsok szama pontosan 0. Az igy definiadlt korrekcids
tényezot az eredeti pontszamhoz adva kapjuk az s + Ps értékelést.

A k-adik 1épésben a korabbi értékeléshez a k hosszisagu tton elérhetd objektumok
atlagos pontszamat, a P*s vektort adjuk hozzi. Amennyiben G 6sszefiiggd és nem
regularis paros multigraf, a 4.2. Tétel alapjan ez az eljaras a legkisebb négyzetek

modszeréhez konvergdl.

4.1. abra. A 3.1. Példa kiegyensilyozott ¢sszehasonlitdsi multigrafja

S1 1 S9 1
83:0 87:0 54:()
85:1 86:—3

4.1. Példa. Tekintsiikk a 3.1. Példat, melynek kiegyenstulyozott Osszehasonlitési

multigrafja a 4.1. abran lathat6. Utobbi egy iranyitatlan graf, az egyes csicsok
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hurokéleinek szamét a 0 — d; kiilonbségek hatérozzak meg: [2, 2, 1, 1, 0, 0, 1]. A
csucsok cimkéje a megfeleld objektum s; pontszama, ez képezi az iteracié alapjat.
Kezdetben az értékelévektor 9q?, minden cstics a sajat pontszamat kapja meg, ami
X, € N-re s; = 1. Az elsé lépésben (0qV) ehhez adjuk hozza az 1 hosszi tton
elérhetd csticsok pontszamanak 6sszegét az 1/0 = 1/3 szorzdval. Példaul X esetén
ez (251 + s3)/0 = 2/3. A mésodik lépésben (9q?) a 2 hosszt titon elérheté csticsok
pontszdmanak 6sszegét adjuk a kordbbi értékelvektorhoz az (1/0)* = 1/9 szorzéval,

ami X;-nél (5s; + 3s3 + s5)/0? = 6/9 = 2/3.

4.2. dbra. A 4.1. Példa q értékelévektoranak kozelitése

0 1 2 3 10 50 00
Iteralt értékelés q®)

- X; o Xy X3 —~—X; X5 X —~—X7

A k-adik iteraciés 1épésben a megelozé értékeléseket a k hosszi tton elérheto
objektumok 4tlagos 6sszpontszamaval médositjuk, amit az (1/0)% szorzéval ériink
(k)

el. Ennek megfelel6en az aktualis q;

;7 sty nevezdje, egyszerfisités hianyaban, 0%*!

minden X; € N-re. A 4.2. Tétel szerint az iteracios folyamatnak létezik hatarértéke,
hiszen G nem reguldris paros graf. A végsé értékeléseket még 1/0-val meg kell szorozni,
bar ez a sorrendet nem befolyasolja.

Az iterdcié néhany lépésében kapott q*) értékelévektorok elemei a 4.2. dbran
lathatok; a felbontas az ellenfelek szerepét mutatja. Példaul X, X5 és X5 pontszama
azonos, mikozben a preferencia grafban (3.1. abra) elfoglalt helyzetiik jelentésen
eltér. A dekompozicié fokozatosan felfedi, hogy X; ellenfelei er6sebbek (magasabb

pontszammal rendelkeznek), mint az X;-tel dsszehasonlitott objektumok. A kiindulasi
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rangsor (X; ~ Xy ~ X;5) = (X3 ~ Xy ~ X7) = Xg. Ezzel szemben az els6 1épést
kovetden (X7 ~ Xp) = X3 = X5 > (X4 ~ X7) = X4, X3 megeldzi Xy-et, X5-6t és
X7-et. A masodik 1épés megsziinteti a holtversenyeket, a sorrend X; > X5 = X3 >
= X5 > X4 = X7 > Xg lesz. Ez majdnem azonos a végso rangsorral, kivéve X5 és

2) S q§12), de q§13) < q§13

mar nem valtozik az X; = X35 = X5 = X5 = X4 = X; = Xj sorrend.

). Ezutan

A 4.1. Példa alapjan két megfigyelést tehetiink. Az els6, hogy az ellenfelek
erejének figyelembevétele altalaban eldonti a pontszamban jelentkez6 holtversenyeket,
ami a gyakorlati alkalmazasok szemszogébol elonyos lehet. Ugyanakkor a legkisebb
négyzetek médszere nem egyszerlien a pontszam finomitasa, hiszen példaul s3 <
< 85, viszont g3 > ¢5. Masrészt a konvergencia meglehetdsen lassu lehet, a hosszu
utak sziikségességének indoklasa pedig problémas, mert nem vildgos, miért van
jelent6ségiik az ilyen attételes ellenfeleknek. Tobbek kozott ezért marad meg David
(1987) a kozvetlen ellenfelek figyelembevételénél. Megjegyzendd, hogy a 3.1. dbra
grafja egy kormérkozéses rangsorolasi probléméahoz képest meglehetésen kevés élt
tartalmaz, a 21 lehetséges paros osszehasonlitasbol mindossze hét ismert.

A regularis paros Osszehasonlitdsi multigraf esetét az F.I. Fuggelékben targyaljuk.

4.2.4. Osszevetés mas pontozasi eljarasokkal

A 3.6. Definici6 alapjan a pozicids erd egy iterativ pontozasi eljaras. A Herings
et al. (2005, Lemma 4.2) altal adott dekompozici6 — az explicit emlités hidnya
ellenére — szintén a Neumann-sor hasznalatan alapul, mert a 4.2. Lemma értelmében

limy,_,oo T% = O kovetkeztében

I—(1/n)T =1+ i(l/n)kT’“.
k=1

E kozos gyokerek mellett a legkisebb négyzetek és a pozicios er6 modszerek kozott
hérom alapvet6 kiillonbséget fedezhettink fel. Egyrészt Chebotarev és Shamis (1999)
meghatarozasa szerint az elébbi egy gyozelem-vereség egyesitd, azokat egyenléen
kezel6, az utdbbi viszont gydzelem-vereség kombinald, azokat szigorian megkiilon-
boztetd eljards: mig q-ban a paros Osszehasonlitdasok eredménye csak kozvetetten, az
A eredménymatrixon, ezaltal az s pontszamon keresztiil érvényesiil, a pozicids er6é
definicidja kozvetleniil tartalmazza az irdanyitott graf T szomszédsagi matrixat.

A mésodik eltérés a korabbi értékelések szerepe. A 4.1. Allitds értelmében a
legkisebb négyzetek modszerénél ezek az adott csiicsnal maradnak, mig a poziciés
eronél az el6dok kozott kertilnek szétosztasra. Ezzel szemben az elébbi a végig
valtozatlan s vektort haszndlja a kiigazitashoz, utébbi viszont minden 1épésben

hozzdadja a csticsokhoz a kezdeti Te értékeléseket.
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A harmadik, talan legérdekesebb kiilénbség a paramétervalasztasban érheto
tetten. A pozicids erénél a koveték fontossagat tiikrozo tényezé értékére Herings
et al. (2005) az 1/a = 1/n definicidval, a cstcsok szaméanak reciprokaval él, noha a
levezetésbol vilagos, hogy az eljaras konvergenciajat mar tetszéleges 1/(n — 1)-nél
kisebb szam biztositand.® A 4.2. Tétel szerint a legkisebb négyzetek médszerében
szerepld 1/0 diszkonttényezé endogén moédon meghatdrozott a 0 = max{d; : i =
=1,2,...,n} képlettel az dsszehasonlitdsok maximélis szdma altal, igy az iterdcié
biztosan konvergens, ha a G 6sszehasonlitasi multigraf osszefiiggd és nem regularis
paros. A bizonyitas tetsz6leges 1/0 < 1/0 paraméter mellett miikodik, aminek 9 <
< m(n — 1) miatt elégséges feltétele § > m(n — 1). Herings et al. (2005) javaslatanak

analog valtozata 0 = mn, ami nyilvanvaldéan eltér a legkisebb négyzetek modszerétol.

4.3. Allitas. Legyen (N, A, M) € R} egy dsszefiiggd rangsoroldsi probléma nem

reqularis paros G dsszehasonlitasi multigraffal, ¢ > 0 és

wO(5) = s,

k
w®(8) = wk=D(5) + ; <(150) s, k=12,....

Ekkor létezik a w(0) = limy_ w*)(0) hatdrérték.

Bizonyitds. Alkalmazhaté a 4.2. Tétel bizonyitasa, ahol § > 0 kovetkeztében §(1 —
— A) < pg, igy —1 < A < 1 miatt teljestil a 4.2. Lemma feltétele. O

Ugyanakkor a hurokélek o > 0 esetén sem tiinnek el, a graf interpretacioé pedig

nehezebben indokolhatdva valik.

4.3. Megjegyzés. A 4.2. Tétel 1/§ diszkonttényezéje § = 0-val endogén médon adott a
Laplace-métrix L = 0/ —C felbontésa révén. Ha 1/6 ennél nagyobb, a Neumann-soros
dekompozicié nem feltétlentil érvényes, a regularis paros grafon kiviil mas esetek is

probléméssa valhatnak, az L matrix p; maximalis sajatértéke kiilon vizsgalandé.

A legkisebb négyzetek médszerének bemutatott felbontasa, hurokélek hianyaban,
legjobban regularis 6sszehasonlitasi multigrafok — azaz kiegyensilyozott rangsorolasi
problémék, (N, A, M) € RE — esetén indokolhat6. Ezek tobb alkalmazdsi teriile-
ten, példaul svajci rendszeri bajnoksagokban, jellemzéen el6fordulnak, mikézben
minimalis annak esélye, hogy az 0sszehasonlitdsi multigraf paros.

A q = L7s linedris egyenletrendszer alapjan a legkisebb négyzetek mddszerének
més grafokon torténd értelmezései is lehetségesek: Chebotarev és Shamis (1998b,

Theorem 3) az LT dltaldnositott inverz egy topologikus interpretéciéjat adja.

8 Frdekes kérdés, vajon az 1 /a paraméter mennyire névelhets. Herings et al. (2005, Theorem 3.1)
bizonyitasa biztosan miikddik, amennyiben minden cstcsnak a-nal kevesebb utdédja van. Ezaltal
1/a pontos definicigja — a legkisebb négyzetek médszeréhez hasonléan — itt is endogénné tehetd a
digraf szerkezetének figyelembevételével.



DOI: 10.14267/phd.2015022

46 4.3. A gréaf interpretacio altalanositasa

4.3. A graf interpretacié altalanositasa

A legkisebb négyzetek modszerének a 4.2.1. szakaszban bemutatott iterativ eloalli-
tasa, a 4.3. Allitds alapjan, tetszéleges 9-ndl nagyobb diszkonttényezére értelmezhetd.
Ezaltal egy, az altalanositott sordsszeghez hasonlé médszercsaldadot kapunk, melynek
hatarértéke a legkisebb négyzetek. A graf interpretacio szerint a pontszamot a C
matrix hatvanyai altal képviselt, az ellenfelekhez vezet6 utak korrigaljak. Az iroda-
lomban szokéasos feltételezés, hogy ezek fontossaga a hosszisaggal exponencialisan
csokken (14sd példaul Katz (1953)), igy a nagyon tavoli ellenfelek jelentésége elha-
nyagolhatéva valik. Esetiinkben, a hurokélek el6forduldasa miatt, a kozeli objektumok

szerepe enélkiil is nagyobb lehet, mégis érdemes megfontolni ezt az altalanositast.

4.2. Definicié. Altaldnositott Buchholz médszer (generalised Buchholz method):
w(d) : R" — R™, ahol

W(é):;i(éc>k82;[8+§cs+ ((156’)254— (;C’)SS—F...]

k=0

tetszdleges (N, A, M) € R"™ rangsorolési probléma esetén.’

Emlékezetezoiil, C' = 01— L és § > 0 egy paraméter. A pontozasi eljaras elnevezése
a rekurziv Buchholz (Gonzalez-Diaz et al., 2014) és a legkisebb négyzetek mddszerének
ekvivalenciajara utal. EIobbi a svajci rendszerti versenyeken jelentkezo holtversenyek
eldontésére szolgald egyik elterjedt szabaly, az ellenfelek pontszamanak megfelel6
Buchholz-rendszer!® végtelen kiterjesztése. Itt ennek tovabbi altaldnositasarél van
sz0, a tavolabbi ellenfelek kisebb jelentéségével, az altalanositott rekurziv Buchholz

elnevezést azonban t1l hossziinak talaltuk.

4.4. Allités. Az dltaldnositott Buchholz médszernek minden (N, A, M) € R"™ rang-

sorolasi probléma mellett egyértelmii megoldasa létezik.
Bizonyitds. A 4.3. Allitasbél adddik. O]

4.5. Allitas. Az dltaldnositott Buchholz médszer w(8) értékelévektora a kévetkezd

egyenletrendszer eqyértelmii megoldasa :

0—0 1

9 Az 1/0 szorzénak a rangsorolds szempontjabodl nincs jelentésége, ezért valtozatlanul hagytuk.

10 A szdmos sportdgban, példaul a sakkban hasznéalt médszer (FIDE, 2014) kidolgozasa Bruno
Buchholz nevéhez fiiz6dik (1932), bar az eredeti cikket nem sikeriilt megtaldlnunk. Lasd még
Gonzélez-Diaz et al. (2014).
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Bizonyitds. A 4.2. Definiciébél adédik, mert a C' = 01 — L azonossag és a 4.2. Lemma

alkalmazésaval (ami a 4.3. Allitds szerint megtehetd):

o35 (e =8 G- a2

k= k=0

]

4.4. Megjegyzés. Az altalanositott Buchholz médszer hatarértéke aranyos a legkisebb
négyzetek modszerével, ha § — 0, s6t, lims_,, w(J) = q. Az altalanositott Buchholz

modszer hatarértéke aranyos a pontszam modszerrel, ha § — oo, s6t, lims ., w(d) =

= (1/9)s.

4.3. Tétel. Legyen (N, A, M) € R™ egy rangsoroldsi probléma. Az dltaldnositott
Buchholz és az dltaldnositott sorésszeq maodszer ardnyos, a w(d) és x(e) vektorok

megfeleld & és e paramétervilasztissal eqgymds pozitiv konstansszorosai:

mn 1)

x(e) = (1+5—0> D(é—b)w((S) hae=1/(6—-0), és

1 0

5) =
W( ) 1—|—€mn1—|—€bx

() had=1/e+0.
Bizonyitas. Tekintsiik a két modszert definialé linearis egyenletrendszereket :

0 (5;0[ + ;L) w(0)=s é (I +cl)x(e) = (1+ecmn)s.

Az (1 + emn) tényezétél eltekintve a két eljards azonos, amennyiben az [ és L

matrixok egyiitthatoi egymés konstansszorosai, azaz

L0 - 0 1 « s—Llia
o o 0—0 €
Ebbél (1 + emn)-nel korrigalva kapjuk az allitdst. ]

4.5. Megjegyzés. A 3.5. Definicié alapjan az altalanositott sordsszeg észszerii pa-
ramétervalasztdsa 0 < ¢ < 1/[m(n — 2)]. Ez szemléletesebben értelmezheté az

altalanositott Buchholz médszernél, ahol a megfelelo feltétel
§d>m(n—2)+0.

Miutdan @ < m(n — 1) minden (N, A, M) € R" rangsorolasi problémara, ez gya-
korlatilag azt jelenti, hogy az iteraci6é egyes lépéseiben nem az ellenfelek atlagos
pontszaméaval (mint a legkisebb négyzetek médszerénél), hanem annak legfeljebb a

felével kell korrigalni a pontszamot, mert jellemzéen o > 20. Amennyiben 0 jelentésen
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kisebb a maximélis értékénél, ennél nagyobb lesz ¢ als6 hatara is: a 3.1. Példaban

m=1,0=3ésn =7, azaz § > 8. Az eltérés kiilénosen nagy, ha 0 < m(n — 2).

Erdemes Gsszevetni a fenti graf interpretciot az altaldnositott sorosszegre adott
masik véltozattal (Shamis, 1994). Utébbi szerint az X; objektum értékelésénél ugyan-
ugy az Xj-hez valé kozelség mértékében vessziik figyelembe annak pontszamat,
azonban mindkét értelmezés helyességének belatasa mély grafelméleti ismereteket
kovetel. Véleménytink szerint a fent bemutatott moédszer grafelméleti szempontbol
vonzoébb, egyszeriiségében a PageRank értelmezésével vetekszik, bar a hurokélek
megjelenése kétségtelentil nehezen magyarazhato.

A 4.3. Tétel segitségével tehat egy 1j, Shamis (1994) megkozelitésétol eltérd graf
interpretaciot adtunk az altaldnositott sordsszeg eljarasra, mely jol mutatja annak a
pontszam és a legkisebb négyzetek médszere kézotti elhelyezkedését. Az x(e) értéke-
l6vektor szamitasa a 4.1. Példaban latotthoz hasonlo iterativ eljarassal is elvégezheto,
mindossze az ellenfelek fontossagat kell a paraméter értékének megfeleléen modosita-
ni. Ennek a 3.3. Megjegyzés értelmében algoritmikus szempontbdl nincs jelentésége,
azonban a rangsor kialakulasanak megértését nagymértékben segitségheti.

Vagyis, mig Chebotarev (1994) az altalanositott sordsszeget fiiggvényeken keresz-
axiomatikus elvekbdl kiindulva definidlta, mi egy graf interpretacion keresztiil jutot-

tunk ehhez a javaslathoz.

4.4. Osszegzés

Az el6z6ekben bemutattuk az altalanositott sortsszeg és a legkisebb négyzetek
modszerének szamitasat a kiegyensilyozott 6sszehasonlitasi multigraf segitségével,
az utébbinal egy, az F.I. Fliggelékben targyalt rendhagyd eset kivételével. Az ér-
tékelévektor a pontszamokon és az 1/§ < 1/0 diszkonttényezén alapuld iterativ
eljardssal kaphaté meg, ahol @ = max{d; : i = 1,2,...,n} az egy objektumra es6
osszehasonlitasok maximalis szama, mely a mérkézésmatrix révén endogén modon
adott. Ha a G Osszehasonlitdsi multigraf nem regularis paros, a diszkonttényezo
értéke novelheto.

A 4.1. részben a Laplace-matrix modositasaval jutottunk el a q értékelévektor
egy inverz matrixszal torténd felirasdhoz, majd a 4.2. alfejezetben ennek alapjan
A 4.2.1. szakaszban a Neumann-soros dekompoziciét hasznaltuk f6 eredménytink,
a 4.2. Tétel kimondasara. A 4.2.2. részben néhény hasonlé eredményt ismertettiink,
a 4.2.3. szakaszban pedig egy példan keresztiil értelmeztiik a kapott matematikai
formulat. Végiil a 4.2.4. szakaszban megmutattuk, hogy a digrafokra javasolt poziciés

er6 alapotlete szoros kapcsolatban all a megadott iterativ felbontassal, bar harom
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lényeges kiilonbség is felfedezhetd koztiik.

A 4.3. alfejezetben a 4.2. Tétel altalanositasaval foglalkoztunk. Az ellenfelek
szerepének a tavolsdggal aranyos exponencialis csokkentése elvezet az altalanositott
Buchholz moédszerhez, ami a 4.3. Tétel alapjan lényegében az altalanositott sor-
Osszeggel egyezik meg. Az utébbi eljaras eredetileg mas alapokon kertilt bevezetésre,
és korabbi graf interpreticidja is eltérd megkozelitést alkalmazott. Ertelmezésiink
kivaléan tiikrozi a pontszam és a legkisebb négyzetek modszere kozotti atmenetet.

A fejezetben a 4.2. és a 4.3. Tétel jelenti a legfontosabb sajat eredményt, de
lényegesnek tartjuk az irodalomban ismert modszerekkel torténd oOsszevetést is,
kiilonosen a pozicios erd tekintetében. A legkisebb négyzetek esetére vonatkozd
allitas mar publikalasra keriilt (Csato, 2014a). A levezetésekhez tobbnyire jol ismert
matematikai allitdsokat hasznaltunk fel, ezek Osszegytijtése és megfelelo keretbe
rendezése azonban nem Kkis feladatot jelentett.

Ezen rész elolvasasa utan szamos kérdés mertilhet fel. Egyrészt a rendhagyo eset
targyaldsa (F.I. Fiiggelék) nem teljes, abban két sejtést fogalmazunk meg. Masrészt
a 4.2.2. részben emlitettiik, hogy az L matrix és s vektorok helyett azok atlagaval,
normalizalt formajaval szamold rekurziv Buchholz eljaras aranyos a legkisebb négy-
zetek modszerével, ezért 1étezhet hasonld levezetés az altalanositott sordsszegre is.
Harmadikként a 4.3. alfejezetben bemutatott kiterjesztést emlitenénk. Az ellenfe-
lek szerepének tavolsdggal aranyos exponencialis csokkentése ugyan kézenfekvé (és
szép formuldkat eredményezd) véilasztas, de mas dltaldnositasi lehetéségeket sem
zarhatunk ki. Az exponencidlis helyett megvalésithaté lehet valamilyen hiperbolikus
diszkontalas, vagy a figyelembe vett ellenfelek szaiméanak korlatozésa (David, 1987).
Az igy ad6d6 modszerek mar nem azonosak az altalanositott sorosszeggel, de akar
axiomatikus szempontbdl is érdekesnek bizonyulhatnak.

A 3.2. alfejezetben a digrafokat az altalunk targyalt modellkeretbe illesztettiik,
ami biztositja az ezekre javasolt, a csiicsokat rangsorolé modszerek osszehasonlitasat
a vizsgalt pontozasi eljarasokkal. A 4.2.4. szakasz szerint szoros kapcsolat all fenn
a poziciés eré (Herings et al., 2005) és a legkisebb négyzetek modszere kozott:
utobbi az elobbi élek iranyitasanak kikiiszobolésével kapott valtozatanak tekintheto,
endogén diszkonttényezovel és eltérd iterativ megkozelitéssel. Herings et al. (2005) —
részletesebb targyalds és az 1/a paraméter specifikaci6ja nélkiil — silyozott grafokra is
bevezeti a pozicids erd fogalmat. Ekkor az a;; = w;j—wj; és m;; = w;;+w,; valasztassal
ferdén szimmetrikus eredménymatrixot és szimmetrikus mérkozésmatrixhoz jutunk,
ahol teljestl az a;; € [—m;;, m;;] feltétel, azonban a w;; > 0 altal engedélyezett
hurokéleket, az egyes objektumok énmagukkal vett dsszehasonlitasait nem tudjuk
kezelni. Ez a kapcsolat reményt nyudjt az utobbi lehetoség modellbe épitésére.

A fontosabb eredmények publikdlasa, az altalanositott Buchholz mddszerrel

kapcsolatosak kivételével, 1ényegében megtortént (Csatd, 2014a).
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5. fejezet

A pontozasi eljarasok néhany

tulajdonsaga

There is a real need for a thorough study of ranking procedures.
Denis Bouyssou, 2004

A megfelel6 pontozasi eljaras kivalasztasaban segitséget jelenthet a tarsadalmi
valasztasok elméletének (social choice theory) axiomatikus szemlélete (Altman és

Tennenholtz, 2005):

e Leiré (descriptive) megkozelités: olyan axiomak, tulajdonsdgok el6irdsa,
melyeket egy adott modszer kielégit, mikdzben barmely masik legalabb
egyet megsért kozilik. Ez, mint a 2.4. alfejezetben emlitettiik, a kooperativ

jatékelmélet elosztasi koncepcidi esetén kovetett stratégidhoz hasonlit.

e Normativ (normative) megkozelités: kiillonboz6, elméleti szempontbdl in-
dokoltnak tiin6 feltételek, kovetelmények megfogalmazasa, majd annak
vizsgalata, melyik eljaras teljesiti ezeket. Kemeny és Snell (1962) harom
lehetséges esetet emlit: (I) az axiémdk inkonzisztensek, egyetlen mddszer
sem elégitheti ki ezek mindegyikét; (II) egyetlen eljaras teljesit minden
tulajdonsdagot, utobbiak egyértelmtien meghatarozzak azt; (III) t6bb mod-
szer is megfelel a feltételeknek. (IT) fennalldsakor azonban létezik egy
negyedik opcid, miszerint a megfogalmazott kovetelmények logikailag nem
fiiggetlenek, ugyan egyértelmiien karakterizalnak egy eljarast, ehhez azon-
ban elegendd lenne egy valédi részhalmazuk is (Can és Storcken, 2013).
Az axiomatikus szemlélet (III) esetén szintén biztositja a széba johetd

modszerek korének szikitését.

A kovetkezokben tehat elméletileg vonzo kovetelményeket fogalmazunk meg,

majd megvizsgaljuk, hogy az egyes pontozasi eljarasok megfelelnek-e ezeknek. Ezaltal

20
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lathatova valnak a koztiik levo kiillonbségek és hasonlésagok, bizonyos tulajdonsagok
el6irasaval pedig szlikitheto a szoba joheté modszerek kore. Az elsé axiéma kivéte-
lével mindegyiket az aggregalt paros Osszehasonlitasi matrixon alapuld pontozasi
eljarasokra mondjuk ki.

Az axiomak teljesiilését a pontszam, az altalanositott sordsszeg, és a legkisebb
négyzetek modszerére vizsgaljuk meg. Chebotarev (1994) az altaldnositott sorosszeg-
gel, mig Gonzalez-Diaz et al. (2014) az &ltaluk némileg eltéréen definidlt pontszammal,
a legkisebb négyzetekkel és az dltalanositott sordsszeggel rogzitett e = 1/ [m(n — 2)]
mellett foglalkozott. Eredményeikre minden esetben hivatkozni fogunk, és igyeksziink
egyértelmiivé tenni sajat hozzajarulasunkat. Az djonnan bevezetett axiomakkal

kapcsolatos megallapitdasok mindenképp ilyennek tekinthetok.

5.1. Megjegyzés. Mivel a legkisebb négyzetek modszere csak az 0sszefliggd rangsorolasi
problémak R osztalyan egyértelmii, ettdl az eljarastol a tulajdonsagokat kiilon

jelzés nélkiil csak ezen a halmazon koveteljiik meg.

5.1. A rangsor valtozatlansaganak megkovetelése

El6szor néhany, az objektumok sorrendjének valtozatlansagat biztosito feltételt

ismertetiink.

5.1.1. Fiiggetlenség az elnevezésektol

Az elsé tulajdonsag az R®) egyéni paros 6sszehasonlitasi matrixok atindexelésére

vonatkozik: jogos elvarasnak tiinik a pontozasi eljaras erre val6 érzéketlensége.

5.1. Definicié. Anonimitds (anonymity, ANO) (Young, 1974): Legyen (N, A, M) €
€ R" egy rangsoroldsi probléma és o : {1;2;...;m} — {1;2;...;m} a szavazok
halmazanak egy permutacidja. Jelolje 0 A az igy kapott eredménymaétrixot. Egy
f:R! — R™ 4ltalanos pontozasi eljaras anonim, ha f;(N, A, M) > f;(N,A,M) <
fi(N,cdA, M) > f;(N,0A, M) minden X;, X; € N-re.

5.1. Lemma. Egy f : R" — R" pontozdsi eljdiris anonim.

Bizonyitds. Az Osszeadas kommutativitdsa miatt az R aggregalt paros osszehasonli-

tasi matrix fiiggetlen az RP) egyéni paros Gsszehasonlitdsi matrixok sorrendjétsl. [

5.2. Lemma. A pontszdm, az dltaldnositott sordsszeq, és a legkisebb négyzetek

maodszere is teljesiti az ANO tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Mindharom moddszer egy pontozési eljaras, igy az 5.1. Lemmabdl adodik.
O
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A szavazaselméletbol ismerds axiéma annak megkovetelése, hogy az objektumok

értékelése ne fliggjon azok nevétol, felsorolasuk sorrendjétol.

5.2. Definicié. Semlegesség (neutrality, NEU) (Young, 1974): Legyen (N, A, M) €
€ R" egy rangsoroldsi probléma és o : {X1, Xo,..., X,,} = {X1, Xo, ..., X,,} az ob-
jektumok egy permutéci6ja. Jelolje o(N, A, M) € R™ a permutaci6 végrehajtasaval,
az A eredmény- és az M mérkozésmatrixok sorainak és oszlopainak felcserélésével ka-

pott rangsorolasi problémat. Egy f : R™ — R"™ pontozasi eljaras semleges, ha minden
Xi,Xj - N—re fl(N,A,M) 2 f](N,A,M) = fo‘i [O'(N,A,M)] 2 ij [O’(N,A,M)]

A semlegesség szamos més cikkben megtaldlhat6, példaul Rubinstein (1980,
Axiom I), Nitzan és Rubinstein (1981, Axiom 1), vagy Chebotarev és Shamis (1999)
munkaiban. Néhany helyen, ahol nem jelennek meg az egyes szavazok, ez szerepel
anonimitasként (Bouyssou, 1992; Slutzki és Volij, 2005; Gonzélez-Diaz et al., 2014).
Bizonyos esetekben (példaul Gonzalez-Diaz et al. (2014)) a véaltozatlansagot csak két
objektum kicserélésére kovetelik meg, noha ez is ekvivalens az 5.2. Definiciéval.

5.2. Megjegyzés. Legyen f : R"™ — R" egy semleges pontozasi eljaras. Ha az X;, X; €
€ N objektumokra a;; = 0, valamint a;, = a;i és m;, = m;, minden X, € IV esetén,
akkor f;(N,A, M) = f;(N,A, M).

Bizonyitds. Lasd Bouyssou (1992, 62. o.). O

5.3. Lemma. A pontszam, az dltaldnositott sorésszeg, és a legkisebb négyzetek

modszere is teljesiti a NEU tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Lasd Gonzélez-Diaz et al. (2014, 145. o.). Egyik eljards sem veszi figye-
lembe az objektumok elnevezését, csak az A eredmény- és az M mérkézésmatrixok

megfelel6 elemeit. O]

Mind az anonimitas, mind a semlegesség egészen természetes kovetelménynek
tlinik. Utobbi lehetové teszi az objektumok szamanak tetszoleges novelését a rangsor
valtozatlanul hagyasa mellett, igy egy allitasra elegend6 az objektumok szamaban
mérve minimalis ellenpéldat adni. Ezzel a lehetoséggel magunk is élni fogunk n = 3
(5.2. Allitas), n = 4 (5.4. és 6.1. Allitds), n = 5 (5.9., 5.11. és 5.13. Allitds), vagy
n =8 (5.1. Tétel) elemmel.

5.1.2. Technikai osszefiiggések

Az alabbi két axiéma Onmagaban nem tul nagy jelentdségii, a kés6bbiekben

viszont hasznosnak bizonyulnak.

5.3. Definicid. Zérusdsszegiiség (centering, C' NT) (Chebotarev, 1994): Legyen
(N, A, M) € R™ egy rangsoroldsi probléma. Az f : R" — R™ pontozési eljaras
zérusdsszegtl, ha Y x.cn fi( N, A, M) = 0.
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A tulajdonsag David (1987, Property 2) cikkében kiilon elnevezés nélkiil szerepel.

5.4. Lemma. A pontszdm, az dltaldnositott sordsszeq, és a legkisebb négyzetek

modszere is teljesiti a CNT tulajdonsagot.

Bizonyitds. A pontszam modszerre az A eredménymatrix ferdén szimmetrikus volta-
bl adodik. Az altalanositott sordsszeg modszerre lasd Chebotarev (1994, Property 2).
A legkisebb négyzetek mddszerére a definiciébél adodik e q = 0 miatt. [

5.4. Definicié. Linedris kapcsolat az dsszehasonlitisok eredményével (linear re-
lation with comparison results, LRCR) (Chebotarev, 1994): Legyen (N, A, M),
(N, A", M), (N,A” M) € R™ hdrom rangsorolési probléma azonos N objektumhal-
mazzal és M mérkézésmatrixszal, ahol o, € R és s(N, A", M) = as(N, A, M) +
+ Bs(N, A, M). Egy f : R" — R™ pontozasi eljaras linedris kapcsolatban dall az
dsszehasonlitdsok eredményével, ha f(N, A", M) = af(N,A, M)+ Bf(N, A, M).

5.1. Allitas. A pontszdm, az dltaldnositott sorésszeq, és a legkisebb négyzetek mdd-

szere is teljesiti az LRC' R tulajdonsdgot.

Bizonyitds. A pontszam modszerre a definiciobol kévetkezik. Az altalanositott sor-
osszegre lasd Chebotarev (1994, Property 6). Az x(¢) = (1 + emn)(I + eL)™'s

egyenletrendszerbdl

x(e)(N,A" M) = (1+emn)(I+cL) '[as(N,A, M)+ Bs(N,A',M)] =
= ax(e)(N, A, M)+ Bx(e)(N, A", M).

A legkisebb négyzetek modszerénél ugyanez a gondolatmenet alkalmazhato. O

5.2. Multiplikativ transzformaciék

Ebben a részben a rangsoroldsi probléma eredmény- és mérkézésmatrixainak

aranyos megvaltoztatasaival foglalkozunk.

5.5. Definicié. Homogenitds (homogeneity, HOM) (Gonzalez-Diaz et al., 2014):
Legyen (N, A, M) € R™ egy rangsorolasi probléma és k > 0, amire (N, kA, kM) €
€ R". Egy f : R" — R” pontozasi eljaras homogén, ha f;(N, A, M) > f;(N,A, M) <
fi(N, kA, EM) > f;(N, kA, kM) minden X;, X; € N-re.

A HOM szerint az objektumok sorrendje invaridns a rangsorolasi probléma
skalazasara. Mivel m darab egyéni paros Osszehasonlitas matrixbol indultunk ki, az
M mérkézésmatrix elemei egészek, ezért k > 0 csak olyan lehet, hogy kM elemei is

egészek. Gonzélez-Diaz et al. (2014) nem él ezzel a megszoritassal.
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5.5. Lemma. A pontszam, és a legkisebb négyzetek modszere teljesiti a HOM

tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Lasd Gonzalez-Diaz et al. (2014, 145 o.). A pontszam mddszernél minden
sorelem k-szoroséara valtozik, igy s(N, kA, kM) oc s(N, A, M). A legkisebb négyze-
tek moédszerénél a megoldandé egyenletrendszerek Lq(N, A, M) = s(N, A, M) és
e'q(N,A, M) = 0, illetve kLq(N, kA, kM) = s(N, kA, kM) = ks(N,A, M) és
e'q(N,kA, kM) = 0, amib8l q(N, kA, kM) = q(N, A, M). O

Ugyanakkor az altalanositott sordsszeg modszernél

x(e)(N, kA, kM) = (14+emn)(I+keL) 's(N, kA, kM) =
(I +keL) " (k] + keL)x()(N, A, M),

vagyis x(g)(N, kA, kM) és x(¢)(N, A, M) altaldban nem ardnyosak. Ez azt sugallja,

hogy az altalanositott sordsszeg nem homogén.

5.2. Allitas. Az dltaldnositott sorésszeq mddszer rogzitett € mellett nem teljesiti a
HOM tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Elegendd ellenpéldat adni valamilyen € > 0 paraméterre. A példa viszony-
lag egyszerii, mindossze harom objektumbodl all, bar az 6sszehasonlitasok maximalis

szdma meglehetésen nagy.!!

5.1. abra. Az 5.1. Példa rangsorolédsi probléméja

Xy

X3

AAA

Xo

5.1. Példa. Tekintsiik az (N, A, M) € R? rangsoroldsi problémét (5.1. dbra), ahol:

0 1 03 2 5 -3 =2
A=|-1 0 3|, M=|3 05 ¢s L=|-3 8 -5
0 -3 0 250 -2 =5 7

Legyen k = 2, igy a mérkozések szama egész marad, (N, kA, kM) € R™.

1 Ez jelentdsen csokkenthetd, ha eltekintiink a kM € N™*™ feltételtSl.
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Mivel m = 3 és n = 3, az € paraméter értékének észszeri fels6 hatéra 1/3. Ekkor
x(1/3)(N, R, M) = [2; 2; —4]" , és

x(1/3)(N,2R,2M) = [4.5352; 3.9437; —8.4789] "
azaz X ~ ’((]i,{fi)M)Xg, de X; = ?]S/vl’é?’?M)Xz. O
Ha megengedjiik, hogy ¢ fiiggjon a mérkozések szamétol, az M matrixtol, mar
eltéré eredményt kapunk: az € = 1/[m(n — 2)] észszert fels6 hatar mellett az

altaldnositott sorosszeg homogén Gonzalez-Diaz et al. (2014, 145. o.).

5.3. Allitas. Az dltaldnositott sorésszeq mddszer teljesiti a HOM tulajdonsdgot,

amennyiben € forditottan ardnyos k-val, azaz (k) = ¢(1) /k.

Bizonyitas. Egyszertu atalakitasokkal adodik:
x (e(k)) (N, kA, kM) = (1 +emn)(I +¢eL) 's(N, kA, kM) = kx (¢(1)) (N, A, M).
O

5.3. Megjegyzés. Az € =1/ [m(n — 2)] észszerti fels6 hatar forditottan ardnyos k-val.

1. Sejtés. Az 5.5. Allitds bizonyitdsa arra utal, hogy az dltaldnositott sordsszeg

modszer nem lehet homogén, ha € nem forditottan arinyos k-val.

Tehat a HOM tulajdonsidg bevezetése tjabb informéciét ad az e paraméter
valasztasarol, célszert fliggévé tenni azt a mérkozésszamtol.
Lehet értelme csak az A eredménymatrix konstansszorosat venni, bar ezt az M

mérkézésmatrixszal egytitt kaptuk az R aggregalt paros osszehasonlitasi matrixbol.

5.6. Definicié. Eredmények elfogadhato transzformdcicja (admissible transformation
of the results): Legyen (N, A, M) € R" egy rangsorolasi probléma. Az eredmények
elfogadhaté transzformdcidja egy olyan (N, kA, M) € R"™ rangsorolasi probléméat

eredményez, amire k > 0, k € R és ka;; € [—m;;, m;;] minden X;, X; € N esetén.

A k pozitiv szorzd értéke azért nem lehet tetszéleges, hogy megdrizziik a paros

Osszehasonlitasok eredményének — az R aggregalt paros Osszehasonlitasi matrix

« sz

5.2. Példa. Az 5.1. Példaban maxy, x,en ai/m;; = max{1/3; 3/5} = 3/5, ezért
0 <k <5/3mellett (N, kA, M) € R" az eredmények elfogadhaté transzformaciéjaval

kapott rangsorolasi probléma.
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5.7. Definicié. Skdla invariancia (scale invariance, SI): Legyen (N, A, M),
(N, kA, M) € R™ két rangsorolasi probléma, ahol (N, kA, M) az eredmények elfogad-
haté transzformdciéjaval kaphato (N, A, M)-bol. Egy f: R™ — R" pontozési eljaras
skdla invaridns, ha fi(N, A, M) > f;(N,A,M) < fi(N,kA, M) > f;(N,kA, M)
minden X;, X; € N-re.

A skala invariancia szerint az objektumok rangsora valtozatlan, ha a gyozelmek
(aij > 0) és a vereségek (a;; < 0) mértékét — a pontozasi eljardasok értelmezési
tartomanyan, az R halmazon belill maradva — aranyosan moédositjuk.

Ez f6leg a gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl tiinik fontosnak. Amennyiben a
paros Osszehasonlitasok eredménye nem mérhet6 folytonos, hanem csak diszkrét ska-
14n'2, akkor nem egyértelmfi, hogy ezek miként jelenitheték meg az R eredménymaét-
rixban. A skala invariancia értelmében ez bizonyos esetekben nem szamit: ha példaul
harom kimenetel lehetséges, a (gy6zelem = r;; = k; dontetlen = r;; = 0; vereség
= r;; = —k) kédoldssal az objektumok sorrendje fiiggetlen 0 < £ < miny;, X;EN Mij

konkrét értékétdl.

5.1. Kovetkezmény. Ha egy f : R"™ — R" pontozdsi eljards kielégiti az LRCR
tulajdonsdgot, akkor az SI-t is teljesiti.

Bizonyitds. Legyen A’ = A és A” = kKA. Ekkor az o = k, f = 0 valasztassal A” =
=aA+ A = kA, igy s(N, A", M) = as(N,A, M) + Bs(N, A", M) = ks(N, A, M),
teljesiil az Osszehasonlitasok eredményétol valo linearis fiiggdség feltétele. Vagyis

f(N,A" M) =kf(N,A,M), f(N,kA, M) és f(N, A, M) aranyos. ]

5.4. Megjegyzés. Tekintsiik az R aggregalt paros osszehasonlitasi matrixot, ahol
rij = (a;; +my;)/2 minden X;, X; € N-re. Az eredmények elfogadhaté transzforma-
ciéjaval minden olyan reducibilis R métrix irreducibilissé tehetd, amihez nem blokk
diagondlis M mérkézésmétrix tartozik. Ekkor ugyanis barmely X; # Xj-re 1étezik
olyan X; = Xj, Xy, ..., Xy, = X, objektumsorozat, hogy mg.z,,, > 0 minden
¢ =0,1,...,t— 1-re, ezért példaul a k = 1/2 valasztassal elérhet6 kr;; = (ka;; +
+my;)/2 > 0 < my; > 0, hiszen m;; > 0 mellett 1/2a;; > —m;.

Az 5.4. Megjegyzés nagy jelentoséggel bir, mert — ahogy azt a 3.3.2. szakaszban
lattuk — tobb pontozasi eljaras csak az irreducibilis R aggregalt paros 0sszehasonlitési
matrixszal rendelkez6 rangsorolasi problémak halmazan ad egyértelm megoldast.
A skala invariancia megkovetelésével ez minden nem blokk diagonalis szerkezetii
mérkozésmatrixszal rendelkez6 rangsorolasi problémara igaz lesz, ami a 3.2. Lemma
szerint a teljes Ro osztaly.

12 Vagy kvézi diszkrét skalan: egy labdarigd mérkézés eredménye ugyan elvileg tetszéleges lehet,
mégis ritka az olyan alkalom, amikor a két csapat egyiittesen 5-6 golnal tébbet rug.
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5.6. Lemma. A pontszam, az dltaldnositott sordsszeq, és a legkisebb négyzetek

modszere teljesiti az SI tulajdonsdgot.
Bizonyitds. Az 5.1. Allitédsbél és az 5.1. Kovetkezménybdl adédik. ]

A homogenitas masik részleges valtozatanak, amikor az M mérkozésmatrixot
szorozzuk meg egy k > 0 konstanssal, nincs gyakorlati relevanciaja, raadasul HOM

és S1 egyiittes fennallasabol egyben ez is kdvetkezne.

5.3. Additiv transzformacidok

Ebben az alfejezetben rangsorolasi problémak osszeadhatosédgaval foglalkozunk.

5.3.1. Osszeadhatésag

Az alabbi tulajdonsdg minden esetben megkivanja a rangsorolasi problémak és a

rangsor additivitasat.

5.8. Definicid. Konzisztencia (consistency, C'S) (Young, 1974): Legyen (N, A, M),
(N,A'",M'") € R" két rangsoroldsi probléma, X;, X; € N két objektum, és f :
R" — R™ egy pontozasi eljaras, amire f;(N, A, M) > f;(N,A, M) és fi(N, A", M) >
> fi(N, A, M'). f konzisztens, ha f( NJA+ A M+ M') > f;(N, A+ A M+ M’),
sot, fi(NJA+A M+ M) > f;(N,A+ A", M+ M'), ha f;(N,A, M) > f;(N,A, M)
vagy fi(N, A", M') > f;(N, A", M").

A konzisztencia szerint amikor X; egyik rangsorolasi problémaban sem volt
hétrébb X;-nél, ez azok dsszegében sem fordulhat el6. S6t, amennyiben valamelyikben
szigortian elérébb végzett, akkor az aggregalt problémaban is. Az additivitashoz csak
azt a minimalis kovetelményt irjuk el6, hogy az N objektumhalmaz azonos legyen,
ennek hidnyaban az 6sszeadas nem értelmezheté miivelet.

Young (1974) szavazéaselméleti tanulméanya csak a legjobb alternativa kivalasz-
tasaval foglalkozik, pontozasi eljarasokra Nitzan és Rubinstein (1981, Axiom 3)
fogalmazta meg a konzisztenciat. Gonzalez-Diaz et al. (2014) egy ennél gyengébb
tulajdonséagot illet a sorrendtartd (order preservation, OP) elnevezéssel, mert el6irja
a d;/d; = d;/d; minden X;, X; € N-ve feltétel teljesiilését is.

5.7. Lemma. A pontszdam mddszer teljesiti a C'S tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Lasd Nitzan és Rubinstein (1981, 157. 0.). A definicié alapjan

SZ‘(N,A,M): Z aikz Z aijSj(N,A,M) és

XreN XreN
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si(NJA M) = > ag, > Y aly = s;(N,A', M),

XreN XLEN

melyek Osszeadasaval

Si(NJA+ A MAM') = > (ag+ay,) > Z ajp+ay) = s;(N,A+ A, M+ M').

XreN XreN

Ha valamelyik feltételben szigoru egyenl6tlenség all fenn, akkor az 6sszegben is. [

5.4. Allitas. Az dltaldnositott sordsszeg, és a legkisebb négyzetek mddszere nem

teljesitt a C'S tulajdonsagot.

Bizonyitas. n = 4 esetén egy példan keresztiil bizonyitjuk az allitast.

5.2. dbra. Az 5.3. Példa rangsorolasi problémai

a) Az (N, A, rangsorolasi probléma z (N, A, rangsorolasi probléma
Az (N, A, M 14 blé b) Az (N, A", M’ 14 blé

X1 Xl
A /1' A \
A
X4 > XQ X4 < Xg
/'
X3 X3

5.3. Példa. Legyen az (N, A, M) € R% kiegyenstlyozott és (N, A', M') € R*

rangsoroldsi problémékra (5.2. dbra):

00 —1 0 0 1 -1 —1
00 0 —1 -1 0 -1
A= , A= ,  6s
10 0 1
01 0 1 -1
001 2 01 1 1]
00 21 1011
M: s M/:
1200 1100
2100 1100

Legyen (N, A", M") = (N, A+ A", M+M') € R*, azaz A" = A+ A’ és M" = M+ M.

Legyenek az egyes rangsorolasi problémakhoz tartozo, a pontszam, az altala-
nositott sorosszeg, és a legkisebb négyzetek modszerével kapott értékelévektorok

sorrendben s, x(¢) és q; s, x'(¢) és q'; ", x"(¢) és q".
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-1, —1,1,1]" és s’ = [-1, —1,2,0]", azaz

Tehdt n =4, m=m' =1,s =
[—2, —2, 3,1]", valamint

m'=m+m'=2,8"=s+5 =

14 3¢ 0 —& —2e 14 3¢ —€ —€ —&
I+el— 0 1+3 —2¢ —€ Tael = -  1+3 —¢ —€
— —2¢ 1+ 3¢ 0 — — 1+ 2¢ 0

—2¢ —c 0 1+ 3¢ — — 0 1+ 2¢

I+¢e(L+L') ezzel analég médon {rhaté fel. Az x(g) = (14+emn) (I +eL)™'s egyenletek

alapjan

() (e) = (1 +emn) _(1 + 6¢ + 8{52) 1+ 10e + 322 + 32¢3

' o B " - és

1 2 14 12 + 44e? + 48¢3 11 122 + 4422 1 423"
() = x3(e) = (1 +em'n) 1 e

1 ’ 1+ 4e ’

af(e) — a4(e) = (1 +em’n) —(2¢ + 20¢7) _ 20436 4160s°
' S 1+ 226 + 15462 + 3403~ 1+ 22¢ + 154e2 + 340e3

x(e) x(e) x(g)

Vagyis X; ~ (N,AyM)XQ és X; ~ (N7A,7M)X2, azonban X; < (N7A,,’M,/)X2, igy az

altalanositott sorosszeg egyetlen € paraméterre sem konzisztens.

A példat a legkisebb négyzetek médszerével kiszamolva, a 3.3. Allitas értelmében

o limesezi(e) 0 lime o ma(e) 231 1 i
L mn . mn 48 4 6’
lim, 0 ' lim, 0 ! 1
g = e m (€)' Mmoo za(e) 1
mn mn 4
lim [z1(e) — x2(e)] 80 1 1
! " E£— 00
— ¢y = =—— - =—-——<0.
h % mn 340 417

Tehat X; ~ ?NAM)XQ és X1 ~ ?N’A,’M,)Xg, azonban X; < ?N’A,,’M,,)Xg, ezért a

legkisebb négyzetek mddszere sem konzisztens. O]

5.5. Megjegyzés. A konkrét e = 1/3 értékre az 5.1. Példa is elegendd lenne, hiszen
k = 2 esetén a homogenitas a konzisztencianal gyengébb kovetelmény, mert ott A" =
= A és M' = M, de mér az elébbi sem teljestl. A legkisebb négyzetek mddszerénél

szintén létezik ellenpélda n = 3 esetén.

5.6. Megjegyzés. Gonzalez-Diaz et al. (2014, Example 4.2) egy ennél gyengébb axiéma
(a mar emlitett OP) megsértését latta be a legkisebb négyzetek modszerére és az

altalanositott sorosszegre rogzitett ¢ = 1/ [m(n — 2)] mellett.

5.7. Megjegyzés. Az 5.2. Példaban a C'S tulajdonsag megsértésénél tobb is teljesiil,
mert z1(e)(N, A, M) = z3(e)(N, A, M) és z1(e)(N, A", M") = x9(e)(N, A, M) mi-
att az sem elegend6 megszoritas, ha a vizsgalt objektumok értékelése megegyezik
a két osszeadandd rangsorolasi probléméban. Csaté (2014b) ezt a tulajdonsigot

azonossagtartasként (equality preservation, EP) definidlja.
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5.3.2. Az osszeadhatésag finomitasa

Az aldbbi tulajdonsdg jelent6s mértékben gyengiti a C'S axiémat.

5.9. Definicié. Egyenldségtartds (flatness preservation, F'P) (Slutzki és Volij, 2005):
Legyen (N, A, M), (N, A", M") € R™ két rangsorolasi probléma és f : R" — R" egy
pontozasi eljaras, amire f;(N, A, M) = f;(N,A, M) és fi(N, A", M") = f;(N, A", M’)
minden X;, X; € N esetén. f egyenldségtarto, ha f;(N,A+ A", M+ M') = f;(N,A+
+ A’ M + M') minden X;, X; € N-re.

Az FP tulajdonsag értelmében két olyan rangsorolasi problémat ¢sszeadva, me-
lyekben a pontozasi eljaras nem tesz kiilonbséget az objektumok kozott, ez az aggregalt
rangsorolasi problémara is igaz lesz. Ha az egyenloségre vonatkozo feltételt csak a
vizsgalt X; és X; objektumok vonatkozdsdban kovetelnénk meg, azt az 5.6. Megjegy-
zés szerint az altalanositott sorosszeg és a legkisebb négyzetek modszere még nem

elégitené Kki.

5.2. Kovetkezmény. Ha egy f : R™ — R" pontozasi eljards kielégiti a CS tulaj-
donsdgot, akkor az F P-t is teljesiti.

5.8. Lemma. A pontszam, az dltaldnositott sorésszeg, és a legkisebb négyzetek

modszere is teljesiti az F'P tulajdonsdgot.

Bizonyitdas. Az allitast Gonzalez-Diaz et al. (2014, Corollary 4.3) mutatta meg a
legkisebb négyzetek médszerére, Gonzédlez-Diaz et al. (2014, Proposition 4.2) pedig a
rogzitett € = 1/ [m(n — 2)| paraméterii altalanositott sordsszeg eljarasra.

A pontszam modszerre az 5.7. Lemmabdl és az 5.2. Kovetkezménybol adodik.

Mivel a pontszam zérusosszegi, ha s;(N, A, M) = s;(N, A, M) minden X;, X, €
€ N-re, akkor s(N, A, M) = 0. Emiatt x(¢)(N, A, M) = (1 +emn)(I +cL)~'0 = 0.
Megforditva, ha x(g)(N, A, M) = 0, akkor (14+-emn)s = 0, igy s(IV, A, M) = 0. Teh4t
s(N,A,M) =0 < x()(N, A, M) = 0, amibél mar kovetkezik, hogy az dltaldnositott
sorosszeg is egyenlGségtarto.

A legkisebb négyzetek mdodszerénél ugyanez a gondolatmenet alkalmazhaté. [
A konzisztencia meglehetosen erés feltételének mas iranyt enyhitése az aldbbi.

5.10. Definicié. Eredmény konzisztencia (result consistency, RCS): Legyen
(N, A, M),(N,A",M'") € R" két rangsorolasi probléma, X;, X; € N két objek-
tum, és f : R™ — R"™ egy pontozési eljaras, hogy fi(N,A, M) > f;(N,A, M)
és fi(N, A", M) > f;(N, A", M). f eredmény konzisztens, ha f;(N,A+ A’ 2M) >
> fj(N, A4+ A 2M), s6t, fi(N,A+ A 2M) > f;(N,A+ A'2M), ha f;(N,A, M) >
> (N, A, M) vagy fi(N, A, M) > f;(N, A", M).
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Tehat a konzisztenciaval szemben csak akkor koveteljiik meg a sorrend additivitas-
t0l valo fiiggetlenségét, ha az 6sszeadott rangsorolasi problémak N objektumhalmaza

mellett az M mérkdzésmatrixok is azonosak.

5.3. Kovetkezmény. Ha eqy f : R™ — R"™ pontozdsi eljdrds kielégiti a CS tulaj-
donsdgot, akkor az RC'S-t is teljesiti.

5.4. Kovetkezmény. Ha egy [ : R" — R" pontozdsi eljards kielégiti az RC'S (vagy
a CS) tulajdonsdgot, akkor pozitiv egész k-kra a HOM -ot is teljesiti.

5.9. Lemma. A pontszdam mddszer teljesiti az RC'S tulajdonsdgot.
Bizonyitds. Az 5.7. Lemmabdl és az 5.3. Kovetkezménybol adodik. [
5.5. Allitas. A legkisebb négyzetek médszere teljesiti az RC'S tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy 2q(N, A+ A", M+ M) = q(N,A,M)+q(N, A", M).
Ha az M mérkézésmatrixhoz tartozd G 6sszehasonlitasi multigraf Laplace-matrixa

L, akkor az M 4+ M mérkézésmatrixhoz tartozé 2L, ezért

2La(N, A+ A, M+ M) = Lla(N,A,M)+da(N, A, M)] -
= s(N,A,M)+s(N,A,M)=s(N,A+ A", M + M),

illetve e'q(N, A+ A, M+ M) =e" [(1/2)q(N, A, M) + (1/2)q(N, 4, M)] =0. O

5.10. Lemma. Az dltalanositott sorosszeq madszer rogzitett € mellett nem teljesiti
az RCS tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Az 5.1. Példdban k = 2, igy alkalmazhaté az 5.4. Kovetkezmény. O]

5.6. Allitas. Az dltaldnositott sorésszeq mddszer teljesiti az RCS tulajdonsdgot,

amennyiben € forditottan ardnyos az dsszeadott rangsoroldsi problémdk szdmadval.

Bizonyitds. Legyen x(¢) = x(e)(N,A, M), x(e) = x(e)(N, A, M) és x(e)" =
=x(e)(N,A+ A", M + M). Egyszerti atalakitasokkal adodik:

x(e/2)" = (I+emn)(I +eL)'s(N,A+ A M+ M) =
= (I+emn)(I+cL) ' [s(N,A, M) +s(N, A, M) =x(¢) +x(g).

[]

5.8. Megjegqyzés. Az € = 1/ [m(n — 2)] észszerii felsé hatér forditottan ardnyos az

Osszeadott rangsorolasi problémak szamaval.
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2. Sejtés. Az 5.6. Allitds bizonyitdsa arra utal, hogy az dltaldnositott sorisszeq
modszer nem lehet eredmény konzisztens, ha € nem forditottan arinyos az dsszeadott

rangsoroldsi problémdk szimadval.

Az RCS axiéma vizsgalata — a HOM tulajdonsaghoz hasonléan — ismét megmu-

tatja, hogy az € paramétert célszerli fliggdvé tenni a mérkdzésszamtol.

5.4. Az eredménymatrix és a rangsorok kapcsolata

Ebben a szakaszban tovabb elemezziik a rangsorolasi probléma modositasainak a

sorrendre gyakorolt hatasat.

5.4.1. Eredmények megforditasa

A kovetkezo két axidoma valtozatlan M mérkozésmatrix mellett az A eredmény-

matrixbdl vezet le bizonyos tulajdonsagokat.

5.11. Definicib. Szimmetria (symmetry, SY M) (Gonzélez-Diaz et al., 2014):!3 Egy
f:R" — R"™ pontozasi eljards szimmetrikus, ha f;(N,O, M) = f;(N,O, M) minden
Xi7 Xj € N-re.

A szimmetria nem feltétleniil jelenti azt, hogy minden egyéni R®”) péaros éssze-
hasonlitasi matrixban az Osszes paros Osszehasonlitas kimenetele dontetlen lenne,
elegendo, ha minden objektum ugyanannyi, azonos intenzitasi gyozelemmel és vere-
séggel rendelkezik. Igy az sem szitkséges, hogy az objektumok mérkézéseinek d; széma
egyenlo legyen. Az SY M értelmében egy egymast kioltdé eredményekkel jellemezheto
bajnoksagban nem lehet kiilonbséget tenni az alternativak teljesitménye kozott.

Az axiémat Young (1974), illetve Nitzan és Rubinstein (1981, Axiom 4) tirlés
(cancellation) néven emliti, azonban kizarélag a kormérkézéses rangsorolasi problémék
korében, ahol d; = d; minden X;, X; € N objektumra. Ez indokolja a szimmetria
elnevezés megtartasat, hiszen itt egy sokkal altalanosabb feltételrdl van sz, ami az

R halmazon torténetesen egybeesik a torléssel.

5.11. Lemma. A pontszdm, az dltalanositott sordsszeq, és a legkisebb négyzetek

modszere is teljesiti az SY M tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Lasd Gonzélez-Diaz et al. (2014, 145 o.). Nyilvanvaléan s(N, O, M) =
= 0. Tovabbéd x(g) = (1 +emn)(I +eL)'s =0, migaz Lq =s=0ése'q= 10

egyenletrendszernek q = 0 biztosan megoldésa. O]

13 A jatékelméletbdl ismerds szimmetria ott jellemzéen két hasonlé helyzetii jatékosra, nem
pedig jatékokra vonatkozik. Ennek ellenére megtartottuk Gonzélez-Diaz et al. (2014) elnevezését.
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5.12. Definicié. Megfordithatdsdg (inversion, INV') (Chebotarev és Shamis, 1998a):
Legyen (N, A, M) € R" egy rangsorolasi probléma. Egy f : R" — R" pontozési
eljards megfordithato, ha fi(N,A, M) > fi(N,A,M) & f;(N,—A,M) < f;(N,—
—A, M) minden X;, X; € N-re.

Az INV szerint az Osszehasonlitasok eredményének ellenkezéjére valtoztatasa
megforditja az objektumok rangsorat is.

Megfordithaté pontozasi eljaras alkalmazasa esetén az eredmények ellentétes-
re valtozasa a rangsor ennek megfelel6 modosulasahoz vezet, ami a gyozelmek és
vereségek azonos kezelését jelenti. Gonzalez-Diaz et al. (2014) csak az f;(N, A, M) >
> fi(N,A, M) & fi(N,—A, M) < f;(N,—A, M) feltétel fennallasat koveteli meg,
nekiink azonban ez nem lesz elegendé. Chebotarev (1994, Property 7) éltalanositott
sorOsszegre vonatkoz6 hasonlé kovetelménye transzpondlhatdsdg (transposability)
néven szerepel.

5.9. Megjegyzés. Ha egy f : R"™ — R" pontozasi eljaras kielégiti az INV tulajdon-
sagot, akkor f;(N, A, M) > f;(N,A, M) < fi(N,—A, M) < f;(N,—A, M) minden
X, X; € N-re.

Bizonyitas. Indirekt moédon felteheté f;(N,—A,M) > f;(N,—A, M), amibél az
INV miatt f;(N,A, M) < f;(N,A, M), ez viszont ellentmondas. ]

5.5. Kovetkezmény. Ha egy f : R" — R" pontozaisi eljirds kielégiti az INV
tulajdonsdgot, akkor az SY M -et is teljesiti.

Bizonyitds. Lésd Gonzélez-Diaz et al. (2014, 150. o.). Mivel O = —O, f;(N,O, M) >
2 fj(N,O,M) = fZ(N,O,M) S f](N,O,M), azaz fz(Na O,M) = fJ(N,O,M)
minden X;, X; € N-re. O
5.7. Allitas. Ha egy f : R" — R" pontozdsi eljdrds kielégiti az RCS (vagy a CS)
és az SY M tulajdonsdgokat, akkor az INV -et is teljesiti.

Bizonyitas. Indirekt médon tegytiik fel, hogy valamilyen X;, X; € N-re f;(N, A, M) >
> fi(N,A, M) és f;(N,—A, M) > f;(N,—A, M). Az eredmény konzisztenciabol A +
+(—A) = O miatt f;(N,0,M) > f;(N,O, M), ami ellentmond a szimmetridnak. [

Nitzan és Rubinstein (1981, Lemma 1) kérmérkézéses rangsoroldsi problémakra

bizonyitja, hogy a konzisztenciabdl és a szimmetriabol kovetkezik a megfordithatdsag.
5.12. Lemma. A pontszdm maodszer teljesiti az INV tulajdonsdgot.
Bizonyitds. Az 5.7. és az 5.11. Lemmébdl az 5.7. Allitds alapjan adodik. O]

5.8. Allitas. Ha egy f : R™ — R" pontozdsi eljdrds kielégiti az LRCR és az SY M
tulajdonsdgokat, akkor az INV -et is teljesiti. Ha fenndll a CNT tulajdonsdg, akkor
filN,—A, M) =—f;(N,A, M) minden X; € N és (N, A, M) € R" esetén.
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Bizonyitas. Induljunk ki az osszehasonlitasok eredményétol vald linearis fiiggdségbol.
Legyen A = —A és o = = 1, igy az 5.11. Lemma értelmében s(N,O, M) =
=s(N,A, M)+s(N,A’", M) = 0. Ekkor az LRCR alapjan f(N,O, M) = f(N, A, M)+
+ f(N,—A, M), mig a szimmetria miatt f;(N,O0, M) = f;(N,O, M), vagyis minden
X;,X; € N-re f(N,A, M) > f;(N,A, M) < f;(N,—A,M) < f;(N,—A,M).

Ha f zérusosszegli is, akkor Y x.cny fi(IN,O,M) = 0, tehat a szimmetriabol
filtN;AL M) + fi(N,—A, M) = f;(N,O, M) = 0 minden X; € N-re. O

David (1987, Property 1) ugyanezt a tulajdonsdgot emliti az dltala javasolt

pontozasi eljarassal kapcsolatban.

5.13. Lemma. Az dltaldnositott sordsszeq és a legkisebb négyzetek maodszere is teljesiti
az INV tulajdonsdgot. Sot, az értékelések eldjele éppen az ellenkezdje lesz, mikizben

abszolutértekik vdltozatlan.

Bizonyitds. Az Aaltalanositott sordsszegre ldsd Chebotarev (1994, Property 7).
Az 5.1. Allitdsbol és az 5.11. Lemmébdl az 5.8. Allitas alapjan adédik. Az érté-

kelések forditott el6jeléhez sziikség van az 5.4. Lemmara is. [

Az el6z6ek értelmében Gonzalez-Diaz et al. (2014, Proposition 4.6) az 5.13. Lem-
manal gyengébb allitast bizonyit.

A megfordithatosag elsé ranézésre kivanatos tulajdonsdgnak tinik, azonban tobb
olyan gy6zelem-vereség kombindld pontozasi eljaras létezik, melyekre nem igaz, hogy
az Osszes eredmény ellenkez6jére valtoztatasaval a rangsor teljesen megfordul. Ilyen

példdul a fair bets, a pozicids eré vagy a PageRank modszer.'® A kérdést részletesen
targyalja Csaté (2013d).

5.4.2. Kapcsolat a linearis rendezéssel

A kovetkezokben a pontozési eljarasokat probaljuk meg 6sszekotni egy diszkrét

optimalizalasi problémaként torténé felirassal (Kemeny, 1959; Slater, 1961).

5.13. Definicié. Objektumok linedris rendezésének létezése (existence of a linear
order of the objects): Legyen (N, A, M) € R" egy rangsorolasi probléma. Ebben

létezik az objektumok linedris rendezése, ha

[I/IGHEI}L Z (rij : Xl < X]) = [I/IGIICI% Z (0,5 Qi + 0,5 mgj; - XZ < X]) = 0.
Xi,XjEN Xi,XjEN

14 Bar az értekezésben nem foglalkoztunk vele, a péros 6sszehasonlitds matrixok értékelévektora-
nak meghatdrozasara szolgalé Saaty-féle sajatvektor modszer sem megfordithaté. Ennek oka — a
fair bets eljarashoz hasonléan —, hogy a jobb és baloldali sajatvektorok rangsorai nem feltétleniil
egymaés ellentettjei (Dodd et al., 1995).
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Modelliinkben ez csak akkor torténhet meg, ha az ismert osszehasonlitasok maxi-
malis mértékiiek, azaz a;; € {—m;;;m;;}. A mér tobb példdban hasznélt iranyitott

graf interpretacidban ez azt jelenti, hogy nincsenek iranyitott korok.

5.4. Példa. A 3.1. Példdban az objektumoknak tobb linedris rendezése 1étezik, az
ezekben megkovetelt feltételek X; = X3 = X5 = X7 = Xg és Xy = Xy = Xg.

Ehhez kapcsolddik az alabbi, természetesnek tind tulajdonsag.

5.14. Definicid. Linedris rendezés megdrzése (linear order preservation, LOP):
Legyen (N, A, M) € R"™ egy rangsorolasi probléma, melyben létezik az objektumok
L € L" linearis rendezése. Egy f : R™ — R" pontozasi eljaras megdrzi a linedris
rendezést, ha X; > (LN7A7M)XJ- = fi(N,A, M) > f;(N,A,M).

Az LOP axiéma elvéarja, hogy az objektumok ko6zotti linedris rendezés 1étezése
esetén a pontozasi eljaras egy ilyen sorrendet adjon. A 3.3.2. szakasz alapjan az
irreducibilis R aggregalt paros 0sszehasonlitasi matrixok halmazan egyértelmii meg-
oldést eredményezé pontozasi eljardsok (példaul fair bets, maximum likelihood) ott
bemutatott Zermelo (1929)-féle kiterjesztése megérzi a linearis rendezést.

Ugyanakkor a linearis rendezéssel valo egyezés csak akkor jogos elvaras, ha az
ismeretlen Osszehasonlitasokat, a jovobeli eredményeket elore meghatarozzak a mar

ismert, multbeli paros dsszehasonlitdasok, azok kimenetele nem fiigg a véletlentdl. !

5.9. Allitas. A pontszdm mddszer és az dltaldnositott sorisszeq modszer nem teljesiti
az LOP tulajdonsdgot.

Bizonyitas. Tekintstik a 3.1. Példat. Erre X3 < ?N,A,M)X5 és X3 < ?ﬁﬁ%\/[)Xg,, amint
az a 3.1. abran lathato.

Létezik ennél kisebb méretii ellenpélda is, n = 5 mellett.

5.5. Példa. Tekintsiikk az (N, A, M) € R} stlyozatlan rangsoroldsi problémét
(5.3. abra), ahol:

0 1 000 01000

-1 0 1 11 10111

A= 0 -1 00 0 é¢s M=]10 1000
0 -1 000 01000

0 -1 00 0] 10100 0

A linearis rendezésekben el6irt feltételek X; = X5 és Xo = X;, i = 3,4,5.

A pontszdm moddszer értékelévektora s(N, A, M) = [1, 2, —1, —1, —1]T, mig
x(1/6)(N, A, M) = [13/7, 2, =9/7, =9/7, =9/7]", tehdt X1 < S 4 Xa és X1 <
x(1/6
< WX, 0O
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5.3. abra. Az 5.5. Példa rangsoroldsi probléméja

X4

]

X3 Xy X5

5.1. Tétel. (Ronyai Lajossal kozésen) A legkisebb négyzetek modszere nem teljesiti

az LOP tulajdonsdgot.

Bizonyitas. Ellenpéldat adunk n = 8-ra.

5.6. Példa. Tekintsiik az (N, A, M) € R% N RY, kiegyenstlyozott és stlyozatlan

rangsoroldsi problémat (5.4. dbra), ahol:

0 1 0 0 0 11 1] (00100011 1]
10 1 1 1 000 10111000
10 0 0 111 010007111

Y -1 0 0 0 11 1| . 01000111
10 0 0 111 0100071711

1 0 -1 -1 =100 0 10111000
1 0 -1 -1 =100 0 10111000
-1 0 -1 -1 -1 00 0| (10111000

A linearis rendezésekben megkovetelt feltételek X7 = Xo, Xo = X, i = 3,4,5 és
Xi=X;,1=345,7=6,78.

A legkisebb négyzetek modszerével kapott értékelovektor
-
a(N, A, M) =|11/16 13/16 3/16 3/16 3/16 —11/16 —11/16 —11/16 | ,
amibdl X7 < ?N, A X2, ez pedig ellentmond a linearis rendezés megorzésének. [

5.10. Megjegyzés. Az 5.2. Megjegyzés szerint minden f : R™ — R" semleges pontozasi
eljarasra az 5.5. Példaban f3(N, A, M) = fy(N,A, M) = f5(N,A, M), az 5.6. Pél-
dédban f3(N, A, M) = f4(N,A, M) = f5(N,A, M) és fs(N,A, M) = f:(N,A, M) =
— (N, A, M).

15 Az észrevételért koszonettel tartozunk Pavel Chebotarevnek.



DOI: 10.14267/phd.2015022

5. A pontozasi eljarasok néhany tulajdonsiga 67

5.4. abra. Az 5.6. Példa rangsorolasi probléméja

X1 > XQ

N
Y o

o'

\ A h 4

Xﬁ < X5

Az 5.11. Allitas és az 5.1. Tétel értelmében az dltaldnositott sorosszeg modszer
hatarértékeként adddo pontozasi eljarasok egyike sem teljesiti az LOP tulajdonsagot,

ezért valbszintisithetd a kovetkezo sejtés.

3. Sejtés. Az dltalanositott sordsszeq maodszer egyetlen rogzitett € mellett sem 6rzi

meq a linearis rendezést.

Ezt az 5.5. Példa bizonyitja ¢ = 1/6-ra, az 5.6. Példa pedig ¢ = 3/5-re, és minden

bizonnyal barmely més, az elobbinél kisebb, illetve az utébbinal nagyobb e-ra is.

4. Sejtés. Az 5.6. Példa az objektumok szamdra nézve minimdlis: n < 7 esetén
nem taldlhatunk olyan (N, A, M) € R™ rangsoroldsi problémdt, melyre a legkisebb

négyzetek modszere megsérti a linedris rendezés meqorzését.

« sz

az fi(N,A,M) > f;(N,A, M) feltétel helyett f;(N, A, M) > f;(N,A, M) el6irasa,
ezt a név modszer mar nem teljesitené. Ekkor az 5.5. és az 5.6. Példa modositasaval
a pontszam moddszerre n = 4, a legkisebb négyzetekre n = 7 mellett is 1étezne

ellenpélda.

A linedris rendezés megérzésének korlatozott értelmezési tartomanyokon (példaul
Rp vagy Ry) torténé vizsgalata tovabbi kutatdsokat igényel.
5.5. Az Osszehasonlitasok megvaltozasanak hatasa

Arrow hires lehetetlenségi tétele (Arrow, 1951) éta a tarsadalmi valasztdsok

elméletének egyik kozponti kérdése az irrelevans alternativak vizsgalata. Model-
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liink érzékeny az objektumok halmazanak moédositasara, a paros 0sszehasonlitasok

tekintetében azonban megfogalmazhaté néhany ilyen jellegii kévetelmény.

5.5.1. Fiiggetlenség az irrelevans osszehasonlitasoktoél

El6szor egy, az irodalomban kordabban bevezetett axiomat ismertetiink.

5.15. Definicié. Figgetlenség az irrelevins mérkdzésektdl (independence of irrelevant
matches, I1M) (Gonzalez-Diaz et al., 2014): Legyen (N, A, M) € R™ egy rangsorolasi
probléma, X;, X;, X, X, € N négy kiilonboz6 objektum, és f : R" — R" egy
pontozési eljards, amire f;(N, A, M) > f;(N, A, M). Legyen (N, A", M') € R" egy
olyan rangsorolasi probléma, ami azonos (N, A, M)-mel, de a}, # age és my, € N
tetszéleges. f fiiggetlen az irrelevins mérkdzésektdl, ha f;(N, A", M') > f;(N, A’, M").

Az IIM teljesiilése esetén minden olyan 6sszehasonlitas szama és kimenetele
irrelevans, amely nem érinti a két vizsgalt objektum egyikét sem.

Ezt a tulajdonsdgot Rubinstein (1980, Axiom III), illetve Nitzan és Rubinstein
(1981, Axiom 5) figgetlenség (independence) néven emliti kormérkdzéses rangsorolési
problémak esetén, amikor az M mérkozésmatrix értelemszertien nem valtozhat.
Altman és Tennenholtz (2008, Definition 8.4) egy némileg szigortibb axiéméat definiél
Arrow-féle irrelevans alternativdktol valo figgetlenségként (Arrow’s independence of
irrelevant alternatives, AITA), az [IM azonban igy is til erésnek fog bizonyulni,

ezért ezzel az irdnnyal nem foglalkozunk.!®

5.12. Megjegyzés. Az irrelevans mérkozésektol valo fiiggetlenség n > 4 esetén értel-

mezheto.

Az irrelevans mérkozésektdl vald fiiggetlenség alkalmazasaval tetszéleges olyan
(N, A, M') € R" rangsoroldsi problémdhoz eljuthatunk, ahol aj, = agp, és mg,;, = mg,
ha {X,, X5} N{X;, X;} # 0, de az 6sszes t6bbi Osszehasonlitds szdma és eredménye
eltérd lehet.

Mivel az I1M tulajdonsidg nem zarja ki az 0sszehasonlitdsi multigraf osszeftig-
gbségének megsziinését, a legkisebb négyzetek modszerére torténd értelmezéséhez
sziikséges az 1. Feltevés.

Az alabbi axiéma gyengébb az irrelevans mérkozésektol valé fiiggetlenségnél.

5.16. Definicid. Figgetlenség az irrelevins eredményektdl (independence of irrele-
vant results, //R): Legyen (N, A, M) € R" egy rangsorolasi probléma, X;, X;, X},
X, € N négy kiilonbozé objektum, és f : R™ — R" egy pontozasi eljards, amire
fi(N, A, M) > f;(N,A,M). Legyen (N, A, M) € R™ egy olyan rangsorolasi problé-
ma, ami azonos (N, A, M)-mel, de a}, # age. [ fiiggetlen az irrelevins eredményektdl,

ha fZ(N, A/,M) Z f](N7 A,,M).

16 Altman és Tennenholtz (2008) megengedi, hogy az X;-t és X -t érint6 sszehasonlitdsok
kimenetele is médosuljon, amennyiben a;, — aj;, = a;n, — aj;, minden X, € N \ {X;, X }-re.
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Az IR teljesiilésekor minden olyan 6sszehasonlitas kimenetele irrelevans, amely
nem érinti a két vizsgalt objektum egyikét sem (17 M-mel szemben itt nem véltozhat

az Osszehasonlitdsok szama).
5.13. Megjegyzés. Az Il R tulajdonsag n > 4 esetén értelmezheto.

Az irrelevans eredményektdl valo fliggetlenség sorozatos alkalmazasaval tetszoleges
olyan (N, A’, M) € R" rangsorolasi problémahoz eljuthatunk, ahol ay;, = agn, ha
{X,, Xn} N {X;, X;} #0, de az sszes t6bbi dsszehasonlitds eredménye eltérd lehet.

IIR a legkisebb négyzetek mddszerére is gond nélkiil értelmezhetd, mert a meg-

engedett valtozasok nem befolyasoljak a G Osszehasonlitasi multigrafot.

5.6. Kovetkezmény. Ha eqy f : R" — R" pontozdsi eljards kielégiti az I1M
tulajdonsdgot, akkor az I1R-t is teljesiti.

5.10. Allitas. A pontszdm mddszer teljesiti az ITM tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Lasd Gonzalez-Diaz et al. (2014, 157. o0.). Az s = Ae definici6 alapjan s;

és s; fuggetlen age-tol és my-tol is. O
5.14. Lemma. A pontszam mddszer teljesiti az I1R tulajdonsdgot.
Bizonyitds. Az 5.10. Allitasbdl és az 5.6. Kovetkezménybél adédik. [

5.11. Allitas. Az dltaldnositott sordsszeq és a legkisebb négyzetek mddszere nem

teljesiti az I R tulajdonsagot.

Bizonyitds. A minimalis, n = 4 esetben egy példan keresztiil bizonyitjuk az axiéma
megsértését (ennél kisebb méretre az irrelevans eredményektél valo fiiggetlenség nem

értelmezhetd).

5.5. abra. Az 5.7. Példa rangsorolasi problémai
(a) Az (N, A, M) rangsorolasi probléma (b) Az (N, A’ M) rangsorolasi probléma
X1 Xl

N N
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5.7. Példa. Legyen az (N, A, M), (N, A’, M) € RE N R kiegyenstilyozott és stilyo-

zatlan rangsoroldsi problémékra (5.5. dbra):

000 O 0 0 0 0101

000 O 0 0 0 1 010
A= ., A= és M =

0 0 0 -1 00 0 1 01 01

001 O 00 -1 0 1 010

Jelolje sorrendben s, x(¢) és q; illetve §', x'(g) és q' az egyes rangsorolasi problé-
makhoz tartozo, a pontszam, az altalanositott sordsszeg, és a legkisebb négyzetek
moédszerével kapott értékelévektorokat. Tehat n =4, m =m’ =1,s =0, 0, —1, 1]T

éss' =[0,0,1, —1]", valamint

142 —¢ 0 —€
Itel —& 142 —¢ 0
€
— 14+2 —¢
— O —& 1"—25
Ekkor
€ € .
xl(g) = LU;(&‘) = (]_ + €mn) (1 n 26)(1 + 45) - 1+ 2¢ s
—c —&

2y(e) = x2(e) = (1 + emn)

(1+25)(1+4e) 1+2¢

Vagyis X; > ?I(VE ?A Xz és X1 < E&f 24, a X2, ezért az dltaldnositott sorosszeg egyetlen

£ paraméterre sem fiiggetlen az irrelevans eredményektol.

A példat a legkisebb négyzetek médszerével kiszamolva, a 3.3. Allitas értelmében

lim, o z1(€) ;o lime,oza(e) 11 1,
mn mn 2 4 8
;o lime oo 21 (e) lim. o0 2(€) 11 1
ql = -— = q2 = — = —— ¢ — = ——,
mn mn 2 4 8
Tehat X = ?N, aanXe 6s X < ((lN, aran X2, 1gy a legkisebb négyzetek médszere sem
teljesiti az I1 R tulajdonsagot. [

5.15. Lemma. Az dltaldnositott sordsszeq és a legkisebb négyzetek maodszere nem

teljesiti az IIM tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Lésd Gonzélez-Diaz et al. (2014, Example 6.1). Az 5.11. Allitasbél és
az 5.6. Kovetkezménybdl adodik. O]

5.2. Tétel. Ha egy f : R" — R™ pontozisi eljaras kielégiti a NEU, az SY M és a
C'S tulajdonsdgokat, akkor az ITM-et is teljesiti.
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Bizonyitds. A kormérkézéses esetben lasd Nitzan és Rubinstein (1981, Lemma 3).17
Indirekt médon tegytik fel, hogy van olyan (N, A, M) € R" rangsorolasi probléma,
ahol X;, X;, X¢, Xy € N négy kiilénbozé objektum, f;(N, A, M) > f;(N,A, M),
valamint (N, A", M') € R™ egy olyan rangsorolasi probléma, ami azonos (N, A, M)-
mel, de ay, # aw és fi(N, A, M) < f;(N, A", M"). Az 5.7. Allités szerint az f
szimmetrikus és konzisztens pontozasi eljaras megfordithaté, igy fi(N,—A, M) <
< fi(N,—A, M).

Legyen o : {X1,Xo,..., X} — {X1,Xs,...,X,} az a permutécié, melyre
o(X;) = X, és o(X;) = X, illetve o(X},) = Xy minden X € N\ {X;, X} ese-
tén. A semlegesség miatt f; [o(N, A, M)] < f;[o(N, A, M)], a megfordithatésédgot
és az 5.9. Megjegyzést hozzavéve f; [o(N,—A', M")] < f;[o(N,—A’, M')]. Eszerint
0(A)—o(A") — A+ A" = O kévetkeztében f konzisztens volta miatt f;(N, O, M") <
< fj(N,0,M"), ahol M" = 2M + 2M’. Viszont a szimmetridbol f;(N,O, M") =
= f;(N,0, M"), ami ellentmondas. ]

5.12. Allitas. Ha egy f : R" — R™ pontozdsi eljdrds kielégiti a NEU, az SY M és
a CS tulajdonsagokat, akkor az Il R-t is teljesiti.

Bizonyitds. Kovethetd az 5.2. Tétel bizonyitésa. Az 5.7. Allités szerint egy f szim-
metrikus és eredmény konzisztens pontozasi eljaras is megfordithat6. Ugyanakkor
fi(N,O,M") < f;(N,O, M") fennallasa csak akkor biztositott az eredmény konzisz-
tenciabdl, ha M = M. a

Gonzélez-Diaz et al. (2014, 165. 0.) a pontszam mddszer hibajaként réja fel,
hogy hidnyos és tobbszoros 6sszehasonlitasok jelenlétében is fiiggetlen az irrelevans
mérkézésektdl, tehat az dltalanos esetben az ITM egy nemkivanatos tulajdonsag.!®
Ekkor az 5.2. Tétel értelmében, mivel a semlegesség és a szimmetria aligha vitathato,
a konzisztencia fennallasa konnyen tamadhat6. Ez ramutat az 5.3.2. szakasz, az

additivitas gyengitésének jelentoségére.

5.5.2. Fiiggetlenség a dontetlenektol

Az alfejezetben egyfajta dinamikus néz6pontbdl a dontetlenek (a;; = 0) kovetkez-

ményeit ismertetjik. Ehhez ismét némi el6készités sziikséges.

5.17. Definicié. Dontetlenek elfogadhaté transzformdcidja (admissible transforma-
tion of draws): Legyen (N, A, M) € R™ egy rangsorolasi probléma, X;, X; € N két
objektum. Az X; és X; kozotti dontetlenek elfogadhaté transzformdcidja egy olyan
1T A hivatkozott cikkbdl nem sikeriilt teljes mértékben rekonstrudlnunk a bizonyitast, valészintileg
elirds tortént. Az altalanos esetben ITM és IR mér nem ekvivalens, utébbi gyengébb feltétel.

18 So when players have different opponents (or face opponents with different intensities), II1M
is a property one would rather not have (Gonzalez-Diaz et al., 2014, 165. o.).
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(N, A, M") € R" rangsoroldsi problémét eredményez, amire m;; > [a;| és mj, = mp
minden (X, X¢) # (X;, X;)-re.

m;; értékét az R™ értelmezési tartomdnyon beliil maradas érdekében sziikséges

alulrél korldtozni. a;; € {—my;;m;;} esetén csak m;j > m,; lehetséges.

5.8. Példa. Az 5.1. Példédban ajs = 1, ezért (N, A, M') € R"™ a doéntetlenek elfogad-

« /ey

5.18. Definicié. Figgetlenség a dontetlenektdl (independence of draws, ID): Legyen
(N,A,M),(N,A, M) € R" két rangsorolasi probléma, ahol (N, A, M') az X; és X;
[ pontozasi eljaras fiiggetlen a dintetlenektdl, ha f;(N,A, M) > f;(N,A,M) &
fz(N7 A, M’) > fj(N, A, M/>

Az ID tulajdonsag értelmében két objektum egymas kozotti dontetlen mérkézése-
inek szama tetszélegesen novelhet (illetve, ha kezdetben volt ilyen eredmény, akkor

bizonyos mértékben csokkenthetd), anélkiil, hogy megvaltozna relativ értékeléstik.
5.14. Megjegyzés. Ha egy f : R™ — R" pontozasi eljaras kielégiti az I D tulajdonsagot,
akkor fi(N,A, M) = f;(N,A,M) < fi(N,A,M') = f;(N,A, M’) minden X;, X, €
€ N-re.

5.7. Kovetkezmény. Ha eqy f : R" — R" pontozdsi eljards kielégiti az I1M
tulajdonsdgot, akkor az I D-t is teljesiti.

5.16. Lemma. A pontszam mddszer teljesiti az I D tulajdonsdgot.
Bizonyitds. Az 5.10. Allitasbdl és az 5.7. Kovetkezménybdl adédik. O

5.13. Allitas. Az dltaldnositott sorésszeq, és a legkisebb négyzetek mddszere is teljesiti

az ID tulajdonsdgot.

Bizonyitds. Jelolje x; = x;(e)(N, A, M), zi = x;(e)(N, A, M), és s; = s;(N, A, M) =
= si(N, A, M’) minden X; € N-re. Indirekt médon tegyiik fel, hogy z; > z; és
r; < @), azaz ¥ — x; > x; — x;. Legyen x) — 1 = maxy,en(7y — ). Ekkor két
eset lehetséges, Xj, = X; vagy X # X;. Kezdjik az utébbival. A két rangsorolési

probléméban az X € N objektumra vonatkozé egyenletek kiilonbségébol:

0= (1+emn) (s}, — s) = (), — 7) +5XZN e (v} — 1) — (7 — 20)] > (2} — 1)

A CNT axiéma (5.4. Lemma) miatt Y- x,cn 2 = Y x,en @y = 0, azaz x), — x5 > 0,

mert x; — x; > x; — x; alapjan x’ # x. Ez ellentmondasra vezet.
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Tehdt ) — z; = maxx,en (7} — ). A két rangsorolasi problémaban az X; € N

objektumra vonatkozo6 egyenletek kiilonbségébdl:

0 = (1+emn) (s; - sj) =

Xe#AX;

= (2} —xj) +5{ > my [(ZL‘; —zj) — (xy — ZCK)} + my;(x — o) — myj(x; — a:z)} :

Itt 2’ —x; > 0, mert oy — x; > @] — x; alapjan X’ # x, és az dltaldnositott sordsszeg
zérusosszegli. Ugyanakkor () — z;) — (7 — z4) > 0, valamint az indirekt feltevés
értelmében (2 — 27) > 0 és (r; — x;) < 0, ami lehetetlen.

A legkisebb négyzetek modszerére ugyanez a gondolatmenet alkalmazhaté. Az

egyetlen valtozas, hogy X # X, esetén

0=(L+emn)(sp—si) =¢ > muel(gr — ) — (6 — a)] = ¢ — @ > 0
X,EN
még nem feltétleniil mond ellent az indirekt feltevésnek, viszont csak akkor lehetséges,
ha ¢ — qx = ¢, — ¢ minden olyan X, € N-re, ahol my, > 0. Ekkor azonban barmely,
az Xp-val 6sszehasonlitott objektum atveheti X, szerepét, igy az Osszefliggéség miatt
elébb-utébb eljutunk egy olyan X; € N-hez, amire ¢j, — ¢, = maxx,en(q, — q) >

> qi — q; és mp; > 0, ami mér lehetetlen. H

Ennél valamivel tobbet is tudunk mondani az X; és X; kozotti dontetlenek szama

valtozasanak kovetkezményeirdl.

5.14. Allitas. Az eredeti (N, A, M) € R" és a mddositott (N, A, M') € R™ rangso-
roldasi problémak fiigguényében a pontszam, az dltalanositott sordsszeg, és a legkisebb

négyzetek modszerére egyarant teljesiilnek az alabbiak :

o filN,A,M)=f;(N,A M) = fu(N,A M) = fi(N,A, M) minden X, €
€ N-re;

° [fZ(N,A, M) > fj(N,A, M), my; < mgj} = f2<N7 A7 M/) > fj(N,A, M’),
valamint fl(NaAaM,) - fz(N7A7M) < fk(NaAaM/) - fk’(N>A7M) <
S f](NvAa M/) - f](N,A, M) minden Xk c N-re.

Bizonyitds. A 3.1. Megjegyzés szerint a pontszam ¢és az altalanositott sorosszeg
modszerek egyiitt kezelhetSk. Jelolje x; = z;(e)(N, A, M) és z, = x;(e)(N, A, M)
minden X; € N-re. Ha az 5.13. Allitds bizonyitasat az indirekt feltevés nélkiil
tekintjiik, akkor ), —x), = maxx,en (@) —2¢) és Xi, € N\{X;, X;} csak gy lehetséges,
hogy z}, — x; = 0. Ebbél a CNT tulajdonsag felhasznaldsaval z; = x; és x; = 2.
Analég médon belathat6, hogy z), — z, = minx,en(z) — x) és Xy € N\ {X;, X;}
esetén zj, — xp = 0, azaz x; = x; és ) = 2. Eszerint 2} — x; = maxx,en(7) — 7¢)

/ _ : /
vagy &, — x; = miny,en () — x¢).
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Legyen z; < x; és m;; > m;;. A két rangsorolasi problémdban az X; € N

objektumra vonatkozo6 egyenletek kiillonbségébdl:
0 = (I+emn)(s;—s;) =

= (2 —m) +e { > mig (@ — @) — () — @0)] + mij(af — x) — maj(@; — xj)} :
Xo#X;
Legyen x; — x; = minx,en(zy — x¢) < 0. Ekkor mj;(z] — 2%) < my;(2; — x;) <0, ami
csak akkor nem vezet ellentmonddsra, ha z/; — z; = miny,en (2} — ¢) = 0. Ebbél a
zérusosszegiiség alapjan =, — x, = 0 minden X, € N-re.
Hasonlban, a két rangsorolasi problémaban az X; € N objektumra vonatkozo
egyenletek kiilonbségébol:

0 = (1+emn) (53-—5]):

= (2 —zj)+e { > mye [(x; —zj) — (xy — Hfg)} + my(a) — x3) — mgj (2 — xz)} .
Xo#X;
Legyen z; — v; = maxy,en () — 1¢) > 0. Ekkor mj;(x; — %) > my;(v; — ;) > 0, ami
csak akkor nem vezet ellentmondésra, ha z} — z; = maxx,en(2) — z¢) = 0. Ebbdl a
zérusosszegliség alapjan z, — z, = 0 minden X, € N-re.
A rangsorolasi probléma Osszefiiggdségének feltételezése mellett ugyanez érvényes

a legkisebb négyzetek médszerére, az 5.13. Allités bizonyitésaval analég médon. [

Az 5.14. Allit4s szerint az X ;-vel szemben elért dontetlenek szdmanak novekedése
akkor kedvez6 az X; objektum szamara, ha eredetileg gyengébb, csokkenése pedig

akkor, ha eredetileg er6sebb volt. Ez egy természetes kovetelmény.

5.15. Megjegyzés. Chebotarev (1994, Property 14) dinamikus monotonitds tulaj-

donsaganak (2) feltétele részben megfelel az I D axiéménak: észszerii € paraméter
(»)

ij
X; objektumok kozotti déntetlenek szamanak novekedése esetén f;(N, A, M) =
= f;(NJA M) = f;(N,A,M'") = f;(N,A, M), s6t, teljesiil Chebotarev (1994,
Property 11) monotonitds axiéméajanak elsé négy koévetelménye, vagyis az x; =
= zi(e)(N,A, M) és o} = x;(¢)(N, A, M') minden X; € N-re jeloléssel x; > z;
mellett

mellett egy hidnyzé r;.’ paros Osszehasonlitdas dontetlenné valtoztatasa, az X; és

/ 4 / .
Lo, —x;>0es x; —x; <0

2. o —w; = max{ry —xp 1 Xy € N} és 2] — x; = min{z), — 2 1 Xj € N}, a

bizonyitas alapjan mindketto az egyetlen maximum és minimum;

3. Ha létezik Xj;-bol X-be vezetd at, és minden Xj-bdl X;-be vezetd ut dtmegy
X,-n, akkor Az > 0. Ha létezik Xj-bol X;-be vezetd ut, és minden Xj-bdl
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X-be vezet6 ut atmegy X;-n, akkor Az < 0.

4. Ha Az, > 0, akkor létezik olyan X;-bol Xj-be vezetd ut, mely minden
objektumanak értékelése szigorian novekszik.
Ha Az, < 0, akkor létezik olyan Xj-bél X;-be vezeté tut, mely minden

objektumanak értékelése szigortiian csokken.
X; ¢és X; azonos kezdeti értékelésekor egyetlen X}, € N objektum értékelése sem
moédosul.

Az ID tulajdonség értelmében az X; és X; kozotti dontetlenek szamanak valtozasa
a relativ értékelésiiket nem befolyasolja. Az viszont altalaban nem igaz, hogy ez a
tobbi objektum koziil kivalasztott tetszéleges par rangsorban elfoglalt helyét sem

befolyasolnd, amint azt a kovetkezé allitas mutatja.

5.15. Allitas. A legkisebb négyzetek modszerére a dontetlenek elfogadhatd transzfor-

macioja befolydsolhatja a rangsort.

Bizonyitds. Olyan (N, A, M), (N, A, M") € R"™ rangsorolasi problémékat kerestink,
hogy qi(N,A, M) > q(N, A, M) és qu(N,A,M') < q(N,A,M') az X}, Xy € N

objektumokra. Egy minimdlis méreti (n = 4) példan keresztil igazoljuk az allitast.
5.6. dbra. Az 5.9. Példa rangsorolasi problémai
(a) Az (N, A, M) rangsorolasi probléma (b) Az (N, A, M") rangsorolasi probléma
X Xy

X4 < X2 X4 < X2

AN AN

X3 X3

5.9. Példa. Legyen az (N, A, M), (N, A, M') € R* rangsorolasi problémékra (5.6. ab-

ra):
0O 0 0 2 000 2 0 40 2
0 0 0 1 0 0 21 4 0 21
A= és M = ., M =
0O 0 0 -1 0 2 01 0 2 01
-2 -1 1 0 21 10 2110

Az (N, A, M") € R* rangsorolasi probléma az X és X, kozotti dontetlenek elfogad-
hat6 transzformécidjaval kaphato (N, A, M)-bol.
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A legkisebb négyzetek modszerével kapott értékelovektorok
q=[3/4, —1/20, —9/20, —1/4]" és

q = [41/108, 25/108, —31/108, —35/108]T,
azaz X3 < ?NyAVM)XLL, de X3~ ?N,A,M)X4' O

5. Sejtés. Az dltaldnositott sordsszeq modszerre a dontetlenek elfogadhaté transzfor-

mdcidja minden € paraméter mellett befolydsolhatja a rangsort.

Ezt az 5.9. Példa bizonyitja ¢ = 3/5-re, és valdsziniileg barmely més, ennél
nagyobb e-ra is.

A pontszadm moédszerre természetesen nem mondhaté ki az 5.15. Allitashoz és
az 5. Sejtéshez hasonlé eredmény, mert a dontetlenek elfogadhaté transzformacioja

nem hat az A eredménymatrixra.

5.6. Osszegzés

Ebben a fejezetben Gonzédlez-Diaz et al. (2014) elemzéséhez hasonléan axiomati-
kus szempontbol vizsgaltuk a pontozasi eljardsokat az egymassal rokon pontszam,
altalanositott sorosszeg és legkisebb négyzetek méodszerén keresztiil. A tulajdonsagok
jelentGs része ismert a korabbi irodalombdl — minden esetben ki is tértiink az ismert
megjelenési helyekre —, de tudomésunk szerint tobb itt szerepel eloszor. Az 5.1. alfe-
jezet a rangsor valtozatlansdganak legegyszertibb eseteit targyalta: az 5.1.1. szakasz
a fliggetlenséget a szavazdk és az objektumok nevétél (ANO és NEU), az 5.1.2. rész
pedig, egy technikai tulajdonsdgon (C'NT') kiviil, az 6sszehasonlitdsok eredményével
vald linearis kapcsolatot (LRCR).

Az 5.2. alfejezet témaja a rangsorolasi problémak multiplikativ transzformécioja
volt, els6ként az eredmény- és a mérkézésmatrix (HOM), majd csak az el6bbi
vonatkozasiban (ST). Ezt értelemszertien az additivitds vizsgalata egészitette ki
az 5.3. részben. Egy példan keresztiil megmutattuk, hogy mind az altalanositott
sorosszeg, mind a legkisebb négyzetek mdédszere megsérti a lehetd legaltalanosabb
axiomat (CS) (5.3.1. szakasz). Ennek gyengitésére két lehetOséget vazoltunk, az
egyenl6ség Orzés (F P) tekintetében pozitiv eredményt kaptunk, mig az eredmény
konzisztenciat (RC'S) az altalanositott sorosszeg sejtésiink szerint egyetlen rogzitett
e-ra sem teljesiti (5.3.2. szakasz).

Mivel az 5.2. Tétel szerint az 0sszeadhatdsag és az irrelevans mérkozésektol vald
fliggetlenség lényegében ugyanazt jelenti, hianyos és tobbszoros osszehasonlitasok
mellett pedig az utébbi nem elvarhat6 (Gonzalez-Diaz et al., 2014, 165. o.), az dltala-

nos esetben az eredmény konzisztencia tiinik a legerésebb additivitasi tulajdonsagnak,
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vagyis a rangsor valtozatlansaga kizardlag azonos mérkézésmatrixszal rendelkezo
részproblémékra 6sszeadasakor garantalt. Az 5.12. Allitas szerint azonban még ekkor
sem allhat fenn az irrelevans eredményektol valo fliggetlenség. A legkisebb négyzetek
modszere mindig teljesiti az RC'S axidomat, az altalanositott sorosszeg viszont csak
bizonyos esetekben (5.6. Allitas).

Az 5.4. alfejezetben az eredménymatrix és az objektumok pontozasi eljarassal
kapott sorrendjének kapcsolatat elemeztiik. Két jol ismert tulajdonsiag a szimmetria
(SY M) és a megfordithatésdg (INV), bar elébbit els6sorban a kérmérkézéses esetben
hasznaltak. Az 5.4.1. részben 6sszefliggésiik csaknem minden részletét attekintettiik.
Az 5.4.2. szakaszban, innovativ médon, a két rangsorolasi megkozelités, az optimalis
linedris rendezés és a pontozasi eljarasok egyesitésére tettiink kisérletet az LOP
axioma segitségével. Vizsgalatunk negativ kovetkeztetéssel zarult, az osszekottetés
nem tlinik lehetségesnek.

Végiil az 5.5. alfejezetben az irrelevans 0sszehasonlitdsok problémajaval foglal-
koztunk. Miutan ezek adnak informaciét a tébbi objektum teljesitményérdl, csak
a pontszam moédszer fiiggetlen télik (5.5.1. szakasz). Ez tulajdonsig gyengithet
(IIR), ha az 6sszehasonlitasok szama nem moédosulhat. Az 5.5.2. rész a dontetlenek
hatdsat vizsgalja. Bar egy ilyen eredménnyel végz6do Osszehasonlitds nem feltétlentil
irrelevans a tobbi objektum szempontjabdl (5.15. Allitds), a két érintett relativ
értékelését nem modositja.

Jelent6sebb sajat eredményeinket az alabbiakban foglalhatjuk 6ssze:

1. Az altalanositott sordsszeg valtozo, a mérkozésszamtol megfelel6 mértékben
fiiggd € paraméterrel torténd alkalmazasanak belatdsa a homogenitéas és az
eredmény konzisztencia segitségével (5.2. Allités, 5.3. Allitas; 5.10. Lemma,
5.6. Allitas).'?

2. A skéla invariancia bevezetése (5.7. Definicid). Ennek megkévetelésével egy
irreducibilis aggregdlt paros 6sszehasonlitdsi matrix reducibilissé tehetd, igy
bizonyos pontozasi eljarasok esetén bovitheté az egyértelmii megoldasra ve-
zetO rangsorolasi problémak halmaza. Gyakorlati jelentosége, hogy diszkrét

eredmények mellett lehetévé teszi a paraméterek szaménak csokkentését.

3. A konzisztencia megsértésének belatasa az altalanositott sordsszeg mddszerre
(5.4. Allitas).?

4. Az eredmény konzisztencia definiciéja (5.10. Definici6) és vizsgalata (5.5. Alli-
tas; 5.10. Lemma, 5.6. Allit4s).

19 Gonzalez-Diaz et al. (2014, 145. 0.) ugyan targyalja a homogenitdst, de az & = 1/ [m(n — 2)]
észszeril fels6 hatar hasznalata miatt nem tesz emlitést teljesiilésének nem trivialis kérdésérél.

20 Gonzédlez-Diaz et al. (2014, Example 4.2) egy ennél gyengébb axiéma megsértését is megmutatta
€ =1/[m(n — 2)] mellett.
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5. A szimmetria és a megfordithatésag viszonyanak részletes elemzése (5.7. és
5.8. Allitas).

6. A linedris rendezés megdrzése axiéma bevezetése (5.14. Definicié), mely kap-
csolatot teremt a pontozasi eljarasok és a rangsorolasi probléma linearis rende-
zéssel kozelitése kozott. Annak belatasa, hogy a vizsgalt modszerek mindegyike

megsérti ezt (5.9. Allités, illetve 5.1. Tétel, Rényai Lajossal kozosen).

7. A fuggetlenség az irrelevans eredményektél tulajdonsag definicidja (5.16. Defi-
nici6). Az irrelevans mérkézésektél (eredményektol) valé fiiggetlenség sszekap-
csoldsa a(z eredmény) konzisztenciaval az altaldnos esetben, az R halmazon
(5.2. Tétel, 5.12. Allités). Eszerint Gonzélez-Diaz et al. (2014, 165. 0.) érvelése
alapjan a semlegesség és a szimmetria elfogaddsaval le kell mondanunk az

additivitasroél.

8. A fiiggetlenség a dontetlenektdl axiéma bevezetése (5.18. Definicid) és vizs-
galata (5.13. és 5.14. Allitds), Chebotarev (1994, Property 14) dinamikus
monotonitas tulajdonsaganak kiterjesztése a paros 0sszehasonlitasok szaméanak

csOkkentésével.

A f6bb eredmények publikalasa folyamatban van (Csatd, 2014b).
A kiilonboz6 axiémak eredetét és a velitk kapcesolatos eredményeket az F.V. Fiig-
gelék F.6., Osszefliggéseiket pedig az F.7. tablazata tartalmazza. Néhany tovabbi

kovetkeztetés a disszertacié zaro fejezetében olvashato.
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Kapcsolat a pontszam moddszerrel

Chess players with poor opening moves seldom win tournaments.
Bruce W. Menning

Az eddigi targyalasban a normativ megkozelitést kovettiik, bar bizonyos utala-
sokat mar tettiink az egyes tulajdonsagok Osszeegyeztethetoségével kapcsolatban.
Az axidmak megfogalmazasanak egyik legfontosabb célja kétségteleniil a pontozasi
eljarasok karakterizalasa, amire a 2.4. alfejezetben ugyan kitértiink, de a részletesebb
elemzést meggétolta a tulajdonsigok ismeretének hidnya. Igy ezek bemutatésa utén
érdemesnek tartjuk egy ilyen eredmény ismertetését. Néhany tovabbi karakterizécio-
hoz — a 2.4. alfejezetben megadott cikkeken kiviil — 1dsd Csaté (2013d).

6.1. Karakterizacio a kormérkozéses esetben

Az Rpr halmazon érvényes axiomatizacié kimondéasahoz két tjabb tulajdonsag

bevezetése sziikséges.

6.1.1. A sziikséges tulajdonsagok

Az alabbi axiéma a rangsor eredmények fiiggvényében vett monotonitasaval

kapcsolatos.

6.1. Definicié. Erds monotonitds (strong monotonicity, SM) (Bouyssou, 1992):
Legyen (N, A, M) € R" egy rangsorolasi probléma és f : R™ — R™ egy pontozési
eljaras, amire f;(N, A, M) > f;(N, A, M). Legyen (N, A’, M) € R" egy olyan rangso-
roldsi probléma, ami azonos (N, A, M )-mel, de létezik X € N\ {X;}, hogy a}. > ai
(kovetkezésképp a;, = —al, < —a; = ay;). [ erésen monoton, ha f;(N, A, M) >
> fj(N, A, M).

79
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Vagyis, amennyiben X; nem volt hatrébb X;-nél, és valamely objektummal
szembeni Osszehasonlitdsanak eredménye azok véltozatlan szama (af, > a;, csak tgy
lehetséges, hogy m;, = m}, > 0) mellett javult, akkor az \j rangsorban mar szigorian
megel6zi X;-t. A feltétel specidlis esete, amikor Xj = X.

Ezt az egyik legkézenfekvébb monotonitasi tulajdonsagot Gonzalez-Diaz et al.
(2014) és Csato (2012b) gydzelemre adott pozitiv reakcio (positive responsiveness to
the beating relation, PRB) néven emliti.

Rubinstein (1980, Axiom II) gy6zelemre adott pozitiv reakcio, illetve Nitzan és
Rubinstein (1981, Axiom 2) monotonitds (monotonicity) tulajdonsigai nem kévetelik
meg a feltétel teljesiilését a fenti specialis esetben, X} csak egy harmadik alternativa

lehet, ami némileg gyengébb kiévetelmény az erés monotonitasnal.

6.2. Definicid. Kozel erds monotonitds (close strong monotonicity, C'SM) (Rubins-
tein, 1980): Legyen (N, A, M) € R™ egy rangsorolasi probléma és f: R" — R" egy
pontozési eljards, amire f;(N, A, M) > f;(N, A, M). Legyen (N, A, M) € R" egy
olyan rangsoroldsi probléma, ami azonos (N, A, M )-mel, de létezik X, € N\ {X;, X,},
hogy al;, > a;, (kovetkezésképp aj,;, = —al, < —a;, = ay;). f kézel erésen monoton,
ha f;(N, A", M) > f;(N, A", M).

6.1. Kovetkezmény. Ha eqy f : R"™ — R™ pontozdsi eljards kielégiti az SM
tulajdonsdgot, akkor a C'SM-et is teljesiti.

6.1. Lemma. A pontszam és az dltaldnositott sorésszeq modszer teljesiti az SM

tulajdonsdgot.

Bizonyitds. A pontszam modszerre a definiciobdl adodik: Y x,en aie > X x,en @i

esetén aj, > a;, kovetkeztében 3oy, en @iy > Yox,en @it = Xx,en Gje > Xx,en Q-
Jelolje Axy(e) = x(e) (N, A", M") — x4(e)(N, A, M). Az altalanositott sorosszeg

modszernél Chebotarev (1994, Property 11) alapjan Az;(e) > 0, Axi(e) < 0, és

Az;(e) = max{Az(e) : X, € N}, ami a bizonyitds szerint az egyetlen maximum. [

6.2. Lemma. A pontszdm és az dltaldnositott sordsszeq modszer teljesiti a C'SM

tulajdonsdgot.
Bizonyitds. A 6.1. Lemmabdl és a 6.1. Kovetkezménybol adédik. O]

Az Osszehasonlitdsi multigraf osszefiiggdsége csak az M mérkézésmatrixtél fiigg,
igy az SM és a C'SM tulajdonsagok automatikusan értelmezheték a legkisebb

négyzetek modszerére.
6.1. Allitas. A legkisebb négyzetek médszere nem teljesiti a CSM tulajdonsdgot.

Bizonyitas. Ellenpéldat adunk n = 3-ra.
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6.1. dbra. A 6.1. Példa rangsorolasi problémai
(a) Az (N, A, M) rangsorolasi probléma (b) Az (N, A’, M) rangsorolasi probléma
X1 Xl

6.1. Példa. Tekintsiik az (N, A, M), (N, A’, M) € R}, stlyozatlan rangsoroldsi prob-
lémékat (6.1. abra), ahol:

0 00 0 0 O 010
A=1000]|, A=]0 0 1|, és M=|10 1
0 0O 0 -1 0 010

A legkisebb négyzetek modszerébdl q(N, A, M) = [0, 0, 0]T és q(N, A", M) =
= [1/3,1/3, =2/3]", azaz Xy ~ &y 4 1y X2 s X1 ~ &y 4y 1y X, mikézben 1 = ab, >
> ag3 = 0. ]

A kovetkez6 allitast mar Gonzalez-Diaz et al. (2014, 159-160. o.) is belatta.
6.3. Lemma. A legkisebb négyzetek modszere nem teljesiti az SM tulajdonsdgot.

6.1. Megjegyzés. Chebotarev (1994, Property 11) monotonitds (monotonicity) axio-
maja sokkal tobbet kovetel meg, mint az SM tulajdonsag. Legyen az (N, A, M) € R"™
rangsorolasi problémara x;(e)(N, A, M) > x;(e)(N, A, M), valamint (N, A’, M) € R"
egy olyan rangsoroldsi probléma, ami azonos (N, A, M)-mel, de létezik X} € N\
\ {X;, X;}, hogy al), > a;,. Jelolje az altalanositott sordsszeggel kapott értékelévek-
torok kiillonbségét Axy(e) = x4(e)(N, A", M") — x4(¢)(N, A, M) minden X, € N-re.
Ekkor

1. Az;(e) > 0 és Axg(e) < 0;

2. Azi(e) = max{Azj(e) : X; € N} és Awg(e) = min{Azx;(e) : X; € N}, a

bizonyitas alapjan mindketto az egyetlen maximum és minimum;

3. Ha létezik X;-bol X;-be vezet6 ut, és minden X;-bdl Xj-ba vezetd ut dtmegy
X;-n, akkor Az;(e) > 0. Ha létezik X;-b6l Xj-ba vezet 1t, és minden X ;-bdl
Xi-be vezet ut dtmegy Xy-n, akkor Az;(e) < 0.

4. Ha Az;(e) > 0, akkor 1étezik olyan X;-bél X;-be vezeté ut, mely minden
objektumanak értékelése szigorian novekszik.
Ha Ax;(e) < 0, akkor létezik olyan X;-b6l X;-ba vezetd ut, mely minden

objektumanak értékelése szigorian csokken.
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5. A Az;(e) valtozds minden X; € N esetén egyértelmiien meghatarozott az
M mérkozésmatrix altal, csak az objektumok kozotti paros 6sszehasonlitasok

szamatol flige, azok eredményétdl nem.

A kovetkezo tulajdonsdg hasonlit a skala invariancidhoz, de ezittal az eredmény-

matrix additivan médosul. Ehhez is némi elokészités sziikséges.

6.3. Definicid. Elemi koron elfogadhatd transzformdcio (admissible transformation
on an elementary circuit) (Bouyssou, 1992): Legyen (N, A, M) € R™ egy rangsorolasi
probléma és (X; = Xy, Xky, -y Xk
multigrafban. Az elemi koron elfogadhato transzformdcid egy olyan (N, A’ M) € R™

. = X;) egy kor a hozza tartozd Gsszehasonlitasi
rangsoroldsi problémat eredményez, amire a;; = a;; minden (X, Xj) # (Xp, Xy, ,)
68 Qlp,,, = Qkkyy, T g minden £ = 0,1,...,t — 1 esetén, ahol g € R és ay,y,,, +

+ 9, Qryky — 9 € [—mkékzﬂ, mkeke+1] minden ¢ = 0,1,...,¢ — 1-te.

A g véaltozé értékét azért kell korlatozni, hogy megdrizziik a paros 6sszehasonlitdsok
eredményének — az R aggregalt paros osszehasonlitdsi matrix definicigjabdl adodd —

korlatossagat. Bizonyos elemi kérokon csak g = 0 lehetséges.

6.2. Példa. Az 5.1. Példédban az (X;, X», X3, X;) elemi koron elfogadhaté transzfor-
maciéval kapott (N, A’, M) € R™ rangsorolasi probléméra a}, = aja+g, aby = ass+g¢
és ayy = asz; +g,haa s +g=1+g¢g € [-3,3] =[—mi2, mia], ass+9g=-3+g€
€ [=5, 5] = [—mas, mas] s az1 + g =g € [-2, 2| = [-mgz1, ma], azaz —2 < g < 2,

6.4. Definicié. Kor figgetlenség (independence of circuits, IC') (Bouyssou, 1992):
Legyen (N, A, M), (N, A’, M) € R"™ két rangsoroldsi probléma, ahol (N, A", M) ele-
mi koron végrehajtott elfogadhaté transzformécioval kaphatd (N, A, M)-bél. Egy
[+ R* — R™ pontozési eljaras kor figgetlen, ha f;(N,A, M) > f;(N,A,M) &
fi(N, A", M) > f;(N,A’, M) minden X;, X; € N-re.

A kor fiiggetlenség értelmében az objektumok sorrendje valtozatlan, amennyiben
az eredményeket — a pontozasi eljarasok értelmezési tartomanyan, az R halmazon

beliil maradva — egy kor mentén a g konstanssal médositjuk.

6.2. Megjegyzés. Specidlisan, a kor fliggetlenség azt jelenti, hogy a rangsor nem
érzékeny a korbeverések iranyara. Ha példaul m;; = myy, = my, = 1 és a;; = aj, =
= ay; = 1, azaz X, legy6zte X;-t, X; megverte Xj-t, X}, pedig X;-t, akkor g = —2 az
(Xi, X, X, X;) elemi koron elfogadhaté transzformécio. Igy ay; = ajy, = aj; = —1,
vagyis az 1j rangsoroldsi problémaban X; aratott gydzelmet X;, X; X, X} viszont
X felett. Hasonléan, g = —1 esetén az (X;, X, X, X;) kor mentén minden eredmény

dontetlen lesz. Az IC axiéma szerint egyik modositas sem hat a sorrendre.

A kor figgetlenség — csaktgy, mint a skala invariancia — elsésorban akkor értel-

mezheto jol, ha a paros 6sszehasonlitasok eredménye diszkrét skalan mérheto. A
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labdarigasban megszokott pontozas (gy6zelem: 3, dontetlen: 1, vereség: 0) nem
teljesiti ezt a feltételt, mert egy csapatok kozotti korbeverés minden eredményét

dontetlenre valtoztatva az Osszes érintett rosszul jar, egy ponttal kevesebbet szerez.

6.4. Lemma. A pontszam, az dltaldnositott sordsszeq, és a legkisebb négyzetek

modszere is teljesiti az IC tulajdonsdgot.

Bizonyitds. A pontszam moddszerre 1lasd Bouyssou (1992, 63. o.). Egy elemi kéron
elfogadhaté transzformacié nem modositja az A eredmény- és az M mérkdézésmatrixot

Sseml. n

6.1.2. Axiomatizacio

A 6.1.1. alfejezetben bemutatott két tulajdonsag képezi a pontszam modszerre
vonatkozo egyik karakterizacio alapjat. Ez azonban csak a kormérkozéses rangsorolasi

problémdak Ry osztdlyan érvényes.

6.2. Allitas. Egy semleges (NEU ), erdsen monoton (SM) és kor figgetlen (IC')

f Rt — R™ pontozdsi eljardas ekvivalens a pontszam modszerrel.

Bizonyitis. Az 5.3. (NEU), a 6.1. (SM) és a 6.4. (IC') Lemma szerint a pontszam
mindharom axiéomat kielégiti.

Bouyssou (1992) olyan iranyitott grafokat vizsgal, ahol az X; és X, cstcsok
kozotti R;; € [0, 1] folyam mutatja a paros Osszehasonlitds eredményét, hidnyzé
Osszehasonlitasok pedig nem megengedettek. Ebben a modellben minden, a NEU, az
SM és az IC feltételeket teljesitd pontozasi eljaras ekvivalens a pontszam modszerrel.

Az a;j := R;; — Rj; definiciéval ez kolcsonosen egyértelmtien megfeleltethetd a
mi rangsoroldsi problémainknak. Ez még nem az egész Rpr halmaz, hiszen R;; —
— Rj; € [—1, 1], azonban ellendrizhetd, hogy Bouyssou (1992) bizonyitasa tetszoleges

R;; € [0, m] esetén érvényes marad. O

6.5. Lemma. A kérmérkézéses rangsoroldsi problémdk Ry halmazdin a 6.2. Allitds-

ban szerepld hdarom tulajdonsag logikailag fiiggetlen.

Bizonyitds. Lésd Bouyssou (1992, 63. 0.). Megmutatjuk, hogy koziilik barmely kett6t
kivalasztva 1étezik olyan, a pontszam moddszertol kiilonb6zo eljaras, amely ezeket

kielégiti, tehat a harmadikat biztosan megsérti:

ANQO és SM: a pontszam modszer olyan modositasa, ahol a paros 6sszeha-

sonlitas gyoztese prémiumban részestl, példaul

Xi = namyX; & D> ap+ D> 1> > ap+ > L

XLeEN a; >0 XreEN a]-k>0
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ANO és IC': egyenlé modszer;

SM és IC': a pontszam modszer olyan modositasa, amikor holtversenynél az
alacsonyabb sorszamu objektum végez elérébb, vagyis az s; = s;(IN, A, M)

minden X; € N-re jeléléssel X; = (v aaX; < [si > s; vagy s; = s, @ < j|.
]

6.3. Allitas. A 6.2. Allitds karakterizdcidja nem érvényes a kiegyensilyozott rang-

sorolasi problémdk Rp és a sulyozatlan rangsoroldsi problémak Ry osztdlyan sem.

Bizonyitds. Az 5.3. (NEU), a 6.1. (SM) és a 6.4. (IC'). Lemma szerint az altalano-
sitott sorosszeg mindharom axiémat teljesiti. Az 5.7. Példa alapjan ez a mddszer a
kiegyenstulyozott és a sulyozatlan rangsorolasi problémak halmazéan sem ekvivalens a
pontszammal, mert s1(N, A, M) = so(N, A, M), de x1(e)(N, A, M) > z5(e)(N, A, M)
és (N, A, M) € R NRE. O

6.3. Megjegyzés. A 6.5. Lemma alapjan a harom tulajdonsag az Rp és az Ry

halmazokon is fiiggetlen.

A 6.3. Allités illusztrélja, hogy egy adott halmazon érvényes axiomatizacié egy

ennél bévebb értelmezési tartomany esetén nem mindig marad érvényes.

6.2. Pontozasi eljarasok a pontszam modszer kiter-

jesztéseként

A 6.2. Allitds szerint hdrom kézenfekvé tulajdonséig elfogaddsaval a pontszdm
modszer marad az egyetlen lehetséges pontozasi eljaras a kormérkdzéses rangsoroldsi
problémék Rpg osztdlyan. Itt a fliggetlenség az irrelevans mérkézésektdl axioma
teljesiilésével sem érvelhetiink ellene (Gonzalez-Diaz et al., 2014). Ezért logikusnak
tinik olyan feltételek megfogalmazasa, amelyek ettol eltéré halmazokon is biztositjak

a pontszammal megegyezo rangsort.

6.2.1. Az ismert axiomak

6.5. Definicié. Pontszdm konzisztencia (score consistency, SCC') (Gonzélez-Diaz
et al., 2014): Egy f : R™ — R" pontozési eljards pontszam konzisztens, ha minden
(N, A, M) € R} kérmérkozéses rangsoroldsi probléma esetén ekvivalens a pontszam

modszerrel.

Az SCC tulajdonsagot teljesité pontozasi eljaras minden kormérkézéses rangso-

rolasi problémara a pontszam moddszerrel azonos rangsort ad. A legkisebb négyzetek
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modszerének szamitasaval foglalkozo 4.1. Megjegyzésben mar roviden kitértiink erre
a kérdésre. Egy hasonld tulajdonsagot Zermelo (1929) tttor6 dolgozata is emlit,

David (1987, Property 3) szintén ilyen kovetelményt fogalmaz meg.

6.4. Megjegyzés. Az altalanositott sorosszegre Chebotarev (1994, Property 3) egy
ennél erésebb tulajdonsdgot ad egyetértés (agreement) néven: egy (N, A, M) €
€ R}, egy kormérkdzéses rangsorolasi problémara x(N, A, M) = s(N, A, M). S6t,
Chebotarev (1994, Property 4) helyi eqyetértés (local agreement) axiémaja szerint, ha
% minden X; € Nreésp=12,..., mreismert, akkor z;(N, A, M) = s;(N, A, M).

ij
A 6.4. Megjegyzés alapjan nyilvanvalo, hogy az altalanositott sordsszeg pontszam
konzisztens.

Ennél altalanosabb kovetelmény is bevezetheto.

6.6. Definicié. Gydzelmek homogén kezelése (homogeneous treatment of vict-
ories, HTV') (Gonzalez-Diaz et al., 2014): Legyen (N, A, M) € R" egy olyan
rangsorolasi probléma, amire m;, = mj, tetszileges X), € N \ {X;, X} esetén.
Egy f : R" — R” pontozasi eljaras homogén mdodon kezeli a gydzelmeket, ha
F(N, A, M) > [5(N, A, M) 5 s,(N, A, M) > 5,(N, A, M),

A gy6zelmek homogén kezelése szerint két objektum relativ sorrendjét a pontszam
hatarozza meg, amennyiben ellenfeleik — az esetleges egymas elleni mérkdzéseket

leszamitva — azonosak.

6.5. Megjegqyzés. A HTV tulajdonsagot az ellenfél multihalmaz segitségével is kifejez-
hetjiik: egy ezt kielégité f : R™ — R™ pontozasi eljaras alkalmazasakor O;\{X;}™ =
= 0; \ {X;}™ mellett fi(N,A, M) > f;(N,A, M) & s;(N,A, M) > s;(N,A, M)
minden X;, X; € N-re.

6.3. Példa. Legyen az (N, A, M) € Ry NRY kiegyensiilyozott és silyozatlan rang-

soroldsi probléméra (6.2. abra):

0 1 1 0 0110
-1 0 0 1 1 1
A= és M = 00
-1 0 0 1 1 0 01
0 -1 -1 0 0110

A pontszam moédszer alapjan s(N, A, M) = [2, 0, 0, —2]T, tehat az objektumok
rangsora X; = (Xo ~ X3) = Xy Itt mig = myy = 1 és myg = myz = 1, ezért
egy, a HT'V tulajdonsdgot teljesité pontozasi eljarasra s;(N, A, M) = 2 > —2 =
= s4(N, A, M) kévetkeztében f1(N, A, M) > fy(N, A, M).

A HTV axiéma az SCC Kkiterjesztése (Gonzélez-Diaz et al., 2014, 155. o.).
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6.2. dbra. A 6.3. Példa rangsorolasi problémaja

N\

X4

Y
\v

X3

6.2. Kovetkezmény. Ha eqy f : R" — R" pontozdsi eljirds kielégiti a HTV
tulajdonsdgot, akkor az SCC-t is teljesiti.

Bizonyitds. Egy (N, A, M) € R} kormérkdzéses rangsoroldsi probléma esetén tetszo-
leges X;, X; € N objektumokra m;, = mj, minden Xy € N\ {X;, X, }-re. O

6.6. Megjegyzés. Az altalanositott sorosszegre Chebotarev (1994, Property 10) egy
erésebb tulajdonsagot adott dominancia (domination) néven: ha az X;, X; € N
objektumokra m;, = my;, minden X € N\ {X;, X;} esetén, akkor a dy = d; = d;

jeloléssel

1+mn

(N,A M) —2;(NJAM) = ——————
(N A M) = (N, A, M) =

[Si(N,A,M) —Sj(N,A,M)] .

6.2.2. Altaldnositas

Miutéan az altalanositott sorosszeg modszernél tulajdonképpen nem az ellenfél,
csak annak értékelése szamit, a HT'V axidéma tovabb erdsithetd, bar ezt eddig nem

tették meg. A megfogalmazashoz a 6.5. Megjegyzést hasznéljuk.

6.1. Jelolés. Legyen g : N <> N az objektumhalmaz egy kolcsonosen egyértelmi
megfeleltetése. Ekkor g : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, ahol Xyu) = g(Xk).

6.7. Definicié. Ellenfelek homogén kezelése (homogeneous treatment of opponents,
HTO): Legyen (N, A, M) € R" egy rangsorolasi probléma és f : R" — R" egy
pontozasi eljards, amire X;, X; € N ellenfelei kozott 1étezik olyan g : O; \ { X} <>
O; \{X;}™ kolesonosen egyértelmi megfeleltetés, hogy fi(N, A, M) = fyu (N, A, M)
minden (X, g(Xx)) € (O; \ {X;}™9) x (0; \ {X;}"9)-re. f homogén mddon kezeli
az ellenfeleket, ha fi(N,A, M) > f;(N,A,M) < s;(N, A, M) > s;(N, A, M).

A HTO axiéma szerint tehat f;(N, A, M) és f;(N, A, M) relativ nagysagat akkor
is a pontszamok hatarozzak meg, ha az ellenfelek ugyan nem azonosak, de a pontozasi
eljaras alapjan vett értékeléseik igen. A feltétel ellenérzését megneheziti, hogy ismer-

niink kell hozza a konkrét fi(N, A, M) értékeléseket. A g kolesonosen egyértelmi
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megfeleltetés miatt d; = d;, az axioma csak megegyez6 szamu Osszehasonlitassal

rendelkez6 objektumok esetén jelent megszoritast.

6.4. Példa. Az 5.6. Példéban O, = {X», X¢, X7, Xs}, O = {X1, Xs, Xo, X5} és
s1(NJAJM) =4 > 2 = s9(N, A, M) Itk g - O1 <> Og, g(Xe) = X3, 9(X7) = Xy,
és g(Xs) = X5 egy, a HTO axiéma feltételét teljesité kolesonosen egyértelmii meg-
feleltetés, amennyiben fo(N, A, M) = f3(N, A, M), fr(N,A, M) = f4(N, A, M), és
fs(N, A, M) = f5(N, A, M). Ekkor g(6) =3, g(7) =4, és g(8) = 5. Ha f az ellenfele-
ket homogén mddon kezel§ pontozasi eljards, akkor fi(N, A, M) > fo(N, A, M).

6.3. Kovetkezmény. Ha eqy f : R™ — R" pontozdsi eljdrds kielégiti a HTO
tulajdonsdgot, akkor a HTV -t (kovetkezésképp SCC-t) is teljesiti.

Bizonyitas. Legyen (N, A, M) € R™ egy rangsorolasi probléma, ahol az X;, X; € N
objektumokra m;, = mj; tetszlleges X € N \ {X;, X;} esetén. Ekkor g(X;) =
= Xy, egy O; \ {X;}"™ <> O; \ {X;}™ kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés, amire
Se(NJA M) = fouy(N, A, M) minden (X, g(Xi)) € O; \ {X;}™7 x O; \ { X}
esetén, azaz f;(N,A, M) > fj(N,A, M) < s;(N,A, M) > s;(N,A,M). O

6.4. Allitas. A pontszim, az dltaldnositott sorésszeq, és a legkisebb négyzetek mdd-

szere is teljesiti a HTO tulajdonsagot.

Bizonyitds. A pontszam modszerre az allitas a definiciobdl kovetkezik.

Jelolje z; az altalanositott sorosszeg, s; pedig a pontszam moédszer alkalmazasaval
kapott értékeléseket az (N, A, M) rangsorolasi problémaban. Tekintsitk az X;, X; €
€ N, a ellenfelek homogén kezelésében szereplo feltételt kielégité objektumokra

vonatkozo6 egyenletek kiillonbségét :

(I+emn)(si —s;) = [L+e(|0:\{X;}™

+ 2mij)] (zi — x5) +

+e Yo (wgw — )| =
X0 \{ X}

= [L+e(0:\ (X5}

+ 2my;)] (i — ;).

Itt |O; \ {X;}™

A legkisebb négyzetek modszerére — a megfelelo modositasokkal — ugyanez a

+ Qmij =d; + my; > O, ezért T; > Tj <= S > Sj.

gondolatmenet alkalmazhaté, d; + m;; = 0 nem lehetséges a rangsorolasi probléma

feltételezett Osszefiiggdsége miatt. O]

6.7. Megjegyzés. A 6.4. Allitds bizonyitdsa alapjdn az ekvivalencia elhagydsaval egy,
a HTO-nal altalanosabb feltétel is megfogalmazhat6 az altalanositott sordsszeg és a
legkisebb négyzetek mddszerekre:

Legyen (N, A, M) € R" egy rangsorolasi probléma és f : R™ — R™ egy pontozési
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eljards, amire X;, X; € N ellenfelei kézott 1étezik olyan g : O; \ {X;}™ < O; \
\ { X} kélesonosen egyértelmt megfeleltetés, hogy fi(N, A, M) > fou) (N, A, M)
minden (Xj, ¢9(Xy)) € (O; \{X;}™9) x (O; \ {X;}™9)-re. Ekkor s;(N,A, M) >
> 5 (N,AM) = fi(N,AM) > f(N, A, M), sét, fi(N,A,M) > f;(N, A, M),
amennyiben barmelyik egyenl6tlenség szigort formaban (>) teljestil.

A feltétel megnevezésétol és tovabbi vizsgalatatol eltekintiink, csupan annyit
jegyziink meg, hogy ez egyben az 6énkonzisztencia (self-consistency) (Chebotarev és

Shamis, 1997; Csatd, 2013b) tulajdonsig egy lehetséges dltalanositédsa.
6.8. Megjegyzés. A legkisebb négyzetek médszerére HT'V a 6.6. Megjegyzésben jelzett

modon tovabb erdsithetd: ha az X;, X; € N objektumokra my, = mj;, tetszoleges
X € N\ {X;, X;} esetén, akkor a dy = d; = d; jeloléssel
Si(N,A,M> - Sj(N,A,M)

qi<N7A7M)_qj<N7A7M): d0+m" ’
ij

Erdemes osszegyfijteni az ellenfelek homogén kezelésének kovetkezményeit.

6.6. Lemma. A pontszdm, dltalanositott sorésszeq, és a legkisebb négyzetek maodszere
is teljesiti az SCC és HT'V tulajdonsdgokat.

Bizonyitds. A 6.4. Allitasbél és a 6.3. Kovetkezménybél adédik.

Az altalanositott sorosszeghez lasd a 6.6. Megjegyzést, illetve Gonzélez-Diaz et al.
(2014, Proposition 5.4)-et, a legkisebb négyzetek médszeréhez Gonzélez-Diaz et al.
(2014, Proposition 5.3)-at. O

6.7. Lemma. Az dltalanositott sordsszeq a kormérkdzéses rangsoroldsi problémak
Rr halmazan teljesiti a HOM és az RCS tulajdonsdgokat.

Bizonyitds. Az 5.5. (HOM), az 5.9. (RCS), és a 6.6. Lemmabol adédik. O

6.8. Lemma. Az dltaldnositott sordsszeq és a legkisebb négyzetek madszere a kor-
mérkdzéses rangsoroldsi problémdk Ry halmazdn teljesiti a CS, az I[IR és az I[IM

tulajdonsdgokat.

Bizonyitds. Az 5.7. (CS), és az 5.14. (IIR) Lemmabdl, az 5.10. (IIM) Allitésb()l,
illetve a 6.6. Lemmabdl adddik. O]

6.9. Lemma. A legkisebb négyzetek modszere a kérmérkozéses rangsoroldsi problémak
Rr halmazin teljesiti az SM és a CSM tulajdonsdgokat.

Bizonyitds. A 6.1. (SM), a 6.2. (CSM), és a 6.6. Lemmabdl adédik. O

A kovetkezo példa az eddigiektdl eltéré megvildgitasba helyezi az altalanositott

sorosszeg és a legkisebb négyzetek modszere pontszam eljarassal valé kapcsolatat.
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6.3. abra. A 6.5. Példa rangsorolasi problémaja

X4 X
X5 > X3
Xy

6.5. Példa. (Chebotarev, 1994, Example 2) Legyen az (N, A, M) € R}, stlyozatlan

rangsorolasi probléméra (6.3. dbra):

0 O 0 0 00O0T1
0 O 0 0 00100
A=1 0 0 1 -1 é¢s M=]010 11
0O 0 -1 0 1 00101
-10 1 -1 0 10110

Az altalanositott sordsszeg modszerrel az € paraméter killonb6zo értékei mellett
kapott értékelések a 6.4. dbran lathatok. Most m = 1 és n = 5, ezért £ = 1/3 az

észszeri felsé hatar (a 6.4. dbran fiiggéleges vonallal jelolve).

Az altalanositott sortsszeg esetén az objektumok rangsora mindig X; > X5 >
= X3 = X4 > X5, ugyanis X; ,dominalja” X5-6t, ami az X3, X, és X5 kozotti
korbeverésen keresztiil az elobbi kettére is kihat. Viszont X3-nak van egy dontetlen
Osszehasonlitasa X ellen, ez felelos az X, feletti folényéért: Xy hidnyaban X3 ~
~ X4, mert az IC axiéma szerint a korbeverés dontetlenekkel helyettesitheto, majd
alkalmazhato a HTV tulajdonsag. X, helyezkedik el ,legmesszebb” X5-t61, ez indo-
kolja mésodik helyezését. Az x(g) vektorral adott értékelések nem monotonok, x;(¢)

derivaltja el6jelet valt a (0, 00) intervallumon.?!

Ez az 6sszefiiggés azonban a pontszam és a legkisebb négyzetek mddszere esetén
sem érvényes, mindketténél X3 ~ X, ~ X5, mintha melléznék az (Xs, X3) Ossze-
hasonlitdst. Ennek természetesen kiilonbo6z6 okai vannak, az elobbinél az ellenfelek
teljes figyelmen kiviil hagyasa, utobbinal pedig azok maximélis szerepe, ami egytttal

az Xs ~ X3 holtversenyhez vezet.

A 6.5. Példa szerint a graf interpretacio két szélsésége bizonyos kozos vonatkoza-

sokkal is bir, ahogy azt a HOM és az RC'S tulajdonsagok kapcsan mar lattuk.

21 Chebotarev (1994, Example 2) véleményiink szerint hibasan hatérozta meg x(4/5) értékét.
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6.4. abra. A 6.5. Példa x(e) értékelévektorai

24(2) ()
—1| 25(e) |
10~ = 10° 10!
e értéke (logaritmikus skala)
—mi(e) ——x(e) z3(e)  ——aale) ——ws(e)

6.3. Osszegzés

A 6.1. alfejezetben a pontszam médszer egy karakterizacidjat (Bouyssou, 1992)
ismertettiik. Ehhez sziikségiink volt két 0j tulajdonsag, az erés monotonitas és a kor
fiiggetlenség bevezetésére (6.1.1. szakasz). El6bbit a pontszam és az altaldanositott
sorésszeg, utébbit mindharom médszer teljesiti. Ezek mellett a 6.2. Allitdsban csak
a természetesnek tekintheté NEU axioma szerepelt. Belattuk a harom tulajdonsag
logikai fiiggetlenségét, és azt, hogy az axiomatizacié a kiegyensulyozott vagy a
sulyozatlan rangsorolasi probléméak halmazdn méar nem érvényes (6.1.2. szakasz).

A 6.2. alfejezetben a pontszam modszerrel valo kapcesolatot targyaltuk. Gonzélez-
Diaz et al. (2014) nyoman bevezettiink két ismert axiémat, a pontszam konzisztenciat
és a gy6zelmek homogén kezelését (6.2.1. rész). Tobbé-kevésbé mindkettd szerepelt
mar Chebotarev (1994) munkajaban is. A 6.2.2. szakaszban ezeket az ellenfelek
teljesitménye segitségével terjesztettiik ki. A HTO még mindig viszonylag korlatozott
tulajdonsag, csak azonos fokszamu objektumok relativ viszonyarol ad informéaciot,
igy elsosorban a kiegyenstlyozott rangsorolasi problémék Rp halmazan hasznalhato.
Végiil a 6.5. Példan keresztiil vilagitottunk ra a vizsgalt médszerek kapcsolatanak

egy furcsa, latszélag a graf interpretacionak ellentmondd vonasara.

A fejezetben sajat eredménynek tekintheté Bouyssou (1992) axiomatizacidja
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érvénytelenségének belatdsa az altalanos esetben, az R halmazon (6.3. Allités),
illetve a HT'O tulajdonsig bevezetése és kielégitésének bizonyitasa (6.4. Allités).
Bouyssou (1992) karakterizdcidéja mintha kiviil maradt volna a témaval foglalkozé
irodalom féaraman, példaul Gonzélez-Diaz et al. (2014) sem tesz emlitést rola.
Ennek megfeleléen a cikkekben viszonylag ritkan jelenik meg az IC' tulajdonsag,
pedig a 6.2. Megjegyzés szerint a gyakorlati alkalmazasok szempontjabol komoly
jelentésége lehet. Ugyanez elmondhaté a HT'V és HTO axidémékrol is.

Befejezéstil érdemes kitérni a tobbi ismert karakterizaciora. Gonzalez-Diaz et al.
(2014) — Slutzki és Volij (2005) axiomatizaciéja alapjan — megmutatja, hogy a 2.4. al-
fejezetben emlitett fair bets az egyetlen olyan f : R™ — R"™ pontozasi eljaras, ami az
ANO, HOM, FP és SY M axiémak mellett a negativ reakcio a vereségekre (negative
response to losses, NRL) tulajdonsigot is teljesiti. Az els6 négyet a pontszam és
a legkisebb négyzetek moddszere szintén kielégiti, tehat az NRL axiéoma valoban
kulcsszerepet jatszik a karakterizacioban.

Ez a tulajdonsag azonban szubjektiv értékitéletet hordoz magéban, ezért pozitiv
megkozelitésben konnyen tdmadhaté (Csat6, 2013d, 2014b). A fair bets médszer masik
hétranya, hogy (a jobb- és baloldali sajatvektor potencidlis kiillonb6zésége miatt) nem
megfordithaté, a paros 6sszehasonlitasok eredményeinek ellenkezGjére valtoztatasa
nem feltétleniil forditja meg az objektumok rangsorat. Ezek alapjan Slutzki és Volij
(2005), illetve Slutzki és Volij (2006) fair bets és invaridns modszerekre vonatkozd
karakterizaciéjat is vitathatonak tartjuk. Ezekrol tovabbi részletek olvashatok egy
korabbi cikkiinkben (Csat6, 2013d).

A pontszam mobdszerre a szavazaselméleti irodalomban adott axiomatizaciok
(Young, 1974; Hansson és Sahlquist, 1976; Nitzan és Rubinstein, 1981) modelliinkbe
illesztése nem tiinik egyszerti feladatnak. Mindenesetre Bouyssou (1992) eredményével
szemben mindegyik tartalmazza a konzisztenciat, ezért — hidba bizonyulnak esetleg
érvényesnek az egész R halmazon — az 5.2. Tétel értelmében az 1 M axioma teljesiilése
miatt elvethetjiik oket.

Osszességében kijelenthetd, hogy eddig nem keriilt sor a paros 6sszehasonlité-
sok alapjan végzett rangsorolas kérdésének egyértelmii karakterizaciokkal torténd
lezérasara. Ugy véljilk, targyaldsunkkal sikeriilt néhany hasznos, eddig ismeretlen
szemponttal gazdagitani a pontozasi eljarasok elemzését.

Az axiomak eredetét és a veliikk kapcsolatos eredményeket az F.V. Filiggelék F.6.,

Osszefiiggéseiket pedig az F.7. tablazata tartalmazza.
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7. fejezet

Rangsorolas svajci rendszeri sakk

csapatversenyekben

Man mufS das Unmagliche fordern, damit das Mogliche erreicht wird.
Helmuth Karl Bernhard von Moltke grof

Ebben a fejezetben a vizsgalt pontozasi eljarasok egy alkalmazasat mutatjuk be.
A paros Osszehasonlitasokon alapuld rangsorolas egyik klasszikus teriilete a sport:
a témaval foglalkozo korai miivek megsziiletéséhez tobb alkalommal sakkversenyek
szolgaltatték az inspiraciét (Landau, 1895, 1914; Zermelo, 1929).22 A kovetkezékben
egy ilyen rangsor felallitasara tesziink kisérletet a svajci rendszert sakk csapatver-
senyek esetén. A kérdést mar targyaltuk egy korabbi cikkiinkben (Csato6, 2013a),
ezuttal azonban igyeksziink mélyebb, alaposabb mddszertani megalapozast adni, és
a kilonbozo6 sorrendek értékelését szintén tovabbfejlesztjik. A targyalds soran tehat
nem szakadunk el az axiomatikus megkozelitéstol, tovabbra is igyeksziink normativ

jellegli megallapitasokat tenni.

7.1. Svajci rendszerii sakk csapatversenyek rangso-

rolasanak modellezése

A résztvevok teljesitménye szamos sportban csak egymashoz képest, paros Ossze-
hasonlitasokkal értékelhetd, ugyanakkor egy versenyen az indulok nagy szama, azok
tulterhelésének elkertilése, a mérkozés koltségessége, illetve idohiany miatt nincs

lehetoség egy teljes kormérkozéses bajnoksag rendezésére. Erre a probléméra példaul

22 Edmund Landau méasodik sakkal kapcsolatos frasa (Landau, 1914) a Zeitschrift fiir Mathematik
und Physik 63. kotetében jelent meg. A folydirat rangjat jelzé tudoméanytorténeti érdekesség, hogy
néhany oldallal hatrébb ugyanitt olvashaté Albert Einstein — magyar szarmazasu munkatarséaval,

c sz

relativitdselmélethez vezetd ut egyik fontos dllomésa (Einstein és Grossmann, 1914).

92
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a svajci rendszer (Swiss system) kindl megoldédst: a torna elére megadott szamu
¢ korig (round) tart, az n jatékos kozott minden forduléban paros mérkdzéseket
rendeznek (a résztvevék paratlan szdma jelentette problémékra nem tériink ki). Az

alabbiakban az ilyen formaban rendezett sakkversenyekkel foglalkozunk.

7.1.1. Svajci rendszeri sakkversenyek jellemzoi

Az elobb emlitett korlatok figyelembevételével valamilyen eljarassal barmely
n-hez meghatéarozhat6 egy alkalmas (optimalis?) ¢, bar a szervezé ennek kivélasztéa-
sakor altalaban csak a résztvevok hozzavetoleges szamat ismeri. A tovabbiakban ezt
adottsagnak tekintjiik, ahogy a jatékosok szamat is.

Svajci rendszer versenyeknél két tovabbi, matematikai szempontbdl értelmezhetd
kihivas meriil fel: hogyan parositsuk a jatékosokat (az egyes fordulékban kik kozott
rendezzenek mérkozéseket), illetve miként hatarozzuk meg a végeredményt, a résztve-
vok sorrendjét az ¢ forduld lejatszasat kovetéen. Az elsé kérdést nem targyaljuk, csak
roviden ismertetjiik az alkalmazott eljarast. A svajci rendszeri sakkversenyek paro-
sité algoritmusanak alapelve, hogy lehetdség szerint azonos multbeli teljesitményti
jatékosok mérkozzenek meg egymassal. A torna elsé forduldjaban ez semmitmondo
feltétel, igy tobbnyire valamilyen kiilsé informaciot vesznek figyelembe. Ezt kévetGen
a teljesitményt a jatékosok pontszaméval mérik, a mérkdzéseket azonos (vagy kozel
azonos) pontszamu csoportokon belil rendezik meg. Emellett arra is figyelni kell,
hogy a vildgos-sotét mintazat megfelelo legyen. A kiilonboz6 parosité algoritmusokrol
a nemzetkozi sakkszovetség (FIDE, Fédération Internationale des Echecs) szabalyza-
taban olvashatunk (FIDE, 2014), mig Kujansuu et al. (1999) egy stabil parositason
alapul6 javaslatot ad a feladatra.

Egy sakkmérkézés kétféle eredménnyel zarulhat: valamelyik jatékos nyer, vagy
dontetlen. A gyoztes tébbnyire egy, a vesztes nulla pontot kap, mig a dontetlen fél-fél
pontot jelent szamukra (néhany esetben, a labdartgashoz hasonléan, gy6zelemért
hérom, dontetlenért egy pont jar).

A rangsorolas szinte mindig egy olyan lexikografikus rendezés, melynek elsédleges
szempontja a jatékosok pontszama. Ez még nem elegendé a holtversenyek eldontésére,
mert az ¢ forduléban legalabb 0 és legfeljebb 2c¢, azaz 2¢ + 1-féle pontszam szerezhetd,
igy ¢ < n/2 —1 esetén az n jatékos kozott garantaltan lesznek azonos pontszamuak.
Ekkor kiilonb6z6 holtverseny-eldonté szabéalyok (tie-breaking rules) alkalmazésa valik
szitkségessé, lasd példaul FIDE (2014).

Az érdeklodok korében jol ismert, hogy a svajci rendszerii versenyek végeredményét
dontoen befolyasolhatja a parositds: miutan a jatékosok kiilonbozé ellenfelekkel
taldlkoznak, elénybe keriilhet az, aki gyengébb parokat kapott. Ezen probléma

kezelésére a fenti elven nyugvd péarositoé algoritmus és a lexikografikus rendezés teljes
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mértékben nem alkalmas (Csatd, 2012a, 2013a; Brozos-Vazquez et al., 2010; Jeremic
és Radojicic, 2010). Tekintsiink két, az ¢ forduld lejatszasa utdn azonos pontszamu
X, és X jatékost. X; belsé koron haladt, amennyiben pontjainak tobbségét az elsé
korokben szerezte. Ehhez hasonléan, X; kilsé koron haladt, ha pontjainak nagy részét
az utolsé fordulékban szerezte. Bar egyik sem formalis definicid, a kiilsé koros X;
jatékos feladata konnyebbnek tiinik, hiszen a kezdeti szerényebb teljesitmény okan a
parosito algoritmus szamara gyengébb ellenfeleket ad. Ilyen helyzet akkor is eldallhat,
amikor X; pontszdma kicsit meghaladja X;-ét, ekkor viszont a lexikografikus rendezés
alapjan X; biztosan eldrébb keriil X;-nél.

Ez a megéllapitas ugyan szigorian nézve csak akkor igaz, ha a gyengébb és erosebb
fogalmak mérésére valéban megfelel6 a pontszdm (az imént mondottak szerint nem
mindig ez a helyzet), a fenti rangsorolasi mdodszer mégis jellemzden a kiils6 koros
jatékosoknak kedvez. Természetesen lehet érvelni amellett, hogy a fokozatosan javulod
teljesitmény tobbet ér az egyre romlénal, de ekkor a végeredmény olyan szubjektiv
értékitéletet tartalmaz, ami egy pozitiv tudomany szamara nehezen elfogadhato.
Ugyanilyen probléma mertil fel egyes pontozasi eljarasoknal, példaul a fair betsnél
vagy a pozicids erénél (Csatd, 2013d).

Csapatversenyek esetén azok tagjai 2t, paros szamu tablan mérkéznek meg egy-
méssal,?® {gy kiilonbséget kell tenni a csapat dltal elért mérkdzéspontok (match
points) és a csapattagok altal szerzett tdblapontok®! (board points) kézott. Utob-
biban a jatékosok egyes tablakon elért pontszamat eloszor mérkoézésenként, majd
fordulonként 6sszegzik. Minden tablan egy, azaz a teljes mérkozésen 2t tablapont
keriil szétosztasra. A mérkoézéspontokat szintén fordulénként szamitjak, a csapatok

mérkoézésének eredményét a tablapontok szama hatarozza meg:

e ketto, ha az adott mérkozésen elért tablapontok szama legalabb ¢ + 0,5,

vagyis a csapat ellenfelénél tobbet szerzett;

e cgy, ha az adott mérkdzésen elért tablapontok szama ¢, azaz a csapat

ellenfelével megegyez6 szamut szerzett

e nulla, ha az adott mérkozésen elért tablapontok szama legfeljebb ¢t — 0,5,

tehat a csapat ellenfelénél kevesebbet szerzett.

A lexikografikus rendezés f6 szempontjaként szinte kizarolag ezek valamelyike
szolgal. Az utébbi id6ben talan elterjedtebb a mérkézésponton alapuld rangsorolés,
ezt hasznaljak a sakkolimpidn és a csapat Eurdpa-bajnoksagon is.

23 Altaldban minden csapatnak elére meg kell hatdroznia, hogy a 2t csapattag koziil ki melyik
(hdnyas szamu) tdblan jatsszon. A mérkézéseken az azonos sorszamu tdblan jatszok keriilnek szembe

egymaéssal. Lehet néhény tartalék jatékos is, akik tetszéleges tablan helyettesithetik a tobbieket.
24 Ezt tobb helyen jatékpont (game point) néven emlitik.
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7.1.2. A sorrend meghatarozasa pontozasi eljarasokkal

Mivel ¢ < n—1, a résztvevék nem mérkoznek meg minden lehetséges ellenfeliikkel,
ugyanakkor a parositas kizarja, hogy két szereplo egynél tobbszor jatsszon egymas
ellen. Igy modelliinkben egy olyan (N, A, M) € R}, stlyozatlan rangsoroldsi problé-
marol beszélhetiink, ahol az N objektumhalmaz a jatékosok, az M mérkozésmétrix
pedig a parositas altal adott: m;; = 1 akkor és csak akkor, ha X; € N és X; € N
jatszott egyméssal, kiillonben m;; = 0.2

Az eloz6 fejezetek alapjan a végeredmény meghatarozasara, a jatékosok sor-
rendjének kialakitasara akar pontozasi eljarasok is alkalmazhatok, amihez a fentiek
szerint csak a rangsorolasi probléma A eredménymatrixat kell megadni. Ez egyéni
versenyek esetén megnyugtaté moédon nem lehetséges, mert vilagos elényben van
sotéttel szemben, a paros Osszehasonlitasok kimenetele nem szimmetrikus, ez viszont
modelliinkben nem megengedett. Ugyan vannak olyan egyéni versenyek, ahol a mér-
kozéseket mindkét szinkiosztassal lejatsszak, de ezek jellemzéen kormérkozéses tornak.
Csapatversenyeknél azonban a két csapat mérkdézését azok tagjai 2t, paros szdmu
tablan jatsszak le, egy forduloban ugyanannyian jatsszanak vilagossal, mint sotéttel.
Ekkor tobbé-kevésbé elfogadhaté feltevésnek tiinik az, hogy a szinkiosztasnak nincs

jelentGsége, ezért a tovabbiakban sakk csapatversenyekkel foglalkozunk.

7.1. Jelolés. mp és gp a mérkozés- és tablapontok vektora. ¢ < n — 1 a svdajci
rendszernek megfeleléen lejatszott forduldk szama. 2t az egy mérkozésen jatszo

csapattagok szama.

Az mp és bp vektorokbdl a 2.11. Megjegyzés alapjan kapott sorrendek megegyez-
nek a gyakorlatban hasznélt lexikografikus rendezésen alapulé rangsorokkal, kivéve,
hogy a holtversenyeket nem dontik el.

A mérkozés- és tablapontok megkiilonboztetése miatt elészor két eljarast javaso-
lunk az A eredménymatrix meghatarozasara, majd kozos keretbe helyezziik azokat.
m;; = 0-ra nem sziikséges definidlni az eredménymatrix megfelel$ a;; elemét, mert

a 2.2. Megjegyzés szerint ekkor a;; = 0.

7.2. Jelolés. M P;;, illetve BP;; az X; € N csapat altal az X; € N csapat elleni

mérkozésen elért mérkozés-, illetve tablapontok szama.

7.1. Definicié. Mérkdzéspont alapi eredménymdtriz (match points based results

25 Az egyes fordulék megkiilénboztetését indokolatlannak tartjuk, bar — fSleg el6rejelzési szem-
pontbdl — lehetne a késébbiek nagyobb jelentOsége mellett érvelni. A Formula-1 autéversenyek
esetén 2013-2014 forduldjan élénk vita bontakozott ki arrél a normativ szempontbdél nehezen
védhetd, els6sorban az érdeklédés fenntartdsa céljabdl sziletett javaslatrol, hogy az utolséd (vagy
az utolsé hdrom) futamon a helyezettek extra dijazdsban részesiiljenek. Lasd példdul http: //www.
bbc. com/sport/0/formulal/25955560 és http: //www.bbc.com/sport/0/formulal/25310466. A
szabéalyzat szerint 2014-ben az utolsé versenyen szerzett pontszamok duplan szdmitanak (http:
//www.formulal.com/inside_f1/rules_and_regulations/sporting_regulations/8681/).


http://www.bbc.com/sport/0/formula1/25955560
http://www.bbc.com/sport/0/formula1/25955560
http://www.bbc.com/sport/0/formula1/25310466
http://www.formula1.com/inside_f1/rules_and_regulations/sporting_regulations/8681/
http://www.formula1.com/inside_f1/rules_and_regulations/sporting_regulations/8681/
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matrix): Az (N, AMP M) € R"™ rangsoroldsi probléma eredménymatrixa mérkdzés-
pont alapii, ha a;/” = M P;; — 1 minden X;, X; € N-re.

7.2. Definicié. Tablapont alapi eredménymdtriz (board points based results matrix):
Az (N, ABP M) € R" rangsoroldsi probléma eredménymatrixa tdblapont alapi, ha
a” = (BP;; —t) /t minden X;, X; € N-re.

7.3. Definicié. Altaldnositott eredménymdtriz (generalised results matrix): Az
(N, AP(X\), M) € R" rangsoroldsi probléma eredménymatrixa dltaldnositott, ha
aj;(A) = (1 —=X) (MP; —1) + A(BP,; — t) /t minden X;, X; € N-re, ahol A € (0,1)
egy paraméter.

Az eredménymatrix mindegyik esetben ferdén szimmetrikus, és a;; € [—m;j, mij]

minden X;, X; € N-re, tehdt valéban érvényes rangsorolasi problémat kapunk.

7.1. Lemma. Az dltaldnositott eredménymadtrixz hatdrértéke a mérkézéspont alapi
eredménymdtriz, ha A — 0, azaz limy_,g AT (\) = AMP,
Az dltaldnositott eredménymdtriz hatdrértéke a tdblapont alapt eredménymdtriz, ha

A = 1, azaz limy_,; AP(\) = ABP.
Bizonyitds. A 7.1 és 7.2. Definici6 alapjdn AT”(X) = (1 — \)AMP + \ABP, O

7.2. Lemma. AM? esetén a pontszdm mddszer ekvivalens az mp mérkdzéspont

vektorral.

Bizonyitas. A résztvevo csapatok paros szama miatt d; = ¢ minden X; € N-re, ezért

S = mp — ce. O
7.3. Lemma. AB” esetén a pontszdm médszer ekvivalens a bp tdblapont vektorral.

Bizonyitds. A résztvevé csapatok paros szadma miatt d; = ¢ minden X; € N-re, ezért
s = bp — cte. O

Ezek alapjan kaphatjuk a gyakorlati alkalmazast megalapozo f6 eredménytinket.

7.1. Tétel. Legyen (N, A, M) € R}, egy kormérkézéses rangsoroldsi probléma. Az dl-

AMP

taldnositott sordsszeq és a legkisebb négyzetek maodszere esetén a mérkozéspontok,

mig APY mellett a tdablapontok vektordval azonos rangsort eredményez.

Bizonyitds. Az SCC' tulajdonsag teljestilése (6.6. Lemma) miatt az altalanositott
sorosszeg ¢és a legkisebb négyzetek modszere ekvivalens a pontszam modszerrel, igy
a 7.2. és a 7.3. Lemmébol adodik az allitas. O
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Eszerint mindkét eljaras tekinthet6 a hivatalosan hasznalt lexikografikus rendezés
olyan kiterjesztésének, mely az ellenfelek figyelembevételével prébalja kezelni a
mérkozések hianyat, az idealisnak tekinthetd kormérkozéses esetnél kevesebb eredmény
ismeretét. Amennyiben a hivatalos szabalyzat a mérkozéspontokat tekinti a sorrend
alapjdnak, nyilvin az AMF kdédolést célszerti hasznalni. Kis, 0-hoz kozeli \ értékek
mellett az altalanositott eredménymatrixbél ehhez kozeli eredmény kaphato, de
bizonyos mértékben a tablapontok szama (azaz a gyézelem mértéke) is szamitani fog.
Utébbi A novekedésével egyre fontosabba valik, végiil az ABP eredménymatrixhoz
jutunk, ami a tablapont alapu sorrendet terjeszti ki svajci rendszerii versenyekre.

Az ellenfelek teljesitményének beépitése szimulacios vizsgalatok alapjan azzal
a gyakorlati elénnyel is jar, hogy nincs sziikség a holtversenyeket eldonto tovabbi
szabalyok alkalmazasara.

Szintén komoly jelentdséggel bir az alabbi megallapitas.

7.1. Allitas. Legyen (N, A, M) € R" egy rangsoroldsi probléma és k € (0,1]. Az
dltaldnositott sorésszeq és a legkisebb négyzetek médszerével kapott rangsor az AMP

és kAMP illetve az ABY és kAP eredménymdtrizok esetén azonos.
Bizonyitds. Az ST tulajdonsag teljesiilésébél (5.6. Lemma) kovetkezik. O

A 7.1. Allitas értelmében — az objektumok sorrendje szempontjabdl — csupén
egyetlen mérkézéspont alapu kddolas 1étezik, ha elfogadjuk, hogy a gy6zelem jobb a
vereségnél. Ugyanigy, a kiilonb6z6 mérkdzéseken szerzett tablapontok egyenléségének
el6irasa csak egyetlen eredménymatrixsza valé transzforméciot tesz lehetévé. A
skala fiiggetlenség hianydban bizonytalan lenne, milyen megfeleltetést alkalmazzunk,
példaul a gyézelmeket a;; = 0,5 vagy a;; = 1 reprezentalja.

A 7.1. Tétel és a 7.1. Allités alapjan a pontozasi eljarasok koziil a pontszdmot,
az altalanositott sortsszeget, és a legkisebb négyzetek modszerét fogjuk alkalmazni.
Ugyanakkor érdemes kitérni az 5. és a 6. fejezetben targyalt tobbi tulajdonsag

jelentésére ebben a kontextusban:

1. ANO és NFEU: nem szamit a lejatszott forduldk sorrendje és a résztvevok

elnevezése;

2. HOM : a forduldok szaménak és eredményének aranyos médositdsa nem befo-

lyasolja a sorrendet;

3. CS: a torna részekre bontasakor mindegyikben nem rosszabb csapat a végsd

rangsorban sem ér el rosszabb helyezést;

4. RCS': nincs jelentosége, mert egy svajci rendszerii verseny nem bonthaté két

részre ugy, hogy azok mérkozésmatrixa megegyezzen;
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5. SY M : amennyiben minden csapat azonos pontszammal végzett, nem tudunk

koztiik kiilonbséget tenni;

6. INV: az Osszes mérkozés eredményének megforditasaval a rangsor is az

ellenkez6jére valtozik;

7. LOP: a bemutatott ellenpélddak mindegyikében a rangsoroléasi probléma na-
gyon kiegyenstlyozatlan (5.5. Példa), vagy a linedris rendezés szerint jobb
objektum ellenfelei sokkal gyengébben teljesitettek egy nala rosszabbénal
(5.6. Példa), az ut6bbi lehetdséget a pontszammal valé erés korrelacié miatt

lényegében kizarja a parosité algoritmus alapelve;

8. IIR (és IIM): hidnyzé osszehasonlitasok jelenlétében az irrelevans eredmé-

nyektdl valo fiiggetlenség nem kivanatos;
9. ID: két csapat kozotti dontetlen nem befolyasolja relativ sorrendjiiket ;
10. SM: valamely eredmény javitasa néveli az érintett csapat értékelését;

11. IC': az (azonos mértékii) kérbeverések irdnya, vagy dontetlenekkel valé he-

lyettesitése nem befolyasolja a rangsort;

12. HTO: a pontozasi eljaras szerint erdsebb ellenfelekkel jatszé csapat maga-
sabb értékelése esetén pontszama is nagyobb a masik csapaténal, tehat egy

egyértelmiien jobb csapat a lexikografikus rendezés szerint is elérébb végez.

Els6sorban a konzisztencia és a linearis rendezés megorzésének hidnya szoélhat
ellenérvként. A CS tulajdonsdg nem tlinik komoly probléménak, mert nehéz a
torna részekre bontasa mellett érvelni, bar kétségteleniil érdekes kdvetkeztetéseket
eredményezhet. A linearis rendezés megorzésének megsértése a fentiek értelmében
kiegyenstulyozott rangsorolasi problémat eredményezo svajci rendszerii versenyeken
valoszintileg nem jelentkezik: sejtésiink szerint a pontszadm moddszer az Rz halmazon
teljesiti az LOP axiémat. A legkisebb négyzetek mddszere ugyan nem erdsen monoton,
de a jobb eredmény elérése biztosan nem ront az adott csapat helyzetén és egy specialis
eset kivételével noveli is az értékelését (Csatd, 2012b). Az M mérkdzésmatrix fenti
definicidja esetén a homogenitas sériilése nem jelent problémat, az altalanositott
sorosszeg modszer tetszoleges € paraméter mellett alkalmazhato.

Osszességében mind az 4ltalanositott sordsszeg, mind a legkisebb négyzetek
modszere elfogadhatonak tiinik a svajci rendszert sakk csapatversenyek végeredmé-
nyének meghatarozasara. Legfobb elonyiik, hogy kozel allnak a jelenleg elfogadott
eljarasok koncepcidjahoz, egy linearis egyenletrendszer megoldasaként szamithatok

(akar papiron is, figyelembe véve a 4.2. Tételben az inverz meghatérozasara adott
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rekurziv formuldt?®), és az 6sszehasonlitasi multigraf segitségével jol interpretdlhatok.
Végiil a mérkozés- és tablapontok hasznalataval szemben nem igényelnek kiegészito
szabalyokat a holtverseny eldontésére. Ha két csapat értékelése mégis azonos lenne,

érdemes elgondolkodni ennek megorzésén.

7.2. Alkalmazas: sakkcsapat Eurépa-bajnoksagok

Az aldbbiakban egy konkrét elemzést mutatunk be a svdjci rendszeri sakk

csapatversenyek 7.1. alfejezetben ismertetett modellezése alapjan.

7.2.1. Valasztott példak és megvaldsitas
A bemutatott mdédszereket két sakk csapatversenyen keresztiil illusztraljuk:

o 18. férfi (open?”) sakkesapat Eurépa-bajnoksag (EB), 2011. november 3-11.,
Porto Carras, Gorogorszag.
Honlap: http://euro2011.chessdom. com/
Versenyszabélyzat: ECU (2012)
Eredmények: http://chess—results.com/tnr57856.aspx

e 19. férfi (open) sakkesapat Eurépa-bajnoksag, 2013. november 7-18., Varso,
Lengyelorszag.
Honlap: http://etcc2013.com/
Versenyszabélyzat: ECU (2013)
Eredmények: http://chess—results.com/tnr114411.aspx

Mindkét versenyen n = 38 csapat szerepelt, melyek 2t = 4 tablan ¢ = 9 for-
dulét jatszottak egymassal. Az eredmények hozzaférhetésége mellett elsésorban
ez indokolta kivalasztasukat: az egymas elleni mérkozésekbdl adodod osszehasonli-
tasi (multi)grafnak 171 éle van, regularis, és nem paros. Kormérkézéses esetben
n(n —1)/2 = 703 eredmény lenne ismert, ennek mintegy a negyede all rendelkezésre.

A két torna eredményeit, a résztvevo csapatok egymas elleni tablapontszamait
az F.III. Figgelék F.1. (2011) és F.2. (2013) tablazata tartalmazza. Az ésszecsapés
gyoztese a legalabb 2.5 tablapontot elérd csapat, a 2 dontetlent, ennél kevesebb pedig
vereséget jelent. A nem lejatszott mérkdzéseket — jeloli.

A két Eurdpa-bajnoksagon a hivatalos végeredményt adé lexikografikus rendezés
elsddleges szempontja a mérkdzéspontok szama (T'B1). A holtverseny eldontésére
vonatkozo6 szabalyok 2013-ban sorrendben az aldbbiak voltak (ECU, 2013):

26 Ennek konvergencidja a legkisebb négyzetek médszerére ugyan nem biztositott, amikor az
6sszehasonlitasi multigraf reguldris paros, de ez szinte lehetetlen, hiszen példaul kizarja a 3-hosszt
korok létezését.

2T A magyar csapatban mindkét torndn szerepelt Polgar Judit.


http://euro2011.chessdom.com/
http://chess-results.com/tnr57856.aspx
http://etcc2013.com/
http://chess-results.com/tnr114411.aspx
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1. T B2: Sonneborn-Berger pontok Osszege, az ellenfelek — a legkevesebb mér-
kozéspontszamu kivételével — mérkozéspontszama szorozva az ellentik elért

tablapontok szamaval, majd 6sszeadva;
2. TB3: tablapontok szama;
3. T'B4: ellenfelek tablapontjainak 6sszege;

4. TB5: legyozott ellenfelek tablapontszamai és a dontetlenekhez tartozok tabla-

pontszamai felének Gsszege.

Mindenhol a magasabb pontszam jobb. A fenti jeloléssel 2011-ben a lexikografikus ren-
dezés szempontjai sorrendben T'B1, T'B3, T'B4 és T'B5 voltak, az 6todik holtverseny
eldontésére szolgald szabaly alkalmazasara nem volt szikség (ECU, 2012). Gorogor-
szaghan az els6 harom, Lengyelorszaghan mar az els6 ketto kritérium egyértelmi
rangsort, linearis rendezést adott.

Ahogy lattuk, a T'B1 mutaté é6nmagaban nem biztosithatja ezt, mert a kilenc
mérkozésen legfeljebb 18 mérkozéspont szerezheto, a résztvevok szama viszont 38, a 19
lehetséges érték kétszerese. Miutan a mésodik szempont (2011-ben a T'B3, két évvel
kés6bb a T'B2) az elért tdblapontok szamat is figyelembe veszi, a csapatok mindkét
tornan 6sztonozve voltak ennek novelésére. Ez kiilonosen a kozepes teljesitményt
nyujtokra igaz, mert a parositod algoritmus sajatossdgai miatt ebben a tartomanyban
stirtisodnek a résztvevok. Egy minden mérkdzését megnyer6 csapat ugyan garantaltan
az els6 helyen végez, igy sziikségtelen tablapontjai novelésére torekednie, de ez a
gyakorlatban elég ritkan torténik meg, senki sem mehet biztosra. Mas sportagakban ez
nem feltétleniil igaz: mig egy teniszjatékosnak fontos a mérkozés mielobbi befejezése,
a labdartugasban sokszor margindlis a golkiilonbség szerepe.

A 2013-as EB eredményeinek eloszlasa, a tobb tablapontszamot eléré csapatok
szempontjabol, a 7.1. 4bran ldthatd.?® Eszerint a minimalis ardnyt gy6zelmek a
legvaldsziniibbek, mig a 2 : 2 és 3 : 1 tablapontszamt mérkozések gyakorisaga kozel
azonos. Ennél nagyobb mértéki folény az 6sszecsapasok hatodaban alakult ki. A 2011-
es verseny hasonlo képet mutat, bar ezen csak 33 dontetlen sziiletett. Utébbi azért is
fontos kérdés lehet, mert a sakkban viszonylag egyszertien, megegyezéssel elérheto
ilyen eredmény, ezért a sikeres szereplésre mar esélytelen csapatok korében felmeriilhet
ilyen iranyu torekvés. A verseny elérehaladtaval, részben a parosité algoritmus miatt,
valoban emelkedett ezek gyakorisaga, 2013-ban a nyolcadik fordulé 19 mérkozésébdl
kilenc dontetlennel végzodott. Noha nem tudjuk kizarni a jelenség el6fordulasat, jobb

megoldas hidnydban megdrizziik az eredmények valtozatlan értékelését.?”

28 A tovabbi szamitdsok eredményei kérésre elérhetdk a szerzénél.

29 Hasonlé problémat okozhat, ha egy erdsebb csapat az utolsé forduléban mar egy dontetlennel
képes elérni az dhitott helyezést, igy a kockdzat minimalizalasa érdekében erre vonatkozé ajanlatot
tesz ellenfelének.
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7.1. abra. A 2013-as sakkcsapat EB eredményeinek eloszlasa
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Térjiink rd a rangsorolasi probléma megfogalmazasara. A csapatok egyarant
érdekeltek a mérkozéspontok és a tablapontok szamanak névelésében, ezért az el6bbin
és az utobbin alapuld, valamint az altalanositott eredménymaétrix is hasznalhato.
Négy kiilénbo6z6 lehetSséget vizsgaltunk meg: AME | ABP 'illetve AMB = AP(1/4) =
=3/4 AMP L1 /4 ABP ég ABM = AP(2/3) =1/3 AMFP +2/3 ABF. A X paraméter (0,1)
intervallumon nem szimmetrikus eloszlasa azt a tényt tiikkrozi, hogy a mérkozéspontok
jelentOsége a tablapontokénal nagyobb volt.

A pontozasi eljarasok tekintetében harom lehetéséget vettiink figyelembe, a
legkisebb négyzetek moédszerén (LS) kiviil az altaldnositott sorosszeget az €1 = 1/324
(GRS) és a g9 = 1/6 (GRS,) paraméterértékek mellett. E16bbi az 1/ [k(n — 2)] =
=1/[9(38 — 2)] = 1/324, az ellenfelek szerepét meglehetdsen alacsonynak minésité,
észszerl fels6 hatar. e, meghatarozasanal egyrészt arra figyeltiink, hogy 1ényegesen
kiilonbo6zzon az el6bbibdl szarmazéd rangsorral, méasrészt a 4.3. Tétel szerint az
altalanositott Buchholz eljaras megfelel§ véltozéja 6 = 1/eo +0 = 6 +9 = 15,
ami az £1-b6l adodéndl joval kozelebb all a legkisebb négyzetek médszeréhez. A
pontszam modszer alkalmazasatol eltekintettiink, hiszen a mérkozéspontok vektora
a holtversenyek eldontését leszamitva a hivatalos sorrendet adja, a tablapontok
szamanak figyelembevételét pedig indokolatlannak tartottuk.

A legkisebb négyzetek modszerének egyértelmiiségéhez szitkséges a G multigraf

Osszefiiggd volta (3.4. Alh’tés), ami mindkét alkalommal a harmadik fordulét kovetéen
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allt elé. Ez szinte a legkedvezObb eset, hiszen két forduléban csak 38 mérkozést
jatszanak, és az Osszefligg0séghez miniméalisan 37 él sziikséges. Az eredmény a parositd
algoritmus alapelvének koszonhetd. Vagyis az altalanositott sordsszeg és a legkisebb
négyzetek modszere — a hivatalos rangsorhoz hasonléan — a harmadik fordul6 végétol
kezdve folyamatosan alkalmas a csapatok rangsoranak meghatarozasara. A kevés
ismert eredmény miatt igazabdl nem jelent korlatozast, hogy az elsé két forduléban
ez még nem lehetséges.

A rangsorokat a harmadiktol kezdve minden fordulé utan meghataroztuk a négy
eredménymatrix és a harom modszer mellett. Ez koronként 12 sorrendet jelent, amit
a hivatalos (Official), és a csapattagok El§-pontszamabol adédé kezdeti, a priori

rangsor (Start) egészit ki.

7.3. Jel6lés. A 14 rangsort a kovetkezSképp jeloljiik: Start, Official; GRS, (AMT),
GRSy (AMP)  LS(AMP): GRS (AMB), GRS,(AMB), LS(AMB). GRS,(APM),
GRSy (ABM) LS(ABM): és GRS, (ABT), GRS,(ABF), LS(ABT). Ugyanez az 4b-
rakon sorrendben Start, Off; G1, G2, G3, G4; S1, S2, S3, S4; és L1, L2, L3, L4.

A Start és az Official rangsorok, a szabélyzat szerint, egyben linearis rendezések.
Ellendrizhetd, hogy a két példaban a tobbi 12 rangsor is ilyen, X; ~ X; sehol sem
fordul el6, igy nincs sziikség tovabbi holtverseny eldontésére szolgdld szabalyok alkal-
mazasara. A két torna kiilonb6z6 médszerekkel kapott rangsorait az F.II1. Fiiggelék
F.3. (2011) és F.4. (2013) tablazata tartalmazza.

7.2.2. A rangsorok adbrazolasa

Elemzéstiinket a végeredmény, a kilencedik fordulé utan kapott rangsorok kiilon-
bozoségének mérésével kezdjiik, hiszen a 38 elemii rangsorok eltérései onmagaban
nehezen értékelhetok. Ennek kiszamitasara két lehetdséget valasztottunk, a Kemény-
és a sulyozott tavolsagokat. Ennek indoklasa és a pontos definiciok az F.II. Fiiggelék-
ben olvashatok.

A 2011-es Eurdpa-bajnoksag rangsorainak tavolsagai a 7.1. tablazatban lathatok.
Két sorrend % Kemény-tdvolsdganak maximuma akkor 4ll el8, ha az dsszes objek-
tumpart fel kell cserélni, azaz 6% < n(n —1)/2 = 703. Az 1.a. tdbldzatban minden
érték jelentosen elmarad ettdl, azok legnagyobbja is csupan 130. A sok adat kozott
aligha fedezhetd fel valamilyen torvényszeriiség. Az eredményektdl fliggetlen Start
rangsor csaknem mindegyiktol messze talalhato. Legtobb esetben — a tablapontszam-
bol szamitott (ABP) sorrendek kivételével — észrevehetd az azonos eredménymatrixbol
(AMEP - AMB = ABM ¢ ABPY vagy médszerrel (GRS, GRS2 és LS) kapott rangsorok
kozotti kapesolat. A hivatalos végeredmény megegyezik a GRS;(AMP) rangsorral.

A megfelel6 sulyozott tavolsagokat az 1.b tablazat tartalmazza. Maximuma

n — 1 = 37, mig a Kemény-tavolsagé ennek n/2 = 19-szerese. Két kivalasztott
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7.1. tablazat. A 2011-es sakkcsapat Eurdpa-bajnoksig rangsorainak tavolsaga

(a) Kemény-tavolsag

A A, m ) < < —~ —~

5 3 o~ 3 3 £ & & £ & & @~

< < 3 < < < < = < < %

= = A = = = = < A = = A

- 5 0 0 N 0 0 N 0 0 N 0 0 N

s & X x @ X X @ x @ x < &

n o G] G] N G] G] N V] V] = V] V] =

Start 0 107 100 98 100 107 99 96 110 93 93 130 99 85
Official 107 0 37 45 73 0 38 69 25 34 60 71 52 60
GRS, (AMP)y 100 37 0 16 44 37 13 42 62 31 43 108 61 53
GRSy(AMP) 98 45 16 0 28 45 7 26 70 27 29 114 67 45
LS(AMP) 100 73 44 28 0 73 35 8 94 47 21 130 81 41
GRS (AMB) 107 ) 37 45 73 0 38 69 25 34 60 71 52 60
GRS (AMB) 99 38 13 7 35 38 0 33 63 20 32 107 60 40
LS(AMB) 96 69 42 26 8 69 33 0 88 41 13 122 73 33
GRS1(APM) 110 25 62 70 94 25 63 88 0 49 79 46 41 71
GRSy (ABM) 93 34 31 27 a7 34 20 41 49 0 30 87 40 26
LS(ABM) 93 60 43 29 21 60 32 13 79 30 0 111 60 20
GRS1(ABT) 130 71 108 114 130 71 107 122 46 87 111 0 57 97
GRSy (ABF) 99 52 61 67 81 52 60 73 41 40 60 57 0 44
LS(ABT) 85 60 53 45 41 60 40 33 71 26 20 97 44 0

(b) Stlyozott tavolsdg
& ) Q q < —~ ~

s 08 -~ F f -~ B i -~ & &5 -

- N N s N N = N N 2 hJ N g

£ S 0 0 = 0 0 = 0 0 N 0 0 =

3 = o © 0 © '] 0 '] '] 0 o o 0

n o] 6] 6] = [G] G] = G] G] = 6] 6] =
Start 0 10,8 9,68 960 9,39 10,8 954 9,15 11,3 9,45 866 12,2 10,0 8,10
Official 10,8 0 3,04 3,67 6,33 0,00 3,08 6,12 209 274 562 6,55 4,89 558
GRS1(AMP) 968 3,04 0 1,02 3,80 3,04 0,75 3,73 504 229 3,80 9,41 587 4,39
GRS3(AMP) 960 367 1,02 0 2,80 3,67 0,60 2,73 5,66 2,24 287 997 6,36 4,15
LS(AMP) 9,39 6,33 3,80 2,80 0 6,33 3,39 0,53 8,07 4,36 1,53 9,94 6,20 3,01
GRS;(AMB) 10,8 0,00 3,04 367 6,33 0 3,08 6,12 2,09 2,74 562 6,55 4,89 5,58
GRS3(AMB) 954 308 075 060 3,39 3,08 0 3,31 5,00 1,65 3,27 9,42 580 3,69
LS(AMB) 9,15 6,12 3,73 273 0553 6,12 3,31 0 7,74 4,04 1,00 948 571 249
GRS1(APM) 11,3 209 504 566 807 2,09 509 7,74 0 4,10 7,20 4,48 3,96 6,58
GRS(ABM) 945 274 229 224 436 2,74 1,65 4,04 4,10 0 3,20 8,01 4,23 2,98
LS(ABM) 8,66 5,62 3,80 2,87 1,53 5,62 3,27 1,00 7,20 3,29 0 8,79 4,79 1,49
GRS1(ABF) 12,2 6,55 9,41 997 994 6,55 942 948 448 80l 8,79 0 4,53 7,78
GRS(ABMy 100 489 587 6,36 620 489 580 571 396 423 479 453 0 3,64
LS;(ABM) 8,10 558 4,39 4,15 3,01 558 3,69 249 6,58 2,98 149 7,78 3,64 0

rangsor sulyozott és Kemény-tavolsaganak aranya a 2011-es példaban 8,73 és 17,44,
a 2013-asban pedig 5,81 és 18,73 kozott talalhato, tehat az utoébbi esetben a stlyozés
valamivel jobban modositja a tavolsagokat, a két megkozelités mégis varakozasainknal
kevésbé tér el egymastél. Ennek oka (csak) az lehet, hogy a rangsorok eltérései a

poziciok fiiggvényében tobbé-kevéshé egyenletesen fordulnak el

A rangsorok tavolsaganak bevezetésével azok Gsszehasonlitdsa a 13-dimenzids
térre redukalhaté, ahol 14 sorrend tokéletesen abrazolhaté. Ez még mindig nehezen
elemezhetd, azonban lehetséges a dimenzidszam tovabbi csokkentése, bar ez tovabbi
informéacidveszteséggel jar. Ehhez Csatd (2013a) nyomén a sokdimenzids skaldzdst
(multidimensional scaling, MDS) hasznaltuk (Kruskal és Wish, 1978; Kovacs, 2011).

A modszer alapelve, hogy a térben minden megfigyelésnek megfelel egy pont, és a
hasonlék kozelebb vannak egymashoz. Az MDS mogott nem all sztochasztikus modell,
nincsenek eloszlasbeli megkotések és tesztelendd hipotézis, nem tételez fel oksagi

kapcsolatot. Egy klasszikus alkalmazasi példa varosok légvonalban mért tavolsagai
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alapjan a térképen elfoglalt helytik (tokéletes) visszaaddsa. A sokdimenzids skalazas
bizonyos értelemben hasonl6 a paros 6sszehasonlitdsok alapjan torténo rangsorolashoz,
mindegyiknél egyfajta informaciotomorités torténik. A kapcsolat feltarasa tovabbi
kutatasokat igényel.

Az MDS modszer az eredeti tavolsagokat ardany, intervallum, vagy ordinalis ska-
lan kezeli, esetiinkben a legszigorubb elso valasztas alkalmazhato, mert a rangsorok
egyezése természetes minimumot jelent. Ekkor a redukalt dimenzids térkép ¢ diszk-
repanciai a 0 = bd linearis fliggvénnyel kapcsolédnak az eredeti d tavolsagokhoz.
A leképezés josdganak eldontésére, a dimenzidcsokkentésbdl szarmazo informéacio-
veszteség mérésére a Kruskal-féle Stress és az RSQ mutatékat hasznaltuk. El6bbi
0,2-nél nagyobb értéke esetén a dimenziécsokkentés nem elfogadhatd, mig 0,05 alatt
tokéletes illeszkedésrol beszélhetiink. A Stress mutatd kisebb értéke kedvezobb, a
dimenziészam emelkedése biztosan nem néveli azt. Az RSQ az eredeti tavolsdgban
megfigyelhet6 variancia diszkrepanciak altal magyarazott hdnyada, magasabb értéke
kedvezobb, a dimenzidszam emelkedése nem csokkentheti.

A szamitasokat az SPSS statisztikai programcsomag 20-as verzidjaval készitet-
tiik.?0 Az illeszkedési mutatok alapjan minden esetben elfogadtuk a két-, és eluta-
sitottuk az egydimenzids leképezést. A tengelyeknek nem tulajdonitunk jelentést,
iranyuknak amugy sincs jelentOsége, a sokdimenzids skaldzassal kapott eredmények
szimmetrikusak azokra (Kovdcs, 2011).3! A pontos koordindték helyett 1ényegében a
kapott pontok egyméashoz val6 pozicidja szamit.

A 7.2. abra a 2011-es Eur6pa-bajnoksagra Kemény-tavolsiggal kapott skalatér-
képet mutatja. A 2.a dbra megerdsiti az 1.a tablazatbodl levont kovetkeztetéseket, a
Start rangsor az 0sszes tobbitol messze helyezkedik el. Ez jol magyardzhato annak
eltéré koncepcidjaval, hiszen a verseny eredményeinek figyelembevétele nélkiil ké-
szilt. A Stress-mutato 0,0995-6s értéke kozepes mértéki illeszkedést jelent, az RSQ
szerint a redukalt skdlatérkép az eredeti tavolsdgok variancidjanak 96,96 szazalékat
magyarazza. Az egydimenzios abra Stress mutatdja 0,2802, mar nem elfogadhato.
A teljesen megegyez6 Official (Off) és GRS, (ABT) (G1) rangsorok skédlatérképen
elfoglalt pozicidja miniméalisan kiilonbozik, ez valdszintileg kerekitési hibdak eredménye.

A t6bbi sorrend megbizhatébb 6sszehasonlitdsara a Start rangsor kihagyasaval

t.32

megismételtiik a szamitast.”> A 2.b dbra alapjan az eredménymatrix fiiggvényében

a GRS; moddszernél lathatoé a legnagyobb, a GRSy mellett kozepes, mig az LS
eljardsndl a legkisebb variancia. A tdblapontszdm (AP eredménymétrix, G4, S4

és L4) segitségével szamolt sorrendek jelentésen eltérnek a tobbitdl, killonosen az

30" Az algoritmus lefutdsdhoz a szimmetrikus tdvolsdgmétrixnak legaldbb 10 objektumot kell
tartalmaznia, részben ez indokolta az eredménymatrix tobbféle kédolasanak hasznélatét.

31 A 2.a és 2.b dbrakon jél lathaté a fiigg6leges tengely megfordulsa.

32 A mésik hdrom esetben (stilyozott tévolsdg, illetve 2013-ra Kemény- és stilyozott tavolsag) ez
szintén outliernek tekinthetd.
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7.2. abra. A 2011-es sakkcsapat EB skalatérképei

A hivatalos rangsor (Off) megegyezik az egyik altaldnositott sorosszegbél adédéval (G2), ezért
tavolsdguk nulla. A skélatérkép megfelel6 koordinatai kozott minimélis eltérés ldthatd, ami minden
bizonnyal szamitdsi pontatlansag eredménye.

(a) Kemény-tavolsag, a Start rangsorral

G1
Gf ol
X X L1
Off
. S2 o
X o <
G3 S3 3 L2
H X
G4 ©
S4 L4
([ J
Start
(b) Kemény-tévolsig, a Start rangsor nélkiil
<&
X
L4
B¢ 54 <
G4 L3 ©
y L2 9
93 L1
S2
" X
G2 X
G3 & S1
Oft G1

elébbi ketto esetén. A hivataloshoz leginkabb a G RS; modszer hasonlit, legkevéshé
pedig az LS. A rangsorok kiillonb6zosége a tablapontszam nagyobb szerepével egyiitt
emelkedik. A skalatérkép a legkisebb négyzetek moddszere és a mérkdézéspontok
nagyobb jelentGsége mellett sz6l. A Stress-mutato a korabbindl jéval alacsonyabb
(0,0264), mig az RSQ értéke 0,9969, mindkettd szinte tokéletes illeszkedést jelez.
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7.3. abra. A 2013-as sakkcsapat EB skalatérképei

(a) Kemény-tavolsag, a Start rangsor nélkiil

<
L4
X
5 S4 ° L2
G4 L3 o
X982 L1
S8 %,
®  ® S1
oo Off
G3 a9 G1
(b) Stlyozott tavolsdg, a Start rangsor nélkiil
O
L4
S L2
M X L3 <0
G4 S4 L1
S3 S2
< xxs
% . Off G1

G2

A sulyozott tavolsag hasznalatakor ehhez hasonld abrakat kapunk, bar a GRSq,
GRS, és LS moédszerek eltérése, valamint az APY eredménymadtrix outlier volta job-
ban szembetiing. Ennek illusztralasara a 7.3. abran mutatjuk be a 2013-as versenyre
a Kemény- és stlyozott tavolsagok mellett adddo skédlatérképeket, mindkét esetben a
Start rangsor nélkiil. A Stress-mutaté értéke 0,0261, illetve 0,0430, a kétdimenzids
MDS koordinatak az eredeti tavolsagok variancidjanak 99,74, illetve 99,37 szazalékat
magyarazzak, mindegyik kivalé illeszkedést jelez. Minoségi kovetkeztetéseink meg-
egyeznek a 2.b 4brabdl levontakkal: az ABF eredménymatrix hasznalata, féként az
altalanositott sorosszegnél, nehezen indokolhato, a legkisebb négyzetek modszere pe-
dig robusztus eredmény ad, de viszonylag messze talalhaté a hivatalostol. A Kemény-

és sulyozott tavolsagok eltérése elhanyagolhato, a 2.b és a 3.b abra lényegében azonos.

A Stress és RSQ mutatok alapjan a kétdimenzids illeszkedés mindkét esetben

nagymértékben javithatdé a Start rangsor elhagyasaval, a Kemény-tavolsag a su-
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lyozottnal jobban magyarazhato. Tehat a rangsorok kiilonbozésége a pozicidcserék
helyének figyelembevétele nélkiil alacsonyabb, ami a dobogén végzett csapatok elté-
réseinek koszonhetd, hiszen ez a silyozas bevezetésekor sokkal meghatarozobba valik

a tavolsag kiszamitasdban. A skalatérkép némileg elfogadhatébb a 2013-as versenyre.

7.2.3. Egy rangsor elemzése

A rangsorok Osszevetésére egy masik megkozelitést kindl az altalanositott sorosszeg
és a legkisebb négyzetek modszerének a 4. fejezetben targyalt graf interpretacioja.
Mindkét verseny esetén kiegyensulyozott rangsorolasi problémat kapunk, a G' 0ssze-
hasonlitasi graf regularis, de nem paros, ezért — hurokélek hianyaban — kiilonésen
jol értelmezhetd a 4.2. Tétel iterativ felbontésa. Ekkor az AMP mérkdzéspont alapi
eredménymétrix haszndlata a nulladik 1épésben (k = 0) a hivatalos rangsort adja
vissza attol eltekintve, hogy utébbiban a holtversenyek is eldontésre keriiltek. Az
eljaras az ezt kovetd lépésekben a P* hatvanyokon keresztiil fokozatosan figyelembe
veszi az ellenfelek, majd az ellenfelek ellenfeleinek stb. mérkozéspontokkal mért erejét,
igy titkkrozni fogja az egyes csapatok sorsoldsanak nehézségét is.

A 2011-es EB esetén k = 7, a 2013-asnal pedig k = 12 esetén kapjuk meg a
tovabbiakban valtozatlan, a q(AMT) vektor altal meghatdrozott végsé sorrendet.
Mivel a 4.1. Példaban ez csak a 13. 1épésben tortént meg, Ggy tiinik, annak sebességét
jobban befolyasolhatja az ismert Osszehasonlitasok szerkezete, mint azok puszta
aranya (ahol ez 7/21 = 1/3 volt) vagy az objektumok szama (ott n = 7).

Az LS(AMP) médszer iterativ felbontdsanak rangsorvaltozasai a 7.2. tablazatban
lathaték. A masodik oszlopban a holtversenyeket a hivatalos rangsornak megfele-
16n dontottiik el, hogy elkertiljitk a rangszdmok torlédasat (példaul a 13. helyezett
Szerbia és a 18. Montenegr6 egyarant 10 mérkézéspontot szerzett). Mivel kiillonb6z6
mérkozéspontszamok esetén erre nincs sziikség, ez egyuttal azonos a hivatalos rang-
sorral. Az iteracio késobbi lépéseiben mar nem hasznaltunk ilyen szabalyokat, mert a
q® (AMPY értékeldvektor barmely két koordindtédja minden k > 1-re kiilonbéz6. Az
egyes iteracios lépésekben a pozicié javulasat a 1, romlasat a ¥ nyilak jelzik, szdmuk
megegyezik a valtozas mértékével. Amennyiben ez haromnal tobb, értéke a megfelelo
nyil moégott zardjelben szerepel. Ennek megfelel6en a 1 és ¥ nyilak szdma minden
oszlopban azonos. A helyezés valtozatlansagat — jelzi.

A 4.2. Tétel alapjan k = 1 mellett a csapatok mérkézéspontszamahoz hozzaadddik
ellenfelei pontszamanak atlaga, azokat részesitve elényben, akik nehezebb sorsolassal
jatszottak a versenyt. A korrekcid legnagyobb nyertese a hét poziciét javité Szlovénia,
vesztese a hat helyezést ronté Hollandia és a néggyel visszaes6 Romania. Ezaltal a
kilenc mérkozéspontos Szlovénia megelézi az ennél kettével tobbet szerzé Hollandiét.

Héarom helyezéssel tobb csapat eredménye is valtozik, ennyit javit Fehéroroszorszag,
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7.2. tablazat. Poziciévaltozdsok az LS(AMT) rangsor kozelitésében, 2013

Hatvany 0 1 2 3 4 5 6 8 9 11 12
Anglia 10 - () - - - - - . - _
Ausztria 30 ™M ™M - 0 _ _ _ _ -
Azerbajdzsan 1 - N - - - - — — _ _
Belgium 33 — - J = _ _ _ _ _
Bulgaria 25 ™M - - - - - — _ _ _
Csehorszag 8 N N - = — - _ - _ _
Dénia 27 Wi \/ - - - - J _ _
Fehéroroszo. 15 ) = = — 1 - _ _ _ _
Finnorszag 34 - - () - - - - _ _ _
Franciaorszag 2 = P - - = - ~ _ _ _
GoOrogorszag 7 - - - - - J - - _ _
Gruzia 6 = - - = — = - _ _ -
Hollandia 11 V(6) - - - - - _ _ _ _
Horvatorszag 17 ™M - - J - - _ _ _ _
Izland 29 W - - - - - - () - -
Izrael 28 ™M () ) = = — — _ _ _
Lengyelo. 1f 16 M — — - J - - _ _ _
Lengyelo. 2% 22 W - J = N) - - _ _ _
Lengyelo. 3* 31 - () - - - () - - - -
Litvania 23 W yH4) - — = 7 = = - -
Macedonia 37 - - ~ - - — - — _ _
Magyarorszag 5 — - - = — - _ _ _ _
Montenegré 18 NY - N - - — — . _ J
Németorszag 20 - - 1t - () - - _ - _
Norvégia 35 — - - - - - — _ _

Olaszorszag 12 () = - - J — = - . =
Oroszorszag 3 N) - — — - - _ _ _ _
Orményorszag 4 () — — = = - _ _ _ _
Roménia 14 4 ™M - 0 — - - . _ _
Skécia 36 = - - - — - ~ _ _ _
Spanyolorszag 19 W - - - - J _ _ _ _
Svéje 2. M A A - - -
Svédorszag 26 N) - N - — - — _ _ _
Szerbia 13 Wil W = - J _ _ _ _ =
Szlovénia 21 ™M) — - - 1 _ _ _ _ _
Torokorszag 24 M - = = - A _ _ _ 1
Ukrajna 9 () - - — - 1 - — _ _
Wales 38 = - - = = . - _ _ _

i Poland f Poland Futures * Poland Goldies

Lengyelorszag 1 és Svajc, illetve ugyanennyit ront Dénia, Izland és Szerbia. A hivatalos
holtverseny eldontésére szolgald szabdalyok koziil az ellenfelek tablapontszamaval

megegyezo T B4 utal erre.

Az ezt koveto iteracids lépésekben gyakran az elsd iranyaval megegyezo, de
annal kisebb mértéki valtozas torténik: a fentiek koziil példaul Fehéroroszorszag és
Szlovénia k = 5-nél még egy helyezést javit, Dania k = 3-nal és k = 9-nél egyet-egyet
ront. Hollandia esetén nem torténik tjabb valtozas, Roménia viszont jelentos részben
visszanyeri elvesztett pozicidit, a kozvetett ellenfelek ereje szinte teljesen kompenzalja

a kozvetlenek gyengeségét.
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A valtozasok abszolutértékének monotonitdasa alél az egyetlen kivétel Litvania,
amely k = 1-nél kett8, k = 2-nél viszont négy (!) poziciét ront, tehét elsésorban nem
az ellenfelek, hanem azok ellenfeleinek gyengesége dont. Egy masik érdekes esetet
jelent a viszonylag egyenletes megoszlassal 6t helyezést javité Ausztria. A valtozasok
iranya tekintetében mar tobb csapatndl sem teljesiil annak egyiranytusaga: ilyen a
mar emlitett Romanian kiviil Horvatorszag, Izland, Lengyelorszag 1 és Olaszorszag.
Eszerint az els6 korben poziciot valtoztatd csapatok egy részénél a késobbi iteracios

lépésekben ez (bizonyos mértékben) korrigdlédhat.

Az els6 helyen k = 2-nél Franciaorszag valtja Azerbajdzsant, a hat vezetd pozici-
6ban a hivatalos rangsorhoz képest — az azonos mérkézéspontszammal rendelkezé
Oroszorszag és Orményorszag helycseréjét leszamitva — ez az egyetlen valtozas. Utébbi
egyértelmiien indokolt, Oroszorszag a verseny elején mutatott gyengébb teljesitmény
utan, kiils6 koron jutott fel a dobogéra. Franciaorszag és Azerbajdzsan viszonyan
lehet vitatkozni, az elébbi sorsoldsa talan kicsit nehezebb volt (ezt tiikrozheti maga-
sabb T'B4 mutatdja), a masik csapat viszont nem szenvedett vereséget. Mindenesetre
sokat segitene, ha eggyel tobb fordul6 keriil megrendezésre, igy lejatszhattak volna az
Azerbajdzsan-Oroszorszag mérkozést. Az utolsé valtozas Torokorszag és Montenegrd
helycseréje k = 12-nél. A legkisebb négyzetek modszere nem csupan az azonos mérko-
zésponti csapatok kozotti holtversenyek eldontésére szolgal, tobb esetben eléfordul,
hogy kettdével kevesebb pontszamu résztvevo el6z meg egy, a hivatalos sorrend szerint
néala jobb csapatot (amint azt Szlovénia és Hollandia példdja mutatta).

A svéjci rendszerii versenyek hivatalos rangsorolasanak hibaira a 2011-es verseny
szolgéltat kivalo példat. Az elsé hat mérkézésén harom gyozelmet és harom dontetlent
elérd, akkor hatodik Franciaorszag az utols6 harom forduloban vereséget szenvedett,
igy a vele azonos mérkozéspontszamu csapatokhoz képest joval nehezebb ellenfelekkel
talalkozott. Az LS(AMP) rangsor iterativ felbontdsa a 7.2. tablazatban haszndlt
jelolésekkel :

Hatvany 0 1 2 345 6 7 8
Franciaorszag 19 1™(4) ™Mt - - 1 — 1 -

Tehat a csapat a hivatalos 19. helyett a mérkézéspontokon alapuld eredménymat-
rixot hasznalo legkisebb négyzetek modszerével mar a hetedik iteracios lépés utan
10. helyezést ért el. A javulas foként ellenfelei, illetve ellenfelei ellenfelei erejének

koszonhetd. A furcsa jelenségre szakértSk is felfigyeltek.3?

33 A francidk sokdig az élbolyban kiizdittek, a végén a svdjci rendszer minden ,dtkdnak” az
dldozataivd vdltak. Lasd http: //sakkblog.postr.hu/sokan—palyaznak—dobogos—helyezesre—
—izgalmas—utolso—fordulo—dont. Mi azonban tgy véljik, a péarositas kiilonb6zoségbdl fakadd
torzitasok jelentOs részben kikiiszobolhetOk lennének a javasolt moédszerek alkalmazasaval, igy
egyaltalan nem, vagy sokkal ritkdbban kellene a svijci rendszer hibair6l beszélni.


http://sakkblog.postr.hu/sokan-palyaznak-dobogos-helyezesre-izgalmas-utolso-fordulo-dont
http://sakkblog.postr.hu/sokan-palyaznak-dobogos-helyezesre-izgalmas-utolso-fordulo-dont
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7.2.4. A rangsorok osszehasonlitasa és értékelése

A kiillonbo6z6 rangsorok Osszehasonlitdasa utan ratérhetiink a legjobb sorrend

kivalasztasanak kérdésére. Ehhez harom megkozelitést valasztottunk:
o Elérejelzé képesség vizsgalata (predictive performance);
e Muiltbeli eredmények leirasa, mintailleszkedés (retrodictive performance);

e A rangsor valtozasai az egyes fordulok utan.

Pasteur (2010) az els6é kett6t emliti a matematikai alapt rangsorolé moddszerek
kritériumaként : az elérejelzé eljarasok célja a jové minél pontosabb megbecslése, a
miultbeli eseményeket kozelitoknél ezzel szemben a mintara vald illeszkedés szamit.
Az 6konometriai modellek tobbségét szintén e két csoportba sorolhatjuk.

A harmadik szempontot, a rangsor minél kisebb valtozékonysagat két okbdl is
fontosnak tartjuk. Egyrészt sem a kozonség, sem a résztvevok nem szeretik, ha
tulsdgosan instabil az eredmény, egy vereség vagy gyozelem utan nagymértékben
modosul a csapat helyezése. Természetesen a méasik véglet szintén keriilendo, de ez
nehezen szamszertisithetd. Masrészt axiomatikus megkozelitésben is nehéz meghata-
rozni a svajci rendszerli versenyek optimalis forduldszamat, az atvaltast az esemény
id6beli korlatai és a jatékosok terhelése, illetve a stabil sorrend kialakitasa kozott.
Ezért egyértelmiien jobbnak tlinik egy olyan moédszer, ami robusztusabb, kevésbé
reagal a varatlan eredményekre, hiszen ekkor a gyengébben szerepld résztvevok nem
érvelhetnek azzal, hogy csak egy-két tovabbi forduld kellett volna képességeik érvénye-
sitéséhez. Ennek alapjan némi megszoritassal gy véljik, kedvezébbnek tekintheto,
ha a vizsgalt eljarassal kapott rangsorok kevésbé valtoznak az egyes fordulok kozott.

A multbeli és jovobeli eredmények leirasanak képességét két mutatoval mérjik: egy
alacsonyabbra értékelt csapat hany mérkozés-, illetve tablapontot szerzett egy nala
jobb ellenében. Ezek egyike sem veszi figyelembe a helyezések eltérésének nagysagat,
nincs kiilonbség akozott, hogy az utolsod résztvevo az elsé vagy az utolsod elotti ellen
szerez pontot. A két mérGszam Osszehasonlitasra igy is alkalmas, emellett nem meriil
fel az onkényesség vadja, ami barmilyen méas definiciénal nehezen lenne elkeriilhet6.
Jovobeli kutatasainkban azonban megfontolandénak tartjuk ezen megkotés enyhitését,
modositasat.

A szamitott mutatokat dsszesen 6t diagramon szemléltetjiik. Mindkét versenyre
minoségileg azonos eredményeket kaptunk, és az alkalmazott modszerek is hasonléan
viselkednek, ezért eltekintiink az 6sszes részlet kozlésétol.

A 7.4. dbran a hatrébb végzo ellenfelek altal az egyes forduldékat kovetden szerzett
mérkozés-, illetve tablapontok kumulalt szama szerepel. A szamitas a harmadik
kortdl indul, amikor az Osszehasonlitasi multigraf osszefiiggévé valik. Az altalunk

szamitott sorrendek fokozatosan jobbnak bizonyulnak a hivatalosnal, kiilonosen
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7.4. abra. Teljes elorejelzo képesség, 2011-es sakkcsapat EB
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a mérkozéspontok tekintetében, a Start rangsort azonban a verseny végére sem
képesek megverni, annak ellenére, hogy az egyaltalan nem veszi figyelembe a korabbi
eredményeket. Vagyis a mérkozések kimenetelét valamivel jobban befolyasolja a
csapatok képessége, mint a verseny el6z6 szakaszaban megfigyelt eredményeik, ami
azonban nem zarja ki egyes résztvevok latvanyosan rosszabb vagy jobb teljesitményét.
A 2013-as versenyen kevésbé figyelheté meg a hivatalos sorrendhez képesti folény, és
a verseny végére a Start sem lesz jobb elérejelzo a javasoltakndl.

A némileg varatlan kovetkeztetés talan csak abbdl adodik, hogy tul hossza
idoszakra akartunk elérejelezni, ezért jobb mutatd lehet kizardlag a kovetkezo kor
vizsgalata. Fz az F.IV. Flggelék F.5. dbrdajan lathato, ismét a mérkozés-, illetve
tablapontok alapjan. Nagyjabol minden rangsor azonosan teljesit, eztittal a Start sem
kiilonbozik a tobbitol. Tehat az elorejelzés alapjan nem tudunk optimalis sorrendet
valasztani.

Egy masik megkozelitést jelent a multbeli eredmények leirdsara vald képesség.
A 7.5. dbran az egyes fordulékban a gyengébb ellenfelek altal szerzett mérkozés-,
illetve tablapontok kumuldlt szama szerepel a Start, a hivatalos, és harom altalunk
szamitott rangsor esetén. Ez megint a harmadik kortol kezdve szamithato, de ezuttal
a verseny végén is értelmezhetd (ahol az elérejelzés értelemszertien nem vizsgalhato).

Ugyan nem feltétleniil meggy6z6 mértékben, de egyértelmiien az LS eljaras tiinik
jobbnak, a minimélis értékek tobbsége ezen modszer valamelyik valtozatanal taldlhato.
Az eredménymaétrix valasztasa nem tiinik befolyasolé tényezének, ahogy azt az MDS
skélatérképek (7.2. és 7.3. dbra) mutattak, esetleg a mérkézéspontnak nagyobb
szerepet juttaté AMP és AMPB mindsithetdk kedvezébbnek. Az altaldnositott sordsszeg
mintailleszkedése a legkisebb négyzetek és a hivatalos rangsor kozott helyezkedik el.
Hasonl6 kovetkeztetésekre jutunk a 2011-es Eurdpa-bajnoksag vizsgalatakor.

Harmadik kritériumként a rangsorok stabilitdsanak vizsgalatat emlitettiikk. Ez a
Start rangsorra nyilvan nem értelmezhetd, az 0sszes tobbire azonban igen, a harmadik
és negyedik korok kozotti valtozastol kezdve. Kovetkeztetéseinket az egymas utani
fordulok rangsorainak 6sszehasonlitasabol vonjuk le, eztttal is a Kemény- és silyozott
tavolsagok hasznalataval.

A 7.6. dbra a 2011-es sakkcsapat Eurdpa-bajnoksdg rangsorainak robusztussagat
szemlélteti. Noha azok véltozékonysiga nem szigortian monoton csokken (ezt az egyes
korok eredményei is befolyasoljdk), megfigyelhet6 a hanyatlé tendencia, miutan az
aktudlis forduld jelentosége egyre kisebb a mar ismert mérkozésekhez viszonyitva.
A Kemény-tavolsag esetén a kezdeti idészakot leszamitva, a stlyozott tavolsdgnél
pedig végig a legkisebb négyzetek médszerével kapott LS(AMF) sorrend bizonyult
a legstabilabbnak. A mdsodik helyezett a GRSy(AMT), ezt koveti a GRS, (AMP),
majd a hivatalos. Tehat az ellenfelek teljesitményének figyelembevétele csokkenti a

sorrend valtozékonysagat, a beérkezo 1j informacié hatdsat. A mintazat hasonld, de
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7.6. abra. Stabilitas a fordulok kozott, 2011-es sakkcsapat EB
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a kiilonbség sokkal nagyobb a silyozott tavolsag esetén, a javasolt rangsorok éppen
a kritikus tartomanyban, az elsé néhany pozicioban bizonyultak robusztusabbnak.

Az 4bran nem szerepld, az AMB ABM ¢5 ABP eredménymatrixbdl szamitott
rangsorok szintén a hivatalosnal kevésbé valtozékonyak, jellemzden azonban némileg
rosszabbak a bemutatottnal. Ezekre is érvényes az LS < GRSy < GRS, Osszefliggés,
az € paraméter csokkenésével emelkedo instabilitds. Az eltérés ugyancsak a silyozott
tavolsagnal nagyobb, a valtozékonysag kisebb a mezoény elsé felében.

A 2013-as versenyre szamolt hasonlé mutatok az F.IV. Fiiggelék F.6. abrajan
lathatok. Ezuttal kevésbé jelentos a stabilitasbeli kiillonbség, ami azonban kizarélag
eredményeink meghizhatosagat befolyasolhatja. Ismét érvényes az LS < GRSy <
< GRS, relacio, bar az utobbi kettd lényegében a hivatalossal azonosan teljesit.
Szintén csak mérsékelten igaz, hogy stlyozott tavolsagnal nagyobb eltérések figyelhe-
tok meg. A masik harom eredménymatrixszal kapott rangsorok kozil az LS eljaras
a legrobusztusabb, a GRSy mddszer helyenként, a GRS, pedig szinte mindig a hiva-
talosndl rosszabbul teljesit. Osszességében kijelenthetd, hogy a Buchholz pontszamot
altalanositoé legkisebb négyzetek mddszere kiilonosen stabil, hasznalata foként akkor
ajanlott, ha szeretnénk elkertilni a lejatszott korok szamabdl fakadd torzitasokat.

Ahogy kordbban emlitettiik, a rangsorok nagyobb stabilitasa ugyan nem feltétlentil
elonyos a nézettség szempontjabol, mert csokkenti a meglepetések valdszintiségét,
viszont sokkal megalapozottabbd teszi a svajci rendszerii verseny elore adott szamu
korének lejatszasa utan kialakul6 sorrendet. Véleményiink szerint ez utébbi hatas a
donto, a valtozékonysag nem hanyatlik olyan kritikus szintre, ami mar értelmetlenné

tenné az 1j forduldk rendezését.

7.3. Osszegzés

A fejezetben a paros Gsszehasonlitasokon alapuld pontozasi eljarasok egy alkalma-
zasat mutattuk be a svdjci rendszerl sakk csapatversenyek rangsorolasara. Elséként
a feladat altalanos jellemzéivel, a nem kormérkdzéses esetben felmertilé kérdésekkel
foglalkoztunk (7.1.1. szakasz). Attekintettiik a hivatalos lexikografikus rendezéseket,
az egyéni és a csapatversenyek rendezésének részleteit, ravilagitottunk a kiilsé és
belsé kor jelentOségére a svajci rendszerii tornakon. A 7.1.2. részben megéllapitottuk,
hogy a mérkézésmatrix definicidéja szinte trivialis, az eredménymatrix kivalasztasa
pedig az SCC' tulajdonsag segitségével megfelel6 alapokra helyezheto. Részletesen
taglaltuk az el6z6 fejezetekben bevezetett axidémak jelentését a konkrét esetben.

A 7.2. alfejezetben két sakkcsapat Eurdpa-bajnoksig eredményeit elemezziik.
A 7.2.1. rész ismerteti a kivalasztott példakat és a hasznalt mdédszereket. A kapott
rangsorok Osszehasonlitdsat Can (2014) javaslatabdl kiindulva, a Kemény- és a si-

lyozott tédvolsdgok vizsgalataval végeztitk (7.2.2. szakasz). A sokdimenziés skalazas
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lehet6vé teszi a kapott sorrendek grafikus szemléltetését. A legkisebb négyzetek
modszere bizonyult a legjobb valasztasnak, mert ez fiigg legkevésbé az eredmény-
matrix megvalasztasatol. Mivel az ebbdl ad6do sorrendek a hivatalos rangsortol
viszonylag messze helyezkedtek el, a 7.2.3. szakaszban a 4. fejezetben bemutatott
dekompozicidval (Csatd, 2014a) tartuk fel az eltérés okait, aldtdmasztva az ellenfelek
teljesitményének figyelembevételére vonatkozo javaslatunkat.

A rangsorok értékélését a 7.2.4. részben harom kilénb6zo megkozelitésben, az
elérejelzd képesség, a mintailleszkedés és a robusztussag alapjan vizsgaltuk. Az
els6ben nem mutatkozott jelentGs eltérés kozottiik, a masodik, de f6leg a harmadik
szempont viszont tovabbi érveket szolgdltat a legkisebb négyzeteke modszerének

alkalmazasa mellett. Kovetkeztetéseink megerositették elozetes varakozasainkat.

A 7. fejezet egésze sajat eredménynek tekinthetd. Bar kordbban is sziilettek
javaslatok rekurziv alapi modszerek hasznalatara svajci rendszerti sakkversenyeken
(Brozos-Vézquez et al., 2010), ez tekinthetd az elsé axiomatikus megkozelitési gyakor-
lati vizsgalatnak. A rangsorolasi problémaként valé6 modellezés kérdését — legalabbis
a sakk csapatversenyek esetén — sikeriilt lezarnunk, és jelentos 1épéseket tettiink a
megfelel6 pontozasi eljaras kivilasztasa felé. Az alkalmazast bemutatd rész szintén
tartalmaz innovativ elemeket. Ilyennek tekintjiik a stlyozott tavolsag szamitasat,
mely nagy valdszintiséggel Can (2014) karakterizacidjanak elsé gyakorlati megvaldsi-
tdsa, valamint a legkisebb négyzetek mddszere iterativ felbontasanak (Csaté, 2014a)
alkalmazéasat. Tudomasunk szerint egy kordbbi cikkiinktél (Csaté, 2013a) eltekintve
a sokdimenziés skalazast sem hasznaltak rangsorok Gsszehasonlitasara. Ezenkiviil
a stabilitas bevezetését emelnénk ki a svajci rendszerli versenyek rangsorolasanak
értékelési szempontjaként.

Az el6zOek szerint a svajci rendszerii sakk csapatversenyek hivatalos rangsorai
erosen vitathatok, helyettiik tobb okbdl ajanlhato az altalanositott sordsszeghez és
a legkisebb négyzetek modszeréhez hasonlé rekurziv eljarasok hasznalata. Brozos-
Vizquez et al. (2010) ezek legf6bb erényeként emliti a tornan keletkezd Osszes
informécié beépitését, a holtversenyek elofordulasanak alacsony valdszintiségét, és a
nem lejatszott mérkozésekbdl fakadd nehézségek kezelését. Bar az utobbi jelenség az
altalunk vizsgalt példakban nem fordult eld, az elso két elényt mi is megerdsithetjiik.
Emellett két tovabbi érvet szolgaltatunk: a rangsor sokkal kevésbé fiigg a mérkdzés-
vagy tablapontszam valasztasatol, és joval robusztusabb a beérkezé 1j eredményekre
nézve, tehat a verseny végén kapott sorrend sokkal megbizhatobbak.

A Brozos-Vézquez et al. (2010) altal felsorolt hatranyok véleményiink szerint nem
jelentések. A pontozasi eljarasok a résztvevok szamara talan tényleg nehezen érthetdk,
de ez a svajci rendszerben rendezett torndk minden részletére igaz. A szamitds a
dekompozicié révén a P matrix elsé néhany hatvanyanak felirdsaval is elvégezheto.

Bar csak az els6 3-4 kor utan kaphato rangsor, ezt megel6z6en nyugodtan hasznalhato
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az eredeti pontszam modszer. Ezek alapjan ugy véljik, érdemes lenne megkisérelni
a (Buchholz pontszam altaldnositasit jelentd) legkisebb négyzetek médszerének
alkalmazasat. Els¢ 1épésként megfontolandé lehet csak a holtverseny eldontésére
szolgdld szabalyként torténo bevezetése is.

Elemzésiink szamos kérdést vet fel. Tovabbi csapatversenyek vizsgalata, szimulaci-
6ja megerdsitheti vagy cafolhatja fobb kovetkeztetéseinket. Utdlagos elemzés targyava
teheté néhany multbeli anomalia, példaul az 1980-as maltai (helyesebben a maltai
févarosban, La Vallettdban megrendezett férfi) sakkolimpia hazénkban elhiresiilt
esete (Kérosi és Schepp, 2014).3* Megfontoldsra érdemes a jé elérejelzd képességii
Start rangsor felhasznalasa a holtversenyek eldontésére, igy ,dijazva” az erejiitkon
felil teljesit6 csapatokat (Koérosi és Schepp, 2014).

A vizsgalat soran eltekintettiink tobb, a gyakorlatban el6fordulé komplikaciotol,
mint a vilagos-sotét probléma, vagy a lejatszott mérkozések szamanak kiillonbozosége
(példaul a résztvevék paratlan szdma miatt). Szintén csak részben targyaltuk az
altalanositott sorosszeg € paramétere megvalasztasanak problémaéjat.

Végiil az altalunk ajanlott rangsorolas két lehetséges felhasznalasat emlitenénk.
Egyrészt a kapott sorrendek beépithetok a parosité algoritmusba, ami hozzajarulhat
a sorsolas kiegyensulyozasahoz. Mésrészt a rangsor forduldk kozotti stabilitdasanak
elemzése segithet a lejatszandd korok szamanak meghatarozasaban, melynek értéke
a résztvevlk szadma és a szervezés korldtainak ismeretében endogénné tehetd.3?

Néhany tovabbi észrevétel, ajanlas a disszertacio zard fejezetében olvashato. A
fébb eredmények publikdlasa elkezd6dott (Csato, 2014c).

34 Ay egyarant veretlen magyar és szovijet csapat holtversenyét eldénté Buchholz-szamitas az
utébbi csapatnak kedvezett, miutan az utolso, tizennegyedik forduléban az elsé helyek szempontjabol
érdektelen gorog-skot mérkozésen varatlan folénnyel nyertek a gorogok — tobbek kézott a legjobb
skoét versenyzo hazautazasanak kdszonheten.

35 Szamunkra tigy tiinik, ennek meghatédrozésa jelenleg ad hoc déntéseken milik: a 2006-o0s
torinéi bajnoksigon 148 (férfi), illetve 103 (néi) csapat 13, a 2008-as drezdain pedig 146, illetve 111
résztvevo 11 mérkozést jatszott. Rdadasul a lexikografikus rendezés {6 szempontja az elsé esetben a
tablapontok, a masodikban a mérkézéspontok szama volt.
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8. fejezet

A paros osszehasonlitasok tovabbi

alkalmazasai

It is not the actual programming that is interesting. But it is what you can accomplish

with the end results that are important.
Dennis MacAlistair Ritchie

Ebben a fejezetben a paros osszehasonlitasokon alapuld pontozasi eljarasok fel-
haszndlasanak tertileteit tekintjiik at, roviden bemutatunk néhany alkalmazast, és

tanacsokat fogalmazunk meg a gyakorlati felhasznalok szamara.

8.1. Igéretes felhasznalasi teriiletek

Orszagok gazdasagi teljesitményének osszehasonlitasakor elengedhetetlen az el-
térd arszinvonalbdl adbdé kiillonbségek kisziirése. Bar az egyes fogyasztasi javak és
szolgéltatasok arai elvben jol mérhetok, az aggregacié soran nem egyértelmi, milyen
termékszerkezettel kell azokat Osszesulyozni. Tekintsik a vizsgalt orszagok N =
={1,2,...,n} és a termékek M = {1,2,...,m} halmazét, legyen az i € N orszidgban
a k € M fogyasztdsi joszag ara pi, mennyisége pedig ¢i. A leggyakrabban hasznalt
Fisher-index (Fisher, 1922) az i és j orszagok arszinvonalanak ésszehasonlitasara (a

p fels6 index arra utal, hogy az arakat vetjitk 0ssze egymassal):

N\ 1/n
F‘Ij' _ (H D keM Q£P2)
/] .

0,7
tenN 2keM QP

Ez a mutaté rendelkezik a reciprocitédsi tulajdonsaggal (F]p/l =1/ sz/ ;), ugyanakkor
semmi sem garantélja tranzitivitdsat (£}, = Fj, - Fj,), a multiplikativ médon

felirt paros 6sszehasonlitas matrix inkonzisztens lehet. Ennek kezelésére tobbnyire

a legkisebb négyzetek eljarast hasznaljak, ami a vasarléero-paritds szamitasaban —
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kidolgozoi nevébdl — EFK S-modszerként ismert (Elteté és Koves, 1964; Szulc, 1964).
A kiindulasi alapokon érdemben az azota eltelt 50 évben sem moédositottak. Itt az
egyenld sulyozas médositasa jelenthet 0j kutatasi irdnyt, miutan a magas szinten
aggregalt adatok megbizhatdsagardl szamos kiegészito informéacié all rendelkezésre.
Példaul a > pens @opt/ Skem qﬁpi hanyadosok eltérése mutathatja az egyes orszagok
termékszerkezetének hasonlésagat (Rao és Timmer, 2003).

A tudoméanyos teljesitmények szamszertsitése irant felmertl6 igények kielégitése
gyakran folyéiratok / tudoményos kutatdk / szakmai miihelyek egymasra valé hivatko-
zasal alapjan torténik. Az ismert referencidk megadjak egy kivalasztott objektumpéar
Osszehasonlitasanak eredményét, melyek révén képet kapunk azok jelentéségérol.
Ehhez még az sem sziikséges, hogy a kivalasztott folydiratok azonos tudomanytertile-
tekrol szarmazzanak, elegendd lehet, ha barmely ketto kozott talalunk olyan lancot,
ami alapjan feltarhat6 azok relativ fontossdga. A tudomanymetridban azonban meg-
jelenik egy 1j tényezo, a vizsgalt idoszak alatt megjelent cikkek szama: hosszabb

folydiratokra nyilvan nagyobb valdszintiséggel érkeznek kiilsé hivatkozasok.

A jol ismert impakt faktor (Garfield, 1955) egyaltalan nem tesz kiilonbséget
az idézések kozott, amit tobben komoly hibanak tekintenek (Rétallér és Tasnadi,
2013). Pinski és Narin (1976) az invarians médszer egy, a megjelent cikkek szaméval
korrigalt valtozatat vezette be a folydiratok rangsorolasara, az altaluk adott eljarast
Palacios-Huerta és Volij (2004) karakterizalta. Kéczy és Nichifor (2013) megmutatta,
hogy mindkettd érzékeny a cikkek részekre bontaséara, ezért egy ezt kisziir6 modositéast
javasolt, ami a fair bets médszerhez vezet. Koczy és Strobel (2010) egy masik eljarast,
a tournament moédszert ajanlja az invarians médszer hibainak kikiiszobolésére. Ez nem
veszi figyelembe a megjelent cikkek szamat, ezért — szamos mas, a 2.4. alfejezetben
emlitett eljaras mellett — egyszeriien beillesztheté modelliinkbe. Hasonld kérdések
mertilnek fel weblapok rangsoroldsanal, ilyen elven alapul a Google keresémotorjanak
miikodése is (Brin és Page, 1998).

A feladat nem ismeretlen a pszichologidban sem, az elsék kozott bukkant fel a
Thurstone (1927) cikkben. A késébbiekben tobb pszichologus jatszott tttérd szerepet
a rangsoroldsi médszerek kidolgozdsaban (Mosteller, 1951; Gulliksen, 1956; Kaiser és
Serlin, 1978). E teriileten azért lehet hasznos a paros Osszehasonlitasok bevezetése,
mert a kisérleti alanyok gyakran nem képesek abszolut skalan értékelni az egyes
tényezoket, csak azok relativ viszonyanak megbizhaté leirasa varhato tolik.

Ugyanez a probléma jelentkezhet egy konferenciara beérkezett absztraktok elfoga-
dasakor: mivel egy-egy értékelésre felkért szakember csak a neki kiosztott dolgozatokat
latja, nem tudja megitélni a teljes mezény erejét. Ennek kévetkeztében az altala
adott pontszam erdsen szubjektiv lehet, vannak szigoru és engedékeny birdlok, az
ebbdl ered6 torzitasok kiszlirésében pedig segitséget nyijthat a paros 6sszehasonli-

tasi médszertan (Bozdki et al., 2014). A megkozelitést borszakértok értékelésére is
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alkalmaztak (London és Csendes, 2013).

Hasonl6 megfontolasok indokoljak pontozasi eljarasok alkalmazéasat a napjainkban
egyre népszeriibb internetes termékértékeld és -0sszehasonlito oldalak esetében. Jiang
et al. (2011) a Netflix prize (http://www.netflixprize.com) adatbédzist hasznalta
filmek rangsorolasara — a paros 6sszehasonlitasok kimenetelét egy-egy kivalasztott
nézo értékelései alapjan meghatarozva —, az altaluk adott eljaras alkalmas a beérkezo
vélemények kiilonboz6 skalazasanak kikiiszobolésére.

Sok, tobb szazas vagy ezres nagysagrendil, egymastol tobbé-kevésbé flugget-
len egyéni dontés alapjan nagy biztonsaggal allithatok fel kiilonbo6z6 sorrendek. A
modszertant fels6oktatasi intézmények felvételizoi preferencidk alapjan torténdé rang-
sorolasara hasznalta Avery et al. (2013), egy nemrég megjelent hazai cikkben is
ezzel a megkozelitéssel taldlkozunk (Telcs et al., 2013a; Csatd, 2013d; Telcs et al.,
2013b). Machado et al. (2012) pedig kérhdzak értékelését javasolta az orvosrezidensek
valasztasainak felhasznaldsaval.

Szavazasi modellekben ezzel analog feladatot jelent a preferencidk aggregala-
sa. Ekkor a két, egymassal verseng6 alternativara leadott szavazatok megoszlasa
képviselheti a paros 6sszehasonlitas eredményét (Chebotarev és Shamis, 1998a).

Végiil az egyik klasszikus alkalmazasi tertilet a sport. Zermelo (1929) tanulmanyat
szamos olyan cikk kovette, mely a gyakorlatban felmeriilé kiilonb6z6 problémak
megoldéséara tett kisérletet, Radicchi (2011) példaul egy tenisz érokranglista felalli-
tasat javasolta a PageRank modszer hasznalataval. Mas megkozelitéssel ugyanerre
vallalkozott Temesi et al. (2012). Csaté (2013a) a svajci rendszerben megrendezett
2010-es férfi (open) sakkolimpidn résztevé csapatok rangsorolasat végezte el egy paros
Osszehasonlitasi modell segitségével, megmutatva, hogy az alternativ sorrendek tobb
szempontbodl kedvezobb tulajdonsidgokkal rendelkeznek, mint a hivatalos végered-
mény. A sportbeli alkalmazasok talan legnagyobb elénye kozott emlitendd a hatalmas
mennyiségben, kis utdanajarassal elérhet6, kevés szubjektiv elemet tartalmazo adatok
felhasznalasanak lehetdsége. Tobbek kozott ez indokolta a 7. fejezetben bemutatott

példa kivalasztasat is.

8.2. Paros Osszehasonlitasok egyéni értékelésekbol

A szamitastechnika és az internet fejlodése kovetkeztében egyre gyakrabban
talalkozunk olyan nagyméretii adatbazisokkal, ahol egyes szavazdk vagy felhaszna-
16k kiilonb6zo6 alternativakat értékelnek. Ezek tobb jellemzéjiikben kiillonboznek a

tarsadalmi valasztdsok irodalmaban megszokott modellektél (Jiang et al., 2011):
1. Nem ordinélis, hanem kardinalis informéciét tartalmaznak;

2. A meglevo adatok nagymértékben hidnyosak ;


http://www.netflixprize.com
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3. Kiegyensilyozatlansag, az ismert értékelések szdma objektumonként / kritéri-

umonként valtozo;
4. Az adatok valamilyen komplex halozati struktiraba rendezédnek.
A rendelkezésre all6 informaciok altalaban egy matrixban témorithetok.

8.1. Definicid. Szavazi-alternativa mdtriz (voter-alternative matrix): Legyen g,; a
p dontéshozé X; € N objektumra vonatkoz6 szamszert értékelése. Ekkor Q) = (gpi) €

eR™™ p=12,...,m,1=12,...,n a szavazo-alternativa mdtriz.

A valés életben el6forduld Q matrixok sokszor nagymértékben hidnyosak: a Jiang
et al. (2011) altal bemutatott Netflix adatbézisban a néz6-film matrix értékeinek 99%-
a hidnyzik, hiszen az értékelok csak az altaluk megnézett néhany miisort pontozzak.
Ugyanakkor a filmparokat tekintve csak azok 0,22%-a ismeretlen, vagyis alig taldlhato
két olyan film, melyeket egyszerre nem latott (értékelt) volna valaki.

Eddigi targyaldsunknak megfelelén az alternativak rangsorolasara toreksziink, az
egyéni R") paros 6sszehasonlitasi matrixok hidnyz6 elemeinek megadasa nélkil. Egy
masik megkozelitést jelentene az, ha el0szor az ismeretlen paros osszehasonlitasokat
becsiilnénk meg, majd az igy kapott kormérkézéses probléma alapjan allitanank fel
a sorrendet. El6bbi bizonyos szemponthol egyszeriibb, kozvetlenebb megoldasnak
tiinik, bar a masodik esetben a rangsorolasi médszer kivalasztasa viszonylag kénnyen

kezelheto, ahogy az az axiomatikus targyalasbol kideriilt, ezért igazabdl a hianyzé

)

i; elemek kiszamitasa jelent kihivast.

A Q szavazé-alternativa matrixbol a kovetkezd modon épitheto fel egy rangsorolasi
probléma. Az N objektumhalmaz elemei a () méatrix oszlopainak felelnek meg. Az
M mérkézésmatrixban m;; azon szavazok szama, akik egyarant értékelték az X; €
€ N és X; € N alternativakat. Természetesen ezittal is lehetdség van a sulyozas
megvaltoztatasara.

A nyers adatokbodl tobbféle eljarassal kaphatjuk meg a ferdén szimmetrikus A

eredménymétrixot. Jiang et al. (2011) négy kiillonb6z6 lehetéséget emlit :

1. Szamtani kozép:

ha m;; # 0, ellenkezd esetben a;; = 0. Ez a transzforméci6 eltolds invaridns,
a;; nem valtozik, amennyiben () valamelyik oszlopdhoz egy konstanst adunk,
vagyis a szavazd skalajanak nullpontja eltolodik.

2. Mértani kozép:

m

log q,; — log r,;
a”:Z pm” pJ
ij

Y
p=1
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ha m;; # 0, ellenkez6 esetben a;; = 0. Ez a transzformacié skala invarians, a;;
nem valtozik, amennyiben @) valamelyik oszlopat egy (pozitiv) konstanssal

szorozzuk meg, tehat a szavazd skaldja ardnyosan megné vagy lecsokken.
3. Binaris 6sszehasonlitas:
ai; =Pr(p:qp >1p) —Pr(p:gu <rp),
azaz az X; jobb X;-nél, illetve ennek komplementer eseménye bekovetkezési

valoszintiségeinek kiilonbsége. Ez () oszlopainak tetszoleges monoton transz-

R

4. Logaritmikus arany:

a;; = log Pr(p: i 2 4p;)
Y Pr(p: gy < qm')’
azaz a valdszintiségek ardanyanak logaritmusa. Ez szintén invarians () oszlopai-

nak tetszoéleges monoton transzformacioira.

8.3. Megoldasi keret a felmeriil6 problémakhoz

Amint azt a 7. fejezetben lathattuk, az alkalmazasok egyik kozponti kérdése,
hogy a paros 6sszehasonlitdsok ismert kimenetelei pontosan milyen (N, A, M) € R™
rangsorolasi problémat eredményeznek. Tobbnyire az ¢sszehasonlitdsok szama, az M
mérkozésmatrix megadasa jelenti a kisebb problémat: példaul egy svajci rendszerti
versenynél nyilvanvald, hogy a lejatszott mérkozések mindegyike azonosan egy sullyal
szerepel, mig a tobbi alternativapar esetén az 6sszehasonlitasok hianyoznak. Ilyen
esetekben aligha vitathaté az

i 5 () ) _ C
- azon 1 < p < m indexek szdma, melyekre r;;” + 75" =1 hai# j
0 ha i = j.

valasztas, noha itt is megvaltoztathaté a sulyozas, amennyiben valamilyen exogén
informécio ezt indokoltta teszi.

A t6bbszoros Osszehasonlitdsok megjelenése szamos megfontolasbol adédhat:

e Tudomanymetriai vizsgalatokndl azért, mert a vizsgdlt idészak alatt tet-

szoleges szamu hivatkozas sziilethet egy adott cikkre vagy folyodiratra;

e Nemzetkozi arszinvonal-osszehasonlitasndl a termékkosarak eltérése tiik-

rozheti a Fisher-index megbizhatésagat (Rao és Timmer, 2003);

e A sportbajnoksagok, szavazdsok vagy pszicholdgiai vizsgalatok gyakran m

szamu fordulora bonthatok, melyek mindegyikében egy adott objektum leg-
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feljebb egyszer kertil 0sszehasonlitasra. Ilyenkor logikus valasztasnak tlinik
az ezek kimeneteleit leir6 R p = 1,2,...,m matrixok olyan megvalasz-

g’ ) + 7"](-];) = 1 teljestiljon, amennyiben az X; és X; objektumok
(

Osszehasonlitasra kertltek, illetve Tg) ) + Tji) = 0, ha nem.

tasa, hogy r

m
p=

szokés vizsgéalni, az dltalanos f : R? — R™ pontozési eljaras helyett (Gonzélez-Diaz

Tobbnyire ekkor is az altalunk haszndlt, aggregalt R = . R®) matrixot
et al., 2014). Ez nem véletlen, hiszen Chebotarev és Shamis (1999) bizonyitja, hogy
egyetlen, az egyéni R® métrixokon alapulé rangsorolé eljirds sem elégiti ki az
onkonzisztens monotonitds axiémajat (Chebotarev és Shamis, 1997; Csaté, 2013c),
ha az alternativaparok kozotti 6sszehasonlitasok szama nem azonos.

Temesi et al. (2012) tenisz o6rokranglista feldllitdsdra tett kisérletet a legjobb
jatékosok egymads elleni mérkozései alapjan. Utobbiak szama tiikrozheti a paros
osszehasonlitas megbizhatdsiagat, a cikk azonban eltekintett ettél. Az ok elsdsorban
az adatokban keresendd: példaul egy megfigyelt 16 : 0-s egymas elleni mérleg azt
jelentené, hogy a sulyozott esetben 6riasi jelentésége lenne ennek a tokéletes, mas
jatékosok szamara lényegében megismételhetetlen dominancianak. Ehelyett az egyik
valtozatban az A eredménymatrixon keresztiil keriilt beépitésre ez az informacio.

Az 6sszehasonlitasok szamanak meghatarozasa utan még mindig hatravan azok
kimenetelének definidlasa. Erre szamtalan stratégia valaszthatd, mindenesetre cél-
szerl tobb lehetséges kodolast parhuzamosan vizsgalni, majd 6sszevetni egymaéssal.
Példaul Csaté (2013a) szerint a 2010-es sakkolimpia eredményeibél kapott sorrend
nem érzékeny a kiillonbozé intenzitdst gyézelmek matematikailag elfogadhatéd (mo-
noton) transzformécidira. Optimaélis esetben, a rangsorolasi eljarasok axiomatikus
tulajdonsagainak figyelembevételével, lehet6ség nyilik a gyakorlati példa eredményei-
nek elméletileg aldtdmaszthato atkddolasara is, ahogy azt a 7. fejezetben bemutattuk
(lasd még Csat6 (2012b)).

Telcs et al. (2013a) a felvételiz6k preferenciai alapjan végezte el felséoktatdsi
intézmények rangsorolasat: az utébbiak kozotti paros ¢sszehasonlitdsok kimenetele
a beadott jelentkezési lapok révén adhaté meg. Az azonban korantsem egyértelmii,
vajon mikor mondhatjuk azt, hogy az egyik egyetem egyértelmiien jobb a masiknal.
A cikk az alabbi feltételezésekkel élt:

1. Nincs kiilonbség a preferenciak eréssége kozott ;

2. A kozvetett preferencidk is szdmitanak (az elsé helyen megjelolt intézmény

jobb a harmadiknél, negyediknél stb.);

3. A megjelolt szakok preferaltak az osszes kihagyotthoz képest — A nem megje-
61t szakok kevésbé preferdltak, mint barmelyik megjelolt (Telcs et al., 2013a,
294. 0.);
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4. A nem megjelolt szakok egyenranguak, a viszonyuk déntetlennek mindsiil.

Ezek koziil az els6 ketto aligha vitathatd. A harmadik pont tekintetében mar
inkdbb indokolt az 6vatossag. Tobb ok is visszatarthat egy felvételizét az altala
legjobbnak gondolt szak megjelolésétol, példaul a tovabbi szakokra torténd jelentkezés
pénzbeli (és adminisztrativ) koltségei, a magas ponthatarok miatt szaméra eleve
elérhetetlen helyek kihagydsa, vagy az egyetemre jaras jarulékos kiadésainak (szallas,
étkezés) nagysaga. Emiatt Avery et al. (2013) hasonlé vizsgalata az intézmények
kozotti preferencidkat csak a megadott valasztasi halmazon beliil értelmezi, valamelyik
szakot akkor tekinti jobbnak egy masiknél, ha elorébb szerepel a felvételizo jelentkezési
lapjan.

Végiil a negyedik feltevés, a nem megjelolt objektumok egyenrangtiként besoroldsat
mell6zve — a hianyzé 6sszehasonlitasok megengedésével — célszerti lehet a két objektum
6sszehasonlitasanak eredményét ismeretlennek tekinteni, 7’2%’7 ) = r](f ) = 0,5 helyett a

r? =P = 0 definiciét alkalmazni.
A gyakorlati alkalmazasok egyik kozponti kérdése tehat a valésaghol szarmazd
megfigyelések matematikai nyelvre forditasa. A paros Osszehasonlitasi feladatok

rangsorolasi problémaként valé megoldasdban az aldbbi lépések kovetését ajanljuk:

1. A matematikai modszerek alkalmazhatésaganak ellenérzése: ha a kivalasz-
tott objektumok képesek befolyasolni a paros 6sszehasonlitdasok eredményét,

0sztonozve voltak-e a minél jobb eredmény elérésére;

2. Az egyes objektumparokra elvégzett dsszehasonlitasok szama, az M mérko-

zésmatrix megadésa;

3. A paros 6sszehasonlitasok kimenetelének kdédolasa, az A eredménymatrix

definialasa;
4. A pontozési eljaras kivalasztasa az axiomatikus megkozelités titkrében;
5. A sorrendek érzékenységvizsgalata a kiindul6 hipotézisek szempontjabdl;
6. Az eredmények elemzése, 0sszehasonlitdsa az ismert rangsorokkal.

A folyamat természetesen nem egyiranyu. Az adatok vizsgalata ramutathat a
kiindulé feltevés, a matematikai kodolds, vagy a kivalasztott pontozasi médszerek
hibéira, korlataira, az 0sszehasonlitasok silyozasa sem mindig fiiggetlenithet6 azok
kimenetelének meghatarozasatél (Temesi et al., 2012). A keret néha sziikitheto is,

statisztikai jellegii vizsgalatokban példaul az elso 1épés értelemszertien kimarad.
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8.4. Osszegzés

A fejezetben a paros Osszehasonlitasok gyakorlati alkalmazasaival foglalkoztunk.
A 8.1. alfejezetben bemutattuk ezek hasznalatat a statisztika (EKS-mddszer), a tudo-
manymetria, a pszichologia, a szavazaselmélet, és a sport teriiletén. Ezt kovetoen be-
vezettiik a termékértékelések matematikai kezelését lehetévé tevo szavazo-alternativa
matrix fogalmat (8.2. alfejezet). Ebbél kiindulva targyaltuk a hasonlé feladatok
rangsorolasi problémaként valo kezelését, az eredménymatrix felirasanak fébb koncep-
ciéit. Végiil a 8.3. alfejezetben egy keretet adtunk a paros dsszehasonlitasok alapjan
torténo rangsorolasra. Kitértiink a hianyzo és tobbszoros osszehasonlitasok kezelésére,
illusztracioként pedig kiilonb6zo cikkekbdl vettiink példakat. Ezenkiviil javaslatot
tettiink az ilyen feladatok megoldasanak lépéseire.

Ebben a fejezetben nem szerepeltek modszertani szempontbdl értékelheto ered-
ménynek. Ugyanakkor fontosnak tartjuk az alkalmazasi tertiletek Osszegytijtését,
példaul tudomasunk szerint eddig sehol sem jelent meg a paros 0sszehasonlitasok
statisztikai felhasznaldsa, az EKS-modszer és a legkisebb négyzetek ekvivalencidja.
Ugy gondoljuk, a megfogalmazott ajanlasok nagymértékben segithetik a gyakorlati
felhasznalok munkajat, alapos megfontolasuk segitségével elkeriilhetok az elméleti
oldalrdl tamadhaté hidanyossdgok. Ennek jelentoségére felhivjuk az olvasd figyel-
mét a Telcs et al. (2013a) cikkre, az erre adott reakcionkra (Csatd, 2013d) és a

viszontvalaszra (Telcs et al., 2013b).
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Osszefoglalas

Sero venientibus ossa.
Latin kézmondas

A bevezetésben két célt tiiztiink magunk elé: egyrészt a gyakorlatban felmeriild,
paros Osszehasonlitasok alapjan torténd rangsorolast megkivand feladatok mate-
matikai kezelésének leirasat, méasrészt az ezek megoldésara alkalmas moédszerek
bemutatasat, csoportositasat és értékelését. Elobbivel a 7. és a 8., utébbival a 2-
6. fejezetben foglalkoztunk; ennek megfelel6en eredményeinket forditott sorrendben
Osszegezziik.

A 2. fejezetben a paros 6sszehasonlitasok egy altalanos matematikai modelljét
ismertettiik. A rangsorolasi problémat kétféleképpen reprezentaltuk. Az egyik a
korabbrél ismert aggregdlt paros Osszehasonlitasi matrixot (Chebotarev és Shamis,
1998a; Gonzalez-Diaz et al., 2014) hasznalja, ezt a takarékos valtozatot elsésorban a
szamitogépes szimuldcidk elvégzéséhez ajanljuk (néhany, az 5. fejezetben taldlhato
ellenpéldat is ilyen tton taldltunk meg). Tébb, a disszertdciéban nem targyalt
modszer (invarians, fair bets, maximum likelihood) szintén ebbél indul ki. A masik
esetben ugyan kiilon eredménymatrix és mérkézésmatrix szerepel, de ezek ferdén
szimmetrikus, illetve szimmetrikus volta miatt az informaciéigény természetesen
valtozatlan. Ez a definicié foként a megértést, valamint a késébbiekben részletesen
targyalt modszerek és bizonyos tulajdonsagok bevezetését segiti.

Kitértiink a két rangsorolasi megkozelitésre, a linearis rendezéssel vald kozelitésre
és a pontozasi eljarasok alkalmazasara, melyek koziil az irodalomban elhangz6 érvek
— elsdsorban Bouyssou (2004) — alapjian az utébbiak hasznalata mellett érveltiink.
Néhény ilyet a 3. fejezetben ismertettiink. Kiemelt figyelmet forditottunk az alta-
lanositott sorosszegre és a legkisebb négyzetek modszerére: ezekre a 4. fejezetben
egy 1j graf interpretaciot adtunk. Ez sem lett volna lehetséges az eredmény- és

mérkézésmatrixok megkiilonboztetése nélkiil.

126
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A kovetkezo két fejezetben absztraktabb nézépontra tértiink at, Gonzalez-Diaz
et al. (2014) nyoman kiilonb6z6 axioméakat definidltunk, majd megvizsgéltuk, hogy a
pontszam, az altalanositott sortsszeg és a legkisebb négyzetek modszere teljesiti-e

azokat.

9.1. abra. Az 5. fejezetben targyalt axiomék kapcsolata

A nyilak implikaciét jeleznek. Néhdny esetben tobb tulajdonsaghdl kovetkezik egy djabb, példaul
NEU +SYM+CS = IIM. A 9.1. bra piros, szaggatott korvonald csticsai az altalunk bevezetett
axiomékat ; kék folytonos vonalak sajat eredményeinket ; fekete, szaggatott vonalak a trividlis vagy
kordbbrol ismert Osszefiiggéseket jelolik. A zold, pontozott vonal egy specidlis kapcsolatot jelenit
meg (l4sd a szévegben).

Az 5. fejezetben szerepld axiémak egymashoz valo viszonyat a 9.1. abra mutatja
(lasd még F.V. Fuggelék F.7. tablazatat). A homogenitas (HOM) csak részben
kovetkezik az eredmény konzisztenciabdl (RC'S), a kapcesolat teljes feltarasa tovabbi
kutatast igényel — mindenesetre a kozos gyokerekre utal, hogy az altalanositott
sorosszeg mindkettét csak bizonyos € paraméterek esetén teljesiti.?

A 6. fejezetben a pontszam moédszer egy karakterizacidjat (Bouyssou, 1992)
vizsgaltuk meg, majd belattuk, hogy modelliinkben nem érvényes, mert az ehhez
sziikséges axidomakat az altalanositott sordsszeg és a legkisebb négyzetek modszere
egyarant teljesiti. Az ismert és jjonnan bevezetett tulajdonsagok alapjan elemeztiik
a pontszam modszerrel valé kapcsolatot, ami az alkalmazasok szempontjabdl lehet
lényeges.

36 A 9.1. 4bran zold, pontozott vonallal jelslve. A HOM tulajdonsig biztosan nem ekvivalens
az RCS-sel, mert a fair bets pontozési eljdrds csupan az elébbit elégiti ki (Csatd, 2014b).
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Axiomatikus eredményeink — Gonzdlez-Diaz et al. (2014, Table 1) mintajara —
a 9.1. tdblazatban tanulmanyozhatok; az F.V. Fiiggelék tovabbi részleteket kozol
ezekrél. Az elemzés soran Osszegyujtottiik az irodalomban definialt tulajdonsidgokat
(bizonyos esetekben aprobb moédositasokkal, kiegészitésekkel), emellett hat Gj kovetel-
ményt vezettiink be: ezek a skdla invariancia (ST), az eredmény konzisztencia (RC'S),
a linearis rendezés megérzése (LOP), a fiiggetlenség az irrelevans eredményektol
(IIR), a fuggetlenség a dontetlenektdl (1D) és az ellenfelek homogén kezelése (HT'O).
A pontszam az LOP tulajdonsag kivételével ugyan mindegyiket kielégiti, azonban
lattuk, hogy hidanyzé és tobbszords osszehasonlitasok jelenlétében az irrelevans mér-
kézésektol vald figgetlenség (11M) teljestilése nem kivanatos. Egyik fontos allitdsunk
szerint ez lényegében kizarja az 0sszeadhatosag fennallasat is, indokolva az eredmény

konzisztencia bevezetését, az eredmény- és mérkoézésmatrixok megkiilonboztetését.

9.1. tablazat. Pontozasi eljarasok axiomatikus osszehasonlitasa

Tulajdonsag Név Egyenl6 Pontszam! Alt. Legkisebb
sordsszegt  négyzetek

(ANO) v v V) V) V)
(NEU) X v (v) (v) (v)
(CNT) X v (v) (v) (v)
(LRCR) X 4 v (V) v
(HOM) v v (V) (V) X* (v)
ST 4 v 4 4 v
(CS) v X (v) (%) (%)
(F'P) v v (v) (v) (V)
RCS v X v v X* v
(SY ) X v V) V) V)
(INV) X v V) V) V)
LOP X X X X X
(IIM) v v (v) (%) (X)
IIR 4 v 4 X X
1D 4 v 4 4 v
(SM) X X (v) (v) (%)
(CSM) X X (v) (v) (%)
(1C) 4 v (V) v v
(5CC) X X (v) (v) (v)
(HTV) X X (v) (v) (v)
HTO X X v 4 4

Zardjelben a korabban bevezetett axioméak és elért eredmények, a tobbi sajat hozzajarulas

" Gonzélez-Diaz et al. (2014) t6liink eltéréen definidlja a pontszam mddszert; az ott beldtottak
zardjelben szerepelnek

" Altalénosftott sorésszeg: Gonzdlez-Diaz et al. (2014) csak az € = [1/m(n — 2)] esetet vizsgdlja;
az ott belatottak zardjelben szerepelnek

; Az e paraméter megvilasztasatol fligg
Chebotarev (1994, Property 14) dinamikus monotonités (2) feltételének kiterjesztése
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A homogenitdas (HOM) és az eredmény konzisztencia vizsgdlata alapjan az alta-
lanositott sordsszeg hasznalata valtozd, a mérkozésszamtol fiiggé paraméter mellett
ajanlott; ez az eljaras statisztikai hattere (Chebotarev, 1994) ismeretében taldn
kevéshé meglepd. Ekkor a legkisebb négyzetek modszerétol elsésorban a monotonitéas
tekintetében kiilonbozik.3” A vizsgalt pontozési eljardsok egyike sem Orzi meg a
linedris rendezést, ami nagy valdszintiséggel azok sokkal szélesebb korére (akar az
Osszesre?) is érvényes.

E teriileten harom f6 iranyt latunk a tovabbi kutatés szaméra. Az els6 az elemzés
kiterjesztése jabb pontozasi eljarasok bevonasaval. A fair bets modszerrel kapcsola-
tos néhdny eredményt két sajit munkdankban ismertettiink (Csatd, 2013d, 2014b).
Emellett {géretesnek tiinik a Slikker et al. (2012) &ltal digrafok csticsainak rangsorola-
sara javasolt altalanos keretrendszer vizsgalata, mely egyik hatarértékként a fair bets
eljarast adja. A poziciés er6é (Herings et al., 2005) bevondsat elsésorban a legkisebb
négyzetek médszerével kozos grafelméleti gyokerek indokolhatjak (Csatd, 2014a).

A masik kézponti témat a bevezetésben mar emlitett karakterizaciok jelentik. Az
axiomatikus vizsgalat végso céljat kétségteleniil ezek megtaldlasa jelentené, ugyanak-
kor kérdéses, mennyire varhatunk egzakt eredményeket a targyalt altalanos esetben.
Mindenesetre ezen elemzésiinket sem tekintjiik lezartnak, tovabbi adalékokkal szolgél
Csatoé (2013b).

Végiil nem feledkezhetiink meg arrol a kérdésrol sem, mennyire tekintheté meg-
bizhatonak a rangsor, egyaltalan van-e értelme egyértelmii ordindlis sorrend fel-
allitasanak, vagy az adatokban rejlé inkonzisztencia eleve kizarja ezt. Az utébbi
témaval példaul Jiang et al. (2011) foglalkozott, mig az el6bbi tobbnyire statisztikai-
okonometriai iranyultsagi cikkek targya. A targyalt, matematikailag viszonylag
egyszeriien kezelheto keretben megvaldsithaté lehet a hasonld rangsorok hibabecslése
is (Horvath et al., 2013). Ezéltal megadhatd, hogy az adott eredmények alapjan
mekkora valdszintiséggel el6zi meg az egyik rangsorolandé objektum a masikat.

Az els6 témat itt viszonylag sziikebb terjedelemben targyaltuk, ennek egyik oka,
hogy més — részben tarsszerzés — munkainkban (Csatd, 2012a,b, 2013a; Temesi
et al., 2012; Csaté, 2013c, 2014b) mar tobbszor vizsgdltunk hasonlé problémakat.
Ugy gondoltuk, hasznosabb egyfajta attekintést adni a péros osszehasonlitdsok
fébb alkalmazasi teriileteirol, konkrét cikkek alapos taglalasa helyett inkabb csak
felvetve az azokban felmeriilé problémakat. Ezt a 8. fejezetben tettitk meg, ahol
tapasztalataink alapjan néhany, felhasznaléknak sz6l6 tanacs megfogalmazasara is
vallalkoztunk.

A 7. fejezetben részletesen vazoltuk egy potencialis alkalmazas, a svdjci rendszerti
sakk csapatversenyek rangsorolasanak nehézségeit. El0szor axiomatikus alapokon

definidltunk egy alkalmas modellt, majd ramutattunk az altalanositott sorésszeg és a

3T A kérdéshez lasd még Gonzélez-Diaz et al. (2014); Csaté (2013b).
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legkisebb négyzetek mdodszerének hasznalhatosagara. A javasolt pontozasi eljarasokat
a 2011-es és 2013-as sakkcsapat Eurépa-bajnoksag példdjan keresztiil elemeztiik. A
kapott rangsorok tavolsaganak Can (2014) alapjan térténd megadasaval, sokdimenzios
skdlazéssal dbrazoltuk azokat. Ertékelésiiket harom szempont, az elérejelzd képesség,
a mintailleszkedés, és a robusztussag figyelembevételével hajtottuk végre.

Az alabbi kovetkeztetések megalapozhatjak a legkisebb négyzetek modszerének

alkalmazasat a rangsorolasra hasonld versenyek esetén:

e Egyetlen modszer, koztiik a hivatalos sorrend sem jobb elérejelz6 a csapatok
a priori értékelését tiikkrozo rangsornal, akkor sem, ha csak a kovetkezo

fordul6 eredményeit kell megbecsiilni;

e A mintailleszkedés, a korabbi eredmények visszaadasanak képessége az
¢ paraméter, az ellenfelek szerepének novekedésével javul, a legkisebb

négyzetek modszere kismértékben jobb a hivatalosnal;

e A verseny egyes koreinek lejatszasa utan kapott rangsorok az € paraméter,
az ellenfelek fontossaganak emelkedésével stabilabbéd valnak, a legkisebb

négyzetek modszere robusztusabb a hivatalos eljarasnal.

Ezen szamitasok, valamint a homogenitasra és az eredmény konzisztenciara
vonatkoz6 allitasok némi adalékkal szolgalnak az altalanositott sortsszeg médszer
paramétervalasztasara vonatkozodan, ezaltal részben valaszt adunk egy, a 3. fejezet
végén felvetett nyitott problémara.

A mérkézéspontok felé hajlo dltalanositott eredménymaétrix (alacsony, 0-hoz kézeli
A) hasznalata minél t6bb tablapont gytijtésére 0sztonoz, azokhoz képest mégis a
mérkézéspontokat preferalja. Természetesen a két példabol levont tapasztalatok nem
feltétleniil altalanos érvénytiek, a megfogalmazott ajanlasok aldtamasztésa tovabbi —
megfigyeléseken vagy szimulacién alapuld — vizsgalatokat igényelhet. Mindazonaltal
javaslatunk elméleti megfontolasokkal is indokolhaté.

Osszességében gy véljiik, mindkét kitizott cél kapesan sikeriilt 1ényeges hoz-
zajarulasokkal gazdagitani a rendelkezésre all6 ismereteket. A disszertacioban nem
kivantunk allast foglalni a két kérdés fontossaga, egymashoz valé viszonya tekinteté-
ben, ezt talan helyesebb az olvaséra bizni. Ugyanakkor késobbi kutatasaink soran
megfontolandénak tartjuk az alkalmazasokboél, problémakbol kiindulva, azok segitsé-
gével megfogalmazni a feladatot, kivalasztani a megfelel6 modszereket. Ez bizonyos

mértékben megoldast kinalhat a hidnyzo karakterizaciok okozta nehézségekre is.
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F.I. Fiiggelék: A regularis paros osszehasonlitasi

multigraf esete

A 4.2.1. alfejezet £6 eredménye, a 4.2. Tétel nem érvényes regularis paros 6sszeha-
sonlitasi multigrafra. A kovetkezdkben ezzel az esettel foglalkozunk, mely terjedelmi
okokbdl a Csaté (2014a) tanulmanyban sem szerepel.

Ekkor a 2.2. Lemma értelmében az M mérkozésmatrix blokk antidiagonalis,

létezik az aldbbi particidja

1
M o On1><m M7‘L1><TL2
o\ M2 o) '
na Xni n2Xng

Az N = U UV felbontésban |U| = |V, hiszen G reguléris és paros volta miatt a két
halmaz objektumai fokszdméanak Osszege megegyezik, tehat n paros. A Neumann-sor
ugyan nem konvergens, azonban a B matrix problémat okozo A = —1 sajatértéke az

egységkor hataran talalhato, ezért a sor korlatos és oszcilldl.

F.1. abra. Az F.I.1. Példa rangsorolasi problémaja

Xq
A/
X4 < X2
4
v /
X3

F.I.1. Példa. Tekintsiik az (N, A, M) € R silyozatlan rangsoroldsi problémat
(F.1. 4bra), ahol:

0 0 1 1 01 10

0 0 —-11 1 0 01
A= és M =

-1 1 0 0 1 001

-1 -1 0 0 0110

A G 6sszehasonlitasi multigraf 2-regularis (d; = 2 minden X; € N-re) és paros az
U={X1,Xo}, V={X3, Xy} valasztassal. Az iteracié kiilonboz6 1épéseiben kapott
értékelovektorok az F.2. abran lathatok.

A pontszdm médszer az X; > (X ~ X3) = X, rangsort adja, a masodik
helyen X5 és X3 kozott holtversennyel. Az ellenfelek erejének figyelembevételével

a sorrend (X ~ X3) = (X2 ~ X}), dontetlennel az els6 és harmadik pozicidkban.
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F.2. abra. Az F.I.1. Példa q értékel6vektoranak kozelitése

1,2

‘N, K4 N, ’ N
08| . . . , , _
N s . s !
0,6 |- L S N |

—021| . . . . . .

I N . S , N

—-0,4 N . * . > )
3 N , N ’, N

_1 | <>... <> <>. |

_172 | | | | | | |
0 1 2 3 98 99 q

k)

Iteralt értékelés qf
Xy Xy Xy oo X

Minden péros, illetve paratlan szamu iteraciot kévetéen ez a két rangsor fordul eld,
a Neumann-soros felbontas nem konvergal, hanem a q(© és q(V vektorok kozott
oszcillal. A legkisebb négyzetek mddszerének q értékelovektora éppen ezek szamtani
kozepe, a hozza tartozd rangsor pedig X; = X35 > X5 = X, holtverseny nélkiil. A
probléma oka, hogy az U és V halmazbeli objektumok értékelései csak szimultan

modon hatarozhatok meg.

Ugyanakkor a G 0Osszehasonlitdsi multigraf regularis paros voltanak kizarasa
csupan a Neumann-sor konvergencidajanak elégséges, nem sziikséges feltétele: léteznek
olyan esetek, amikor a végso értékelés ennek ellenére megkaphatd az iteraciébol,
példaul, ha s = 0. Ez tetszbleges M mérkozésmatrix esetén eléfordulhat, vagyis a

konvergencia kérdése nem sziikithetd le egyediil ennek vizsgalatara.

6. Sejtés. Legyen (N, A, M) € R" egy rangsoroldsi probléma. A 4.2. Tétel dllitasa
akkor és csak akkor érvényes, ha az dsszehasonlitdsi multigraf nem requldris pdros

vagy s = 0.

Az F.I.1. Példa a 6. Sejtéssel egytitt sem mutatja meg az Osszes lehetséges esetet.
Az alabbi példa szerint megtorténhet, hogy egy nem konvergens iteracié nem két

allapot kozott oszcillal.
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F.3. abra. Az F.1.2. Példa rangsorolasi problémaja

‘/
>
bl

X4

/
vy /

X3

F.I1.2. Példa. Tekintsiik az (N, A, M) € R}, stlyozatlan rangsoroldsi problémat
(F.2. 4bra), ahol:

0o 0 2 1 0120
-1 2 1 2
A 0 0 b M — 0 0
-2 1 0 O 2 001
-1 -2 0 0 0210

A G 6sszehasonlitasi multigraf 3-regularis (d; = 3 minden X; € N-re) és paros az
U={X1,Xo}, V ={X;5, Xy} vilasztassal. Az iteraci6 kiillonbo6z6 1épéseiben kapott
értékelévektorok az F.4. abran lathatok.

A pontszam moddszer az X; > Xy > X3 > X, rangsort adja, holtverseny nélkiil.
Az ellenfelek erejének figyelembevételével a sorrend (X; ~ X3) = (Xo ~ Xy),
dontetlennel az els6 és harmadik pozicidkban. Minden paros, illetve paratlan szamu
iteraciot kovetOen ez a rangsor érvényes, a feladat mégsem azonos az F.I.1. Példaban
megfigyelt esettel, hiszen most médosulnak az értékelovektorok. A 1épések szamanak
)~ q%) 98) ry q(100) 4

legkisebb négyzetek médszerének q megoldésa pedig kozelitéleg q*® és q*?) szamtani

névekedésével viszont egyre stabilabbd valnak, és q'

kozepe.

7. Sejtés. A pdros, illetve pdratlan szdmi lépéseket kévetden kapott értékelévektorok-
nak akkor is létezik hatarértékik, ha eqy G reguldris pdros dsszehasonlitdsi multigraf

esetén a
q” = (1/0)s,
1 /1 _\F
k) — <k—1>+<c> s, k=12,...
q q a D ) 1=
sorozat nem konvergens. A legkisebb négyzetek modszerének q megolddsa a két hatar-
érték szamtani dtlaga.

Formadlisan, tetszoleges p > 0-hoz létezik olyan t € N, hogy

(2z42) _ (22)

|a q ), <
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F.4. abra. Az F.1.2. Példa q értékel6vektoranak kozelitése

* X
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]' | *'\ ¢ \\ /" \\ N
. , .
N . l/\ \\' ,/ \\ Xl *
N , \,\ v \\
\", . ‘N ," N
N, K4 D ‘N
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\\ /Q\ /Q
s L’ \ ’ AR
O | N L’ AR , AN |
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A ,’, N\ J/ \‘\ X2 O
A e \ o .
\@/ AR 7 AR
N
05 o o |
Xy 0
—1F & N
¢ o
| | | | | | |
0 1 2 3 98 99 q

k)

Xy e Xy — Xy e Xy

Hq(2z+3) _ q(2z+1)H2 < u

q(2z+1) + q(2z)

<
2 /’L7

2

minden z > t, z € N mellett.

A q vektor felbontdsaval kapcsolatban a 4.2. Tétel mellett az alabbi nyitott

kérdések mertilnek fel.

1. Probléma. Igaz-e, hogy egy G regularis paros osszehasonlitasi multigraf esetén
harom eset lehetséges:

k)

I. a q® iteralt értékelévektorok akkor és csak akkor valtozatlanok, ha s = 0

(lasd a 6. Sejtést);

II. a q® iteralt értékelévektorok 2 periédussal ismétlédnek, vagyis q*) = qF+2)

minden &k € N-ra (14sd az F.I.1. Példat);

III. a q® iteralt értékelévektorok paros és paratlan k € N esetén kiilon-kiilon
konvergalnak (ldsd az F.1.2. Példat és a 7. Sejtést)?
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Ha a valasz pozitiv, teljestil-e, hogy a legkisebb négyzetek modszerének q megol-
dédsa a paros és paratlan k € N-ekre kapott értékelévektorok (a II. esetben), illetve
ezek hatérértékeinek (a III. esetben) szamtani kézepe?

Hogyan karakterizalhaték az 1., a II. és a III. pontokhoz tartozé (N, A, M) € R"™
rangsorolasi problémak ? Ehhez kapcsoloddan, rogzitett G dsszehasonlitasi multigraf
mellett eldallithaté-e a fenti harom eset mindegyike az A eredménymaétrix alkalmas
megvalasztasaval? Az I. pont esetén biztosan, mert az a,; = 0 minden X;, X; € N-re

definiciéval elérhetd s = 0.

A gyakorlati alkalmazas szempontjabdl az iteralt értékelések oszcillaciéja nem
tlnik jelentés problémanak, mert a regularis paros grafok nagyon specialis 6sszeha-
sonlitasi szerkezetet hataroznak meg.Ekkor a 2.8. Megjegyzés szerint példaul nem
létezhetnek paratlan hosszi korok, koztik olyan (X;, X, Xj) triddok, melyekben az
osszehasonlitds eredménye mindharom (X;, X;), (X;, Xi) és (X;, Xj) parra ismert.

A 4.2. Tétel sziikséges feltételei kozil a G Gsszehasonlitasi multigraf osszefiiggosé-
ge a legkisebb négyzetek médszerének egyértelmii megoldhatésagahoz (3.4. Allités)
hasonlban értékelhetd, ez az objektumok Gsszehasonlithatosdganak minimalis kove-
telménye. A konvergencia hidnya a regularitas és parossag egyiittes kdvetkezménye,
ilyen grafokra az optimalis silyok szamitasa ciklikus: az egyik csoport értékeléseinek
meghatarozasahoz sziikség van a masikéira, és forditva.

Ez gyengébb feltétel, mint a rekurziv teljesitményre (Brozos-Vazquez et al., 2008)
vonatkozd, ami egyetlen paros grafra sem (feltétleniil) mikodik. A legkisebb négyzetek
modszerének felbontasaban nem regularis G' esetén mar megjelennek a hurokélek a G’
kiegyenstilyozott 6sszehasonlitasi multigrafban, ami biztositja a hatarérték létezését.
A rendhagyé eset tisztdn matematikai érveléssel allt el6. A bizonyos esetekben
regularis paros grafokra is megfigyelt konvergenciat nem a 4.2. Lemma, hanem az A

eredménymatrix garantalja.
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F.II. Fiiggelék: Linearis rendezések tavolsaga

A 7.2.2. alfejezetben a rangsorok (linedris rendezések) dsszehasonlitésat tavolsaguk
definidlasaval hajtottuk végre. Az aldbbiakban Can (2014) alapjan indokoljuk ezek

kivilasztasat.

F.I1.1. Definicié. Eltérésfiggvény (dissimilarity function): Egy 6 : £ x L™ — R
fuggvény eltérésfiigguény, ha teljesiti az alabbi feltételeket :

e Nemnegativitds (non-negativity):
O(L,L") > 0 minden L,L" € L"-re;

o Megkilonboztethetetlenség (identity of indiscernibles):
0(L,L') =0« L= L'"minden L, L' € L"-re;

o Szimmetria (symmetry):

d(L,L") =46(L', L) minden L, L € L re.

F.I1.2. Definicié. Tdvolsagfiggvény (distance function, metric): Egy 6 : L™ X
x L" — R eltérésfiiggvény tdvolsagfiiggvény, amennyiben teljesiti a haromszog-
egyenlétlenséget (triangular inequality), vagyis d(L, L") < §(L, L')+46(L’, L") minden
L. L' L" € L™ esetén.

F.I1.3. Definicié. Kemény-tivolsig (Kemeny distance) (Kemeny, 1959): Az L, L' €
€ L" linedris rendezések 6% (L, L) Kemény-tdvolsdga az egyikt6l a mésikhoz torténd

eljutds érdekében felcserélendd objektumparok szama.

A fogalom kiilonb6z6 tudoményteriileten mas-mas elnevezéssel szerepel (Can és
Storcken, 2013), altalunk ismert legkorabbi megjelenése Cramer (1750). Kozgazda-
szoknak taldn ismerésebben cseng a Kendall 7 tavolsdg (Kendall, 1938).

Kemeny és Snell (1962) Kemény-tavolsidgra adott karakterizacigjarél Can és
Storcken (2013) megmutatta, hogy a felhasznélt 6t axioma logikailag nem fiiggetlen,

koziiliik négy is elegend6 az egyértelmiiséghez.

F.IL1. Allitas. A 0% Kemény-tdvolsig az egyetlen olyan 6 : L™ x L™ — R tdvolsdg-
fligguény, ami teljesiti az aldbbi feltételeket :

e Er6s dekompondlhatdsag (strong decomposability, betweenness):
O(L, L") =6(L, L")+ 6(L', L") minden L, L', L" € L-re;

e Semlegesség (neutrality): tetszdleges o : N — N permutdcidra
S(L,L") =d(cL,0L") minden L,L" € L™ mellett;

e Normalizalas (normalization):

minL7L/€£n{5(L,L/) - L 7£ L/} =1.
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Bizonyitas. Lasd Can és Storcken (2013, Corollary 1). Az els6 tulajdonsig a tévol-
sagfiiggvény definicidja. m

F.I1.1. Megjegyzés. A normalizalas kévetelményének elhagyasaval 6% pozitiv konstans-
szorosai is megengedetté valnak (Can és Storcken, 2013), ez azonban nem véltoztat

a rangsorok tavolsagainak aranyéan.

A Kemény-tavolsag a tavolsag szamitasandl nem tesz kiilonbséget a sziikséges
cserék helye szerint, példaul az X; > X, > X}, rangsort6l ugyanolyan messze (egy
tavolsdgra) talalhaté X, = X; = X, mint X; > Xy > X,. Mégis ugy érezziik, elébbi
az utobbinal jobban eltér az eredetitol, mert az elsé és masodik helyezett valtozasa
fontosabbnak tiinik, mint a masodik és harmadik felcserélédése. Egy sakkverseny vég-
eredményénél jogos felvetés lehet, hogy a mezony elsé felének rangsorolasa, kiillondsen
a dobogon végz6 csapatok meghatarozasa élvezzen prioritast.

Ennek beépitéséhez nyilvan le kell mondanunk az F.IL.1. Allitdsban szerepld
tulajdonsagok valamelyikérol. Az F.I1.1. Megjegyzés szerint a normalizalas mell6zése
nem sziinteti meg a fenti problémat, a szimmetria kihagyasa pedig indokolhatatlan.
Amennyiben tovabbra is tavolsagokat keresiink, csak az erds dekomponalhatosag
maradt, miszerint a végeredmény szempontjaboél teljesen mindegy, milyen sorrendben

végezzik el a sziikséges cseréket. Részben ez az axiéma is megorizheto lesz.

F.I1.4. Definicié. Linedris rendezésekbdl allo it (path on linear orders): Legyen
L, L' € L™ két linedris rendezés. L = Lg, Ly, Lo, ..., L, = L' egy L-b6l L'-be vezetd

linedris rendezésekbdl dllé it, ha 6% (Ly, Lyy1) = 1 minden £ = 0,1,...,k — 1 esetén.

Tehat a linedris rendezésekbdl all6 Ut szomszédos elemei kozott mindig csak

egyetlen cserét kell elvégezni.

FIL1. Jelolés. Legyen L,L" € L™ két linearis rendezés. W(L, L) az L-bél L'-be

vezeto, linedris rendezésekbol allé utak halmaza.

F.IL.5. Definicié. Dekompondlhatdsig (decomposability) (Can, 2014): Egy 6 : £ x
x L — R eltérésfiiggvény dekompondlhatd, ha minden L, L' € L™-re 1étezik olyan
L-bol L'-be vezet6 (L = Lo, Ly, Lo, ..., Ly = L") € W(L, L") linearis rendezésekbdl
allo at, amire

k-1

O(L, L") = 6(Le, Lpya).
=1

Erésen dekomponéalhaté tavolsagfiiggvény esetén barmelyik L-bol L'-be vezeto
(L= Loy, Ly, Ly, ...,Ly=L") € W(L, L) lineéris rendezésekbdl &ll6 1t valaszthaté.

A kovetkez6 axidoma a semlegességet mddositja annak az 1j koncepcionak meg-
felel6en, hogy a linearis rendezésekben el6forduld eltérések fontossaga az elfoglalt

helyezés fiiggvénye lehet.
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F.I1.6. Definicid. Pozicids semlegesség (positional neutrality) (Can, 2014): Legyen
k<mn,keN,illetve L,L' € L™ és L, L' € L™ olyan linearis rendezések, hogy L és L/,
valamint L és L' a k-adik és k + 1-edik objektum felcserélésével kaphaté egymasbol,
azaz 65 (L,L') = 6%(L,L') = 1. Egy § : L™ x L" — R eltérésfiiggvény pozicids
semleges, ha 0(L,L') = §(L,L").

A porzicidés semlegesség fenndllasakor két szomszédos rangsor tavolsaga kizarolag
attol fiigg, melyik pozicibban tortént valtozas.
F.I1.2. Jelolés. A h: L™ x L™ — {1,2,...,n — 1} fiiggvény megadja, hogy az L, L' €
€ L" szomszédos linearis rendezések (6% (L, L') = 1) kozott melyik pozicié cserélédik

fel. Az indexelés a kettd kozul a kisebb szammal torténik.

F.I1.7. Definicid. Silyozott eltérésfigguény (weighted dissimilarity function) (Can,
2014): Legyen L, L' € L™ két lineéris rendezés. Egy ¢, : L x L™ — R eltérésfiggvény
stilyozott, ha létezik olyan w € R"~! stilyvektor, amire valamelyik L-b6l L'-be vezetd
(L= Lo, Ly, Lo, ..., L= L") € W(L, L") linearis rendezésekbél all6 ut esetén

k—1
6w(L7 Ll) = Z Wh(Le,Let1)-
/=1

Az w € R"! silyvektor definidlja az egyes poziciékban végrehajtott cserék
fontossagat: wy az elsé és masodik, ws a masodik és harmadik, és igy tovabb, w, 1
az utolsé elotti és az utolsd helyezett felcserélésének értékét. A tavolsagok relativ

nagysaga invarians az w sulyvektor pozitiv konstanssal val6 szorzasara.

F.I1.2. Allitas. Eqy 6 : L x L™ — R eltérésfigguény akkor és csak akkor dekompo-

nalhato €s pozicio semleges, ha 0 = d,, sulyozott eltérésfiigguény.
Bizonyitds. Lasd Can (2014, Proposition 1). O

F.I1.3. Allitas. Egy 6 : £ x L™ — R eltérésfiigguény akkor és csak akkor erdsen
dekompondlhato és pozicio semleges, ha 6 = 6, sulyozott eltérésfiigguény az w =

=le,e,.... T € R, ¢ > 0 silyvektorral.
Bizonyitds. Lasd Can (2014, Proposition 2). O]

FIL2. Megjegyzés. Az w = [c,c,....d € R*™1, ¢ > 0 stlyvektorral adott stilyozott
eltérésfiiggvényre 6, = c6¥, igy a Kemény-tavolsig az w = e valasztassal irhaté le.

Vagyis, ha szeretnénk kiilonboz6 stulyokat adni az egyes poziciokban bekovetkezo
valtozasoknak, az er6és dekomponalhatosagot mar nem lehet megkovetelni. A stlyozott
eltérésfuggvény F.I1.7. Definici6ja megengedi, hogy az (L = Lo, L1, Lo, ..., Ly =
= L") €e W(L, L") dekompozicié a vizsgalt L, L' € L linearis rendezésekre ex ante
rogzitett legyen, ami meglehetosen furcsanak tiinik. Ezt kiiszoboli ki a kévetkezo

fliggvénycsalad.
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F.I1.8. Definicié. Utminimalizdld silyozott eltérésfigguény (path-minimizing func-
tion) (Can, 2014): Egy 6JM : L™ x L™ — R stilyozott eltérésfiiggvény titminimalizdld,

ha létezik olyan w € R"~! stilyvektor, amire minden L, L' € L" esetén

55M(La L/) min Z h(Lg,Leq1)-

(L=Lo,L1,La,...,Lpy=L"YeW(L,L") -

Az itminimalizalas lehet6vé teszi a tavolsagfiiggvényekre vald attérést.

F.I1.4. Allitds. Legyen w € R ! eqy rogzitett silyvektor. A 6, : L' x L7 —
R eltérésfigguény akkor és csak akkor teljesiti a haromszdg-egyenlétlenséget (azaz

= 6FM qitminimalizdlé silyozott eltérésfiigguény.

tavolsdgfigguény), ha 6,
Bizonyitas. Lésd Can (2014, Theorem 1). A bizonyitas kulcsa, hogy d,-nak minden

elére rogzitett w € R™! stlyvektor mellett tavolsagfiiggvénynek kell lennie. O]

Az er6s dekomponalhatosag hidnya tovabbra is gondot okozhat, mert a végered-
ményben szamitani fog a cserék végrehajtasanak sorrendje. Az itminimalizal6 linearis
rendezésekbdl all6 it meghatarozasa bonyolult lehet, a Dijkstra-algoritmushoz ha-
sonlé modszerrel, vagy nyers erovel, a két rangsor kozotti osszes lehetséges ut koziil
a minimalis kivalasztasaval kaphaté (Can, 2014). Bizonyos esetekben azonban az

utminimalizalé dekompozicié explicit forméban is megadhato.

F.I1.9. Definicib. Lehmer-fiiggvény (Lehmer function) (Can, 2014): Egy 6% : £™ x
x L™ — R stlyozott eltérésfiiggvény Lehmer-fiigguény, ha minden w € R"! stlyvek-

tor és L, L' € L™ linedris rendezés esetén

k-1
OM(L. L/ o
W( ’ ) (L= LO,LLL%II?Lk LYeW(L,L') Z:l hLeLeta) th Lg 7Le+1
ahol (L = LY, LY, LY,...,L¥ = L') € W(L,L') az az L-b6l L'-be vezetd linearis

rendezésekbdl allo ut, amely el6szor az L'-ben gyéztes objektumot viszi ebbe a

poziciéba, majd az L'-ben mésodik objektum keriil a méasodik helyre, és igy tovabb.3®

A Lehmer-fiiggvényben a két linearis rendezés kozott alkalmazand6 dekompozicid

a fenti algoritmus altal adott. Ezt illusztralja az alabbi példa.

F.I1.1. Példa. Legyen L = {Xl,X27X37X4}7 L = {Xg,Xl,X4,X2}, és w =
= [3, 2, 1]. Ekkor az F.I1.9. Definiciéban szerepld, L-b8l L’-be vezetd lineéris rende-

zésekbdl all Ut elemei:

38 Remélhetdleg nem okoz félreértést a 6 jelolés, ebben L nyilvan nem egy linedris rendezés.
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Ly = {X1, X0, X3, X4} =1L
LY = {X1, X3, Xo, Xy}
Ly = {X3, X1, Xo, Xy}
Ly = {X3 X1,Xy, X3} =L

Tehat sorozatos elemi cserékkel el6szor Xz-at vissziikk az elsé pozicidba, majd —
mivel X; mar a helyén van — X -et a harmadikba. Ennek megfeleléen 0% (L, L) =
= O6L(LY, LY) + 0L (LY, LY) + 6L (LY, LY) = wy + wy + w3 = 6.

A Kemény-tavolsag az w = [1, 1, 1] stlyvektorral kaphaté tetsz6leges L-bél L'-be
vezet linedris rendezésekbdl 4116 it mentén, ezért 0% (L, L) = 6%(L, L') = @y + @y +

+ @3 = 3.

F.IL.5. Allitas. 67M(L, L)) = 65(L, L) minden L,L' € L" esetén akkor és csak

akkor, ha w monoton csokkend, wy < wiy1 minden k =1,2,...n — 2-re.
Bizonyitds. Lasd Can (2012, Proposition 3). O

Az F.I15. Allités értelmében a Lehmer-fiiggvény akkor és csak akkor Gtminimali-
zalo sulyozott eltérésfiiggvény, ha az w silyvektor monoton csokkend. Egy sakkverseny
esetén ez elfogadhatd megszoritasnak tiinik, mert az egyes poziciokban megfigyelt
eltérések fontossiaga fokozatosan kisebb lehet. Mas esetekben nem feltétleniil ez a
helyzet. Amennyiben példaul egy 20 csapatos labdarigé-bajnoksag utolsé két helye-
zettje esik ki (kertil alsobb osztalyba), a 18. helyezés nagyobb jelentdségiivé véalhat,
mint a 13. vagy a 16.

F.II.1. Kévetkezmény. Legyen w € R"™1 egy rigzitett silyvektor. Egy 6% : L x
x L" — R Lehmer-fiigguény akkor és csak akkor tdvolsdgfigguény (azaz teljesiti
a hdromszog-egyenlétlenséget), ha w monoton csékkend, wy < wigy1 minden k =

=12,...,n—2-re.

Bizonyitds. Lasd Can (2012, Corollary 1). Az F.IL4. és az F.IL5. Allitdshol ad6dik.
O

A tovabbi részletek irant érdeklédé olvaso figyelmébe ajanljuk Can (2014) tanul-
manyat.
Can (2014) fenti eredményei alapjan egy ilyen (szigorian) monoton csékkend

sulyvektort valasztottunk.

F.I1.10. Definicié. Sulyozott tdvolsag (weighted distance): A 51L/k LV x LT = R
Lehmer-fiiggvény silyozott tdvolsdg, ha w € R"™! stlyvektorara wy, = 1/k minden
k=1,2,...,n— 1 mellett.
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Ekkor példéul az elsé és masodik helyezett felcserélédése kétszer olyan fontos,
mint a masodiké és a harmadiké. A valasztas egyik elonye a kénnyen kiszamithato

maximum, ugyanis két teljesen ellentétes rangsor stulyozott tavolsaga

(1+1+ +1>+<1+ +1>+ +1 =
n—1 n—2 n—1 2 n—1

_n—l n—2

+.o41 = n—1.

n—1 n-—2

Tudomasunk szerint ez a Can-féle stulyozott tavolsagfiiggvény els6 gyakorlati alkal-
mazasa, ezért nem all rendelkezésiinkre olyan ismeret, ami aldtdmaszthatnd vagy

tamadhatéva tenné a fenti meghatarozast.

F.IL.3. Megjegyzés. Can (2014) eredményének publikaldsa el6tt magunk is kisérletet
tettiink a rangsor elején el6forduld eltéréseknek nagyobb sulyt ado tavolsagfiiggvény
konstrudldsdra a 7 tavolsag bevezetésével (Csatd, 2013a). Ennek azonban hidnyzik
az axiomatikus megalapozasa, nem dekomponalhato, néhany esetben pedig indoko-
latlannak tiné fontossagot tulajdonit az elsé poziciokban bekdvetkezo valtozasoknak.
Ezen problémakat Csaté (2013a) értelemszertien kevésbé hangstlyozta. Eziton is
szeretnénk koszonetet mondani Burak Cannak a stulyozott tavolsagfiiggvény korrekt

megalapozaséaért.
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F.I1I. Fiiggelék: Sakkcsapat EB-k eredményei és

rangsorai
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F.1. tablazat. A 2011-es sakkcsapat Eurépa-bajnoksag eredményei
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tablazat. A 2011-es sakkcsapat Europa-bajnoksig eredményei (folytatas)
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F.2. tablazat. A 2013-as sakkcsapat Europa-bajnoksig eredményei
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F.2. tablazat. A 2013-as sakkcsapat Eurdpa-bajnoksig eredményei (folytatés)
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148 F.III. Flggelék: Sakkesapat EB-k eredményei és rangsorai

F.3. tablazat. A 2011-es sakkcsapat Eurdpa-bajnoksag rangsorai

L8 2 & S 5 T
= = o= = - DR S T —
A A A
£ . n n 2 un B I orn wn Iown oun
S E &K & pn 8 &K »n K &K »nn K & o
Csapat n O U U 4 O T 85 T T 13 T U oW
Anglia 8 22 22 21 19 22 22 18 21 21 18 20 20 17
Ausztria 23 32 31 31 30 32 31 30 31 30 30 31 30 30
Azerbajdzsan 3 2 2 2 1 2 2 1 2 2 1 1 1 1
Bulgaria 7 7 6 5 4 7 6 4 11 ©6 5 18 9 6
Ciprus 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 37 38 38
Csehorszag 12 16 14 14 14 16 14 16 17 16 15 19 17 14
Dania 24 28 28 27 26 28 28 27 29 28 29 290 28 29

Finnorszag 28 31 32 32 32 31 32 32 30 33 32 30 32 33
Franciaorszdg 6 19 18 15 10 19 15 9 18 13 & 14 11 8
Gorogorszag 9 20 19 17 17 20 18 17 19 18 17 16 18 18

Gruzia 5 13 17 22 27 13 21 25 8 20 24 7 16 23
Hollandia 9 6 7 7 8 6 7 &8 9 9 9 13 13 12
Horvatorszag 16 21 20 19 18 21 20 19 23 22 21 28 23 21
Izland 32 26 26 28 28 26 27 28 26 26 26 25 25 26
Izrael 1 14 15 16 15 14 16 15 13 14 14 10 10 11
Lengyelorszag 14 8 11 12 16 & 11 13 6 8§ 12 5 6 9
Lettorszag 27 24 23 23 22 24 23 22 24 23 22 23 22 22
Litvania 33 33 30 29 24 33 29 24 33 29 25 32 29 25

Luxemburg 37 36 3 36 36 36 36 3 36 36 36 36 36 36
Macedonia 30 30 33 33 33 30 33 33 28 31 33 22 31 31
Magyarorszag 5 3 5 6 6 3 5 6 3 5 6 2 4 5
Moldova 20 18 21 20 20 18 19 20 15 19 20 9 14 20
Montenegrd 29 25 25 26 29 25 26 29 25 25 28 24 24 27
Németorszag 10 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 3 2 2
Norvégia 31 29 29 30 31 29 30 31 32 32 31 34 33 32
Olaszorszag 2 1 9 9 9 11 10 10 14 12 11 17 19 15

Oroszorszag 1 5 3 3 3 ) 3 3 5 4 3 8 ) 3
Orményorszdg 4 4 4 4 5 4 4 5 4 3 4 4 3 4
Roménia 7 9 10 10 12 9 9 12 10 10 13 11 12 13
Skécia 35 3 3 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
Spanyolorszag 13 10 8 8 7 10 8 T 12 v 7 12 8 7
Svajc 26 23 27 24 23 23 24 23 22 24 23 21 26 24
Svédorszag 25 27 24 25 25 27 25 26 27 27 27 27 27 28
Szerbia 18 12 16 18 21 12 17 21 7 15 19 6 7 16
Szlovénia 21 17 12 13 13 17 13 14 20 17 16 26 21 19
Torokorszag 34 34 34 34 34 34 34 34 34 34 34 33 34 34
Ukrajna 2 15 13 11 11 15 12 11 16 11 10 15 15 10

Wales 36 37 37 3r 37 3v 37 37 3r 3v 37 38 37 37
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F.4. tablazat. A 2013-as sakkcsapat Eurdpa-bajnoksag rangsorai
L _f% 55§58 _
ST T E T TS oo o5 o3 o3 &
£ 8 n B 2T un B I n un I on on =
S 8 N &K pn K X »nn K & »nn &K &K ©q
Csapat n O U U 1A T U =/ O U 1 T T =~
Anglia 4 10 10 9 9 11 10 9 12 10 10 12 10 10
Ausztria 27 30 29 28 25 33 28 26 34 30 26 34 33 29
Azerbajdzsan 6 1 1 1 2 1 1 2 2 1 2 5 2 3
Belgium 33 33 33 33 34 28 33 34 28 33 33 20 30 33
Bulgaria 21 25 25 24 23 25 24 23 24 23 22 21 19 21
Csehorszag 9 8 9 10 10 100 9 100 9 9 9 8 7 6
Dénia 26 27 27 30 32 24 29 32 23 28 31 19 26 30
Fehéroroszo. 17 15 13 12 11 16 12 11 16 15 11 17 16 12
Finnorszag 32 34 34 34 33 34 34 33 32 34 34 31 32 34
Franciaorszag 3 2 2 2 1 3 2 1 4 3 1 7 4 1
Gorogorszag 15 7 7 7 8 8 7 7 8 7 6 9 6 )
Gruzia 4 6 6 6 6 6 6 6 7 6 8 11 9 8
Hollandia 8§ 11 12 14 17 7 13 17 3 11 15 1 o 11
Horvatorszag 16 17 15 15 16 17 17 16 17 17 18 18 17 17
Izland 28 29 32 32 31 29 32 31 29 29 30 28 28 28
Izrael 29 28 28 26 24 30 27 24 30 27 24 30 29 23
Lengyelo. 1f 12 16 14 13 14 15 14 13 15 16 13 14 15 16
Lengyelo. 2¢ 23 22 22 23 26 22 23 25 22 24 25 24 23 24
Lengyelo. 3* 24 31 31 31 29 31 31 30 31 32 32 32 31 32
Litvania 34 23 23 25 30 19 25 29 18 25 29 16 22 27
Macedénia 35 37 37 37 37 36 37 37 36 36 37 35 36 36
Magyarorszag 7 5 b) ) 5 ) ) 5 5 4 ) 3 3 4
Montenegrd 30 18 18 19 21 18 19 22 19 21 23 27 27 25
Németorszag 10 20 20 20 18 20 20 19 20 18 19 22 18 19
Norvégia 36 35 3, 3 35 35 35 3 35 35 35 36 35 35
Olaszorszag 13 12 11 11 12 12 11 12 14 12 12 15 14 14
Oroszorszag 1 3 4 4 4 2 4 4 1 2 3 2 1 2
Orményorszég 2 4 3 3 3 4 3 3 6 5 4 13 11 9
Roménia 9 14 17 17 15 13 15 15 11 13 14 4 13 13
Skécia 37 36 36 36 36 37 36 36 37 37 36 37 37 37
Spanyolorszag 11 19 21 21 22 21 21 21 21 20 21 23 20 22
Svéjc 31 32 30 29 27 32 30 27 33 31 28 33 34 31
Svédorszig 25 26 26 27 28 26 26 28 25 26 27 25 24 26
Szerbia 20 13 16 18 19 14 16 18 13 14 16 6 12 15
Szlovénia 22 21 19 16 13 23 18 14 26 19 17 29 25 20
Torokorszag 18 24 24 22 20 27 22 20 27 22 20 26 21 18
Ukrajna 5 9 8 8 7 9 8 8 10 8 7 10 8 7
Wales 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38

" Poland

 Poland Futures
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150 F.IV. Figgelék: Rangsorok o¢sszehasonlitéi abrai
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Mérkézéspont

Téablapont

F.5. abra. Kovetkezo forduld elorejelzd képessége, 2013-as sakkesapat EB
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152 F.IV. Figgelék: Rangsorok o¢sszehasonlitéi abrai
F.6. dbra. Stabilitas a fordulok kozott, 2013-as sakkcsapat EB
(a) Kemény-tévolsdg, AMP mérkézéspont alapti eredménymétrix
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F.V. Fiiggelék: Axiomak osszefoglalé tablazatai

F.5. tablazat. Fogalmak és pontozasi eljarasok

Fogalom Definici6 Mlusztracio
Objektumhalmaz 2.1. Definicio6 —
Egyéni paros osszehasonlitasi matrix 2.2. Definici6 —
Preferenciaprofil 2.3. Definicio —
Aggregalt paros Osszehasonlitasi matrix 2.4. Definici6 —
Irreducibilitéas 2.5. Definicio —
Rangsorolasi probléma 2.6. Definicio 2.1. Példa
2.9. Definicio

Eredménymatrix 2.7. Definici6 —
Mérkoézésmatrix 2.8. Definicio —
Specialis rangsorolasi problémék 2.10. Definicié —
Specialis mérkdézésmatrixok 2.11. Definicié —
Multihalmaz 2.12. Definicio 2.2. Példa
Ellenfél halmaz és multihalmaz 2.13. Definicié 2.3. Példa
Osszehasonlitasok szama 2.14. Definicié —
Gréfelméleti alapfogalmak 2.15. Definicié —
Osszehasonlitasi multigraf 2.16. Definicié —
Osszefiiggd rangsorolasi probléma 2.17. Definicié —
Rangsor 2.18. Definici6 —
Linedris rendezés 2.19. Definicio —
Rangsorolasi médszer 2.20. Definicié —
Altaldnos pontozési eljards 2.21. Definicié —
Pontozési eljaras 2.22. Definicio —
Aranyossag 2.23. Definicié —
Ekvivalencia 2.24. Definicid —
Optimalis linearis rendezés 2.25. Definicié —




DOI: 10.14267/phd.2015022

154 F.V. Figgelék: Axidémék Osszefoglald tablazatai

F.5. tablazat. Fogalmak és pontozasi eljarasok (folytatas)

Fogalom Definici6 Musztracio
Név modszer 3.1. Definicio —
Egyenld modszer 3.2. Definicio —
Pontszam moddszer 3.3. Definici6 3.1. Példa
Altaldnositott sordsszeg médszer 3.4. Definicio 3.1. Példa
€ észszerl valasztasa 3.5. Definicio —
Pozicios er6 modszer 3.6. Definici6 —
Legkisebb négyzetek modszere 3.7. Definicio 3.1. Példa
Liga 3.8. Definicio 3.2. Példa
Ligak kozotti dominancia 3.9. Definicio 3.3. Példa
Kiegyensulyozott 6sszehasonlitasi multigraf 4.1. Definicid 4.1. Példa
Altaldnositott Buchholz médszer 4.2. Definicio —
Eredmények elfogadhato transzformécidja  5.6. Definicio 5.2. Példa
Objektumok linearis rendezésének létezése  5.13. Definicid 5.4. Példa
Dontetlen elfogadhaté transzforméacioja 5.17. Definici6 5.8. Példa
Elemi koron elfogadhaté transzformacio 6.3. Definici6 6.2. Példa
Mérkézéspont alapt eredménymatrix 7.1. Definicio —
Téablapont alapti eredménymatrix 7.2. Definicio6 —
Altaldnositott eredménymétrix 7.3. Definicio —
Szavazo-alternativa matrix 8.1. Definicio —
Eltéréstiggvény F.IL.1. Definici6 —
Tavolsagfiggvény F.I1.2. Definici6 —
Kemény-tavolsag F.I1.3. Definici6  F.II.1. Példa
Linedris rendezésekbdl allo ut F.IL.4. Definici6 —
Dekomponalhatésag F.IL5. Definici6 —
Pozicios semlegesség F.IL.6. Definici6 —
Stulyozott eltéréstiiggvény F.IL.7. Definici6 —
Utminimalizalé stlyozott eltérésfiiggvény F.IL.8. Definici6 —
Lehmer-fliggvény F.I1.9. Definici6  F.IL.1. Példa

Stulyozott tavolsag F.I1.10. Definici6 —
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F.6. tablazat. Pontozasi eljarasok az axiémak tiikkrében

Tulajdonsag Korabbi megjelenés Definicié Pontszam
ANO Young (1974) 5.1. Definici6 5.1. Lemma
5.2. Lemma
NEU Young (1974) 5.2. Definici6 5.3. Lemma
CNT Chebotarev (1994) 5.3. Definici6 5.4. Lemma
LRCR Chebotarev (1994) 5.4. Definicié 5.1. Allitas
HOM Gonzélez-Diaz et al. (2014) 5.5. Definicié 5.5. Lemma
ST — 5.7. Definicié 5.6. Lemma
CS Young (1974) 5.8. Definici6 5.7. Lemma
FP Slutzki és Volij (2005) 5.9. Definici6 5.8. Lemma
RCS — 5.10. Definicio 5.9. Lemma
SYM Gonzalez-Diaz et al. (2014) 5.11. Definicié 5.9. Lemma
INV Chebotarev (1994) 5.12. Definici6 5.12. Lemma
LOP — 5.14. Definici6  5.9. Allftds
IIM Gonzalez-Diaz et al. (2014) 5.15. Definici6 5.10. Allitas
IIR — 5.16. Definicio 5.14. Lemma
ID} — 5.18. Definicio 5.16. Lemma
SM Bouyssou (1992) 6.1. Definici6 6.1. Lemma
CSM Rubinstein (1980) 6.2. Definici6 6.2. Lemma
IC Bouyssou (1992) 6.4. Definicio 6.4. Lemma
SCcC Gonzalez-Diaz et al. (2014) 6.5. Definicié 6.6. Lemma
HTV Gonzalez-Diaz et al. (2014) 6.6. Definicié 6.6. Lemma
HTO — 6.7. Definicié 6.4. Allités

Eredmények az R-nél korlatozottabb értelmezési tartomanyt hasznaléd cikkek nélkiil
" Gonzélez-Diaz et al. (2014) eltéréen definidlja a pontszdm moédszert
" Chebotarev (1994, Property 14) dinamikus monotonités (2) feltételének kiterjesztése
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F.V. Fuggelék: Axiomék 6sszefoglald tablazatai

F.6. tdblazat. Pontozasi eljardsok az axiémak titkkrében (folytatas)

Tulajdonsdg  Altaldnositott sorosszeg!

Legkisebb négyzetek

ANO 5.1. Lemma; 5.2. Lemma 5.1. Lemma; 5.2. Lemma

NEU Gonzalez-Diaz et al. (2014, 145. 0.) Gonzélez-Diaz et al. (2014, 145. o.)
5.3. Lemma 5.3. Lemma

CNT Chebotarev (1994, Property 2) 5.4. Lemma
5.4. Lemma

LRCR Chebotarev (1994, Property 6) 5.1. Allitas
5.1. Allitas

HOM Gonzélez-Diaz et al. (2014, 145. 0.) Gonzalez-Diaz et al. (2014, 145. o.)
5.2. Allitas; 5.3. Allitds; 1. Sejtés!  5.5. Lemma

S1 5.6. Lemma 5.6. Lemma

CS 5.4. Allitas? 5.4. Allits?

FpP Gonzélez-Diaz et al. (2014, Gonzalez-Diaz et al. (2014,
Proposition 4.2); 5.8. Lemma Corollary 4.3); 5.8. Lemma

RCS 5.10. Lemma; 5.6. Allités; 5.5. Allitas
2. Sejtés!

SY M Gonzélez-Diaz et al. (2014, 150. 0.) Gonzalez-Diaz et al. (2014, 150. o.)
5.9. Lemma 5.9. Lemma

INV Chebotarev (1994, Property 7) Gonzélez-Diaz et al. (2014,
5.13. Lemma Proposition 4.6); 5.13. Lemma

LOP 5.9. Allitas; 3. Sejtés 5.1. Tétel; 4. Sejtés

IIM Gonzélez-Diaz et al. (2014, Gonzélez-Diaz et al. (2014,
Example 6.1); 5.15. Lemma? Example 6.1); 5.15. Lemma?

IIR 5.11. Allitas? 5.11. Allitas?

ID} 5.13. Allitas; 5.14. Allités; 5. Sejtés  5.13. Allitds; 5.14. Allités;

5.15. Allités

SM Chebotarev (1994, Property 11) (Gonzéalez-Diaz et al., 2014,
6.1. Lemma 159-160. 0.); 6.3. Lemma?®

CSM 6.2. Lemma 6.1. Allitas®

c 6.4. Lemma 6.4. Lemma

ScC Chebotarev (1994, Property 3) Gonzalez-Diaz et al. (2014,
6.6. Lemma Proposition 5.3); 6.6. Lemma

HTV Chebotarev (1994, Property 10) Gonzalez-Diaz et al. (2014,
6.6. Lemma Proposition 5.3); 6.6. Lemma

HTO 6.4. Allitas 6.4. Allitas

" Gonzalez-Diaz et al. (2014) csak az € = [1/m(n — 2)] esetet vizsgalja

" Chebotarev (1994, Property 14) dinamikus monotonitas (2) feltételének kiterjesztése
' (N, A, M) € R}, kérmérkdzéses rangsoroldsi probléma esetén: 6.7. Lemma
’ (N, A, M) € RY kérmérkézéses rangsoroldsi probléma esetén: 6.8. Lemma

3

(N, A, M) € R} kdrmérkozéses rangsorolasi probléma esetén: 6.9. Lemma
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F.7. tablazat. Tulajdonsagok kapcsolata

Osszefiiggés Ertelmezési tartomany — Bizonyités

LRCR = SI (N,A, M) e R 5.1. Kovetkezmény
CS = FP (N,A,M) eR" 5.2. Kovetkezmény
CS = RCS (N,A,M) e R 5.3. Kovetkezmény
CS = HOM' (N,A,M) e R 5.4. Kovetkezmény
RCS = HOM' (N,A,M)eR" 5.4. Kovetkezmény
INV = SY M (N,A,M)eR" 5.5. Kovetkezmény
CS+SYM = INV (N,A, M) € R" 5.7. Allitas

RCS +SYM = INV (N, A, M) € R" 5.7. Allitas
LRCR+SYM = INV (N,A, M) € R" 5.8. Allit4s
NEU+CS+SYM = IIM (N,A,M)eR" 5.2. Tétel

NEU 4+ RCS +SYM = IIR (N,A,M) € R" 5.12. Allitas

IIM = IIR (N,A,M) eR" 5.6. Kovetkezmény
IIM = ID (N, A, M) eR" 5.7. Kovetkezmény
SM = CSM (N,A,M) e R 6.1. Kovetkezmény
NEUNSMNIC # (! (N, A, M) € RY, 6.2. Allitas!
NEUNSMNIC # (? (N, A, M) € R}, 6.3. Allitas!
NEUNSMNIC # (? (N, A, M) € R}, 6.3. Allitast

HTV = SCC (N,A,M)eR" 6.2. Kovetkezmény
HTO = SCC (N,A, M) e R" 6.3. Kovetkezmény
HTO = HTV (N,A,M) e R 6.3. Kovetkezmény

Korabbi eredmények a szévegben

Csak pozitiv egész k-kra

Fiiggetlenség: 6.5. Lemma

Csak a pontszam moddszer (karakterizécid)
Példaul a pontszam és az altalanositott sordsszeg

M) =
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Idézetek

Az idézetek forrasa

A fejezetek elején szereplo idézetek fellelhetosége:

4 Motto (VI. oldal) —

http://www.histoire—france.net/annexes/citations.

4 Koszonetnyilvanitas (VII. oldal) — Voltaire [1965]: X1I. Kdroly svéd kirdly
torténete. Eurdopa Konyvkiadd, Budapest. 286. o.

4 1. fejezet — http://en.wikiquote.org/wiki/Ernest_Rutherford.

2. fejezet — Bordes, G. [1976]: Consistency, rationality and collective choice.
The Review of Economic Studies, 43(3):451-457. 453. o.
DOI: http: //dx.doi.org/10.2307/2297222.

4 3. fejezet — http://www.spiegel.de/kultur/literatur/beruehmte—
—abschiedsworte—otto—lilienthal —1848—-1896—a—475916.html.

4 4. fejezet — Chebotarev és Shamis (1999, 206. o.).
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Y Motté (VI. oldal) — Francia; lasd Lefebvre, G. [1975]: Napdleon. Gondolat,
Budapest. 487. o.
1l n’y a que deuz puissances au monde, le sabre et ’esprit: a la longue, le
sabre est toujours vaincu par l'esprit. = Csak két hatalom van a vildgon, a

kard és a szellem; hosszi tavon a szellem mindig leqyozi a kardot.

4 3. fejezet — Német; sajat, nem sz6 szerinti atirat

Kleine Opfer miissen gebracht werden. =~ A kis dldozatokat meg kell hozni.

4 7. fejezet — Német; sajat, nem sz szerinti atirat
Man muf das Unmdgliche fordern, damit das Mdgliche erreicht wird. ~ A

lehetetlen megkovetelésével elérhetd a lehetséges.

4 9. fejezet — Latin; ldsd a megadott forrast

Sero venientibus ossa. = A késon érkezok csak a csontokat kapjdk.
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