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»A tudomény nem probal végsé magyarazatot adni,
fogalmakat értelmezni is alig. A természettudomany
modelleket alkot. Modell alatt egy olyan matematikai
struktara értendd, amelyik — bizonyos szobeli interpretacid
hozzaflizésével — leirja a jelenséget. Egy ilyen matematikai
struktara 1étjogosultsagat egyediil az adja, hogy sikeresen
elorelatja a jelenségeket, tehat mikodik.”

(Neumann Janos)

1. Fejezet

Bevezetés

A modern gazdasagelméletben alkalmazott modszerek és gazdasagi elemzések
eszkoztara a 20. szdzad végére rendkiviili moddon kiszélesedett. Leginkabb
természetesen a matematikai és statisztikai modszerek épiiltek be és fejlédtek tovabb
kozgazdasagi modelleken keresztiil. fgy napjainkban kevés olyan elméleti publikacio
jelenik meg, amely ne alkalmazna a jatékelmélet, a varidcioszamitas, a sztochasztikus
folyamatok vagy mas bonyolult teriiletek modszereit. Az egzakt modszerek
bonyolultsaganak novekedése azonban sajatos ellentmondast sziilt az elmélet és a
gyakorlati alkalmazasok kozott. A modern matematikai és statisztikai moédszerek
ugyanis pontosan azt a célt hivatottak szolgalni, hogy a gazdasag folyamatait jobban és
pontosabban magyarazzak meg, és mind a gazdasagpolitikai (makroszintli), mind a
vallalati (mikro szintl) dontéshozok szamara olyan apparatust biztositsanak, amelynek
segitségével megalapozottabb ¢és biztosabb dontéseket hozhatnak. A valosagban
azonban az egyre boviild szakmai hattérismereteket igényld modszereket és a nehezen
interpretalhatdé modelleket a gazdasdg gyakorlati szakemberei egyre nehezebben
képesek adaptalni. Az elméleti lehetGség és a gyakorlati oldal egymastol erésen
eltavolodott. Kivételként a pénziigyi teriileten érezhetjiik azt, hogy a modern
matematikai modszereket nap mint nap alkalmazzak (tobbek kozott a Wall Street
matematikus- és fizikus-kdzgazdasz tanacsadoi), a valdsdgban azonban a legtobb napi
szintll elemzés és dontés (pl. kockazatkezelés) 30 éves modszerekre épiil.

A kozgazdasagtan masik modszertani forrasa a szamitastechnika alkalmazasa. A
szamitogép megjelenése a legtobb tudomanyagat dontd mértékben befolyasolta, pedig
tulajdonképpen csupan két funkciot valosit meg; egyrészt rendkiviill nagy méretli
adatbazist képes hatékonyan tarolni és kezelni, masrészt Oriasi sebességgel képes
szamolni. E tulajdonsagok miatt lehetové valt, hogy a nagy mennyiségli informacio
birtokaban mas modellek épiiljenek, illetve az elméleteket és az eldrejelzéseket ugy



valtoztassak, hogy azok a megfigyelt és rogzitett adatok tiikkrében jobban és pontosabban
irjak le a valosagot. A szamitogépes modellezés folytan lehetdség nyilt olyan korlatozo
feltételezések elhagyasara, amelyek egy-egy korabbi modellt irredlissa tettek. (Ezek
koziil az egyik legsulyosabb feltételezés a linearitas). Igy az analitikus megoldasok
mellett megjelentek a numerikus megoldasok. A szamitogépes modellezés
megjelenésével ugyanakkor azt varhatnank, hogy a kozgazdasag elméleti, illetve
gyakorlati teriiletén dolgozo szakemberek kozotti tavolsag csdkken, hiszen az elméleti
szakemberek joval komplexebb modelleket is ki tudnak értékelni, a gazdasagi
dontéshozok pedig jobban mitkodé modellek eredményeire alapozva hozhatjdk meg
dontéseiket. Sajnos a kozgazdasagtudomany teriiletén ez a kozeledés még csak kezdeti
stddiumban van. A szamitogép toretlen fejlodésének és egyre népszeriibbé valasanak
kovetkeztében azonban kdnnyen lehet, hogy a kozeli jovoben a szdmitastechnika fogja
betdlteni a hid szerepét az elméleti és a gyakorlati oldal k6zott.

Szamtalan esetben alkalmaznak analitikusan meg nem hatarozhat6 — vagy nehezen
meghatarozhato — problémak kezelésére numerikus modszereket a kdzgazdaszok. Ilyen
példaul a numerikus integralas, a numerikus egyenlet/egyenlétlenség megoldas, a
differencialegyenletek numerikus megoldasa vagy az operaciokutatas. So6t, sokszor
bizonyos problémak analitikus megoldasara is numerikus modszereket vesznek igénybe,
mint példaul a szimbolikus programozds' (integralas, algebrai egyenlet megoldas,
differencialegyenlet megoldas, stb.) esetén.

A jelen értekezés azonban nem altalanossagban a numerikus modszerekkel, illetve ezek
kozgazdasagi alkalmazasaval, hanem ennek egy részteriiletével, a szimuldcioval
foglalkozik. A vizsgalodas kozéppontjdban minden esetben valamilyen gazdasagi
modell van, amelynek vizsgalatara — nagyon sok esetben az analitikus moédszerek
mellett — numerikus modszereket hasznalunk. Tekintsiik ezt a kozgazdasagi modellt egy
olyan leképzésnek, amely a valosagban megfigyelhetd valtozok halmazahoz rendel egy
halmazt. Ilyen értelemben a szimuldcid nem mas, mint ezen leképzések (bizonyos
esetben akar fiiggvények) analizise. [gy a szimulacié legfontosabb feladatai
gyakorlatilag megegyeznek az analizisben meghatarozott feladatokkal, gy mint
fuggvénykiértékelés (leszamolds), egyenletmegoldas (célérték-keresés) vagy szElso-
érték-keresés.

Kiindul6 esetben a gazdasdgi modell elegendden egyszeri ahhoz, hogy analitikus
tanulmanyozasa lehetséges legyen. A szimulaciora abban az esetben van sziikség,
amikor az egyes feltételezések feloldasa, illetve a modell dimenzidjanak novelése
annyira megneheziti a feladatot, hogy annak ,,kézi” kiszamolasa lehetetlenné valik. Még

' Szimbolikus programozés alatt olyan matematikai miiveletek szamitogépes megoldasat értjiik,
ahol a matematikai kifejezésben paraméterek is szerepelnek (1d.: Maple vagy Matlab).



ilyen esetekben is jellemzd az, hogy az analitikusan kiszdmolhaté eredményeket —
osszehasonlitas végett — numerikusan is eléallitjak.>

Az értekezésben azt a célt tiztik ki, hogy bemutassuk, hogyan lehet a szimulacids
modszertant hatékonyan alkalmazni olyan esetekben, amikor atléptiik az analitikus
modszerek hatdrait. Maga a szimulacidos modszertan is rendkiviil fiatal, kevesebb, mint
otven éves. Az elméleti kdzgazdasagtanban val6 elterjedéséhez azonban az igazi 16kést a
mesterséges intelligencia kutatasok — elsdsorban 1990-es éveinek — eredményei adtak. A
tarsadalomtudomanyok szamara felhasznalhat6, mesterséges intelligenciat is alkalmazo,
szimulacios modszertan csak 2001-ben (1) a Journal of Economic Dynamics and
Control kiilon szamaban kapta meg az azt megilletd publicitast és 6nallé nevet — Agent-
based computational economics (ACE)Y —, amelyet sokszereplés szimuldciés
kézgazdasagtannak forditunk a tovabbiakban. Az értekezés az altalanosan alkalmazhato
szimulacidos megoldasokon tilmenden erre a fiatal és rendkiviil igéretesnek latszo
modszertani teriiletre kivan fokuszalni.

1.1. Az értekezés felépitése
Az értekezés két jol elkiilonithetd részbdl all.

Az elso rész — 2., 3., és 4., fejezet — a mddszertani ismertetést tartalmazza, €s az a célja,
hogy bevezesse azokat a fogalmakat és eljarasokat, amelyeket a gyakorlati szimulacios
modellek esetében alkalmazni lehet. Ezek a fejezetek erdsen épiilnek a szimulacids
szakirodalomra, valamint a szerzd altal latogatott manchesteri és limericki egyetemeken
oktatott szimulacids kurzusok jegyzeteire. A fejezetek strukturaldsa szempontjabol a
szerz6 altal a Budapesti Kozgazdasagtudomanyi és Allamigazgatdsi Egyetemen oktatott
Szimulacio c. targy jelentett nagy segitséget. A modszertani fejezet soran szamos példa
illusztralja a fogalmakat, amelyeket a szakirodalomban fellelheté modellek mellett a
szerz$ tarsszerzOs €s sajat publikécioi, valamint hazai vallalatoknal végzett kutatasi
munkai képeznek.

A masodik rész — 5., 6., és 7., fejezet — a szimulaciés modszertan konkrét alkalmazasat
tartalmazza. Ezek a modellek bar latszolag elkiiloniilnek, a masodik rész végére egy 1j
kutatési iranyt hatdroznak meg, amely mind az elméleti, mind a gyakorlati kozgazda-
szok szamara alkalmazhat6. A fejezetekben szerepld modellek részben a szerzo
publikacidi, illetve konferencia eléadasai, részben pedig tovabbi kutatdsi eredményei.

* A szakirodalom ezt a technikét benchmarking-nak nevezik.
? Tesfatsion [2001]



Az értekezés elsd része a szimulacios modszertan bemutatasaval kezdddik (2. fejezet). A
szakirodalomban szdmos olyan konyv taldlhatd, amely a szimuldciés moédszerek
alkalmazésat irja le. A probléma azonban az, hogy ezek elsdsorban a miszaki
tudomanyok teriiletére koncentralnak, és az itt szerepld kdzgazdasagi modellek szinte
kizarolag vallalatgazdasagi kérdésekkel foglalkoznak. (Példaul kiszolgalasi rendszerek
irodalmakra épitiink, de az elméleti kozgazdasagtani és pénziigyi alkalmazasokra
fokuszalunk.

A 3. fejezetben a mesterséges intelligencia modszereit mutatjuk be. Ez a fejezet er0sen
épit Benedek [2000, 2001] publikacidira, de azokat kiegésziti a lényeges algoritmikus
részekkel és tételekkel.

A 2. és 3. fejezet elokésziti a 4. fejezetben bemutatasra keriild sokszereplds szimulacios
kozgazdasdagtan modszerét, tovabbiakban ACEt. Ez a fejezet kapcsolja Ossze a
szimulacios €s mesterséges intelligencia modszerek lehetdségeit és alkalmazza olyan
kozgazdasagi modellekben, ahol elkiiloniilt szereplok viselkedése hataroz meg
valamilyen gazdasagi viselkedést vagy jelenséget. A masodik fejezet modelljei erre a
modszertanra épitkeznek. A fejezet els6sorban a Journal of Economic Dynamics and
Control ACE mddszertannal foglalkozo cikkeire és a Leigh Tesfatsion altal szerkesztett
ACE hivatalos honlapjar6l letdlthet6 anyagokra épit.4

Az 5. fejezetben a Kiyotaki-Wright modellel foglalkozunk. (Kiyotaki, Wright [1989]).
Az eredeti modell ismertetése utan olyan kibovitésekkel foglalkozunk, amelynek
analitikus megoldasa ismeretlen, vagy az analitikus megoldast csak joval késobb, a
numerikus eredmények inspiralasara sikeriilt meghatarozni.

A 6. fejezetben egy latszolag 0j témakort érintiink, a tarsadalmi héalézatok problémajat.
A modellt az informacié telekommunikacios eszk6zokon keresztiili terjedésének a
kutatasa és szimulacidja alapozta meg. A kutatas eredményeinek ismertetése mellett a
fejezetben — elsGsorban Watts [1999] munkdja segitségével — bevezetiink néhany
alapvetd grafelméleti fogalmat.

A 7. fejezetben megmutatjuk azt, hogy hogyan illeszkedik bele a Kiyotaki-Wright-féle
modell vildgdba a tarsadalmi halézatok problémakdre. SOt tovabbmegyiink, és
felvillantunk néhany olyan elméleti modellt, ahol az ACE modszertan és a haldzati
szemlélet alkalmazasaval uj eredmények érhetdk el.

A 8. fejezetben dsszefoglaljuk az eredményeket.

* http://www.econ.iastate.edu/tesfatsi/ace



1.2. Sajat eredmények

A magyar kozgazdasagi szakirodalomban rendkiviil kevés szimulacioval foglalkozo
tanulmany talalhat6. Ezek nagy része is valamilyen miszaki vagy vallalatgazdasagi
problémédhoz kapcsolédnak. A kifejezetten elméleti kutatasokban a szimulacio
alkalmazasat kizarolag statisztikai/Okonometriai, illetve pénziigyi kutatasokban
tapasztalhatjuk. fgy a modszertan elméleti kutatasokba torténd bevezetése a szerzd
6nallé munkdja. Kiilonosen igaz ez az ACE modszertanra, amely annyira fiatal teriilet,
hogy hazai publikdciok még nem sziilettek ebben a témaban.

Az 5. fejezetben bemutatasra keriild Kiyotaki-Wright modell kibdvitése illeszkedik a
nemzetkdzi szakirodalomhoz. Az itt megfogalmazott eredmények Gjdonsaga elsésorban
az Uj modszerek bevezetésének és alkalmazhatosaganak vizsgalataban rejlik. A
szakirodalomban szerepld eredmények numerikus modszerekkel torténd reprodukalasa
biztositja a komplexebb kiterjesztések vizsgalatanak lehetdségét.

A 6. fejezet modellje és az ott alkalmazott modszerek kifejlesztése a szerzé munkaja.
(Természetesen a vallalati kutatas kivitelezésén egy egész csapat dolgozott). A 7. fejezet
modelljei szorosan kapcsolodnak az el6zd fejezetekhez és szintén sajat eredménynek
tekinthetok.



2. Fejezet

Szimulacios modszertan

»~Ahhoz, hogy a szimulacios moddszerek magas szintli alkalmazéasa elterjedjen a
tarsadalomtudomanyok teriiletén, el kell fogadtatni, hogy az induktiv és a deduktiv
modszerekkel szemben a tudomany mivelésének harmadik utja a szimulacids
kisérletezés.” Az idézet Axelrod [1997] cikkébdl szarmazik, amelyben a
tarsadalomtudomanyokban alkalmazott szimulaciés moddszerek jelenét és jovojét
vizsgalta. A cikkb6l harom gondolatot emeliink ki. Az elsd, hogy a szimulécios
modellek publikalasa sordn nem elegendd az eredmények és a modell ismertetése.
Természetesen helykorlatok miatt nincs lehetdség a forraskod publikalasara, azonban a
CD-k és az Internet segitségével lehetdséget kell biztositani arra, hogy minden
érdeklodd személyesen végrehajthassa (futtathassa) a kisérleteket. A masodik fontos
gondolat, hogy a teriileten tevékenykedd szakemberek a korabban publikalt szimulacio-
kat wjra végrehajtsak, kezdve a modell épitésétél, a programozason atmenve, a
futtatasokig. Erre azért van nagy sziikség, mert a numerikus modszerek sok esetben nem
bizonyito erejiiek. Ahhoz, hogy a hibakat és az igazi kihivasokat megtalaljuk, sokszor
sziikséges masok kutatdsi eredményeit a legelsd 1épéstdl kezdve felépiteni. Végezetiil
Axelrod azt hangsulyozza, hogy a szimulaciés moddszertan elfogadtatasahoz arra is
sziikség van, hogy az elézéek nyoman megalakuljon a tarsadalomtudésok olyan
tarsasaga, amely szimulacios modszerek segitségével végzi kutatasait.

Az értekezés soran ezekre a gondolatokra kiilon nem hivjuk fel a figyelmet. Mivel
azonban a modszertan Onallésodasa szempontjabol rendkiviil fontosnak tartjuk, itt a
bevezetdben hangsulyoztuk.

2.1. Definicid, alapfogalmak

A szimulacidt nehéz definialni. Az egyik lehetséges definicié szerint ,,a szimulaci6 egy
rendszer modelljének a megfelel6 bemenetekkel (inputokkal) torténd ellatasa,
mikodtetése (driving) és a kimenetek (outputok) megfigyelése”. (Bratley et al. [1987]).
A szimuldciés modszertan kozgazdasagi alkalmazasa tehat a kovetkezoképpen
képzelhetd el. Megfigyeljiik a valos rendszert, majd azt megkiséreljiikk — legfontosabb
tulajdonsagaik alapjan — formalisan leirni. Ezt nevezziik modellezd tevékenységnek. Ha a
modellt beprogramozzuk, gy a valds rendszer egy virtudlis reprodukciojat kapjuk.
Ebben azutan — bizonyos paramétereket megvaltoztatva — a valds rendszer viselkedésére
vonatkoz6 megfigyelések érdekében kisérleteket hajthatunk végre. A programozasi és
kisérletezési tevékenységet nevezziik szimulacios tevékenységnek. (Ld.: 2.1. abra).



Felmeriil a kérdés, hogy mikor érdemes szimulaciot alkalmazni és milyen célokat lehet
ezzel elérni.

Valos rendszer Szamitogép

Modellezés Szimulacig

Modell

2.1. abra: Szimulacié definicidja

A ,,mikor” kérdésre viszonylag egyszerii a valasz. Akkor kell szimuldciét alkalmazni,
amikor minden mas lehetOség koltségesebb. A mas lehetdségen altalaban két alternativat
szoktak érteni. Az elsé az analitikus megoldas, a masik a valds rendszeren végzett
kisérletezés. Mindegyik esetben a koltség is igen Osszetett fogalom. Koltségként jelenik
meg az iddraforditas, az emberi er6forras, az anyagi raforditas és a kockazati tényezd. A
valos kisérletezéssel szemben a modellezés legfobb eldonyének azt szoktak megemliteni,
hogy valds beavatkozas esetén rendkiviil sok id6 telik el addig, amig az adott
beavatkozas hatdsai mérhetové valnak. Tovabba, nagy volument befektetéseket igénylo
dontés esetében nem lehet ,,probalgatni”. A modellezésnek ezzel szemben az a hatranya,
hogy — mivel a valosag egy leegyszerlsitett masat valdsitja meg, — elképzelhetd a
kiszamitott értékek és a tényleges realizacio (valdés rendszer eredményeinek)
kiilonbozosége.

Természetesnek tiinik az is, hogy abban az esetben, amikor analitikus megoldas all
rendelkezésre, felesleges a szimuldcio. Sok esetben azonban az analitikus megoldashoz
vezetd ut nem egyszerl. Ilyen esetekben rendkiviil nagy segitséget nyujthat a
szimulacio, elsGsorban azért, hogy pontosabb képet alkothassunk a feladatrol.
Eléfordulhat az is, hogy egy problémanak elvileg meg lehetne hatarozni az egzakt,
analitikus megoldasat, ennek ellenére szimuldciés moédszert hasznalunk, mivel a
probléma analitikus megoldasa annyira bonyolult — és mechanikus —, hogy egyszeriibb a
numerikus vizsgalat eredményeit hasznalni. (Példaul leszamldlas).

A szimulacios modszerek felhasznalsi teriiletei a kovetkezok:' eldrejelzés, feladat-
megoldas, gyakorlatszerzés, szorakozas, oktatds, bizonyitas és kutatas.

' Tobbek kozott Axelrod [1997] alapjan.



1. Elorejelzés. Ezt a célt szolgalja a vallalatgazdasagi alkalmazasok nagy része. Példaul
egy vallalat arra kivancsi, hogy kiilonb6z0 arazas mellett varhatéan mekkora
értékesitésre szamithat a jovében.

2. Feladatmegoldads. A szimulacid arra is alkalmas, hogy kiilonb6z6 — mas modon nem
meghatarozhato — feladatokat oldjunk meg a segitségével. Ez a teriilet tipikusan a mes-
terséges intelligencia kutatasok kapcsolddasi pontja. Olyan feladatokat lehet megoldani,
mint példaul az automatikus orvosi diagnoziskészités (adatbanyaszattal), beszédfel-
ismerés (neurdlis halozatokkal), vagy fliggvényoptimalizalas (genetikus algoritmussal).

3. Gyakorlatszerzés. Az els6 szimulaciok elsdsorban azt a célt szolgaljak, hogy a
szimulaciot felhasznalo emberek képességét javitsak egy, a valosagot kelld pontossaggal
leird, interaktiv kornyezetben. Klasszikus példai ennek az aut6 és repiild szimulatorok.

4. Szorakozas. Csak egy 1épés az el6z6 ponttdl €s maris kitalalt kornyezetek sokasagat
teremthetjiik meg erre a célra.

5. Oktatas. Az oktatasban hasznalt szimulaciés modellek legfontosabb célja, hogy
lehetévé tegyék a hallgatok szamara a valosagban meghuzodéd torvényszeriségek és
Osszefliggések megismerését. Jo példa a Kozgazdasagi Egyetemen is oktatott LUDUS
vallalati szimulacids tantargy.

6. Bizonyitas. Ez a leginkabb vitatott teriilet, annak ellenére, hogy egy klasszikus és
népszerll matematikai problémat, a négy-szin tételt, szamitogépes (szimulacios) 1épések
segitségével oldottak meg. A szimulacios eszkdzok segitségével torténd bizonyitas
olyan esetekben a leggyakoribb, amikor véges szamu variacidos lehetOséget kell
atvizsgalni (pl.: szimbolikus derivalds).” A mesterséges intelligencia kutatéi olyan
programokat is készitettek, amelyek egyszerli matematikai alapelemekbodl (pl.
halmazok) komoly felfedezéseket tudtak tenni (pl. Goldbach-sejtés). (Hofstadter
[1998]).

7. Kutatds. Utolsénak maradt az a cél, amelyet a leginkabb fontosnak tartunk. A
szimulacios modszerek ugyanis a kutatasban, az 0j Osszefiiggések felfedezésében is
igazi segitséget nyujthatnak. Az értekezés masodik részében -elsdsorban ennek
bemutatasara toreksziink.

? A véges sz0 sajnos nagyon is meghatarozott korlatokat jelent. A Ramsey-féle R(5,5) szam
megtalalasahoz 10*° esetet kellene megvizsgalni, ami tobb szamitasidét venne igénybe, mint az
univerzum ¢€letkora, még akkor is, ha a Fold 0sszes szamitogépe a nap 24 ordjaban ezt a
problémat szamolna! (Ld.: Leader [2001])



A szimuldciés modszertan segitségével vizsgalt modelleket (roviden: szimuldcios
modelleket) tobb szempontbol kategorizalhatjuk annak alapjan, hogy a hattérben
meghtizodd matematikai modell milyen tulajdonsagu. Az elsé kérdés, hogy az idé a
modellben folytonos, vagy diszkrét valtozo-e. A legtobb kozgazdasagi modellben az id6
folytonos valtozoként szerepel. Nem mindegy azonban, hogy milyen gyakran van
lehetdség a szimulacio allapotvaltozoit megfigyelni, és beavatkozasokat végezni. Abban
az esetben, ha ez csak diszkrét idopillanatokban torténhet, — amint az altalaban egy
kozgazdasagi modellben tapasztalhatd, — akkor diszkrét esemény szimuldciorol
beszéliink. Ha barmely pillanatban lehetdséglink van a beavatkozasra €s a
megfigyelésre, akkor folytonos szimuldaciorol beszéliink. A szimulacioban szerepld
allapotvaltozokat altaldban folytonosnak tekintjilkk, de vannak olyan modellek is,
amelyben kifejezetten szimbolikus (pl. mesterséges intelligencia) vagy csak diszkrét
numerikus (pl. digitalis aramkorok) értéket vehetnek fel.

Epithetiink természetesen olyan modelleket is, amelyekben az idd nem szerepel. Ezek a
statikus modellek. A statikus modellek szimulacidja leggyakrabban a statisztikai, 6kono-
metriai alkalmazédsok esetében jatszik fontos szerepet (példaul a p-értékek numerikus
eldallitasanal, vagy egy eréfiiggvény alakjanak meghatarozasanal, Pataki [2001]).

A harmadik legfontosabb kritérium, ami alapjan a szimulaciés modelleket megkiilon-
boztetjiik, hogy az sztochasztikus vagy determinisztikus. Az utobbira jo példa a determi-
nisztikus differencialegyenletek numerikus megoldasanal hasznalt szimulacio.

Mi a tovabbiakban olyan sztochasztikus, dinamikus szimulacios modellekkel foglalko-
zunk, amelyben a megfigyelési és a beavatkozasi id6épontok diszkrétek, azaz diszkrét
események szimulaciojaval. Az éallapotvaltozok tekintetében nem tesziink megkdotéseket.
Az ilyen rendszerek szimulacios modelljét formalisan is meg lehet hatrozni’ A
formalis leirasnak két szintje van: az atomi (atomic) szint és az dsszetett (coupled) szint.

Bonl) T Onils)

Guhen) L3> )
s >

t(s)

>

2.2. abra: Az atomi szimuldcids modell reprezentacidja

? Cho, Cho [1997] munkara tdmaszkodunk.
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Az atomi szint a kovetkez6:

M=(X,S,Y,5

int

0

ext?

0

con’A’t>’ (21)
ahol:  X: akiils6 események halmaza,

S : a szekvencialis allapotok halmaza,

Y : az outputok halmaza,

On: S — S : bels6 atmeneti leképzés,

Ouxi: O X X — S kiils6 atmeneti leképzés,

Oeon: S X X — §: torlddasi atmeneti leképzés,

A: S - §: output leképzés,

t:S - R:idozités fliggvény, és

0= {(s,e)‘ sS,0<e< t(s)} , ahol e az utolso allapotvaltozas 6ta eltelt id6.

A 2.2. abran lathatjuk az atomi szint modelljének felépitését. A formalis modell
szemléltetésére példaképpen vegyiink egy kiszolgalasi feladatot.” Tegyiik fel, hogy egy
csomag beérkezik egy sorbanallasi rendszerbe. Ennek kovetkeztében a rendszer s
allapotvaltozoja, jelen példankban a varakozasi sor hossza 1 egységgel novekszik. Ezt a
O.x: fliggvény valositja meg. Ezutan a ¢ fiiggvény altal megadott id6 elteltével a modell
megvizsgalja a sor hosszat. Néhany csomagot eltavolit, és ennyivel csokkenti az
allapotvaltozo értékét, amelyet formalisan a &, fliggvény valosit meg. A O, fliggvény
eldonti, hogy mi torténjen abban az esetben, ha egyszerre jelentkezik a kiilsd és belsd
esemény, (példaul meghatarozza d. és O, sorrendjét). A A fliggvény végiil eléallitja a
kimeneti valtozot, jelen esetben példaul a varakozasi sor atlagos hosszat.

Az Osszetett modell formadlisan két alapvetd objektumbdl all. Komponensekbdl
(amelyek lehetnek atomi szintl vagy Osszetett modellek) és az ezeket dsszekapcsold
struktarabol. A struktira formalisan a kovetkez6:

DN :<D»{M}{ 4 ’{Zi/'}>’ (2.2)

ahol D jeloli a komponensek egyedi azonositojat,
M; az atomi — vagy magasabb — szintli modelleket,
1; az egyes komponenseknek az dsszetett modellre vonatkozd hatésat,
Z; pedig a komponensek egymasra vonatkozo hatasat, hierarchiajat.

A 2.3. dbran egy olyan sémat lathatunk, amely egy sorba kotott kiszolgalasi rendszer
er6forrasait optimalizalja. Az ,,A” modul dont arrél, hogy az erdforrasok hany
szazalékat kapja a ,,B” és hany szazalékat a ,,C” kiszolgalasi egység. Az ,,A” modul

sy
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visszacsatolasként megkapja a ,,BC”” modul outputjat és a belso fiiggvények segitségével
eldonti, hogy elérkezett-e az optimumba, vagy tovabbi futtatasra van sziikség. Ha ijabb
futtatas kell, akkor j er6forras allokaciot hatdroz meg.

2.3. abra: Az Osszetett modell reprezentécidja

srer

modell esetén az egyes kimenetek mindig csak egy lehetséges megvaldsuldst
(replikaciot vagy lefutast) jelentenek. A sztochasztikus modellek kimeneti valtozdja is
nyilvanvaldan sztochasztikus, ezért tobb ismétlésre (replikaciora) van ahhoz sziikség,
hogy ennek a valtozénak az eloszlasat megismerjiik. Igy a 2.3. abra Gigy modosul, hogy
a ,,BC” rész n-szer valosul meg. Az ,,A” modul feladata lesz az, hogy eldontse milyen
visszacsatolast general a ,,BC” kimenetekbdl, példaul egyszer( atlagot (varhato érték
becslést). Egy sztochasztikus Gsszetett modell reprezentacioja lathato a 2.4. abran.

B, — Ci

A —P — >
B2 _> C2
B, —» C,

2.4. abra: A sztochasztikus Osszetett modell reprezentacidja

Nézziik, milyen alapvetd 1épésekbdl all a szimulacidés modellezés:
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¢ Probléma és rendszer definialasa,

*  Modellkoncepcio6 kidolgozasa (formalis modell),
» Elsddleges kisérletek megtervezése,

* Inputanalizis és input adatok generalésa,

e Modell elkészitése (programozas),

e Verifikacio, validacio és modell kalibralas,

e Kisérletezés,

*  Qutput analizis és interpretalds.

A kovetkezd alpontokban részletesen mutatjuk be ezeket a 1épéseket. Az ismertetést
Benedek [1999] modellje segitségével végezziik, mivel ebben a publikdcioban minden
fontos 1épés megtalalhato.’

2.2. Probléma és rendszer definialasa

Minden szimulacidos modellezés elsd 1épése, hogy definidljuk azt a problémat és a
probléma keretrendszerét, amely a kutatas kozéppontjaban all. Tegyiik fel példaul, hogy
azt a feladatot tlizziik ki, hogy egy részvényre vonatkozo vételi opcid (call option) arat
kivanjuk meghatarozni.® Ebben az esetben a

C(S,.0)= e " max{S, - E.¢} (2.3)

értéket kell meghatarozni, ahol
C az opcio értékét,
S, a t idopontbeli részvényarfolyamot,
E a kotési arfolyamot,
r a piaci kamatlabat,
T-t pedig a hatralévo futamidoét jelenti.

A probléma analitikus kezeléséhez igen erés és a valosdgban nem teljesiild
feltételezésekkel kell élni. El0szor is a részvényarfolyamtol megkdveteljikk, hogy
altalanositott Brown-mozgdst kovessen, konstans — idében allandd — drifitel (L) és
volatilitassal (0), azaz

dS = uSdt + oSdzZ (2.4)
dZ =eldt, €~N(0])

* Szeretnénk hangstlyozni, hogy itt a Benedek [1999] cikkben ismertetett opcidarazas modell
csak illusztracioként szerepel, a részletekre és az eredmények bemutatasara nem tériink ki.
% Igen részletesen targyalja ezt a problémat Hull [1993].
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Megkdoveteljiik tovabba a piaci kamatlab allandosagat, a részvény tokéletes oszthatosa-
gat, és zérd osztalékfizetését, a piaci kamatlabon torténd kolcsonvétel és kolcsonadas
lehetdségét, részvényeladast jovobeli teljesitéssel (short selling), a folytonos kereskedési
lehetdséget, az adok és a tranzakcios koltségek hianyat. Feltételezziik tovabba, hogy
eurdpai tipusu opciorol van szo €s a piacon nincs lehetOség arbitrazsra. llyen megszori-
to feltételezések mellett meg lehet hatarozni a C értékét 7, ¢, r, E, 0 és U fiiggvényében.
(Black, Scholes [1973]).” Az egyes feltételek feloldasara szamos kutato adott analitikus,
illetve numerikus megoldast. (Ezek koziil a leglényegesebbek Cox, Ross [1976], Hull,
White [1987], Merton [1973], és Cox et al. [1979]). A Benedek [1999] cikkben
szimlacio segitségével hataroztuk meg az opcid értékét abban az esetben, ha a részvény
araval aranyos tranzakcios koltséget kell fizetni a kereskedés pillanataban.

A fentiek segitségével definialtuk a kdzgazdasagi (jelen esetben pénziigyi) problémat, a
megoldashoz sziikséges rendszer pedig egy sztochasztikus diszkrét esemény szimulator.
A késobbiekben latni fogjuk, hogy a rendszert ki kellett egésziteni egy numerikus
optimalizalo rendszerrel, amely a genetikus algoritmusra épiil.

2.3. Formalis modell

A formalis modell elkészitése soran olyan leirast kell késziteni, amely segitségével barki
képes a meghatarozott szimulacids feladat programjat elkésziteni. A programozashoz
igen hasznos segitség a folyamatdbra.

Az el6z6 példat folytatva a szimulacidhoz sziikséges paraméterek a kovetkezok voltak:

E : az opcio kotési arfolyama,

r . a kockazatmentes kamatlab,

QO : a tranzakcios koltség nagysaga szazalékban,®

So : a részvény kezdeti arfolyama (az opci6 értékelésének pillanataban),
U és O : arészvény driftje és volatilitasa és

T : az opcid lejaratanak idépontja.

" Ez a Black-Scholes formula:
C(S,t)=SN(d,)-Ee" "™ N(d,)
_In(S/E)+(r+0?/2)(T -1) ,

4 o T -t
J ISIEV =T =0 _y
oJT -t

ahol N(.) a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.
¥ Azaz O =0.01 esetén két darab 100 Ft értékii részvény eladésa, illetve vasarlasa 2-2 Ft extra
koltséget jelent.
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A szimulaci6 soran a harom allapotvaltozot hasznaltunk:

P, : a szimulalt befektet6 egyenlege ¢ idépontban, Py = 0,
S, : arészvény arfolyama ¢ idopontban,
A, : az opcio6 fedezeti aranya ¢ idopontban.

Szimuléacioés modelliinkben egy képzeletbeli befektetd ¢ = 0 idopontban elad egy darab
vételi opciot és vasarol A, darab részvényt. A vasarlast kockazatmentes kamatlabon
adott hitel segitségével valdsitja meg. Ezutan minden id6pillanatban megfigyeli a
szamat A, mennyiségre. Amennyiben ez ismételten vasarlast jelent, akkor tovabbi hitelt
vesz fel, ha eladast, akkor torleszt. Ezt a technikat dinamikus fedezési stratégianak
(dynamic hedging) nevezik. Az opcio lejartakor (¢ = T) helyt kell allnia az opcional, ami
max{Sr — E, 0} tovabbi kiadast jelent. (Ha ugyanis a részvény ara magasabb a kotési
arfolyamnal, akkor az opciot lehivjak, igy a teljesitésekor a részvényar és a kotési
arfolyam kiilonbségét kell kifizetnie az opci6o eladojanak. Ha azonban a
részvényarfolyam nem éri el a kotési arfolyamot, akkor az opcidt nem fogjak lehivni,
A, részvényt is. A maradék Osszeg diszkontalt értéke adja meg azt az opciodarat (C),
amely kifizetése esetén a befektetd pontosan zérd nyereséget/veszteséget realizal
(Arbitrazs-mentesség).

A szimulaci6 futtatdsdhoz tisztazni kell a részvényarfolyamok generalasanak képletét,
amely a kovetkezd:’

S, =8, b iv o), 2.5)

Vegyiik észre, hogy az idOpont beosztdsok finomitdsa az Y paraméter segitségével
torténik. Mivel a részvény paramétereit éves szinten adtuk meg, ezért Y az jelenti, hogy
hany részintervallumra osszuk fel — egyenletesen — az egy évet. (Ha példaul naponta
adunk lehetOséget a portfolio fedezésére, akkor ¥ = 360, ha naponta tizszer, akkor ¥ =
3600. Természetesen 7-t is ebben a ,,mértékegységben” kell mérniink, azaz ha az opcid
futamideje egy honap, akkor az el6bbi esetben 7' = 30, mig az utébbiban 7' = 300.) Nem
nehéz belatni, hogy az id6 végtelen finomitasaval a (2.5) formula pontosan a (2.4)
sztochasztikus folyamatot eredményezi.'’ A (2.5) formulabél jol lathato, hogy minden
Ujabb részvényar szimuladlasanal egy standard normalis eloszlasu értéket kell
generalnunk. Ennek modszerét a kovetkezd alpontban mutatjuk be.

? Ennek levezetését 1d. Benedek [1999].
" 1.d. példaul Benedek [1998].
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Végiil meg kell hataroznunk azt az eljarast, aminek segitségével a dinamikus fedezést
megvalositjuk. Ez a kovetkezo:

_0C _ N(in(s,/E)+ (- + 0*/2)r - 1))
T oS 0T -t

(2.6)

A

l

ahol N(.) a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Miutan az output valtozo (C) a
sztochasztikus szimuldcié miatt valoszinliségi valtozo, ezért nem elegendd egy érteket
vizsgalni. A szimulaciot fiiggetlen véletlenszamok segitségével tobbszor le kell futtatni.
(Ezeket nevezi a szakirodalom replikdcioknak, vagy mintinak. A replikaciok szamat

mintaméretnek is hivjuk). Készitsiik el a szimulaci6 folyamatabrajat!

+Sr (Az»l_Az)'( 1-0)

+8:(8-4.1)(1+0)

kovetkezo replikacio

- Igen
——— P  Osszes replikacio kész? +——pp  C eloszlasanak
i meghatarozasa
Nem
4>‘ Hanyadik kereskedési pillanat? |
|
3 t=0 i 0<t<T i t=T i
&
g
= Indulé portfolio Kamatfizetés: Kamatfizetés:
2 kialakitasa: P=P. " Pr=Pp, "
Q
= Po=—Spdy(1+0) T
i h 4
S; generalasa Sr generalasa
A, meghatarozéasa
A<A kiilonben \ 4
Részvény eladas:
Pr=Pr, +
Részvény eladas: Részvény vasarlas: +s T. A T(L 0)
P=P.+ P=P. - ! t—,l

I

Pr=Pr, -
— max{ S7—E,0}

Opcio teljesitése:

I

Opci6 értéke:

2.5. abra: A szimuléci6 folyamatabraja

C=-P .e»rT/Y
- i
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2.4. Elsodleges kisérletek megtervezése

A szimulacioé futtatasahoz természetesen meg kell hatarozni bizonyos paramétereket. Az
elsddleges kisérleteket érdemes igy megtervezni, hogy a kimenetelét konnyi legyen
valamilyen mar meglévo értékhez viszonyitani. Ilyen érték lehet a szakirodalomban
szerepld szamitasi eredmény, illetve bizonyos esetekben az analitikus eredmény.
Ilyenkor olyan egyszeriisitéseket feltételeziink, amelyet a késobbi kisérletek soran fel
lehet oldani, azonban az ellendrzéshez és a hibakereséshez jol lehet alkalmazni.

Az opcidar szimulacioban a kovetkezo feltételezésekkel éltiink az elsddleges kisérletek
megtervezEése soran:

E=100 r=0.05 So =100
u=0.12 0=0.3 77Y = 30 nap

A mintaméretet 5000 replikacionak valasztottuk €s a szimulacié kimeneti valtozdjanak a
kapott opcidarak atlagat és szorasat valasztottuk. A tranzakcios koltség (Q) ratajat
vissza kell adnia a Black-Scholes-formula értékét, hiszen ebben az esetben analitikus
eredmények allnak a rendelkezésiinkre.

2.5. Inputanalizis és input adatok generalasa

A valosagos rendszer miikodésének pontos szamitogépen beliili eléallitdsahoz a
valosagban lezajlé folyamatokat részleteiben kell megfigyelni. Fel kell tarni az
Osszefliggéseket ¢s jellemezni kell a véletlen jelenségeket. Ez a feladat az inputanalizis,
vagyis azon adatok elemzése, amelyek a rendszerbe beérkeznek. Az elemzéshez
elsOsorban statisztikai modszereket alkalmaznak, kiilondsen nagy figyelmet szentelve az
eloszlasok becslésének. Az utobbi idében elterjedt masik vizsgalati modszer az
adatbanyaszat, amelyet akkor érdemes alkalmazni, ha a megfigyelési adathalmaz
rendkivill nagy, és valoszinlsithetd, hogy viszonylag bonyolult, nemlinearis
Osszefiiggések huzddnak meg bennilk, amelyeket célszeri felhasznalni a
szimulacidban.'' Az adatbanyaszati elemzések bemutatisa sajnos meghaladja az
értekezés kereteit, érdemes azonban annyit megjegyezni rola, hogy a modszertan szintén
a mesterséges intelligencia algoritmusait hasznalja; olyan algoritmusokat, mint
amelyeket a 3. fejezetben mutatunk be.

""" Az adatbanyészat alkalmazasarol szamos konyv all rendelkezésre. P1.: Bigus [1996], Berry,
Linoff [2000]. Magyar nyelven 1d. Benedek [1999b] bevezetd jellegii cikkét.
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Az opcidar szimulaciohoz sziikséges inputanalizis elsdsorban a részvényarfolyam
eloszlasanak vizsgalatat jelentii. A Benedek [1999] publikacioban ilyen tipusa
vizsgalatot nem végeztiink, mivel a szakirodalomban alkalmazott normalitas feltételt
elfogadtuk, az alkalmazott 1 és 0 paraméter értékeket a szakirodalombol vettiik (Hull
[1993]). Most azonban bemutatjuk, hogy hogyan kellene eljarnunk ezek ismerete
hianyaban. Vegyiik példaul a Matdv részvényt a Budapesti Ertéktézsdérdl. A 2.6. abran
abrazoljuk a részvényarfolyamokat (S,) 1998. januar 7.-t61 2000. december 27.-ig. A 2.7.
abran pedig megvizsgaljuk a részvényarfolyam ndvekmények (In(S;/ S;..)) eloszlasat.

3000

2500 A
M T
¥
2000 M J

-I
1500 W““N/ Y—U\‘\A\A r y
)
1000 ot I {
500
0 T T T T T T

~ o~ N~~~ N~~~

g 9 9 % © 9 5 9 9

f) Yol [22] f) n [22] P [Te) [=2]

& 9 8 5 o 9 5 ¢ 9 |

8 8 8 8 8 8 8 8 8 —| |

$ 88383883 g 8 8 S M= —

2.6. abra: A Matav arfolyama 2.7. abra: Az arfolyamnévekmények eloszlasa

Elso feladat az, hogy megvizsgaljuk, vajon tényleg normalis eloszlast kdvetnek-e az
arfolyamnovekmények. Az adatokra egy 0.00004725 varhaté értékdi és 0.011812
szorasu Gauss-gorbét illesztettiink, igy a teljes négyzetes hiba 0.008150 volt. Sajnos
azonban minden teszt (X teszt, Kolgomorov-Szmirnov teszt, Jarque-Bera teszt)
elutasitja az adatsor normalitasat. Ennek ellenére ebben a példaban fogadjuk el a
normalis eloszlas feltételezését, mivel a szimulacios problémat nem a Matdv részvényre
vonatkoz6 opcio kiszamitasa céljabol vizsgaljuk, hanem elméleti szempontbol a
tranzakcids koltség vizsgalata érdekében.'” Természetesen tovabbi fontos teszteknek
kellene még alavetni az adatokat (pl.: fiiggetlenség, homoszkedaszticitas), amelyektol
eltekintiink, de még egyszer felhivjuk a figyelmet ezek fontossdgara, hiszen hibas
feltevések mellett hibas kovetkeztetésekre jutunk a szimulacié soran."

Az illesztett eloszlas és a (2.5) formula segitségével megallapithatjuk u és o
paramétereket, amelyek rendre 0.094 és 0.406.

12 Amennyiben ezt a részvényt kivanjuk felhasznalni, Ggy tovabbi eloszlasokat kell megprobalni
illeszteni, esetleg meg lehet tartani az empirikus eloszlas feltételezését is. Ebben az esetben
magabdl a hisztogrambol kell mintavételezni. A Matav adatsorra végiil alacsony szabadsagfoku
t-eloszlas illesztése bizonyult hatékonynak (Benedek et. al [2001]).

1 Statisztikai vizsgalatokhoz 1d. pl.: Hunyadi, Vita [1991], Méry, Székely [1986].
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Az inputanalizis elvégzése utan kovetkezd feladat az, hogy hogyan lehet ezeket a
véletlen sorozatokat ujra eldallitani, azaz hogyan torténik a véletlenszam generdldas. Ez a
teriilet a szimulaciés modellezés egyik leginkabb kutatott témakore, és gyakorlatilag
minden szimulacioval foglalkoz6 tankonyv részletesen foglalkozik vele. A tovabbiakban
a véletlenszamok ismertetésénél Katai [1981] és Knuth [1987] munkaira hivatkozunk.
(A modszertani eredmények mellett kivalo torténeti és alkalmazasi attekintés talalhato
Knuth [1987] masodik kotetében, a Szeminumerikus algoritmusokban.)

Véletlenszam-generalasra két modszer all rendelkezésre. Az egyik modszer az analog
generator, amikor valamilyen periféria véletlen viselkedése hatarozza meg a sorban
kovetkez6 szamot. Ilyen lehet példaul egy szamitogépbe épitett inga, amely allando
kitérései véletlen sorozatokat hozhatnak létre. Az ilyen generatorokkal a legnagyobb
probléma az, hogy lehetetlen rekonstrualni egy korabbi folyamatot. Sok esetben ugyanis
sziikséges lehet arra, hogy ugyanazokkal a véletlenszamokkal megismételjiink egy-egy
kisérletet. A masik modszer szamelméleti alapokon nyugszik. Matematikai modszer
segitségével egyenletes eloszlasu valtozokat generalunk, majd ezutan ezek
transzformalasa segitségével juthatunk a legkiilonb6zobb eloszlasokhoz.

Nézziik példaul Neumann Janos altal javasolt ,,négyzetkdozép-modszert”. A véletlen
sorozat ugy épiil fel, hogy az utolsé szamot négyzetre kell emelni, és ennek a kozépsd
jegyei alkotjak a kovetkezd szamot. Példaul négyjegyli szamok generalasa esetén:

Vo= 5784 - Vo = 33454656
V, = 4546 - V2 =20666116
V, = 6661 5 V)t = 44368921

Felmeriil azonban a kérdés, hogy egy algoritmus altal elére meghatarozott képlet szerint
kiszamitott szamok lehetnek-e véletlenszertiek. Valdjaban nem azok, viszont ugy
viselkednek, mintha tényleg egyenletes eloszlasiak lennének. (Ezért ezeket a
sorozatokat a szakirodalom pszeudovéletlennek vagy kvazivéletlennek nevezi.) A
pszeudovéletlen sorozatokkal két gond lehet. Az egyik, hogy ciklusba keriil, azaz egy
meghatarozott sorozat utan ujbol ugyanazokat a szamokat generdlja ugyanabban a
sorrendben. (Példaul a négyzetk6zép-modszer esetén induljunk a 3792-bal!) Belathato,
hogy a négyzetkdzép-maodszer tetszdleges induloérték esetén hamar ciklusba torkollik.
A masik probléma, hogy a moddszer nem ad olyan szamsorozatot, amely valdban
fliggetlen egyenletes eloszlasi. A véletlenszam-generald eljarasokat tehat ebbol a két
aspektusbol kell megvizsgalni.
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Napjainkban a leggyakrabban hasznalt egyenletes eloszlast ado numerikus
véletlenszam-generator a linedris kongruencia modszer, amelyet Lehmer [1951] vezetett
be. Vegyiik a kdvetkez6 sorozatot:

Via = (aVl. +c)m0dm, 2.7)

ahol minden paraméter nem-negativ egész, mégpedig:

m : a modulus (maradékos 0szto): m>0,

a : az egyiitthato: m>az0,
¢ : a ndvekmény: m>cz20,
Vo : a kezdGérték (seed): m>Vy,=20,

Ezt nevezziik linearis kongruencia-sorozatnak. Az eldallitott szam mindig az m-mel
torténo osztas maradéka. Példaul, ha m = 10 és Vo= a = ¢ = 7, akkor a sorozat a
kovetkezoképpen fest:

7,6,9,0,7,6,9,0, ...

Jol lathato, hogy az ilyen tipusi megvalasztas esetén a sorozat egy négy elembdl allo
ciklust hoz létre. A linearis kongruencia-sorozatban kialakulé ciklus elemszamat
periodushossznak nevezziik. A kovetkezokben kimondunk néhany fontos tételt:

2.1. Tétel: Minden V., = fV;) eljarassal megadott korlatos sorozatnal el6bb vagy utobb
ciklus jelentkezik.

Igy nyilvanvalo, hogy a (2.7) esetében is biztosan fellép az ismétlddés. Kérdés azonban
az, hogy lehet-e kelléen nagyra valasztani a periddushosszt annak érdekében, hogy ez ne
okozzon gondot a véletlen sorozat generalasanal. Konnyii belatni a kovetkezo tételt:

2.2. Tétel: 4 (2.7) linedris kongruencia-sorozat maximalis periodushossza pontosan m.

Ha egy ilyen sorozat periodushossza m, akkor teljes periodusu (full period) linearis
kongruencia-sorozatnak nevezzik.

Ezek szerint szdmunkra olyan paraméterek sziikségesek, ahol m értéke nagy. Sok
algoritmus esetében ezért m-et olyan nagynak szoktdk valasztani, mint amekkora a
szamitogép processzoranak szamabrazolasi kapacitasa. (32 bites processzor esetén
példaul m = 2*%). A nagy m mellett olyan egyéb paramétervalasztas a célszerii, hogy a
sorozat teljes periédusu legyen. gy kihasznaljuk a maximalis periodus lehetdséget,
tovabba biztositjuk, hogy minden egyes szdm pontosan egyszer fog eléfordulni 0 és m—1
kozott egy cikluson beliil. A paraméterek helyes megvalasztasahoz a kovetkezd — nehéz
szamelméleti — tételt kell felhasznalni.
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2.3. Tétel: A (2.7) linearis kongruenciasorozat periodushossza pontosan akkor m, ha:

1. c relativ prim m-hez,
2. b =a-— 1 tobbszorose p-nek m minden p primosztdjara,
3. b tobbszorose 4-nek, ha m tobbszorose 4-nek.

A tételek bizonyitasa megtalalhaté Knuth [1987] munkéjaban (Il / 24 — 35). Bizonyitas
helyett nézziink egy példat, ahol m = 8, ezért p = 2, tehat b legyen 4, igy a =5, ¢ =3 és
induljunk az 1-bél. Ekkor a kovetkez6 sorozatot kapjuk:

1,0,3,2,5,4,7,6,1,0,3,2,5,4,7,6, ...

A sorozat tényleg teljes periodusu, a fiiggetlen egyenletes eloszlas probajat azonban
aligha allna ki. Ezért rendkiviil fontos az, hogy statisztikai probakkal megvizsgaljuk a
generalt sorozatot. A leggyakrabban a kovetkezd teszteket szoktak elvégezni:

*  X’-proba,

¢ Kolgomorov—Szmirnov-proba,
*  Gyakorisag-proba,

*  Sorozat-proba,

* Hézag-proba,

* Particio-proba (pokerproba),

*  Sorozatkorrelacio-proba,

e Spektralproba.

A legtobb teszt ismertetése megtalalhatod altalanos statisztikai kdnyvekben, azonban a
korabban t6bbszor is idézett Knuth [1987] konyvben ezeket megvalositd, erdforras-
takarékos algoritmusok is szerepelnek. A ma leginkdbb megbizhato algoritmusok
megtalalhatok Press et al. [1992] miivében, ahonnan a 10® periédushosszi ranl és a 10"
periddushosszii ran2 algoritmusokat alkalmaztuk a pénziigyi szimulacido esetében.
Bizonyos szimulaciok esetén elképzelhetd, hogy még a ranl vagy a ran2 algoritmusok-
nal is hosszabb periddusii — vagy gyorsabb — eljarasra van sziikség. A mai legfrissebb
kutatasok szamos ilyen algoritmust ajanlanak, amelyek altaldban mar nem kizarolag a
linearis kongruencia modszerre épiilnek. Eddigi kdzgazdasagi szimulacidink soran azon-
ban ezekre a mdodszerkre még nem volt sziikségiink, igy bemutatasuktol eltekintiink.

Sikeriilt tehat fiiggetlen egyenletes eloszlasu szamsorozatokat generalni szdmelméleti
modszerek alkalmazasaval. A szimulacios alkalmazasokhoz azonban kiilonb6z6
eloszlasti valtozokra lehet sziikség. Ezeket az eloszlasokat egyenletes eloszlasu
valtozokbol transzformalva készithetjiik el, leggyakrabban a kovetkez6 modszereket
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alkalmazva: direkt modszer, kizaras modszere (acceptance-rejection method),
konvolucios modszer és specialis modszerek.

Direkt modszer. Tetsz6leges 6 folytonos valdszinliségi valtozd esetén jeldlje Fg O
eloszlasfiggvényét, fp pedig 6 siriiségfiiggvényét. A kovetkezd tételek viszonylag
egyszeriek, bizonyitdsuk a legtobb valdszinliségszamitassal foglalkozo tankdnyvben
megtalalhatd. (Rényi [1973])

2.4. Tétel: Legyen & folytonos valdszintiségi valtozo, g pedig egy folytonos, valos,
monoton novekvé fiiggvény. Legyen tovabba n = g(&). Ekkor:

F ()= F (g™ (). (2.8)
Ebbdl kovetkezik az alabbi tétel:

2.5. Tétel: Legyen & folytonos valdsziniiségi valtozo egyenletes eloszldsii a [0,1]
intervallumon, F(x) pedig egy tetszéleges folytonos eloszlasfiiggvény. Ekkor n = F'(&)
olyan valoszimiségi valtozo, amelynek eloszlasfiiggvénye F.

A tétel alapjan mar latjuk miért volt fontos az egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozo
generalasa. Ennek segitségével barmilyen mas eloszlast készithetlink, feltéve, hogy
ismerjiik az eloszlas eloszlasfiiggvényének inverzét. Nézzink egy példat, az
exponencidlis eloszldst,"* amelynek az eloszlasfiiggvénye a kovetkezd:

O-e hax=0
Flx)= ’ .
(x) %), kiilonben 9)

Ezért konnyi elgallitani F inverzét: x = F ' (u) =-b ln(l - u) Sajnos a legtobb esetben
nem ilyen egyszerii a helyzet, példaul a szamunkra igen fontos normalis eloszlas esetén
nem adhat6 meg — analitikus formaban — az eloszlasfiiggvény."

A folytonos valosziniiségi valtozo esetét megvizsgaltuk, nézziikk milyen lehetoségek
vannak a diszkrét véletlen valtozok eldallitasara!

'* Az exponencialis eloszlas a sorbanallasi és készletgazdalkodasi modellek tekintélyes részénél
szerepel, ezért igen fontos eloszlas.

' Tobb program is kézelitd fiiggvény segitségével, direkt modszerrel general normalis eloszlast.
Ezek megbizhatdsaga — kiilonds tekintettel az eloszlas széleire — igen kiilonbozo.

22



2.6. Tétel: Legyen & diszkrét valosziniiségi valtozo, mégpedig:

p,=PE=x,) m=0,1,2,... (2.10)
Legyen tovabba:
Sm :ipk’ [k :[Sk—l’Sk)’ kZOa S—l =0. (2'11)
Ezért: )
pm:P(Sm—lSM<Sm):P(MDIm)‘ (212)

Ekkor a kovetkezo eljarassal egy u egyenletes eloszldasu valtozo segitségével pontosan a
& diszkrét eloszlasu valosziniiségi valtozot generdljuk:

O hau U],
g=tk, hauDl,

a

P¢ldaul egy dobokocka dobasait rendkiviil egyszertien szimuldlhatjuk, ha az egyenletes
eloszlast u < '/, akkor a kockadobas l-es, ha '/s < u < %/, akkor 2-es stb. A direkt
modszer utolsod tétele megmutatja, hogy tetszdleges eloszlas generalhato egyenletes
eloszlas segitségével:

(2.13)

2.7. Tétel: Legyen & eloszlasfiiggvénye F1, &-é pedig F,. Tegyiik fel tovibbd, hogy:
F(x)=pFl(x)+qF2(x), ptq=1 p,q=0. (2.14)

Tegyiik fel, hogy & lehetséges értékei 1 és 2, rendre p és q valosziniiséggel, tovabbd &
fiiggetlen &1 és & valtozoktol. Definidljuk n-t:

¢, ha & =1
= 2.15
1 ) haé =2 (@.13)

Ekkor n eloszlasfiiggvéenye F, tovabba mivel minden monoton névekvé fiiggvény
felbonthato két monoton névekvé fiiggvény dsszegére ugy, hogy az egyik folytonos, a
masik pedig diszkrét (tiszta ugro), ezért minden eloszlasfiiggvény felirhato (2.14)
alakban, ahol F| folytonos, I, pedig diszkrét eloszlasfiiggvény.
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Kizaras médszere. A moddszert nevezik még Monte-Carlo modszernek is, bar ezt a
nevet altaldban a hasonlo elven miik6dé numerikus integralasra szoktak hasznalni. Az
eljaras lényege a kovetkezo.

Legyen adott u, v egyenletes eloszlasu fliggetlen valoszinliségi valtozdé a [0,1]
intervallumon. Szeretnénk elkésziteni & véletlen valtozot, ahol & O [a, b],
striiségfliggvénye g, €s g maximumértéke pedig ¢ < 1. Transzformaljuk eldszor u-t u -
be, v-t v’-be, ahol ezek rendre egyenletes eloszlasuak az [a, b] és a [0, c] intervallumon.
Ezutéan vizsgaljuk meg, hogy igaz-e a v’ < g(u’) egyenl6tlenség. (Grafikusan elképzelve
vajon a generalt (u’ v’) pont a stirliségfiiggvény alatt vagy felett helyezkedik el.) Ha igaz
(alatta), akkor fogadjuk el & = u’-t, ha nem, akkor generaljunk ujabb u, v parost.

2.8. Tétel: Az igy kapott & valdszintiségi valtozé pontosan olyan eloszldst kévet,
amelynek stirtiségfiiggvénye g, tovabba minden egyes & valtozo elddllitdsahoz 2I(b-a)ld
szamu fiiggetlen egyenletes eloszlasu valtozora van sziikség.

Ezzel a moddszerrel két probléma van. A megvalositashoz egyrészt ismerni kell g
stiriiségfliggvényt, masrészt csak korlatos valdszinliségi valtozot tudunk generalni. Ha
példaul standard normalis eloszlast valdsziniiségi valtozot szeretnénk késziteni, akkor
meg kell hatdrozni azt a tartomanyt, amelynél kisebb, illetve nagyobb szamokat 0
valosziniiséggel generalunk. Mivel a stiriségfiiggvény szélei nagyon gyorsan konvergal-
nak nulldhoz, ezért mar a [-3, 3] valasztassal elég kicsi hibat vétiink.'® (3 O-szabaly) A
2.8. 4bra segitségével konnyen megérthetd a 2.8. tétel. Az abran haromszoggel jeloltiik
az elfogadott, négyzettel az elutasitott szam-parokat. Az elfogadott szam-parok elso
koordinatai adjak a normalis eloszlast valdsziniiségi valtozokat.

2.8. abra: Normalis eloszlas generalasa a kizaras modszerrel

' Természetesen minél tobb fiiggetlen véletlen valtozora van sziikségiink, annal nagyobb az igy
elkovetett hiba valdszintlisége. A pénziigyi szimulacio soran a [-12, 12] intervallummal
probalkoztunk.
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Konvoliiciés médszer. Sok eloszlast tudunk mas eloszlasok dsszegeként generélni. Igy
készithetink példaul  Erlangen-eloszlist azonos varhatoértékii  exponencialis
eloszlasokat Gsszegezve. Az egyik legegyszeriibb a kdzponti hatareloszlas segitségével a
normalis eloszlas készitése. Ezt mutatjuk most be:

2.9. Tétel: Adott egy y; ~ U(0, 1), azaz egy egyenletes eloszlasu minta a [0,1]
intervallumon. Transzformaljuk y'; ~ U(-0,0)-ra, azaz y'; = 2dy; - d. Ezutan n-esével
osszeadjuk és standardizaljuk oket, azaz:

L+ )N ’
L2yt ty ) L Uz:%. 2.17)

o/n

Természetesen itt z is indexelt, azaz minta, pontosan annyi elemii, ahdny n-es csoportot
létre lehet hozni a fiiggetlen egyenletes eloszlasu mintabol. Ekkor (i) y'; fiiggetlen,
egyenletes eloszlasu a [-0,0] intervallumon, varhato értéke 0 és szorasa 0, (ii) z norma-
lis eloszlast kovet, ha n tart a végtelenhez, tovabba (iii) z mar egészen kicsi n értékekre
is igen jol kozeliti a standard normalis eloszlast, kiilonos tekintettel az eloszlas kézepére.

A tétel (i) része trividlis, a (i1) pedig a kozponti hatareloszlas tételének kdvetkezménye.
A (iii) azonban nem trivialis és nem taldlhatd meg a szakirodalomban, ezért ezt a
bizonyitast részletezziik:

Bizonyitas: A bizonyitds soran azt mutatjuk meg, hogy z karakterisztikus fiiggvénye
gyvorsan konvergal a standard normalis eloszlas karakterisztikus fiiggvényéhez. El6szor
allitsuk eld y'; karakterisztikus fiiggvényét:

YN S tn T R G
ky'(t)_E(et )__Iaet Zadx_ZG Eﬂet Ea _Zait(et . )_ (2.18)

= 2clrit (cos(ta ) +isin(ta) - cos(~ta ) —isin(-rar)) = Sil;(;a)

Ekkor a karakterisztikus fiiggvények tulajdonsagai miatt konnyen kiszamithatjuk z
karakterisztikus fiiggvényet.

e B

=V, =V ¥, (2.19)

no &' a\/;zt

ezeért
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Tudjuk azt is, hogy a sinx Taylor-polinomjanak hibatagja rendkiviil kicsi a 0 koriil, ezért
alkalmazzuk ezt a kozelitést:

3

sin x = x - (2.20)
Ekkor:
SEl ﬁg/ﬁ ] ﬁéﬁ
0/, B/,8/°0 0 B/,00 -
k()=0 0=0- 0= (2.21)
) o t3 oo 6 0
0 0 O 0
0 I 0 O 0
o
6n n
|

Ezt a modszert sok generdtor alkalmazza normalis eloszlasu véletlen valtozo
generalasdhoz. A szakirodalom az n = 12 esetet mar megbizhatonak tartja. A probléma
azonban az, hogy ebben az esetben is 12 darab egyenletes eloszlasu szam kell, minden
egyes normalis eloszlasu szamhoz, ezért az algoritmusnak nagy az iddigénye és
hamarabb eljutunk a periddushossz végéig. Ezért alkalmaznak egyéb specialis
modszereket.

Specidlis modszerek. Szamos specialis eljarast taldlunk kiillonb6zé eloszlasok
generéllélsélra17 (pl.: Béta-eloszlas, Gamma-eloszlds, binomialis eloszldas, Poisson-
eloszlas, stb.) Most a normalis eloszlasra mutatunk egy lehetséges eljarast, mivel
pénziigyi szimulacionkban ezt implementaltuk és a szakirodalom is ezt a modszert
javasolja legtobbszor:

"7 Az algoritmusok és bizonyitasok tekintetében ismét Knuth [1987] kényvét javasoljuk.
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2.10. Tétel: Polarmodszer. Generdljunk két fiiggetlen egyenletes eloszlasit valoszintiségi
valtozot, ui-et és u,-t. Transzformaljuk oket a [-1, 1] intervallumba, majd az igy kapott
(v1, Vo) valtozokra vizsgaljuk meg, hogy beleesnek-e az origo koriili egységnyi sugaru
korbe. Ha nem, azaz S = vl2 + vz2 21, akkor ujra kell kezdeniink az eljardst. Ellenkezd

_ |=2InS _ -2InS 2.22
X =V g X, =W S ( )

Az igy kapott x, és x, fiiggetlen standard normalis eloszlasu véletlen szam.

esetben legyen:

Bizonyitas: El6szor is attériink (v, v;)-rél azok polarkoordinatdira. (A sugar mindig 1-
nél kisebb lesz, hiszen csak ezeket fogadtuk el). Ekkor vi = R cos@ és v, = R sin6,
tovabba x, =~/—=2InS cos@, x, =~/—2InSsin@. Nyilvin x, és x, esetében is
attérhetiink ezek polarkordindtdira, azaz x, = Q cos@Q és x, = Q sin@. Ezért igaz, hogy 0
=@ é Q=+/-2InS . Q és @ fiiggetlen, S egyenletes eloszlasi [0, 1)-en, 6 pedig [0,
21)-n. Ebb6I kivetkezik, hogy:"®

PI‘(Q < CI): PI‘(—ZlnS < qz): PI‘(S > e—qz/z)
PI‘(Q < q) =1 _e‘qz/Z

—o 0/
Pr(q SQ<q+dq)—Ale—q2):qe—qz/z (2.23)

= i

Pr(p<9)=9/2m
Pr(® <p<d+d9)=1/2m.

Mi a valosziniisége annak, hogy x| <y ésx; <y, ?

Leraqan=_ [ty =
{(4:8) gcos8%y, . gsin <y} n 2n{(x1»)‘2)x1<)’1sxz<h} (2.24)

1 N _ 2/2 1 Y2 ~ 2/2
= g w2
T J’e X, o J;e X,

0

'8 A Pr(g < Q) jel5lés annak a valoszintiségét jelenti, hogy g < Q.
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Lathato az is, hogy az eljaras az egységsugaru koron kiviili elemeket dobja el, igy a
teriiletaranyok miatt egy darab normalis eloszlastl szdm generalasa atlagosan 1.27 szamu
egyenletes eloszlasu valtozot igényel. Ez az algoritmus a szakirodalomban gasdev néven
szerepel. (Press et al. [1992]).

Eddig mindig csak egydimenzios eloszlasokrol beszéltiink, de sziikségiink lehet
valdszinliségi vektorokra is, ahol az egyes elemek nem fiiggetlenek. Az ilyen tipust
problémakra altalaban valaszt kapunk a statisztikai szakirodalombdl. Példaként nézziik a
tobbdimenzids normadlis eloszlast, mivel pénziigyi szimuldciok soran erre gyakran
sziikség lehet.

2.11. Tétel: Tegyiik fel, hogy egy m varhato értékii C variancia-kovariancia matrixszal
rendelkezé n dimenzios normalis eloszldst szeretnénk generalni. Elsé lépésként general-
Jjunk n darab fiiggetlen standard-normalis eloszlasu valtozot (x). Ekkor az' y = m + Tx
transzformalassal pontosan a kivant eloszlast dllitottuk el6, feltéve hogy C =TT,

Az alfejezet utolso témaja a véletlen keverés. Ilyen példaul a kartyalapok megkeverése.
Kozgazdasagi szempontbdl azért nagyon fontos, mert a keresési modellek (search
models) nagy része azt feltételezi, hogy az egyes szereplok véletlenszeriien talalkoznak
egymassal, és minden periodusban mindenki talalkozik mindenkivel. Ehhez a szereplok
véletlen keverését kell eldallitani. Hasonld a probléma akkor is, ha egy véletlen
sorrendet kivanunk meghatarozni. Vegyiik a kovetkez6 esetet: az 1, 2, ..., 100 szamokat
kell véletlenszerien megkeverni gy, hogy egy egyenletes eloszlas generator all
rendelkezésiinkre.

Az egyik lehet6ség az, hogy a (2.6) tétel segitségével az egyenletes eloszlasbol az 1,
2, ..., 100 szamokat egyforma eséllyel general6 diszkrét eloszlast készitiink. Az elsd igy
kapott szamot tessziik a sor elejére. Ezutan ujabb szamot generalunk, s ha ez nem
egyezik meg az el6zdvel, akkor a sor masodik tagjava tessziik, ellenkez6 esetben tjabbat
generalunk. A harmadik szam generaldsakor mar az elsd kettdé szammal kell
egyeztetniink, a negyediknél az elsd harommal, stb. Ezzel az algoritmussal véletlen
sorrendbe lehet rakni a szamokat. A gond az, hogy meglehetésen szamitasigényes és
pazarld ez az algoritmus, hiszen az utolsd esetben mar atlagosan szaz darab véletlen
szamot kell generalni ahhoz, hogy a megfelel6 utolsot kihuzzuk.

A masik algoritmus, amelyet a késobbiek soran is gyakran hasznalunk, ennél joval
gazdasagosabb. A moddszert ugy képzelhetjiik el, hogy egy ,,dobozbol” atpakoljuk a
szamokat egy masik dobozba. Az elsében névekvo sorrendben vannak a szamok 1-t6l
100-ig. Kivalasztunk egy véletlen szamot (1 €s 100 kozott), és az annyiadik elemet
attesszilk a masodik dobozba. Az els6 dobozban igy egy hely iliresen maradt, ide
betessziik ugyanennek a doboznak a szazadik elemét. A maradék 99-b6l megint
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kivalasztunk egyet, (természetesen ekkor mar csak 1 és 99 kozotti véletlen szamot kell
generalnunk) és attessziik, stb. Ez az algoritmus nagysagrendekkel gyorsabb, mint az

n o 19
el6z6.

Ezzel befejeztiik az inputanalizissel és véletlenszamokkal foglalkozé alfejezetiinket.
Meég egyszer szeretnénk felhivni a figyelmet arra, hogy az inputanalizis és a véletlen
adatok helyes generalasa kritikus része a helyes szimulacidés modellezésnek.

2.6. Modell elkészitése (programozas)

A programozas témakor rengeteg problémat vet fel. Milyen programozasi nyelvet vagy
szimulacidos kornyezetet érdemes hasznalni? Milyen algoritmusokat és milyen
programkonyvtarakat lehet alkalmazni? Hogyan kell felépiteni egy szimulécios
programot? Ezek a kérdések rendkiviil sokfelé dgaznak, és megvalaszolasukra a jelen
értekezésben nincs lehetdség, de szamos szimulacios kézikonyv és szimulacios szoftver
leiras ad errdl részletes leirast, ahol a programozasi eljarasokat, részletes algoritmusokat
is ismertetik. A leggyakoribb szimulacios kornyezetek a C és a Pascal nyelvek (illetve
ezek objektumorientalt verzidi, a C++ és a Delphi), tovabba a felhasznalobarat
szimulacios szoftverek, mint az Arena, a GPSS vagy a Taylor Enterprise Dynamics,
illetve a matematikai programcsomagok, mint a MATLAB, a MATHEMATICA vagy a
MAPLE. Adott esetben még az Excel is funkcionalhat szimulacids kornyezetként — bar
ett6l mar egy kozepes szimulacio esetében is ova intek. (A szoftvervalasztas kérdésérdl
1d. még Axelrod [1997].)

Mivel nincs lehetdségiink a részletekbe bocsatkozni, ezért Sefton [2000] négy
kritériumat emeljiik ki a szimulacios programozassal kapcsolatban. Ezek:

* Pontossag (Accuracy),

* Sebesség (Speed),

e Rugalmassag (Flexibility),
*  Robusztussag (Robustness).

Pontossag. E tekintetben két igen komoly probléméval szembesiiliink. Egyrészt a
diszkretizalasi problémaval, ami abbol fakad, hogy hidba beszéliink folytonos
valtozokrol, ezeket a numerikus eljarasok nem tudjak kezelni. A legtébb problémat
altalaban a folytonos id6 kezelés jelenti. Példaul egy folytonos differencidlegyenlet

' Az 6sszehasonlitas kedvéért 1000 szambol készitettiink véletlen sorrendeket és ezt Gsszesen
10000 alkalommal végeztiik el. Az eredmény egy Pentium III-as processzorral rendelkezé PC-n a
kovetkez6 volt: az elsd algoritmus atlagosan 520 masodpercet vett igénybe a keverésekhez, a
masodik 6sszesen 2 masodpercet!
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megoldasa soran diszkretizalni kell az idét. Ezt a kovetkezoképpen tehetjitk.** Induljunk
ki az alabbi kezdeti érték feladatbol:

d
;’; = f(x,0), x(ty) =%, (2.25)

Hasznaljuk az Euler-modszert annak érdekében, hogy diszkrét idépontokban tudjuk
abrazolni az allapotvaltozdnkat:

t+dt)—x\t
x( dt) X( ) - f(x,t) (2.26)

x(t +dt)=x(t)+ f(x,0)dt

Ezt pedig atalakitjuk egy iteracioval megadott differenciaegyenletté, amelyet mar
numerikusan is tudunk kezelni:

x(t+00)=x(t)+ f(x,0)At (2.27)

Figyeljiilk meg, hogy pontosan errdl a At mennyiségrdl beszéliink a (2.5) egyenletben
akkor, amikor 1/Y-t megvalasztjuk. Minél kisebb értéket adunk ennek a mennyiségnek,
annal kisebb a diszkretizaldasi hiba. Azt gondolhatnank, hogy — a futdsi id6 rovasara
ugyan, de — tetszOlegesen pontossa tehetjiikk az eredményt kelléen kicsi Az valasztassal.
Ez sajnos nem igaz. A masodik komoly numerikus probléma ugyanis az, hogy a
szamitogép a szamokat csak egy bizonyos pontossiggal képes abrazolni (tarolni).*'
Egészen pontosan sz6lva a numerikus eljarasokndl az asszociativ torvény sériil, vagyis a
lebegdpontos aritmetikaban nem igaz, hogy:

(a+b)+c=a+(b+c) (2.28)

A tetszdleges finomitassal azonban egyre nagyobb kerekitési hibat vétiink, hiszen egyre
tobb szamot kell Osszeadnunk ahhoz, hogy egy induld #,-bol egy megadott 7,-be
érkezziink. A két hiba tehat egymas ellen dolgozik, minél pontosabb a diszkretizalasunk,
annal nagyobb hibat vétiink a kerekités miatt és forditva.

Tovabbi fontos észrevétel, hogy ugyan az asszociativitas sériil, de a kommutativitas
nem, azaz a + b = b + a. Ennek kapcsan szdmos tovabbi szabdly, eljaras és triikk

2% A példat Molnar [1990] munkéjabél kdlesondztiik.

1 A legtobbszor ugynevezett lebegdpontos dbrdzoldst alkalmaznak. Ez azt jelenti, hogy a
helyiértékek szama fix, de a tizedes pont variabilis. Ha példaul 5 helyiértékkel gazdalkodhatunk,
akkor abrazolhatjuk 10000-et is és 1.0001-et is, de 10000 + 1.0001 = 10001, és nem 10001.0001.
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alkalmazhat6 annak érdekében, hogy minél pontosabb eredményeket kapjunk. A lebegd-
pontos aritmetikardl részletes ismertetés — és szamos hasznos tipp — all rendelkezésre
Knuth [1987] konyvében. Mi itt két eljarast mutatunk be az atlag és a szoras
kiszamitasara. Ezek rendkiviil sokszor eléfordulnak a szamitasainkban, és jo tudni, hogy
létezik egy kisebb numerikus hibat vétd szamitdsi modszer, az amugy megszokott
formulak mellett. A kovetkez6 formula x;, i = 1, 2, ..., n sorozat atlagat és szorasat adja:

M, =x, M,=M,_, +(xk _Mk—l)/k’ x=M,

$ =0, §=8, +(xk _Mk—l)[(xk _Mk)’ o, :\/Sn/(n_lj

Annak ellenére, hogy a kerekitési hiba gondokat okoz, néha hasznos segito lehet. Ilyen
lehet példaul az, hogy egy dinamikus rendszer az instabil egyenstlyi palyakrol bizonyos
id6 elteltével letér (1d. példaul: Simonovits [1998], és Balla, Benedek [1999]).

(2.29)

Sebesség. A rovid futasidejii, gyors eljarasok készitése szintén kritikus kérdés. Sajnos
hidba képes a szamitogép millidrdszor gyorsabban szamolni, mint az ember, az
exponencialisan novekvd szamitasi komplexitast feladatok esetén ez nagysagrendi
el6relépést™ nem jelent az emberhez képest. Ennek illusztralasara vegyiik példaul a
klasszikusnak szamitd utazo {igynok problémat.® Ahhoz, hogy az optimalis utat
megtalaljuk, minden lehetdséget végig kell szamolni. Ezt az eljarast teljes
leszamolasnak nevezzik. Ez n darab varos esetében Osszesen (n-1)! szamu lehetséges
utat jelent. Ha “kézzel” latunk neki a feladatnak, akkor 3-4 varost szinte ranézésre meg
tudunk oldani, 7-8 varosndl nagyobb feladathoz viszont hozza sem kezdiink. Ha a
szamitogépre bizzuk a keresést, akkor a szamitasi id6 14-16 varos esetében éri el azt a
hatart, amelyet mar nehezen tartunk elfogadhatonak. A valdsagban azonban sok olyan
analog feladat van, ahol a “varosok” szdma tobb szaz is lehet. Ugy tiinik, a szamitogép
felfedezése ellenére is reménytelen ez a feladat. A szamitdgép azonban Oridsi teret
enged a visszacsatolasnak. A szamitdsok eredményei elraktarozhatok, osszehasonlita-
sokat, rendezéseket hajthatunk végre, aminek segitségével olyan iranyba mozdulunk el,
ahol az optimalis ut megtaldlasinak nagyobb a valosziniisége. Természetesen
feltételezhetjiik azt, hogy “kézi szamolas” esetén is valamiféle algoritmust kdvetiink, 4m
a korabbi eredményeket tarolni, és ujra atnézni a szamitogépnél senki sem tudja
hatékonyabban. Az algoritmusok alkalmazidsa nem garantalja, hogy az optimalis
megoldast kapjuk eredményiil. Viszont minél tobb id6t biztositunk az algoritmus

*2 Van olyan probléma, ahol az ember és a szamitogép ugyanazon a komplexitasi fokon ragad
meg. Példaul a Ramsey-féle R(2,2), R(3,3), R(4,4) kézi kiszamitasa nem jelent gondot, R(5,5)-6t
azonban szamitogép segitségével sem lehet megoldani. (1d.: Leader [2001]).

¥ Az utazo tigynok feladatban n darab vérost kell egy tigynoknek gy bejarni, hogy minden
varost csupan egyszer érint, és a megtett osszes Ut a lehetd legrovidebb. Az egyes varosok kozti
tavolsagok adottak.
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szamara, annal kozelebb keriil az optimalis megoldashoz, és mar viszonylag rovid id6
alatt is elfogadhatdé — az optimum kozelében levé — eredményt kapunk. Lathato, hogy
ebben az esetben is a pontossag és a sebesség egymas ellen dolgozik, és azt a megoldast
kell megtalalni, amelyik az elfogadhaté kompromisszum a két hatés kielégitéséhez.

Rugalmassag. Rugalmassag alatt azt értjiik, hogy az elkészitett eljaras kiilonb6zo
problémak egy viszonylag széles skaldjat mennyire képes megoldani alapvetd
modositasok nélkiil. Példaul a (2.5) folyamatabran lathat6 algoritmustervbe igen kdnnyt
volt beilleszteni a kereskedési stratégia megvaltozasat. Erre a kritériumra azért van
sziikség, mert a szimulacios kisérletezés soran olyan iranyok bukkanhatnak fel,
amelyekre a program készitésekor még nem szamithattunk, igy a valtoztatdsok és
modositasok elkeriilhetetleniil megjelennek egy bonyolultabb szimulacid esetén. Az is
természetes, hogy ez a kritérium — és a kdvetkezd is — sokkal szubjektivebb, mint az
el6z0 kettd, ezért a rugalmassag figyelembevételére csak ajanlasokat lehet adni, konkrét
modszereket nem.

Robusztussag. A robusztussag két fogalmat takar. Az elsd, hogy az induloértékek nem
befolyasoljak a mindségi megoldast, azaz kiillonb6zo induldértékekbdl indulva hasonlo
futdsi 1d6t és hasonld jelenséget tapasztalunk (pl.: konvergencidt). Mdasrészt ha
valamilyen kiilsé paramétert hibaval becsiilink — ami kozgazdasagi modelleknél
természetes —, akkor ez a hiba nem sokszorozodik meg a futas végére.

2.7. Verifikacio, validacio és modellkalibralas

Elkészitettiik a programot és meghataroztuk az elsddleges kisérleti értékeket is, tehat
nincs mas hatra, mint hogy végrehajtsuk a futtatasokat. Ennél a pontnal kell kideriilnie,
hogy az altalunk beprogramozott modell valoban a valdsagot irja-e le, és ha nem, akkor
vajon azért nem, mert rosszul programoztuk a modellt, vagy pedig azért, mert eleve
helytelen volt a modellfeltevésiink. Lathato, hogy az elsdleges kisérlettervezés donto
fontossagli, hiszen ezek alapjan hozzuk meg a verifikacio, validacié és kalibralas
szempontjabol kritikus dontéseket.

Verifikacio. A verifikdcios fazisban a programozds helyességérél akarunk
meggy6zddni. Egy program helyes miikddésének ellendrzése rendkiviil bonyolult
feladat és szamos programozasi szakkonyv foglalkozik a témaval. Tokéletes verifikacios
eljards a szimulacids eljarasok szadmara sincs, de a szakirodalom megemlit néhany
fontos szabalyt, melyek a kovetkezok:

* A program fokozatos futtatasa, majd tovabbfejlesztése,
e Kételkedés (probaljuk megmutatni, hogy a program hibas),
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* A modell részletes atvizsgalasa (akar tobb személy altal),

*  Teszt-futtatasok (olyan input adatokkal, amelyek specidlis eredményt adnak),

* Ellen6érzés és grafikus megjelenités (a szimuldcié futds kdzbeni allapot-
valtozoinak megjelenitése - animacio).

Megjegyezziik, hogy a pénziigyi szimulacio esetén valamennyi fenti verifikacios eszkozt
igénybevettilk. A fokozatos programépités keretén beliil el6szor csak a részvény-
arfolyam szimulacidja késziilt el, majd a portfolio-kezel6, ezutdn az opcio-értékeld,
majd legvégiil keriiltek be az egyes lehetséges kereskedési stratégidkat megvaldsito
részek. Ezeket a félkész programokat folyamatosan ellendriztiik, és csak akkor 1éptiink
tovabb, miutan feltételeztiik helyes miikddésiiket.”* Szamos olyan teszt-futtatast is
végrehajtottunk, amelyben E, r, U, g, és T/Y értékeit valtoztattuk. Figyeljilk meg, hogy a
0= 0 valasztassal teljesen determinisztikussa teheté a modell, ezért ez egy kiilonésen jo
tesztelési lehetdség volt, amellyel gyakran ¢€ltiink.

Validacié. Mar a korabbiakban is hangsulyoztuk, hogy érdemes az analitikusan
kiszamithatdo eredményeket numerikusan megismételni, és a numerikus és analitikus
eredményeket dsszehasonlitani. Nagyon sok esetben alkalmazhato az empirikus eljaras
is, azaz tényleges mintaadatokat helyettesitiink vissza a modellbe. Példaul egy gyartosor
modellezése esetén az elsddleges kisérleteknél nem az inputadatok segitségével generalt
véletlenszamokkal futtatjuk a szimulaciot, hanem magukkal az inputadatokkal. (Ez igy
mar determinisztikus szimulacid). Mivel ebben az esetben az outputadatok is
ténylegesen megfigyelhetdk, ezért a valds és a szimulacio altal generalt outputadatok
Osszehasonlitdsa szintén jo modszer a modell helyességének ellendrzésére. Szamos
tovabbi teszt all rendelkezésre a modell validalasahoz:

* Folytonossag-teszt (apro valtoztatds az input adatokban kis valtozast kell
eléidézzen az output adatokban),

» FErzékenységvizsgalat (valtoztatdis a paraméterekben milyen valtozast
eredményez az output adatokban),

* Konzisztencia-teszt (azonos futasi koriilmények kozt zajlé szimulaciok hasonlo
eredményt kell adjanak)®,

* Degeneralasi teszt (ha a modell egy fontos elemét kiiktatjuk, akkor az
outputadatokon ez meg kell, hogy jelenjen),

e Abszurd feltételek (hasonloan a verifikacidhoz, itt is specidlis kortilmények
kozotti futtatasokat értiink).

2 A véletlenszam-generator hibas mitkodésére igy is csak késébb deriilt fény.
% Azonos futasi koriilmények esetén csak a véletlenszam-generator altal készitett véletlen
sorozatok kiilonboznek. Ehhez a generatort kiilonb6z6 induldértékekbdl (magbdl) kell inditani.
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A pénziigyi szimulacidos modellnél szamos validacios eljarast alkalmaztunk, igy a
szimulalt opcidérték dsszehasonlitasat a Black-Scholes-féle analitikus eredménnyel, és
elvégeztiik a fenti pontokban sszefoglalt teszteket is.*

Kalibralas. A modellkalibralas rendkiviil érdekes része a szimuldcids modellezésnek. A
kalibraci6 soran a modell paramétervaltozoit kell megvalasztanunk. Abban az esetben,
ha ez a valos kdrnyezetbdl megfigyelhetd €s megbecsiilhetd, akkor a modellkalibralas
gyakorlatilag az inputanalizis része. Elképzelheté azonban, hogy egy-két paramétert
nem tudunk megfigyelni, mégis nagy szerepe van a szimulacioban. Ilyenkor példaul
szakértoi becslésekre — gyakorlatilag megérzésekre — kell hagyatkoznunk. Elképzelhetd
azonban, hogy a szimulacioban szerepld objektumok — példaul gazdasagi szereplok —
valamilyen viselkedése elméletileg alatdmaszthatd — példaul az optimalizalas. Ebben az
esetben a szimuldcid egyes részeinél a helyes paraméter bedllitast egy optimum-
szamitasi feladattal szamithatjuk ki, azaz a kovetkezo feladatot oldjuk meg:

mI?xf(K,x), (2.30)

ahol freprezentalja a szimulacios folyamatot, K pedig a kalibralni kivant paramétert. Az
is elképzelhetd, hogy nem ismeriink ilyen magatartasi format, de meg tudjuk figyelni a
modell valamely outputvaltozojat. A szimulalt és valdsagos outputadatok (o(x))
osszehasonlitasa segitségével szinten kalibralhatunk egy paramétert””:

mKin(f(K,x)—o(x))z, (2.31)

A (2.30) és (2.31) feladatok megoldasa egyaltalan nem egyszert, hiszen f-r6l sokszor
semmit sem allithatunk — néha még azt sem, hogy az fiiggvény. A szimuléaciok
numerikus optimalizalasa a késdbbiekben még tobbszor is el6 fog keriilni.

%6 A konzisztencia-teszt soran fedeztiik fel a hibas véletlenszam-generator problémait, és ekkor
implementaltuk a gasdev eljarast a kizaras modszere helyett.

7 Nlusztracio céljabol képzeljiink el egy telefonos Call-Center-t, ahol nincs informacionk arrol,
hogy egy olyan {igyfél, akinek tal sokat kellett varakoznia az operatorra és ezért kiszolgalas elott
letette a telefont, milyen valdszintiséggel hivja Gjra egy adott id6n beliil a kozpontot. Kiindulunk
egy hipotetikus értékbdl és dsszehasonlitjuk, hogy a szimulalt eredmények mennyire egyeznek a
valos értékekkel, majd ezt addig modositjuk, amig a kivant pontossagot el nem érjiik.
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2.8. Kisérletezés

Ha sikeriilt meggy6z6dni a modell helyességérdl, el lehet kezdeni a kisérletezést. Ebben
a fazisban szamitunk U] eredményekre ¢és értékes Osszefliggések feltarasara.
Természetesen ez az a pont, amely leginkabb fiigg az adott problématol és a
kisérletez6tol, igy nem igazan lehet altalanos modszereket megfogalmazni. Egyediil az
fontos, hogy a kisérletezési fazis soran sokszor vissza-vissza kell 1épniink a modellépités
és validacio/verifikacio 1épésekhez, mivel az 1) kisérletek ujabb és ujabb elemek
beépitését igényelhetik a szimulacios programba. Ezekrdél a [épésekrél nem szabad
megfelejtkezni, hidba volt validalt egy-egy korabbi kisérlet.

2.9. Output analizis

Végezetiil szot kell ejteniink arrol, hogy az output adatokat részletesen elemezni kell
annak érdekében, hogy a vart 0sszefiiggéseket statisztikailag is alatdmaszthassuk. Ehhez
ugyanazok az eszkozok nyujtanak segitséget, mint amelyeket az inputanalizisnél mar
felsoroltunk, ezért az elemzési modszereket nem részletezziik. Ehelyett arra a
problémara dsszpontositjuk a figyelmiinket, hogy hogyan lehet meghatarozni a helyes
replikacioszamot, azaz a mintaméretet. Nyilvanvald, hogy minél nagyobb a mintank,
annal pontosabb lesz az output valtozénk, viszont a sokszori replikdlas nagyon
idodigényes feladat. Problémat jelent az is, hogy a legtobb szimulaci6 esetében nem lehet
statisztikai adatot gylijteni addig, ameddig el nem telik egy U.n. felmelegedési periodus
(warm-up period). A felmelegedési peridodus alatt azt az idészakot értjiikk, ameddig a
modell egyes elemei a valdsagtol eltérden mitkodnek, mert indulaskor egy teljesen iires
rendszert kezdtiink szimulalni. (Példaul egy napi 24 6ras gyartosor esetén nagyon ritka,
hogy minden futoszalag iires, minden gép hibamentes, minden eréforras szabad, minden
alapanyagbol kell6 mennyiség all rendelkezésre, stb.) Hogy szamitési idot takaritsunk
meg, elképzelhetd, hogy tobb replikacid helyett egy nagyon hosszil futtatas
felmelegedési periddusa utani eredményeit vizsgaljuk, és azokat osztjuk fel tobb részre.
A felosztasnal azt kell szem eldtt tartani, hogy elegendé elem keriiljon a mintaba,
ugyanakkor elég hossziak legyenek a mintaperiddusok ahhoz, hogy az egyes mintakat
fiiggetlennek lehessen tekinteni egymastol. Ezt az eljarast a szakirodalom batch-mean
modszernek nevezi.

A futési id6t mas moddszerrel is csokkenthetjiik. Ezt a modszert akkor alkalmazzuk,
amikor csak a kimeneti valosziniiségi valtozo varhatd értékét szeretnénk meghatarozni.
Erre a becslésre trividlisan a mintaatlagot hasznaltuk, most azonban bemutatunk egy
hatékonyabb modszercsaladot, a varianciacsokkenté modszereket. A feladat tehat az,
hogy olyan becslési eljarast adjunk, ami — lehetéleg torzitatlanul — kisebb variancidval
becsiili a varhatoértéket, mint az egyszerli mintaatlag.
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Avramidis-Wilson [1996] ad jo attekintést a szimulacids modellezésben alkalmazott
varianciacsokkenté modszerekrél. Altalaban kétféle modszer 1étezik:

(1) korrelalt minta készitése, amely hatasosabb becslést adhat, mint a FAE minta;

(i1) becslés a paraméterek feltételes eloszlasabol, mikor a feltételben szerepld valtozok
eloszlasanak elméleti paraméterei ismertek (pl. kontroll valtozok modszere). Ekkor
a becslés hatasossaga a korrelacio mértékétol fliggden javithato.

Megjegyezziik, hogy a szimulacids pénziigyi modellben az arfolyammozgas jatszhatja a
kontroll valtozdo szerepét. Egydimenzidos esetben célszeri a futamido végi
részvényarfolyamot hasznalni. Ez korreldl az opcié araval és ismertek az elméleti
paraméterei. Nézziik tehat a kontrollvaltozok modszerét!

Tegyiik fel, hogy taldlunk egy olyan valosziniiségi valtozot a modellben, amelynek
elméleti paraméterei ismertek, ¢és erds linedris korrelacioban van a modell
eredményvaltozojaval. Ekkor hasznalhatjuk az alabbi linearis becsld formulat:

Y., =Y -B(C- ), (2.32)

ahol Y a kimeneti valtozd értéke, Yoy a kontrollvaltozoval korrigalt értéke, C a
kontrollvaltozd, amelynek elméleti varhato értéke ismert, éspedig L. (TObb
kontrollvaltozo esetén ez utdbbi két valtozo értelemszeriien vektor, igy a fenti kifejezés
jobb oldalan egy skalaris szorzas szerepel.) A kontrollvaltozoval korrigalt valtozo
becslése nyilvanvaloan torzitatlan, és hatasossaga a 3 paraméter értékétdl fiigg, ugyanis:

E(Y., )=E(r)-BE(C - u.)=E(Y). (2.33)

Nyilvan akkor hatasos a becslés, ha tényleg csokken a korrigalt valtozo variancidja.
Anderson [1958] belatja, hogy 3 optimalis értékét — az optimdlis kontrolit — a kovetkezd
formula adja:

_0 2.34
B=5. @39
C

ahol O, az eredeti kimeneti valtozo és a kontroll valtozé kovariancidja, O é pedig a
kontroll valtozo szérasnégyzete. (A tovabbiakban o-val mindig az elméleti, s-sel mindig
a tapasztalati szorast jeldljiik). Nyilvanvald, hogy ebben az esetben annal hatasosabb a
becslés, minél nagyobb az eredeti valtozo és a kontrollvaltozo kozti korrelacid, és minél
kisebb a kontrolvaltoz6 szorasa, ugyanis
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Var(Y,, )=0} + B0l 20, (2.35)

A becslés akkor hatasos, ha B0 —2B0,. <0. Igy a (2.34) felhasznalasaval azt
kapjuk, hogy

2 2 2

o o
—Z—YZCSO, azaz Y2C=p§C20.
Oc Oc Oc

(2.36)

Mivel p,. a (tobbszords) korreldcids egyiitthato, ezért lathatd, hogy a variancia
csokkentés feltétele a becsiilt €s a kontrollvaltozd(k) kozti korrelacid. Ez az elméleti
eset, a gyakorlatban a szabadsagfokok veszteséget indukalnak, ezért az alabbi,
szabadsagfokok altal meghatarozott kiiszobértéket kapjuk:

q

p}%c > > ahol ¢ a kontrollvaltozok szdma, n a minta mérete.
n-

. . . . A N .
Mivel Bnem ismert, ezért mintabol kell becsiilni. Ekkor 3 =b = LZC . Sajnos ebben az
Sc
esetben a becslés torzitatlansaga mar csak akkor garantalt, ha (Y,C) egylittes eloszlasa
normalis®™®. Vagyis csak ekkor igaz, hogy

EEXLS(C—MC)E:EES%%(C—%F 0. (2.36)
Sc Sc

Az éltalunk készitett pénziigyi modellben sem Y (opcidarfolyam) sem pedig C
(részvényarfolyam a futamidd végén) nem kovet normadlis eloszlast, igy egyiittes
eloszlasuk sem lehet normalis eloszlas. C-r6l viszont tudjuk, hogy lognormalis
eloszlast, vagyis a logaritmusa normalis eloszlasu. Y elméleti eloszlasa nem ismert, a
grafikus megjelenitések alapjan K2’ bizonyos értékeire lognormalis eloszlas sejthetd (ez
a K < 20 tartomany).

A kontroll valtozok modszerének altalanositasairél nem normadlis eloszlasok esetére
Nelson [1990] ad attekintést, melyben lognormalis eloszlasra konkrétan nem mutat be
modszert.

¥ Ez abbol a tételbél kovetkezik, hogy a normalis eloszlas atlag vektora és variancia-kovariancia
matrixa fiiggetlenek. Ld. pl.: Mory, Székely [1986] vagy Anderson [1958].
¥ K jelentette a befektetési stratégia szabad paraméterét a szimulaciés modellben.
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Modelliinkben megoldhatd, hogy ugy transzformaljuk a valtozokat, hogy azok mar
normalis eloszlast kdvessenek. Legyen X az opcid ara és definidljuk most Y-t, mint X
logaritmusat, vagyis legyen Y = InX, tovabba jelolje C mar eleve az arfolyamok
logaritmusat. Igy ¥ is és C is normalis eloszlasu valtozok™, vagyis annak sziikséges
feltétele, hogy (Y,C) egyiittes eloszlasa normalis, teljesiil. Képezziik az alabbi varhato
érték becslést’":

Xo =X =b(C-p), ahol b= (2.36)

2
Sc

ahol X lognormalis eloszlasu és ¥ = InX. Mivel EE%(@—MC)E:O most is igaz,
c

ezért E()? cr ) = E()? ), vagyis a becslés tovabbra is torzitatlan. Az persze nem biztos,

hogy B most is az optimalis kontroll, ugyanis:

Var(XCV ) = U)Z( + Bzaé —-2B0,,
Oye

0.2

Sie % g <0, 2.37
O-é O-é XC ( )
lsh_

2 Oy

Ezek szerint varianciacsokkenés abban az esetben varhat6, ha legalabb fele akkora (X,C)
kovarianciaja, mint (¥,C)-jé. Belathato, hogy a varianciacsokkentés akkor maximalis, ha
a fenti hanyados éppen egy, azaz O,. =0 .. Ugyanakkor fiiggetlen valdsziniiségi
valtozok fiiggvényeire vonatkozd tétel alapjan hasznalhatdo a (2.36) becslésnél az

Sxc
-
Sc

optimalis kontroll, ami igy b =

2.12. Tétel: 4 (2.36) becslés ez utobbi b valasztas esetén is torzitatlan marad.

30 Feltéve persze, hogy igaz X lognormalitasara vonatkozo hipotézisiink.

3! Az 6konometriaban az ilyen tipusu feladatokra semi-log modelleket illesztenek, vagyis ¥ =
InX-re irnak fel linearis dsszefiiggést valamilyen magyarazo valtozokkal (esetiinkben
kontrollvaltozokkal). Konnyen belathato, hogy ezzel a modellel X varhato értékét torzitottan
becsiiljiik.
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A tétel azért érdekes, mert a szakirodalomban nem talalhat6 meg, annak ellenére, hogy
pénziigyi szimulacios alkalmazasa rendkiviil jelentés.”

Bizonyitas: Tudjuk, hogy SYC,Sé és C fliggetlenek egymastol, ekkor azonban
f(sye), sé és C is fliggetlenek egymastol, ahol f folytonos, szigoruan monoton
transzformacio. Viszont Sy,. és Sy kapcsolatat pont egy ilyen f leképzés irja le.
Gondoljuk meg ugyanis, hogy az empirikus kovariancia valojaban egy leképzés az
Y" XC" mintatérbdl a valds szamegyenesre (, ahol n a mintaméret). Az S . leképzés

crer

X =e" tengelyeket haszndljuk. Igy tehdt a két leképzés szintfeliiletei bijektiv viszonyban
dllnak egymassal. Nyilvanvaloan a fenti gondolatmenet bdrmilyen olyan eloszlas
esetében hasznalhato, mely szigorti monoton transzformacioval megkaphato a normalis
eloszlasbol.

A (2.36) helyett tehat hasznalhatjuk az alabbi szintén torzitatlan, hatdsosabb becslést:

Xo =X =2 (C-pe). (2.38)

Sc

Ezzel a varianciacsokkentd modszerek targyaldsat befejeztiikk, de megjegyezziik, hogy
szamos hatékony eljarast talalhatunk Boyle et al. [1997], Hull, White [1988] cikkében.

2.10. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben bemutattuk azokat a Iényeges elemeket, eljarasokat és
bizonyitasokat, amelyek egy altalanos szimulacidos modell elkészitésénél a legfontosabb
szerepet jatsszak. E modszerek segitségével elsdsorban mikroSkonémiai, vallalat-
gazdasagi és pénziigyi szimuldcidkat tudunk megvaldsitani, azonban komolyabb
kozgazdasagelméleti modell kezeléséhez még szamos kérdés tisztazatlan. Hogyan lehet
kozgazdasagi szereplok viselkedését modellezni? Milyen modszerekkel lehet egy
szimulaciot optimalizalni? Ezekre a kérdésekre igyeksziink valaszolni a harmadik
fejezetben.

32 Boyle et al. [1997] nagy jelentéségii cikkében is elkdveti azt a hibat, hogy torzitatlan és
torzitasos varianciacsokkentd eljarasokat hasonlit ssze.
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3. Fejezet

Evolucios modszertan

A kozgazdasagtan altalaban az Osszes gazdasagi szereplét haszonmaximalizalo,
optimalizalo, vagy legalabbis dontéshozd és adaptacios képességgel rendelkezd
szereplonek tekinti. A legtobb modell eleve feltételezi, hogy a szereplok az optimalis
viselkedést az Osszes rendelkezésére 4llo informaciod alapjan, analitikusan meg tudjak
hatarozni, és mindvégig ezt alkalmazzak. A valdsadgban azonban a kornyezet allandéan
valtozik. (Mar az is valtozast okozhat, ha a szereplék nem egyszerre hozzak meg —
amugy optimalis — dontéseiket.) A szereplok a valdsagban allandéan tanulnak,
alkalmazkodnak, fejlodnek. Az evolucids eljarasok ezeket a folyamatokat szimulaljak
kiilon jelentoségiik van a kozgazdasagtudomanyban.

A szimulédcioés modellezés soran két mindségben taldlkozhatunk evolucios eljarasokkal.
Egyrészt — magatdl értddéen — a modell szerepldinek viselkedését kivanjuk ezzel a
modszerrel ,,0kosabba” ¢s realisztikusabba tenni. Masrészt ezek az eljarasok jol
szolgalhatnak a szimulacios modell egészére vonatkozdan is, amikor a modellezd
szerepét vallaljak at. (Ahogy ugyanis egy fliggvény széls6érték-helyét kereshetjiik
evolicios modszerekkel, gy ugyanez alkalmazhaté egy szimuldcidos modell
optimalizalasara is). Igy el6fordulhat az, hogy egymasba agyazva tbb evolicios eljaras
jelenik meg egy-egy szimulacios alkalmazasban.

A fejezet a tovabbiakban 6t alfejezetbdl all. Az elsd részben az evolucids elméletek
altalanos tulajdonsagait targyaljuk. A torténeti Osszefoglald és az elméleti ismertetés
mellett bemutatunk néhany konkrét alkalmazast, kiilonds tekintettel a kozgazdasagi
alkalmazasokra. A masodik részben a numerikus optimalizalas, a harmadikban a
genetikus algoritmus, a negyedik részben pedig a neurdlis hadlo részletesebb
ismertetésével foglalkozunk. Végiil 6sszefoglaljuk a fejezetet.

3.1. Evolucios elméletek

Ma mar szamos evolucidos modszerrel, algoritmussal és alkalmazéssal talalkozhatunk a
szakirodalomban. Ezek rendszerint abban kiilonbozhetnek egymastol, hogy milyen
evolucioés modell szolgal az algoritmus alapjaul, vagy akar ugyanolyan modell esetén,
milyen mechanizmus valositja meg a modellt. Minden modellben k6z6s azonban az,
hogy valamilyen szinten a természet optimalis kivalasztodasi folyamatat probaljak
utanozni.
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Mit csinal a természet? Tegylik fel, hogy adott egy populacié szamara valamilyen
kezdeti allapot. Tételezziik fel azt is, hogy ez az allapot optimalis a populacio és a
természet szamara, példaul nem hal ki vagy nem szaporodik el tilsagosan a populacio.
Ebben az allandosult allapotban nincs fejlddés, nincs tanulas €s tokéletes az egyensuly,
abban az értelemben, hogy nincs semmilyen erd, amely kimozditana ebbdl az allapotbodl.
A kovetkez6 1épésben azonban ugy valtoztatjuk meg a populacié kdrnyezetét, hogy ez
valamilyen negativ hatassal van rd. A populacidé egyes egyedei elpusztulnak, masok
¢letben maradnak. A kovetkezd generdcidba az életben maradtak utddai keriilnek, de
azok is szembesiilnek a negativ hatassal; elpusztulnak vagy életben maradnak,
szaporodnak, stb. Az egyedek természetesen nem egyformak, egyes tulajdonsagokban
kiilonboznek egymastol. Ezen tulajdonsagok azonban meghatiarozzak, hogy a negativ
hatassal szemben mennyire ellenalléak. Az adott negativ hatast jobban ,,k6z6mbdsitok™
¢letben maradnak és képesek tovabbordkiteni ezt a tulajdonsagot. S6t, a populacié akkor
sincs feltétleniil halalra itélve, ha ez a tulajdonsag (vagy ezek a tulajdonsagok) a kezdeti
generacid egyetlen egyedében sem fordult(ak) eld. Lehetdség van ugyanis a mutaciora,
azaz olyan Oroklédésre, ahol az utdd nem minden tulajdonsaga vezethetd vissza sziilei,
nagysziilei stb. tulajdonsagaira, hanem vannak véletlen megvaltozasok is. Az adott
feltételek mellett, szamos generacid utan jra létrejon az egyensuly, és ez az 1j allapot
(tulajdonsag-osszetétel) lesz optimalis.

Tekintsiik ezt a problémat egy hagyomanyos optimum-feladatnak, amelyben az egyedek
kiilonb6z0 tulajdonsdgai adjak a lehetséges megoldasok halmazat. (Minden egyed egy-
egy lehetséges megoldas.) Minden lehetséges tulajdonsaghoz a természet “megmondja”,
mennyire jok az adott egyed tilélési esélyei, azaz adott egy, az Osszes lehetséges
tulajdonsag halmazéan értelmezett fiiggvény. A populacid az utolsd generacioban
megtalalja a fliggvény maximumat. A folyamatban az a kiilonds, hogy anélkiil talalja
meg az optimumot, hogy ismerné a célfiiggvény alakjat (tulajdonsagait). (Hozzatessziik,
hogy ezzel a fejlodési stratégiaval viszonylag gyorsan taldlja meg a populacio a szamara
optimalis allapotot. Ennek azért van nagy jelentdsége, mert ismeretlen célfiiggvény
esetében a legegyszerlibb megoldas az Osszes lehetséges eset kiprobalasa és az optimalis
megoldas kivalasztdsa. Ez azonban oOridsi szamitasi idot vehet igénybe.) E szempont
miatt érdekes szamunkra az evolucids eljaras, hiszen — mint a bevezetében elmondtuk —
olyan problémakra keressiilk a megoldast, amelyben a célfiiggvény nagyon bonyolult,
vagy akar nem ismert tulajdonsagu.

Feltehetjiik a kovetkezd kérdést: Nem véletleniil talalta-e meg a populacio az optimalis
tulajdonsagokat? A valasz igen, a véletlennek oriasi szerepe van fejlédésben. Viszont ez
a véletlen nem “vak”. Nem 0ssze-vissza bolyongunk egy szamunkra teljesen ismeretlen
helyen, hanem fejlédési iranyokat, utakat deritiink fel. Az utrdl persze tobbszor is
letériink, de a 1ényeg az, hogy minden kovetkezo 1épésiinket valamilyen modon az el6z6
lépések helyessége befolyasolja. (Az, hogy az algoritmus optimumba jut az nem véletlen
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szer(i, de hogy melyik egyed éri el az igen) Azt lehet tehat mondani, hogy ezekben az
algoritmusokban a tanulas vagy fejlédés iranyitott.

Ez a megkdzelités az evolucios eljarasok egyik fo iranya. Célja az optimalizalés, az
algoritmust pedig genetikus algoritmus néven nevezi a szakirodalom. Természetesen sok
minden még nincs tisztazva; példaul hogyan zajlik az 6roklodés, hany egyed van egy
populdcidban, hany generacion keresztiil figyeljilk meg a populéciot, stb. Ezekre a
kérdésekre a 3.3. alfejezetben adunk valaszt.

Nézziik most tovabb az evolucios eljarasokat! Sikeriilt talalni egy olyan eljarast, amely
egy diszkrét valtozasra egy hosszu folyamat utan optimalis valaszt ad. Sok esetben
azonban nagyon gyakori a valtozas és nagyon rovid id6 all rendelkezésre ahhoz, hogy a
valtozasra a helyes valaszt megadjuk. Azért nehéz a gyors valasz, mert nem ismerjiik azt
a fiiggvényt, amely minden egyes kdrnyezeti allapothoz megadja az optimalis (vagy
megfeleld) megoldast. A természetben rengeteg olyan eset fordul eld, amikor nagyon
gyorsan kell valaszreakciot adni. Ilyen példaul az arcfelismerés, ahol a szemiinkbe
érkez6 nagy mennyiségii képinformaciot kell valamilyen fliggvénynek feldolgoznia, és
végeredményiil az adott személyt meghataroznia. A természetben az ilyen tipusu
fliggvények keresése és allando6 modositasa, javitisa a tanulds. gy kézenfekvé volt,
hogy a modellezéshez az agy miikodését (neuronok mitkodését) hasznaltak. A neuralis
halo tehat olyan tanuld algoritmus, amely nagy mennyiségli példa alapjan egy adott
bemeneti-halmaz ¢€s kimeneti-halmaz kozti Osszefliggést probalja megtalalni. Sok
esetben az elérejelzé modellek készitésénél is a fenti problémaval szembesiiliink. Nagy
mennyiségl adattal rendelkeziink, de az adatok kozott bonyolult és sokrétii 6sszefiiggeés
lehet €s a modellezést az adatok zajossaga is bonyolithatja. Ebben az esetben az
Osszefiiggések keresését érdemes a neuralis halora bizni. A neuralis haloval részletesen a
3.4. alfejezetben foglalkozunk.

Veégiil meg kell jegyezniink, hogy bar a genetikus algoritmus ¢és a neuralis halo az
evolucios elméletek két talan legfontosabb pillére, rengeteg egyéb evoluciés modszer
létezik és nagyon sok “vegyes” eljaras talalhat6, mind az algoritmusok, mind az
alkalmazasok szintjén. igy példaul a neuralis hdlé nem csak fiiggvénykeresésre, hanem
optimalizalasra is alkalmazhato, a genetikus algoritmus felhasznalhaté a neuralis halo
hierarchiajanak (struktirajanak) kialakitasanal, hagyomanyos optimalizal6 modszereket
(pl. gradiens-moddszer) és heurisztikus optimalizald eljarasokat (pl. szimulalt lehiités —
simulated annealing) kapcsolhatunk 6ssze a genetikus algoritmussal, stb.

Roviden bemutatunk néhany tényleges, illetve lehetséges alkalmazast. Ezek a példak
szemléltetd célt szolgalnak, €és nem tdreksziink sem a teljességre, sem pedig az

crer

klasszikus — am nem kozgazdasagi — alkalmazast.
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A szamitogéppel dolgozok régi nagy alma, hogy a szamitogépet nem kézzel, hanem
hanggal tudjék irdnyitani, diktalni tudjanak a szamitogépnek, azaz a gép ismerje fel a
beszédet. A feladat tobb szempontbdl is nehéz. A beérkezé hang nagyon sok informaciot
tartalmaz, ebbdl nem mindenre van sziikség a beszéd felismeréséhez. Nehéz azonban
eldonteni, hogy mit lehet kiszlirni vagy a hatisat tompitani. A betliket egyenként
felismerni lehetetlenség, de sokszor az élobeszédben a szavakat is dsszemossuk. Sok
szonak mas az irasa, mint a kiejtése. Minden ember egy kicsit mashogyan beszél, mas
hangmagassagon, mas tempdoban, mdas kiejtéssel. A nehézségeket még hosszan
sorolhatnank. A megoldast tobbek kozott neuralis halok alkalmazasaval keresik. A
feladat egyébként kifejezetten neuralis halo tipusu feladat, hiszen analég az emberi agy
beszédfelismerési mechanizmusaval. A neuronoknak azt a “leképzést” kell
megtaldlniuk, amely minden beérkezd hangmintdra a megfeleld irott szoveget adja
eredményiil. A szamitastechnika jelenlegi lehetdségei még nem oldottdk meg a
,.tokéletes” beszédfelismerést, de részsikerek mar vannak. Ez azt jelenti, hogy hattérzaj-
mentes kornyezetben, jol tagolt, meghatirozott — maximum néhany szdz szavas —
szokincsbol allo beszédet a szamitogép akkor képes felismerni, ha a beszélé megfeleld
mennyiségli mintdval megtanitotta a sajat beszédstilusara a neuralis halézatot. A
fentihez kissé hasonld irott szoveg felismerését azonban gyakorlatilag mar sikeriilt
megoldani, és az ezen feladatot megoldd programok mar rendelkezésére allnak.
(Részletes ismertetés talalhato: Institute of [1989] és Holmes [1993]).

A genetikus algoritmus alkalmazéasara szamtalan példa talalhato. Ezek koziil egy példa
az automata sebességvalto. A feladat az, hogy optimalis idopontokban kapcsoljunk egy-
egy fokozattal elére gyorsitaskor, azaz tigy valtsunk sebességet, hogy mondjuk 100
km/h-ra a lehetd legrévidebb id6 alatt gyorsuljunk fel. Bar az optimalizaland6 fliggvény
formaja igen bonyolult — hiszen az adott fokozatok nyomatékgorbéi erésen fliggenek
attol, hogy mekkora sebességnél torténik a kapcsolas — a genetikus algoritmus szamara
konnyen és gyorsan megoldhato ez a probléma.

Nézziink néhany alkalmazast kozgazdasagi teriiletr6l! Elsonek az utazd tligynok
problémat. Egy példafeladatban 50 varost (I1d.: 3.1 abra) kell a lehetd legrovidebb
utvonalon bejarni (Id.: Pham-Karaboga [1998]). Ha az optimalis megoldast keressiik,
akkor 49!/2 (azaz tobb mint 3-10%') lehetéséget kellene végigszamolni. Ez még a mai
leggyorsabb szamitogépek szamara is kivarhatatlanul hosszu feladat. A jelen esetben
mind a genetikus algoritmus, mind a neuralis halé alkalmazhato a legrévidebb 1t
megtaldldsdhoz. Mindkét algoritmus nagyon rovid — és kozel azonos — id6 alatt ad
eredményt. A genetikus algoritmus altal megtalalt legrovidebb ut hossza 5.58 egység, a
neuralis haléé 6.61 egység volt. Jelen esetben tehat a genetikus algoritmus pontosabb
eredményt adott. Nem lehetiink azonban biztosak abban, hogy a megtalalt 5.58 egység
hosszasagu ut a legrovidebb, csak azt tudjuk, hogy igen jo — optimumhoz koézeli —
megoldast kaptunk. Az egyes algoritmusok maguk is “tudjak”, hogy nem biztos, hogy
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optimalis megoldashoz jutottak, ezért a keresés, illetve a tanulas leallasanak kiilonb6z6
kritériumokat adhatunk.
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3.1. abra: Térkép (50 varos)

A feladat kicsit modositott valtozatat tobb szallitassal foglalkozoé vallalat is alkalmazza.
Egy olajtarsasdg szamara példaul fontos kérdés, hogy meghatirozott szamu
telephelyeirél milyen méddon juttatja el a benzint a kutak szamara. Itt nem egyetlen
“ligynokrél” van sz, hanem tobbrol, hiszen a tarsasagnak tobb olajszallité kamion all
rendelkezésére. Ezek atlagos sebessége €s tarolokapacitasa is kiilonbozo lehet. A feladat
az, hogy a telephelyekrdl a lehetd legkisebb koltséggel szallitsak az lizemanyagot a
kutakhoz. A problémat genetikus algoritmus segitségével oldottdk meg (1d.: Himanen
[1998]).

A kovetkezo alkalmazast mobil-telefon tarsasagoknal fejlesztették ki. A probléma az,
hogy a kommunikaciohoz sziikséges radio ado-vevo kozpontokat milyen striin és hova
helyezzék el. Ha egy korzet nincs lefedve (nincs térerd), akkor onnan nem lehet
telefonalni, ha pedig nincs elég sirlin lefedve — megfeleld kapacitassal —, akkor
csucsidében nem lehet telefonalni (tilterhelés). Lathatd, hogy a feladat kiillondsen
bonyolult, hiszen nem csak a foldrajzi adottsagokat kell figyelembe venni, hanem a
lehetséges haszndlat mértékét is. A problémat tobbek kozott neurdlis halozattal és
genetikus algoritmussal oldottadk meg.

Az Okonometriai modszertani kutatdsok soran is rendszeresen alkalmaznak genetikus
optimalizalast, példaul a nemlinearis regresszidos modellek, illetve a becsléselmélet
loglikelihood figgvényeinek optimalizaldsa esetén. Ilyenkor ugyanis a célfiiggvény
nagyon bonyolult, és sok lokalis optimummal rendelkezik, igy a hagyomanyos
optimalizalo6 algoritmusokat nem lehet hasznalni.
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Konkrét alkalmazasokat elsdsorban szimulacios modellekben lathatunk (pl.:
vilagmodell). Ilyen modellekben a szimulaciot fekete-doboz (black-box) fiiggvénynek, a
szimulacid egyes paramétereit exogén — kiviilr6l szabalyozhaté — valtozonak tételezziik
fel (pl.: nyersanyagok kitermelésének mennyisége), mig mas valtozokat a szimulacio
eredményvaltozoinak tekintliink (pl.: népességnovekedés, bioszféra allapota, stb.). A
szimulacio mindig egy adott paraméter-beallitds mellett ad valaszt bizonyos kérdésekre
(pl.: ha az &serd6k fakitermelésének szintjét 20%-kal csokkentjiik, akkor az atlagos
GDP novekedés 0.5%-ponttal csokken). A szimuldcié optimalizalasa esetén mi
definialhatjuk az exogén valtozoinkat, azok lehetséges értékét, és mi donthetjiik el, hogy
mely eredményvaltozok milyen értékét tartjuk kivanatosnak. (Pl.: milyen legyen az
egyes nyersanyagok kitermelésének a mértéke annak érdekében, hogy meghatarozott ido
alatt a GDP legalabb 1%-ponttal novekedjen és a kornyezetszennyezés mértéke ne
novekedjen.) Szimulaciok optimalizalasa tipikusan a genetikus algoritmus szamara
kitalalt feladat. Raadasul a genetikus algoritmus képes tobb célfiiggvény esetén az
efficiens megoldasok meghatarozasara is (1d.: Benedek [1999b]).

Végezetiil nézziink egy példat olyan eldrejelzési modellre, amelyet rendszerint bankok
alkalmaznak. A feladat az, hogy a bank altal tizemeltetett ATM bankjegy-automataban
optimalis szinten legyen az adott bankjegyek mennyisége €s valasztéka. Az optimalis
szint itt azt jelenti, hogy ne legyen nagyon sok, mert ennek napi kamata koltségként
jelentkezik az adott banknal, de ne is legyen nagyon kevés, mert a kifogy6 automata
er6sen rontja az adott bank image-ét. Tovabba, ha tulsdgosan gyakran kell feltolteni az
automatat, akkor a szallitasi koltség lesz nagyon magas. Pénzvaltd automatak esetében
kiilondsen fontos és nehezen megvalaszolhato kérdés az, hogy az egyes valuta-fajtakbol
mekkora 0sszeg legyen raktarozva. A feladatot neuralis halo és genetikus algoritmus
segitségével lehet kezelni. A neuralis halozat segitségével, a mult tapasztalatai alapjan
meg lehet hatdrozni az adott bankjegy-automata varhat6 forgalmat (akar mint
valoszintiiségi valtozot). Ezutan a genetikus algoritmus segitségével meghatarozzuk az
optimalis feltoltési stratégiat. Az optimalitas itt megint tobb szempontot érinthet,
ugyanis nem biztos, hogy a legalacsonyabb iizemeltetést kell valasztani akkor, ha a
véletlen hatasok miatt ez nagyon kockazatos (gyakori kifogyas).

Végezetiil Osszefoglaljuk azokat a feltételeket, amelyek megléte ajanlott abban az
esetben, amikor evoltcids eszkdzokkel probaljuk megkeresni a megoldast:

Analégia: Elonyos, ha az adott problémahoz, melyet evolucids eljarasokkal kivanunk
megoldani, talalhaté valamilyen analdg evolucids példa, illetve a szereplok cselekvése
ezzel az elmélettel magyarazhato. Ilyen lehet a mintafelismerés, a fejlodés, a tanulas. A
legtobb kozgazdasagi alkalmazasban ez a feltétel adott.

45



Komplexitas: A megoldand6 feladatnak elegenden bonyolultnak kell lenni ahhoz, hogy
érdemes legyen evolucids eljarasokat alkalmazni. Nagyon sok egyéb modszer ismert, és
mint megallapitottuk, az evollcios algoritmusok nem mindig pontosan a legjobb
megoldast adjak, hanem az adott feltételek kozott csak ,,elég jot”. Egyszeriibb feladatok
esetén érdemesebb matematikai és statisztikai modszereket vagy teljes leszamlalast
alkalmazni.

Adat: Az evolucios eljarasok legsikeresebben akkor alkalmazhatok, ha mar “elvesziink
az adatok kozott”, azaz rendkivill nagy mennyiségii és nehezen atlathato adat birtokaban
kell valamilyen dontési modellt meghataroznunk. Természetesen az adatoknak
relevansnak, tobbé-kevésbé teljesnek és hibamentesnek kell lenniiik az adott feladatra
vonatkozoan. Ha nincs Osszefliggés, azt az evollcids eljarasok altalaban szintén meg
tudjak allapitani, viszont ha hibas és/vagy hianyos adatbazissal dolgozunk, akkor az
algoritmusok konnyen félrevezetddhetnek és hibas kdvetkeztetéseket vonhatnak le.

Kiilsé informacio: Az evolucios eljarasokat nem szabad olyan esetekben alkalmazni,
amikor egyéb informaciok lehetdvé teszik egyszeriibb modszerek alkalmazasat. (Példaul
ha ismert — vagy feltételezziik, hogy ismert — a modellforma és csak annak paramétereit
akarjuk becsiilni, vagy ha célfiiggvényrél tudjuk, hogy egyetlen lokalis (=globalis)
optimalis pontja 1étezik.) Az evolucios eljarasokkal akkor érdemes probalkozni, ha nem
tudunk vagy nem akarunk hipotéziseket megfogalmazni az adott problémara
vonatkozoan, tovabba az evollcids algoritmusok eredményeit, mint automatikusan — a
szamitogép altal — megfogalmazott hipotéziseket kell kezelni, s ezeket tovabbi
statisztikai-matematikai modszerekkel érdemes ellendrizni.

3.2. Numerikus optimalizilas

A genetikus algoritmust tehat azért kivanjuk bevezetni, hogy a szimulacidoban szerepld
egyedek kiilon-kiilon optimalis viselkedést legyenek képesek produkalni, vagy pedig
magat a szimulacio kimenetelét szeretnénk egy szdmunkra optimalis értékre beallitani.
(Az els6 esetre példa, ha egy cseregazdasagot képzeliink el, ahol minden szerepld a sajat
hasznossagat igyekszik maximalizalni, a masodik esetre pedig példa lehet egy telefonos
igyfélszolgalat (Call-Center), ahol az operatorok szamat szeretnénk minimalizalni,
adott kiszolgéladsi id0 mellett.) Azaz egy fiiggvény szélsdérték-helyét kell
megkeresniink, ahol a fiiggvény maga a szimulacio, vagy a szimulacioban egy kisebb —
onalléan miikodo — egység. Vegyiik észre, hogy a fiiggvényoptimalizalassal ellentétben
itt nem ismerjiik a fliggvény alakjat, csak behelyettesitési értékékeit, raadasul azokat is
igen korlatozott szdmban, hiszen minden egyes fiiggvénykiértékelés — szimulacid —
,kOltséges”. Ez a koltség a futdsido. A tényleges optimum meghatarozasanak igy
egyediil egy biztos modja van, a teljes leszamlalas — azaz az Gsszes lehetséges pontban
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valo kiértékelés —, és rdadasul még ez sem biztos, a szamitogép kerekitési korlatjai
miatt.'" Néha elképzelheté hogy a szimuldciéra vonatkozolag is tudunk valamilyen
tulajdonsagot bizonyitani (Lipsitz-folytonossag, folytonossag, konvexitas, stb.) vagy
legalabb néhany futtatds eredményeképpen feltételezni. Minél tobbet tudunk, illetve
feltételeziink, annal hatékonyabb — gyorsabb, pontosabb — algoritmust alkalmazhatunk.
A genetikus algoritmust akkor célszerti bevetni, amikor nincs semmilyen eldzetes
feltételezésiink a vizsgalt rendszerrol.

Miel6tt azonban ratériink a genetikus algoritmusra, megmutatjuk, hogy milyen mas
modszerek allnak rendelkezésre abban az esetben, ha egy szimulaciés modell
szélsoértékét keressiik. Ezeket numerikus optimalizalasi eljarasoknak nevezziik. Két
modellcsaladdal foglalkozunk, a racs-modszerrel (grid search) és a gradiens-modszerrel
(gradient method).

Récs-médszer. A modszer Iényege, hogy a célteret meghatarozott szdmu racspontra
osztjuk ¢és a modellkiértékelést ezekben a pontokban hajtjuk végre. Ezutan
meghatarozzuk az optimumot és ez a pont (illetve ennek paraméterei lesznek) a feladat
megoldasa(i). Ha feltételezziik, hogy a probléma folytonos és nincs lokalis optimuma, —
vagy legalabb ezek a lokalis optimumok kellden messze vannak egymastol, — a racs-
modszer sajatmagaba agyazva hatékony modszert ad. Ilyenkor ugyanis megfeleléen
kivalasztott racspontok kozott Gjra alkalmazni lehet a rdcs-modszert, természetesen
finomitva a racspontok kozotti tavolsagot.

Nézziink egy példat! Tegyiik fel, hogy a sikban elhelyezkedd n szamu pont k6zé kell
elhelyezni egy pontot ugy, hogy az egyes pontoktdol mért tavolsdgainak Osszege
minimalis legyen. Azaz:

n

rggnL(x,y,{a};{b} ') L= a2+ -0F 3.1

=1

ahol (a;, b)) jeldli az i-edik szamu pont koordinatait, (x, y) pedig a keresett ponttét. (A
(3.1) feladat konnyen altalanosithaté m dimenzioba és K szdmu optimalis pontba, ami
nem mas, mint a szegmentaciohoz alkalmazott K-kozép modszer — K-Mean method.) A
(3.1) feladatnak nincs analitikusan meghatarozhaté megoldasa. Ugyanis L derivalasaval
a kovetkezoket kapjuk:

! Nincs olyan numerikus modszer, amely pontosan meg tudna hatérozni f{x) = (x — 1)
minimumat.
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(3.2)

A (3.2) egyenletrendszerbdl nem lehet ugyanis zart alakban meghatarozni x-et és y-t.
Vessiik be a racs-modszert n = 4-re, és a (0,1), (0,-1), (1,0) és (-1,0) pontokra.

3.2. abra: Racs-modszer (3D) 3.3. 4bra: Racs-modszer (2D)

A megoldashoz a (-2.0; -1.7; -1.4; ...; 1.9) x (-2.0; -1.7; -1.4; ...; 1.9) racspontokat
hasznaltuk. A 3.2. és 3.3. abran a kiértékelt racspontokat Ossze is kotottik és igy
meghatarozhattuk a szintvonalakat. A 3.3. abran kovér ponttal jeloltiik a racs-modszer
altal megtalalt optimum-pontot, a (0.1, 0.1)-et, ahol L = 4.02. A megoldast
visszahelyettesitve (3.2)-be lathato, hogy még nem értiik el a minimumot. Kénnyt
belatni azt is, hogy a (3.1) feladatnak csak egy minimumhelye van, tovabba a feladat
folytonos (x, y)-ban, ezért megtehetjiik, hogy a legjobb racspont koriili racspontokbdl
gjrainditjuk a keresést finomabb beosztassal, példaul (-0.2; -0.1; ...; 0.4) x (-0.2; -0.1;
...; 0.4). Ha azonban azt feltételezziik, hogy nem ismerjiik a feladat analitikus felirasat,
csupan egy fekete-doboz (black-box) fiiggvényt értékeliink ki, a racspontok vizsgalata —
és vizualizacidja — alapjan, akkor is ¢lhetnénk a finomitasi lehetdséggel.

A racs-modszerrdl tovabbi hasznos informaciok és tételek talalhatok Quandt [1983] és
Fletcher [1980] miivekben.

Gradiens modszerek. A gradiens modszerek iterativ kereséssel probaljak megtalalni az

optimalis megoldast. Az iterativ keresés 1ényege, hogy kiindulunk egy lehetséges érték-
bél, majd ezt ugy modositjuk, hogy lehetéleg minél kdzelebb keriiljiink a megoldashoz.
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Formalisan:

3.3
9t+1 = Ot + /\tAt 4 G

ahol A jelenti a 1épéskozt, A pedig az elmozdulas iranyat. Gradiens-modszerek
alkalmazasanal feltessziik, hogy a célfiiggvény derivalhatdo — sét, bizonyos esetekben
kétszer is derivalhat6. Ebben az esetben akkor juthatunk kozelebb egy szélséérték-
helyhez, ha a gradiens irdnyaban mozdulunk el. A (3.3) esetén ez azt jelenti, hogy
A, = H, g, ahol H, egy megfeleld pozitiv definit matrix, g, pedig az L célfliggvény
gradiense, azaz g, = g(6,) = L’(B). Az egyes gradiens-modszerek altalaban A, és H,
megvalasztasaban kiilonboznek. A legegyszeriibb eset, ha Ht az egységmatrixnak, I-
nek valasztjuk. Ezt nevezzikk a legmeredekebb irany modszerének. E mobdszer
alkalmazasanal sem mindegy, hogy milyen A, paramétert valasztunk. Nézziik el6z6,
(3.1)-es példankat. A legmeredekebb irany modszere a kdvetkez6t adja:

X, =x +A 4
T T —xf + (-
) ., (3.4)
+_ [+Al yt :
SRR e v ey

Mivel minimalizalast hajtunk végre, ezért A-t negativnak kell megvalasztanunk. A 3.4.
abran jol latszik, hogy amennyiben a 1épéskozt — abszolut értékben — kicsinek valasztjuk
(A, = -0.1), abban az esetben lassabban konvergalunk az optimalis megoldashoz. Ha
azonban tul nagynak valasztjuk (A, = -1.0), abban az esetben ahelyett, hogy
kozelednénk, tavolodunk az optimalis megoldastol.
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3.4. abra: Legmeredekebb irany modszer
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A sz€ls6érték kozelében meg lehet hatarozni azt a 1épéskdzt, amely a leggyorsabb
konvergenciat eredményezi:

) = 88 G =0°L6.) (3.5)
TeGe O a0

Ha kiszamitjuk a megfelel6 értékeket a (3.1) példan, akkor a kovetkezoket kapjuk:

5(1 - X; D
_DI T,
b, y,
T
_B Z(y 3/2 _Z(xi _at)(yi_bt)Ti,t_S/zB

t T z X; _at)(y,‘ _bf)Ti,,_” ! Z (Xi _at)ZTi’t—yz 5

%a—xg b - y,gH
- 7 EHE (3.6)

G

A probléma azonnal latszik a (3.6) levezetésbdl, a masodik derivaltak meghatarozasa
ugyanis igen bonyolult tud lenni. S6t, abban az esetben, ha G, negativ definitté
valik, — ami elképzelheté abban az esetben, ha 6, messze keriil az optimumtol, — akkor
egyre tavolabb fogunk keriilni a megoldastol. A 3.5.-3.6. abran két induld értékbol
inditottuk az optimalis A, 1épéskozzel szamitott legmeredekebb irany modszert. Ha a
minimumhelyhez elég kozeli induloértéket tudunk valasztani (0.6; 1), akkor a modszer
igen gyorsan konvergal (vastag vonal). Ha azonban egy kicsit messzebbrdl indulunk
(0.6; 1.205), akkor menthetetleniil divergalni fog a sorozat (vékony vonal). Lathato,
hogy a megfeleld 1épéskdz megvalasztasa kritikus fontossagu.
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3.5. abra: Konvergalo és divergalo értékek 3.6. abra: Az optimalis A értékek

Megjegyezziik, hogy megfelelé A, valasztassal a legmeredekebb irdany modszere
altalaban 10-15 kiértékelést igényelt az igen pontos (10°*) optimum megtalélasahoz. A
racs-modszer alkalmazasanal 147 kiértékelés utan is csak kozelitéleg tudtuk az
optimumot. Ne felejtsiik azonban el, hogy a (3.4) alkalmazasanal feltettiilk, hogy
ismerjiik (3.1) analitikus forméajat, ami rdadasul folytonosan derivalhato.

Ha nem ismerjiik a célfiiggvényt, illetve a derivalt nem hozhatd zart alakra, akkor is
alkalmazhat6 legmeredekebb irany. Ebben az esetben a derivaltat numerikus modszerrel
kell meghatarozni, pl.:

f'(x):f(ﬁh;l)—f(X)’ ()= f(x+2h[)—2}]l;(x+hl)+f(x)‘ 67

t

Természetesen tigyelni kell s, megvalasztasara, altalaban A, < A,. Nézziik, hogyan
konvergal a legmeredekebb irany modszer a (3.1) feladat esetében, ha azt feltételezziik,
hogy nem ismerjiikk az analitikus forméaban problémat. Két kiilonboz6 £, érték esetét
latjuk a 3.7. dbran. A megoldas pontossaga most ettdl a /, paramétertdl is fligg.

AT i
| i
e
ST
/

-3.0 -2.0 -1.0 0j0 1.0 2.0 30

3.7. abra: Konvergencia becsiilt derivalt esetén
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A legmeredekebb irany algoritmussal az egyik legnagyobb probléma, hogy sok esetben
rendkiviil lassan konvergal. A masik gradiens-modszer, amelyet bemutatunk, bizonyos
feladatok esetén hatékonyabban miikodik. Ezt a modszert Newrton-modszernek hivjak.
Az eljaras abbdl indul ki, hogy a szélséérték-helyen a fiiggvény els6 derivaltja zérus. Ha
a derivaltat az elsdrendii Taylor-polinommal kozelitjiik, akkor a kdvetkezot kapjuk:

0L(0

&:q+G(ﬂ—90):0’ (3.8)
00

ahol q és G rendre L 0° pontban vett gradiens vektorat és masodrendii vegyes parcialis

derivalt matrixat jeloli. Az egyenletet megoldva a kdvetkezd forméahoz jutunk:

0=0'-G7q, (3.9)

ahonnan mér csak egy 1épés a (3.3) altalanositisa. Igy a keresett iteracids forma a
kovetkezo:

0. =0-Gq,, (3.10)

azaz H = -G é A = 1. A legtobb probléma esetén (3.10) gyorsan konvergal, de
természetesen minden olyan fenntartast, amelyet a legmeredekebb irannyal szemben
emlitettiink, itt is szem el6tt kell tartanunk.

Szimulacié optimalizalasa esetén még egy problémaval szembesiiliink. Nem elég, hogy
fekete-doboz fliggvény szélsoérték-helyét kell megkeresniink, de ez még raadasul
sztochasztikusan is viselkedik. A legmeredekebb irany moddszert itt is megprobalhatjuk
alkalmazni. Ebben az esetben azonban még jobban kell tigyelni A, és &, megvalasztasara.

Tegyiik fel a kovetkezdket:
$h=e Z%ﬁ,ém G.11)
t=1 = t

Ebben az esetben — bizonyos feltételek mellett” — bizonyitani lehet, hogy a
sztochasztikus approximdcioval ellatott legmeredekebb irdny modszer konvergalni fog
az optimalis megoldashoz. Ezt az eljarast Kiefer-Wolfowitz-eljarasnak nevezi a
szakirodalom.

? A feltételek kozott szerepel, hogy a véletlen tényezok fiiggetlenek legyenek, tovabba az
optimalizalni kivant eredeti fliggvény bizonyos folytonossagi tulajdonsagoknak eleget tegyen. A
feltételeket és a részletes bizonyitast 1d.: Katai [1981].
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3.8. abra: Konvergencia becsiilt derivalt esetén

A 3.8. abran bemutatjuk, hogyan alkalmaztuk az eljarast a (3.1) feladat modositott
valtozatara. A modositas a kovetkez6 alaku:

L:i\/(ai+0.18i—x)2+(bi+0.18;—y)2, £, ~N(]) (.12

Minden egyes szimulacié futtatdsakor mas-mas végeredményt kapunk, azaz ugy
értelmezhetjiik a problémat, hogy a megfigyeld6 nem tudja pontosan megmérni a
tavolsagot az egyes pontok kozott. A Kiefer-Wolkowitz-eljaras alkalmazasakor #,
értékét 0.1-nek (konstansnak) valasztottuk, mig a 1épéskozt a A, = 1/3[ képlet adta. Igy
teljesiil a (3.11) feltétel és a 3.8. abran lathatd6 modon sikeriilt az optimalis megoldasba
konvergaltatni a sorozatot. Megjegyezziik azt is, hogy mivel az eljards sordn a
derivaltakat is becsiiltiik, ezért egy 1épés megtételéhez Osszesen haromszor kellett a
szimulacios modellt kiértékelni. El6szor ki kell értékelni az indulépontot, majd az x
valtozo szerinti derivalashoz egy x-ben modositott, az y szerintihez meg egy y-ban
modositott fliggvényt, azaz:

Ax = L(xt +ht7yt)_L(xt’yt)

t ht
_L(x,.y, +h)~L(x,.y,)
By, = P (3.13)
t
xt+l = xt +AtAxt

YV =¥, TALY,
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3.3. A genetikus algoritmus

Most, hogy megismerkedtiink a numerikus optimalizalas nehézségeivel, térjiink ra a
genetikus algoritmus targyaldsara. A genetikus algoritmust 1975-ben fedezte fel Holland
[1975]. Azdta az algoritmus szamos tovabbfejlesztést, modositast megélt, és kiillonb6zo
valtozatait alkalmazzidk. Az alapalgoritmust Pham-Karaboga [1998] miive alapjan
ismertetjiik.

A genetikus algoritmus hatterében a “Séma-elmélet” htizodik. A séma az egyes egyedek
valamilyen halmazat reprezentalja, azaz a populacié valamely részhalmazat jelenti.
Séma lehet példaul a négyjegyli szamok halmazan a 4*2* reprezentécio, ahol a * helyére
tetszoleges értékek keriilhetnek. Egy sémat két paraméter hataroz meg; a hossza és a
rendje. A hosszusag az elsd €s utolso fix szamjegy kozott talalhatd szamjegyek szamat,
a rend pedig a meghatarozott értékii szamjegyek szamat jelenti. Az elmélet alapjan tehat
az egyes sémak eloszldsa egyik generaciordl a masikra mindig a séma rendjétdl,

rrrrr

a sémat (génkombinéciot), amely az adott probléma szempontjabol optimalis.

A genetikus algoritmusok gyakorlatilag semmit sem tudnak (semmit sem hasznalnak ki)
az optimum problémaval kapcsolatosan, €és nem foglalkoznak kozvetleniil a
paraméterekkel. Ehelyett kodokkal dolgoznak, melyek az egyes paramétereket
reprezentaljak. Ezért az elsé kérdés az, hogy miképp kodoljuk a problémat, hogyan
abrazoljuk a paramétereket. Mivel a genetikus algoritmus a lehetséges megoldasok
kérdés az, hogy miképpen hatarozzuk meg a kezdeti populacié egyedeit. A harmadik
kérdés az, hogy a tovabbi generaciok meghatarozasahoz (fejlédés) melyek a megfeleld
genetikus miveletek (6roklédés). A negyedik kérdés a visszacsatolas kérdése, azaz a
célfiiggvény alapjan meg kell hatarozni az egyedek tulélési valoszinliségét. Végiil az
algoritmusnak valamilyen kritériumot kell szabni a keresés befejezésére.

Reprezentacio: Tegyiik fel, hogy az f(x) fliggvény maximumat szeretnénk meghatarozni.
Ebben az esetben a populacié egyedeit x kiilonbozo értékei képviselik. Kérdés, hogy a
szamitogép szamara milyen formaban adjuk meg ezt az értéket. A reprezentdcid
formajatol fiiggden ugyanis igen kiilonb6zo lehet a genetikus algoritmus eredménye,
azaz mas-mas reprezentdcioja ugyanannak a problémanak kiilonb6zé pontossagot és
futasi idot adhat. A numerikus optimalizalas esetében altaldban két reprezentacios
modszert szoktak alkalmazni (Michalewicz [1992], Davis [1991]). A gyakrabban
alkalmazott moddszer a bindris kodolas, azaz az x valtozdt kettes szamrendszerben
abrazoljuk. Ennek az az eldnye, hogy ilyenkor a legnagyobb a lehetséges sémaknak a
szama. A szakirodalomban nagyszamu kiilonb6z6 binaris kddolasi modszer lelhetd fel.
(pl.: Uniform coding, Gray scale coding). A masik lehetséges modszer egyszeriien egész
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vagy valos vektorként kezeli x-et.’ Binaris kodolas esetén fontos feladat annak
meghatarozasa, hogy hany bitet hasznaljunk az optimalizalando valtozd(k) abrazolasara.

Kezdeti populacio: Az optimalizalas megkezdése eldtt a genetikus algoritmusnak
sziiksége van néhany kezdeti megoldasra. Az egyik lehetséges modszer az, hogy a
szamitogép véletlenszam-generatora segitségével eldallitunk néhany x értéket, s ezek
képviselik az elsd generacid egyedeit. A masik lehetséges modszer, hogy kiilsé
informaciot (is) felhasznalva az optimalis megoldas kornyékérdl inditjuk az algoritmust.
Ebben az esetben nyilvanvaldoan valamilyen el6zetes tudasunk van a problémarol, s ezt
kihasznalva varhatéan az els6 esetnél rovidebb id6 alatt jutunk optimélis megoldashoz.*

Genetikus miiveletek: Harom hagyomanyos miivelet hasznalatos: szelekcio, keresztezés
€s mutacio, €s egy tovabbi — ritkdbban alkalmazott — az invertdalds. A genetikus
optimalizalds sordn e miveleteknek szadmtalan fajtajat ¢&s paraméterezését
alkalmazhatjuk, tovabba nem is sziikséges ezen miveletek mindegyikét hasznalnunk,
mivel minden egyes miivelet egymastol fiiggetleniil miikddik. Az alkalmazott genetikus
miiveletek mennyisége ¢és minOsége az adott probléma illetve a reprezentacio
fiiggvénye. A miiveleteket binaris kodolast feltételezve mutatjuk be. (Részletesen 1d.:
Whitely — Hanson [1989], Baker [1985]).

Szelekcio: A szelekcionak az a célja, hogy tobb olyan egyedet allitson eld, amelynek a
tulélési esélye magasabb és kevesebb olyat, amelynek a talélési esélye alacsonyabb. A
szelekcid lényegesen befolyasolja, hogy milyen révid id6 alatt kezd az algoritmus az
optimélis megoldashoz konvergalni. Altalaban két modszert alkalmaznak: az ardnyos
(proportional) — mas néven “rulett-kerék” (roulette wheel) — és a rangsorolt (ranked)
szelekciot. Az elobbi modszert ugy képzeljiik el, hogy adott egy o6riasi rulett-kerék, ahol

? Egy rovid példaval szemléltetjiik a két reprezentaciés modszert. Tegyiik fel, hogy a lehetséges
megoldasok egész szamok, és az optimalis megoldas valahol x = 16 koriil talalhat6. Binarisan
kodolva 16 = [0 1 0 0 0 0], viszont 15 =[0 0 1 1 1 1]. Ha az utébbi iranybol “kozelit” az
algoritmus, akkor esetleg olyan eredményt ad, hogy a [0 0 1 1 * *] séma helyes. Ezzel szemben
ha egyszerli egész szamként kezeljiik, akkor az 1* (azaz tizenvalahany) séma a helyes irany.

* Altalaban az elsé modszert alkalmazzak vagy a két modszert kombinaljak. Tegyiik fel példaul,
hogy az f(x,y) fiiggvényt szeretnénk maximalizalni, azzal a feltétellel, hogy x = y. A genetikus al-
goritmust ha mint fekete doboz szimulaciot alkalmazzuk, akkor a feltételekkel nem tud kiilon mit
kezdeni, és ezért azt az optimalizalando fliggvénybe kell beépiteni, pl.: g(x,y) = flx,y) - a(x - y)2,
ahol a egy megfeleléen nagy pozitiv szam. Véletlen inditas esetén igen kicsi a valdszinlisége
annak, hogy egymas utdn két azonos szamot generalunk, igy nagyon sokaig eltarthat, mig az
algoritmus egy egyaltalan lehetséges megoldasra ratalal, majd ezek utan vagy azonnal leall, vagy
ujfent sokaig tart mig arra a sémara “rajon”, ami x = y-t jelenti. Ha eleve olyan - akar véletleniil
meghatarozott - pontokbol inditjuk az algoritmust, ahol x = y, akkor hamarabb jutunk
megoldashoz. E példat csupan szemléltetésiil emlitjiik, nyilvanvald, hogy sokkal egyszeriibb
megoldas az, ha a korlatozott probléma helyett a szamitogép a nem korlatozott f{x,x) problémat
oldja meg.
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minden egyed aranyosan annyiszor szerepel, amekkora a tilélési esélye. Annyiszor
porgetjiik meg a kereket, ahany egyedet a kovetkezd generacioba szanunk, igy a
nagyobb tulélési esélyli egyedek nagyobb valdsziniiséggel — tobbszor — keriilnek a
kovetkez generacioba. Rangsorolt szelekcid esetén egy korabbi generdciobol egy
egyednek legfeljebb egy replikécioja keriilhet a kdvetkez6 generacidoba. Ekkor minden
egyedhez egy véletlen szamot generalunk ugy, hogy annak varhato értéke annal
nagyobb legyen, minél nagyobb az egyed tulélési esélye. Végiill e szam alapjan
rangsoroljuk az egyedeket és kivalasztjuk az elsé n darabot a kovetkezd generaciod
szadmara.

Keresztezés: Ez az a miivelet, amely alapjaban megkiilonbozteti a genetikus algoritmust
mas optimalizald6 modszerektdl. A keresztezés soran két 1étezd egyed (sziilok) két 1j
egyedet (utodok) hoz 1étre. A sziildket szelekcioval hatarozzuk meg. A keresztezésnek
jo néhany kiilonbozd fajtajat alkalmazzak (pl.: egy ponton torténd (one-point), két
ponton torténd (two-point), ciklikus (cycle) és egyenletes (uniform) keresztezés). A
keresztezés toréspontjait kiillon heurisztika szabalyozza, igy a keresztezés soran egyre
kozelebb keriiliink az idealis sémahoz. Az alabbi dbrakon az emlitett négy keresztezésre
mutatunk példat:

1. sziil6: [10001001111]
2. sziil6: [01101100011]
1. utod: [10001100011]
2. utdd: [01101001111]

3.9. dbra: Egy-ponton keresztezés

1. sziilé: [10001001111]
2. sziilé: [01101100011]
1. utod: [10001101111]
2. utod: [01101000011]

3.10. abra: Két-ponton keresztezés

1. sziil6: [10001001111]
2. sziil6: [01101100011]
1. utdd: [11001100111]
2. utéd: [00101001011]

3.11. abra: Ciklikus keresztezés
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1. sziilé: [10001001111]
2. sziilé: [01101100011]
Minta: [11001111000]
1. utod: [01001100111]
2. utdd: [10101001011]

3.12. abra: Egyenletes keresztezés

Mutacio: A mutacid soran az egyedeket bitrdl bitre megvizsgalja az algoritmus és
véletlenszerlien megvaltoztathatja. A mutédcid heurisztikdja azt jelenti, hogy az egyes
bitek milyen eséllyel valtozzanak meg (mutdcios rata), és csakigy mint a
keresztezésnél, ez az érték dinamikusan valtozhat, annak érdekében, hogy az idealis
séma kialakuljon. Szemben a keresztezéssel, a mutaciohoz elegendd egy sziilo, €s az
eredmény egy utdd, ahol a sziilé kivalasztasa ismét a szelekcidra van bizva. A mutacio
segitségével az algoritmus Uj teriileteket fedez fel, ami azért hasznos, mert elvezeti az
algoritmust a lokalis optimalis pontokbol a globalis optimum felé.

Sziilé: [01001100111]
Utod: [01001000111]
3.13. abra: Mutacid

Invertalas: A mivelet soran a sziil6-egyed megfeleld heurisztikaval kivalasztott bitjei
felcseréldodnek, azaz 0-r6l 1-re, 1-r6l O-ra valtoznak. Gyakorlatilag a mutacio is
felfoghato egy egy-bites invertalas miiveletnek.

Sziilé: [01001100111]
Utod: [01000011111]
3.14. abra: Invertalas

Tobbszor is hangsulyoztuk, hogy az egyes miiveleteknek kiilonb6z6 paraméter-
beallitasai 1éteznek. Ilyen paraméterek: a populdacio mérete, a keresztezési rdta, illetve a
mutdcios rata. Szamtalan publikacio foglalkozik ezen paramétereknek a genetikus
algoritmus sebességére €s pontossagara valod hatasanak vizsgalataval (Schaffer et al.
[1989], Grefenstette [1986], Fogarty [1989]). Természetesen maga az optimum-
probléma képviseli a legjelentésebb hatdst a genetikus algoritmus szamara, és két
kiilonb6z6 probléma esetén ugyanaz a beallitds egészen kiilonb6z6 eredményeket
produkalhat. Ennek ellenére megfogalmazhat6 néhany altalanos megallapitids. Nagy
populacié (minta-méret) esetén a szamitas lassabb lesz, azonban mivel az egyedek
jobban lefedik a lehetséges megoldasok halmazat, ezért nagyobb a valosziniisége annak,
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hogy globalis optimumot kapjunk. A keresztezési rata (crossover rate) meghatarozza,
hogy milyen gyakran torténjenek a keresztezések. Tul alacsony rata esetén nagyon
lasstiva valhat a konvergencia, mig til magas rata esetén elképzelhetd, hogy egyetlen
megoldas koriil ugralunk. Végiil a tulsdgosan magas mutacios rata erételjesen
kiilonb6zoveé teszi a populaciot minden egyes 1épésben, ezaltal instabilitast okozhat.
Masik oldalrol a globalis optimum megtaldlasa nagyon nehéz olyan esetben, ha a
mutacios rata tul alacsony.

A genetikus algoritmusokat az teszi nehézzé, hogy a fenti paraméterek megadasara nincs
egyetlen ut. Néhany problématipusrél be lehet bizonyitani, hogy adott paraméter-
beallitas esetén milyen gyorsan konvergal, illetve mekkora valosziniiséggel taladlja meg
az optimalis megoldast, sok esetben azonban ismeretlen (fekete doboz) a célfiiggvény.
Ebben az esetben gépiink kapacitasatol fliggden kiilonbozo paraméter-beallitasokkal kell
probalkoznunk. Mikor végiil elfogadjuk a genetikus algoritmus altal optimalisnak vélt
megoldast, tisztaban kell lenniink azzal, hogy nem 100%-ig biztos, hogy a valdodi
optimumban vagyunk. Azt azonban allithatjuk, hogy az adott koriilményekhez képest
(vagyis, hogy semmit sem tudunk a problémardl), adott id6 alatt (szamitds id6 -
kapacitas) a lehetd legjobb eredményt kaptuk. Abban az esetben, ha mindenképpen meg
akarunk gy6z6dni az eredmény helyességérdl, vagy eldzetes informacionk van a
célfiiggvény tulajdonsagair6l, mas modszerekkel érdemes kombinalni a genetikus
algoritmust. (Pl.: simulated annealing).

Tulélési valosziniiségek: A tulélési valdszinliségek meghatarozasara is igen sok
modszert lehet alkalmazni. Abban az esetben, ha a feladatban a célfiiggvény mellett
egyéb feltételek is szerepelnek, akkor a feltételeket a célfiiggvénybe kell integralni (1d.:
5. labjegyzet). Nyilvanvald, hogy maximumfeladat esetén, minél nagyobb az adott
egyednek megfeleld pontban a fliggvény értéke, annal nagyobb az adott egyed tulélési
esélye; minimum feladatnal pedig forditva. A kérdés az, hogy mennyivel. Tegyiik fel,
hogy 4 egyed tulélési valoszinliségét szeretnénk megadni. Legyen a fliggvényértékiik
rendre 1, 2, 3 és 4, tovabba legyen a feladat maximum probléma. Az egyik
legegyszerlibb szamitasi lehetdség a diszkrét korlat éllitasa. Legyen ennek a diszkrét
korlatnak az értéke mondjuk 2.5, és a korlat alatti egyedek tulélési valdszintisége 0, a
korlat felettieké 1. Igy az 1. és 2. egyed talélési valésziniisége 0, a 3. és 4.-¢ pedig 1.
Folytassuk e példat a mar ismertetett szelekcioval. Tegyiik fel, hogy 3 egyedet kell
kivalasztani. Rulett modszer esetén a rulett-keréken 1 darab 3-as és 1 darab 4-es
szerepel. 3-szor forgatunk, igy atlagosan a kovetkezd mintdba 1.5 darab 3-as és 1.5
darab 4-es kertiil. Elképzelhet6 az is, hogy adott esetben 3 darab 3-as keriil be, viszont 1-
es és 2-es soha. Rangsorolds esetén minden egyedhez rendelniink kell egy véletlen
szamot. Legyen ez a véletlen szam a [0; tulélési valosziniiség] intervallumon egyenletes
eloszlast. Adott esetben példaul rendre a kovetkezd értékeket kaphatjuk: 0, 0, 0.89,
0.41. A rangsor pedig emiatt a kovetkez6: 3, 4, 1, 2. Harom egyedet kivalasztva
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megallapithatjuk, hogy jelen esetben a rangsorolt modszer barmilyen véletlenszamokat
is generalunk, mindig a 3, 4 és 1 egyedeket valasztja ki. Nézzlink még egy modszert a
tulélési valoszinliség meghatarozasara, az egyenletes eloszlast! Ebben az esetben a
fiiggvényértékkel aranyos talélési valosziniiségeket generdlunk az egyedeknek, azaz a
talélési valosziniiségek rendre a kovetkezok: 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. Bar kiilonbozo
alkalmazasokban mas-mas eljarasokat alkalmazhatnak, felhaszndlhatjdk korabbi
generaciok Ossztulélési valoszinliségeit, mas eloszlasokbol vehetnek véletlen szdmokat,
stb., a leggyakrabban alkalmazott modszer mégis az emlitett két eljaras.

Leallasi kritérium: Az algoritmusnak elvileg akkor kellene megéllnia, amikor elérte a
globalis optimumot, gyakorlatilag azonban mas helyen is megallhat. Megallhat a
globalis optimum kornyékén, megallhat lokalis optimumban, annak a kérnyékén, vagy
akar nem-optimalis pontban. A szamitogép csak “sejteni” tudja, hogy hol tart éppen, azt
vizsgalva, hogy az ijonnan generalt egyedek milyen kozel vannak az el6z6khoz, és
milyen nagy az eltérés a fliggvényértékekben. Ezt nevezziik konvergencia-kritériumnak.
Amennyiben az algoritmust ez szabalyozza, nagyon valoszinii, hogy legalabb lokalis
optimumot kapunk, tovabba minél kevésbé érzékeny a konvergencia-kritérium, annal
valosziniibb, hogy a globalisan optimalis pont(ok)hoz kdzel lesziink. Ez azonban
megnodveli a szamitasi id6t. Annak érdekében, hogy ne lokalis, hanem globalis
optimumban alljunk meg, egyrészt elegendben nagy szami populdcidval kell
dolgoznunk, masrészt nem szabad siirgetniink a konvergenciat. A szakirodalom korai
konvergencianak, illetve genetikus elsodroddsnak nevezi azt a jelenséget, amikor a
globalis megoldas helyett az algoritmus lokalis optimumban all le. Egyéb leallasi
kritériumok is elképzelhetok és hasznalatosak; példaul meghatarozott futdsi ido, vagy
meghatarozott ciklus idé (meghatarozott generacio szam). E két utobbi esetben elvileg
még a lokalis optimum sem biztositott, illetve elképzelhetd, hogy a til hosszura
valasztott futasi id0 miatt az algoritmus mar nem mozdul a kialakult stabil allapotbol
egy 1d6 utan. Legtobbszor a konvergencia-kritériumot kombinaljadk ez utobbi két
kritériummal.
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A 3.15.-3.18. abrakon vonallal a teljes leszamlalds eredményét, ponttal a genetikus
algoritmus fokozatosan eltolodik a lokalis optimum felé, és nem a globalis optimumban
all le.

A (3.1) probléma és a probléma (3.12) sztochasztikus kiterjesztését egy egyszerl
genetikus algoritmus segitségével oldottuk meg. Egy generacioban négy egyed
versenyzett és a két legjobb egyed kapott lehetdséget szaporodni. A szaporodas
egyszerlien abbdl allt, hogy az egyik sziilé a koordinatajat kicseréltiik a masik sziilé b
koordinatajaval. Igy két j egyedet kaptunk. A mésik két 0j egyedet mutacioval hoztuk
létre, ahol a kivalasztott sziilok mindkét koordinatijat egy kis mértékben -
véletlenszerlien — megvaltoztattuk. A 3.19-3.20 &brdkon minden generacio legjobb
elemét abrazoltuk. Numerikus kisérleteink azt igazoltak, hogy az alkalmazott genetikus
eljaras hasonléan jo eredményeket ad, mint a megfeleld induléértekbdl, megfeleld
1épéskozzel inditott gradiens alapt keresés.

4 o
/ SAgh,
85 \ 05
o0 plos’® s 3
/@/ A g o S ©

05 5

1 . 8 oo,
S ".T
15 A

3.19. 4bra: Determinisztikus feladat 3.20. abra: Sztochasztikus feladat
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3.4. A neurilis halé®

A neuralis halé két objektumbol all; csomopontokbol (neuronok) és az 6ket 6sszekdtod
élekbdl (szinapszis). A bejovo informacio (inger, impulzus) egy-egy neuronba érkezik.
Amennyiben az adott inger egy kiiszobértéket meghalad, a neuron tovabbkiild egy jelet
abba a neuronba, amellyel Osszekottetésben van. Egy ilyen neuronba tobb neuron is
kiildhet impulzust. Ha ezek 0sszessége meghaladja e neuron ingerkiiszobét, akkor ez a
neuron is tovabbkiild egy impulzust a kovetkezd neuronba, stb. Végiil az impulzus eljut
néhany végsd neuronba, s attol fiiggden, hogy melyikbe jutott el, gy kotiink valamilyen
valaszreakciot az adott inputhoz. Tanulads soran az intenziven hasznalt szinapszisok
megerdsodnek, a keveset hasznaltak pedig megsziinnek. Az emberi agy tanulasanak ezt
a mechanizmusat utdnozza le a szamitogépes modell. Egyes elemeket azonban meg
kellett valtoztatni, ugyanis még a leggyorsabb szamitdgépek sem képesek néhanyszaz
neuronnal nagyobb halézatot modellezni — szemben az aggyal, amelyben millidrdnyi
neuron mikodik. Az elsd valtoztatas az, hogy az egyes neuronok tobb mas neuronnak is
adhatnak impulzust, akar visszafelé is. A masodik valtoztatds, hogy minden
szinapszisnak meghatarozott az impulzus-atadasi hatasfoka, azaz meghatarozott erovel
(sullyal) tovabbitja az informacidt. A harmadik valtoztatas az, hogy az ingereket fogado
neuronokat kiilonbozé mértékli (intenzitdst) ingerek érhetik, tovabba az ingerek
tovabbitasara nem egy egyszer(i kiiszObérték-meghaladasi kritérium 1étezik, hanem
bonyolult fiiggvények segitenek meghatarozni a kimend impulzus mértekét. Kivétel
altaldban a beérkezo ingereket fogadd neuron, ahonnan is az inger “egy-az-egyben”
tovabbitodik. Végezetiil, a tanulds mechanizmusat matematikai-statisztikai modszerek
szabalyozzak, melyek koziil a legismertebb és leginkabb hasznéalatos modszer a hiba-
visszaterjesztési (back-propagation) eljaras.

Vizsgaljuk meg el6szor a neurdlis halo alapegységét, a neuront. Ezt az egységet gyakran
nevezik szamitasi (vagy processzalo) elemnek is, mivel itt zajlanak le a nemlinearis
szamitasi folyamatok. A neuron gyakorlatilag nem mas, mint egy fiiggvény, ami a
bemeneti jeleket egyetlen kimeneti jellé alakitja. E fiiggvényeknek altaldban
meghatarozott alakjuk van. El6szor a bemeneti jeleket Osszegzi valamilyen modon
(additiv, multiplikativ), majd egy fiiggvény segitségével transzformalja ezt a jelet. A
leggyakrabban alkalmazott fiiggvények a (3.14) ugrasfiiggvény ¢és a (3.15) szigmoid
fliggvény:

(1, hax=>¢
=r’ 3.14
U(x,t) %), ha x <t 49

> Elsésorban Fu [1994], Eaton, Griffith [2000] és Rumelhart et al. [1986] munkaira épitiink.
Magyar nyelven 1d. Russel, Norvig [2000] nemrég leforditott konyvét.
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s(x)= 1 (3.15)

l+e™

Az Osszegzésre altalaban additiv modszert alkalmaznak. A neuronokat 6sszekotd éleken
sulyok szerepelnek, amelyek az adott jeleket felerdsithetik vagy gyengithetik. Ha tehat
egy j neuronba /m szdmu mas neurontol érkezik W;; stilyokon keresztiil a; jel, akkor ezt a
kovetkezoképpen abrazolhatjuk:

3.21. 4bra: A neuron miikodése

Nézziink egy egyszert példat a 3.22. 4bra alapjan! Példankban két bemeneti neuronunk
van. Az ide beérkezd jel valtoztatas nélkiil, de természetesen sulyozva keriil be a
kimeneti neuronba. Itt megtorténik a jelfeldolgozas, majd a kikiildott érték lesz a
neuronhal6 végeredménye. Szamitasi fiiggvénynek most az ugrasfiiggvényt hasznaltuk,
méghozza t = | paraméterrel. (A ¢ paramétert firéshatarnak is nevezik). A sulyokat
egységesen valasszuk '2-nek.

R

| Tiiréshatar (1 = 1) |

3.22. 4bra: Az ES fliggvény neuralis reprezentacioja

Ha feltessziik, hogy P és QO csak binaris értékeket vehet fel, akkor a hal6zat pontosan a
logikai ES fiiggvényt reprezentalja. Ugyanis:
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0 Stlyozott 6sszeg Turéshatar Kimenet
1 0+ ="% <1 0
0
1

LU+ nD="% <1 0
O +1nO=1 1=1 1
0 B0+ I0=0 0<1 0
3.1. tablazat: Az ES fiiggvény reprezentalésa

S~ — O

A 3.22. 4bran lathatd neuralis halozat egy egyrétegii haldzati struktura, ugyanis a
bemeneti neuronok kdzvetlen 0sszekodttetésben vannak a kimeneti neuronokkal. Minsky
és Papert [1969, 1988] komolyan foglalkoztak a neuralis halozatok mitkodésének
matematikailag egzakt formaba valé oOntésén, és ennek keretében tobbek kozott
bebizonyitottak, hogy minden egyrétegli — kozbiilsé réteg nélkiili — neuralis hald csak
olyan fliggvények reprezentalasara képes, amelyek linearisan szeparalhatok. Valoban, a
logikai kizaro-vagy figgvény (XOR) nem linearisan szeparalhato, és egyetlen réteg
segitségével nem lehetséges a fliggvény neuralis megfeleldjét 1étrehozni (1d.: 3.23. abra).

3.23. 4bra: Az ES, a VAGY és a kizar6-VAGY fiiggvény grafikus reprezentacidja

Ha tobbrétegii haldzatot kivanunk létrehozni, akkor a bemeneti és kimeneti rétegek kozé
egy (vagy tobb) kdztes — vagy rejtett — réteget kell beékelniink. A 3.24. abran egy olyan
neuralis halozat struktaraja lathato, ahol a bemeneti réteg 64 darab, a koztes réteg 3
darab, a kimeneti réteg pedig 10 darab neuronbo6l all. Mivel a bemeneti neuronok nem
szamito egységként vannak a halézatban, ezért a halozat egy olyan fliggvény, amelyben
13 nemlinearis fiiggvény van meghatarozott siilyokkal 6sszekapcsolva. Mivel a stlyok
elsé csoportja a 64 bemenetbdl a 3 kdztes neuronba juttatja el a jelet, ezért itt dsszesen
192 stly szerepel. A 3 koztes neuronbodl a 10 kimeneti neuronhoz 6sszesen 30 suly kell.
Ez azt jelenti, hogy ha példaul szigmoid fiiggvény segitségével dolgozunk, akkor a 3.24.
abran egy 222 szabad paraméterrel rendelkez6 bonyolult nemlinearis fiiggvényrdl van
sz6. Ha hozzavesszilk még azt is, hogy minden processzaldo egységhez biztositani
szoktak egy konstans neuront is, az azt jelenti, hogy a szabad paraméterek szama
tovabbi 13-mal novekszik. Az abran lathato neuralis halo analitikusan is kifejtheto:
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(3.16)

3.24. ébra: Tobbrétegli neuralis halo

A tobbrétegli neuralis halozatok mar nem csak linearisan szeparalhatd fiiggvények

srr

bizonyitotta be.

3.1. Tétel: Ha egy neuralis halozat legalabb egy rejtett réteget tartalmaz, akkor
tetszéleges folytonos fiiggvény reprezentdlasdara képes. Ha egy halozat két rejtett

crer

A neuralis halozatok alkalmazasanak kritikus pontja a tanulds. Ez az a folyamat, amikor
a mintdk altal megadott inputokhoz (/;) és outputokhoz (O,) meg akarjuk taldlni a
tokéletes halozati struktarat — ropolégiat — és stlyrendszert.® A silyok meghatarozasa a
viszonylagosan egyszeriibb kérdés. Az egyrétegli halozatokra az elsd tanulasi modszert
Hebb [1949] utan Hebb-féle tanulasnak nevezik. Az algoritmus lényege a kovetkezd:

1. A tanul6 mintabol valasszunk ki véletlenszeriien egy tanuld halmazt (Z;, Ty —
part),

2. Szémitsuk ki a megadott input alapjan a hal6zat outputjat (Oy)

3. Hasonlitsuk 0ssze a szamitott és a tényleges eredményt, és modositsuk a
stlyokat tgy, hogy W, =W, +A(T, O, )I,.

® Vegyiik észre, hogy itt tulajdonképpen egy nemlinedris regresszio épitésérél van szo.
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Az algoritmusbdl jol latszik, hogy csak abban az esetben torténik valtoztatas a sulyokon,
ha a szamitott és tényleges eredmény nem egyezik meg. Probaljuk most megtanitani egy
egyszerli 2 input 1 output neuronos héalozatnak az ES szabalyt. Tegyiik fel, hogy
kiindul6 esetben a sulyok véletlenszertien voltak kivalasztva és értékiik —0.1 és +0.2. A
mintékat véletlenszeriien htizzuk és feltételezziik, hogy A = 1:

0 P W, Wp  Osszeg Tiréshatar R Tény Ui W, UjWp
0 1 —0.1 +0.2 +0.2 +0.2<1 0 0 -0.1 +0.2
1 0 —0.1 +0.2 —0.1 -0.1<1 0 0 -0.1 +0.2
1 1 —0.1 +0.2 +0.1 +0.1<1 0 1 +0.9 +1.2
0 1 +0.9  +1.2 +1.2  +1.2>1 1 0 +0.9 +0.2
1 0 +0.9  +0.2 +0.9 +09<1 0 0 +0.9 +0.2
1 1 +0.9 +0.2 +1.1 +1.1>1 1 1 +0.9 +0.2
0 1 +0.9  +0.2 +0.2 +0.2<1 0 0 +0.9 +0.2
0 0 +0.9  +0.2 +0.0 +0.0<1 0 0 +0.9 +0.2

3.2. tablazat: Az ES fiiggvény tanulasa

A tobbrétegli neuronhalozatok leggyakrabban alkalmazott sulytanulasi algoritmusa a
hiba-visszaterjesztés modszer. A modszer 1ényege — hasonléan a Hebb-féle tanulashoz —
az, hogy ugy kell megvaltoztatni a silyokat, hogy az adott minta esetében az elkdvetett
hiba csokkenjen. Mivel tobb réteg miikodik egyiittesen, ezért a hibat hatulrol kell
visszaterjeszteni az egyre elobbi sulyokig. Azaz el6szor a rejtett és output rétegek
kozotti sulyokat kell modositani:

t+1 t I 317
Wj,kl _Wj,k-"/\aj(Tk_Ok)g %VVLJC“/‘E G-17
J

ahol g-vel jeldltiik a processzalo fiiggvényt, amelyet aktivalo- vagy reakciofiiggvény
néven is emliti a szakirodalom. Lathatd, hogy a szigmoidfiiggvény alkalmazasa azért
kedvezd, mert konnyen szdmithaté a derivaltja, ugyanis g’ = g(1 — g). A koztes és a
bemeneti neuronok kozott szintén valami hasonld szabalyt kellene megallapitani a
sulyok megvaltoztatasa érdekében. Itt azonban nem egyszerli az elkovetett hiba
mértékének meghatarozasa, hiszen amig a kimeneti értéket dssze lehetett hasonlitani a
tényadattal, addig itt nem all rendelkezésre a tényadathoz hasonldé mennyiség. Az otlet
az, hogy minden j rejtett neuron valamilyen mértékben hozzéajarul minden k£ kimeneti
csomopontban elkovetett hibdhoz. Ezért a mar meghatarozott kimeneti hibaértékeket a
csomépontok kozotti kapcsolat szorossaga, azaz a stlyok fiiggvényében osztjuk szét, és
visszaterjesztjiik azokat a rejtett csomopontokhoz. Azaz a j-edik rejtett neuron
hibatényezdje:
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A = Z E/Vjt,k (1, -0, )g'EZ W, % (3.18)
J

€s igy a bemeneti ¢és a koztes neuronok kozotti silyok modositdsa mar hasonlo a (3.17)
képlethez:

Vit}rl = V;[j +/\IiA[jg'EZV;jli H (319)
’ ’ T

i

Szemléltetésiil a kovetkezd példaban bemutatunk egy egyszerii neurdlis modellt. A
feladat az, hogy a halézat megtanulja az f (x) = 4x(1 - x) fiiggvényformat az x [1 [0, 1]
intervallumon. A fiiggvényt természetesen egy mintahalmaz segitségével kell
megtalalni, és ehhez véletlenszeriien kivalasztottunk 100 kiilonb6z6 x értéket. A neuralis
halozat elsd inditasra a kdvetkezd format 6ltdtte:

3.25. ébra: Kiindulo halézat — véletlen sulyokkal

Latjuk, hogy egy nagyon egyszerti topologiat valasztottunk, hiszen egyetlen bemeneti
érték, /= x, és egyetlen kimeneti érték 7' = f{x) van. K&ztes neuronbdl is elég volt ketto.
A lathato sulyok véletlen szamok. Nézziik meg hogyan halad az informacio a bemeneti
neuronbdl a kimeneti neuronba. Legyen példaul x értéke 0.2. Ekkor f{x) = 4[0.2[0.8 =
0.64. Milyen érték keriil a HIDI neuronba? A megfeleld stllyal szorzott bemeneti érték
és a konstans, azaz — 0.29326[0.2 — 0.42843 = — 0.487082. Ez az érték a HIDI
neuronban atalakul a reakciofiiggvény segitségével. Jelen esetben a szigmoid fiiggvényt

1
alkalmaztuk, igy a behelyettesités utan 1+ baniz =0.380581. A HID2 és az

+ e04487082

OUTPUT neuron értéke is hasonléan hatarozodik meg. fgy végiil a modell 0.64 helyett
0.410467-at tippel. Hasonldan tippeli a maradék 99 x értéket. Mindezek utan azt
tapasztaljuk, hogy a fiiggvényformat elég rosszul becsiili (nyilvanvaléoan a tanulas
folyamata el6tt, 1d.: 3.26. abra).
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3.26. ébra: A kiindul6 haldzat eredményei

A (3.17) és (3.19) képletekkel definialt tanulds soran kiragadunk egy nem tokéletes,
,,felkész” neuralis halot, és megvizsgaljuk, hogyan halad a tanulés, (1d.: 3.27 abra).

-8.1550

1.086247

5.624989

3.27. ébra: Félkész haldzat — szaz iteracio utan kialakitott stilyokkal

A 3.27 abran lathatd sulyokat alkalmazva ismét megvizsgaljuk mennyire sikeriilt
illeszkedni az eredeti pontokhoz, (I1d.: 3. 28. abra).

1.2

1 - -ﬁ # neurdlis halo
0.8 s L % m val6s adatok

. A

0.6 ¢ " L
0.4 J L Y .
0.2 \

0 f T T T nh

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

3.28. ébra: A félkész halozat eredményei
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Latjuk, hogy az adatsor egy részét mar sikeriilt j0l megtanulni, mig egy masik rész még
hatra van. Végiil a tanulési folyamat az alabbi modellnél fejez6dott be, azaz a neuralis
halézatban szerepld stlyok az alabbi értékekhez konvergaltak, (1d.: 3.29 abra).

1.18788

6.57225

3.29. abra: Végso neuralis halo

A 3.29. abran lathaté sulyokat felhaszndlva a neuralis halozat altal becsiilt értékek jol
simulnak a feladatban meghatarozott fiiggvény megfelelo értékeihez. A tanulas
befejezodott.

1.2

i # neurdlis halo
! = ¥ SRR, ,
0.8 ‘f ‘ m \al6s adatok

0.6 4 "
0.4 |

0.2 \
0 T T T T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

3.30. abra: A végs6 halozat eredményei
Nézziink most egy kicsit a hiba-visszaterjesztési algoritmus matematikaja mogé!

3.2. Tétel: A (3.17) és (3.19) képleteken alapulo hiba-visszaterjesztési eljards nem mas,
mint egy gradiens-modszer segitségével torténd numerikus optimalizalds.

Bizonyitas: Elegendo azt megmutatnunk, hogy alkalmas célfiiggvényt valasztva a (3.17)
és (3.19) képletekben a A paraméter utin szerepld kifejezés nem mds, mint az
alkalmasan valasztott célfiiggvény sulyonként vett parcidlis derivaltia. A célfiiggvény
megvalasztasanadl a legkisebb négyzetek modszerét alkalmazzuk a tényadatok és neuradlis
halo output adatainak 6sszesimitasdra:
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1
E :EZ(Tk -0,f (3.20)

Nyilvanvalo, hogy E minimalizalasaval a legjobban illeszkedd halozatot alakitiuk ki.
Irjuk most fel E-t a sulyok fiiggvényében egy egy rejtett réteggel rendelkezé halozati
topoldgia esetén:

1 1
o3l BB ey B oo

Képezziik eldszor a W,y szerinti derivdltakat. Vegyiik észre, hogy a; nem fiigg W -tol,
tovabba a j szerinti Gsszegben csupdn egyszer fordul eld. Igy:

0E EZ ,
=-a,H,-g W, .a, % %W',k@‘%
aWi,k /% 4 jok%j 4 jk%j
:_aj(];c_ok)g’%Wj,kajE
J

Hasonlo megfontoldasok alapjan a V;; szerinti derivdltak a kévetkezék:

oE ' '
P —1g EZ Viidi EZ %V;k (7.-0.)e % ey % (3.23)
i,j i J

Ha ésszevetjiik a (3.22) és (3.23) eredményeit lathatjuk, hogy a (3.17) és (3.19)
képletekben alkalmazott gradiens-modszer gradiens iranyait adjdk. Ezzel az allitast
belattuk.

(3.22)

Sokan kritizaljak a gradiens-modszer alapjain miikodd neuralis halozat tanitasat, és ezt
meg is €rthetjiik a 3.2. alpont tanulsagai alapjan. A tanulds szempontjabol kritikus az
induléérték (induld sulyok) és a 1épéskoz. (Megjegyezziik, hogy az itt A—val definialt
1épéskozt a neurdlis szakirodalom gyakran jeloli n—val és nevezi bdtorsagi faktornak
vagy tanuldsi tényezének — learning rate. Ertékét pedig — a 3.2. pontban elmondottakbol
egyértelmiien kovetkez6en — nem konstans, hanem a tanulési id6 fliggvényében valtozo
mennyiségnek tekintik.) A tanuldsi probléma komplexitasaval tobben is foglalkoztak, és
sikeriilt bebizonyitani, hogy a mintahalmaz optimalis kozelitésének megkeresése még
abban az esetben is NP-teljes probléma, ha igen erds korlatozo feltételeket alkalmazunk,
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és ha legalabb harom processzald egységet hasznalunk fel. (A pontos tételeket és
bizonyitasokat 1d.: Judd [1990] és Blum, Rivest [1992].)

A sulyok optimalizalasanal is nagyobb problémat jelenthet az optimalis halozati
topologia megvalasztasa. Nyilvanvalo, hogy egy sok neuronbdl és kdztes rétegbdl allo
halézat sulyoptimalizdldsa nehezebb, de bonyolultabb Osszefliggések feltarasara is
alkalmas. Egy egyszerli haldzatot konnyi tanitani, de reprezentacios képessége is
szegényebb. A helyes topologia kivalasztasakor gyakran alkalmazhaté a genetikus
algoritmus is.

A neuralis halozati modellezés esetén néhany szempontot a fentieken kiviil érdemes
szem elOtt tartani. Az egyik legaltalanosabban elfogadott eljaras az, hogy a minta
adatbazist harom — nem feltétleniil egyenlé — fiiggetlen halmazra osztjuk, mégpedig
tanulé (train), teszteld (test) és validdlé (validation) halmazra. fgy a sulyok tanulasanal
kizarolag a tanuld adatbazis mintait hasznaljuk, de kdzben parhuzamosan kiértékeljiik a
tesztadatbazis eseteit is. Amikor a tanuld adatbazis segitségével mar minden tovabbi
sulymodositas a teszteld adatbazis eredményein ront, ott megallitjuk a hal6zat tanulasat.
Elképzelhet6 ugyanis, hogy egy tanulasi mennyiség utdn mar nem egy mintdban huz6do
altalanos Osszefiiggéseket fedezi fel a halozat, hanem a minta specialitasat, zajait. Ezt
nevezné a hagyomanyos statisztika tilillesztésnek, mig a neuralis halozatokkal
foglalkoz6 szakirodalom tultanuldsként (overtraining) emliti. Végiil a validalé halmazra
szintén meg szoktdk vizsgalni a halozat teljesitését, hiszen ezt az adatbazist az
optimalizalasi folyamat soran egyaltalan nem hasznalta fel az algoritmus. Abban az
esetben, ha a tanuld és validaléo halmazon hasonl6 eredményeket ér el a halozat, akkor
altalaban elfogadjuk a végsé eredményeket.

3.5. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben olyan mddszereket mutattunk be, amelyek segitségével komplex és
sztochasztikus folyamatokat tudunk reprezentalni, illetve optimalizalni. A megoldasok
hatterében mindig a természet ,,motivald ereje”, a tanulds, a fejlédés allt. Ezeket az
algoritmusokat hatékonyan alkalmazhatja a kozgazdasagtan, hiszen feltehetd, hogy a
gazdasag szerepldi raciondlisan viselkednek, és egy idszakban elkdvetett nyilvanvalo
hibaikat nem ismétlik meg a kovetkezd idészakokban. A jo alkalmazhatosag mellett
azonban ne felejtsiik el, hogy ezek a modszerek sok esetben nem egzaktak. A genetikus
algoritmus leallhat lokalis optimumban is, a neuralis haloval reprezentalt fiiggvény
pedig fekete-doboz fiiggvény marad.
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4. Fejezet

Az ACE modszertan

Az el6z6 két fejezetben bemutatott modszertan segitségével szamos komplex
kozgazdasagi probléma kezelhetd. A szimulaciés modszertan, a genetikus optimalizalas
vagy a neurdlis halozat segitségével torténd fiiggvényillesztés mind-mind olyan
modszertani eszkdzt biztosit a kdozgazdaszok szamara, amelyet kiilon-kiilon is be lehet
vetni egy adott probléma megoldasa soran. Arra is utaltunk, hogy e két moddszertan
szorosan Osszefligg és szamos esetben érdemes ezeket Osszekapcsolni. Az
Osszekapcsolasnak két lehetOségére szeretnénk felhivni a figyelmet. Az egyik mod,
amikor egy szimulaciés modellt kivanunk optimalizalni €s ehhez evolicios eljarasokat
veszlink igénybe. Ezt a modszert alkalmaztuk példaul a 2. fejezetben tobbszor is
példaként emlitett opcidarazas modell esetén, ahol az optimalis kereskedési stratégiak
halmazat kivantuk genetikus algoritmus segitségével megkeresni. A masik mod, amikor
a szimulacid egy kisebb eleme 6nmagéaban képes evolucids alapokon mitkddni. Példaul
egy szimulacidos modell kdzgazdasagi szereploket (agent) modellezhet, és lehetOséget
biztosithat arra, hogy ezek a szereplok sajat €s tarsaik hibai alapjan tanuljanak,
fejlodjenek, azaz az adott gazdasagi — vagy tarsadalmi — kornyezethez
alkalmazkodjanak. Ebben az esetben a modell szerepldit kell ellatni evoltcios
modszereket alkalmazd algoritmusokkal. Sot, egy ilyen modell esetén is fennallhat
maganak a szimuldcionak az egészére vonatkozé optimalizalds, amelyet megint csak
megkisérelhetiink evolucios méodszerekkel megoldani.'

A sokszereplOs szimulacios kozgazdasagtan — Agent-based Computational Economics
(ACE) — pontosan ezt a két modszertant alkalmazza annak érdekében, hogy komplex
kozgazdasagi rendszerek miikodését tanulméanyozza. Ebben a fejezetben az a célunk,
hogy bemutassuk hol tart jelenleg az ACE modszertan, milyen problémakkal
foglalkozik, meddig jutott és milyen tavlati célokat tliztek ki a modszertan alkalmazéi
maguk elé. Ezzel megalapozzuk a kdvetkezd harom fejezetet, mivel az ott bemutatasra
keriil6 modellek mind az ACE modszertanra épitenek.

' Ennek az igen Osszetett modszertant alkalmazéd lehetéségnek a szemléltetésére vegyik a
kovetkezd példat. Szeretnénk tervezni egy focipalyat, ahonnan probléma esetén a nézok adott
szamu vészkijaraton tavozhatnak. A feladat az, hogyan helyezziik el optimalisan a kijaratokat
ahhoz, hogy a kozonség a lehet6 legrovidebb idé alatt tavozni tudjon. A szimuldcidhoz a
kozonség tagjait olyan szabalyalgoritmussal latjuk el, amelyeket neuralis halozatok vezérelnek. A
szimulacio tobbszori futtatdsa soran kialakulnak a szereplok optimalis viselkedési stratégiai,
majd ezutan egy genetikus algoritmus segitségével meghatarozzuk az optimalis vészkijarat
elhelyezést.
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Az ACE modszertan® olyan kozgazdasagi rendszerek szamitogép altali vizsgélata,
amelyben egymassal és/vagy a kornyezettel kapcsolatban allo, autondm szereplok
tevékenykednek. Ezért az ACE a komplex adaptiv rendszerek kozgazdasagi teriiletre
torténd alkalmazasa. (A komplex adaptiv rendszerekrdl 1d. részletesen Holland [1992]
munkéjat). Az ACE modszertan harom tudomanyos teriilet 6tvozésébol sziiletett,
mégpedig az evollcidos kozgazdasigtanbdl, a szamitdstudomanybdl és a kognitiv
tudomany teriiletébol.

Az ACE kutatasok egyik kore a decentralizalt gazdasagi piacokon megfigyelhetd
globalis szabalyok, torvényszeriiségek kérdéskorét kutatja. Arra keresi a valaszt, hogy
olyan jelenségek, mint példaul a kereskedelmi halozatok, a tarsadalmilag elfogadott
pénz, vagy a piaci ,,jatékszabalyok” hogyan alakulnak ki — és miképpen valtozhatnak —
minden feliilrél jovO (top-down) szabalyozas, illetve tervezés ellenére. A kihivas abban
rejlik, hogy konstruktiv modon bizonyitani (vagy demonstralni) tudjuk, hogy hogyan
johetnek létre ezek a torvényszeriiségek alulrdl (bottom-up), az dnérdekiik altal vezérelt
autonom gazdasagi szereplok ismételt, egymas kozotti (lokalis) interakciojaval.

Az ACE kutatasok masik kore az ACE keretrendszert szamitogépes laboratoriumként
hasznalja.” Ezen kisérletek segitségével szdmos gazdasagi-tarsadalmi struktura
tanulmanyozhato és tesztelhetd, kiillondsképpen az egyéni viselkedésre €s a tarsadalmi
jolétre vonatkoz6 hatasok tekintetében. A vizsgalodas sordn nem csak a globalis
szabalyszertiségek megfigyelése, hanem mélyebb magyarazatuk a cél. Azaz nem csak az
a fontos, hogy miért alakulnak ki bizonyos dsszefliggések, hanem az is, hogy miért nem
alakulnak ki masmilyenek.

Sem a kozgazdasagi rendszerek onszervezddo (self-organizing), sem pedig evolicios
rendszerekként torténd felfogasa nem vadonatyj fogalom a szakirodalomban. A legelsd
megfogalmazasok® joval a szamitogép rohamos térhoditasa elétt napvilagot lattak, és
szamos kutatot inspiradltak, ) elemzési teriileteteket hoztak Iétre (pl.: evollcids
jatékelmélet). Miért ujszerti akkor az ACE modellezés? Els6sorban azért, mert
kiaknazza a szamitastechnika altal biztositott eszkozoket, ezek koziil is kiemelve az
oriasi adattarolo és feldolgozo kapacitast, a nagypontossagl szamabrazolast, a rendkiviil
nagy sebességet elérd pdrhuzamositasi technikat és nem utolsd sorban az objektum-
orientalt programozast. Ezek az eszk6zok négy iranyban terjesztik ki az ACE kutatok
lehetdségeit.

? Tesfatsion [2001] munkajara és az ACE modszertant bemutato hivatalos honlapra
(http://www.econ.iastate.edu/tesfatsi/ace.htm) épitiink.

? Szamos publikacioban a Petri-csésze (Petri-dishes) kisérletezéshez hasonlitjak.

* Az dnszervez6dé kozgazdasagi rendszer gondolata mar Smith [1937] és Hayek [1948]
munkaiban megjelenik, mig az evoluciods rendszeré Schumpeter [1942] és Alchian [1950]
miiveiben.
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Heterogén szereplok. A szamitogép segitségével épitett kozgazdasagi vilagokat olyan
heterogén szerepldk népesitik be, akik a kdrnyezettel és mas szereplékkel kapcsolatos
interakciojukat, dontéseiket beépitett (beprogramozott) tarsadalmi normak és viselkedési
szabalyok, valamint a multban tapasztalt jelenségek és adatok birtokéban kialakitott
viselkedési szabalyok alapjan hatdrozzak meg. Eppen ezért ezek a szereplSk onallosagra
€s magasabb szintll ,,gondolkodasi” struktara kiépitésére képesek, mint a hagyomanyos
modellek gazdasagi szerepldi. Hérdle és Kirman [1994] empirikus vizsgalat segitségével
mutatja be a reprezentativ szereplok hianyossagat, és a heterogén szerepldk
szerepeltetésének fontossagat.

Onszervezédés. Egy ACE modell szimulacidja alatt parhuzamosan dolgozhatunk a
kiilonb6zo viselkedést szereplok széles skalajaval, és rendkiviil nagyszamu interakciot
hajthatunk végre, és figyelhetiink meg ezekben a kozgazdasagi vilagokban. Versenyzo
és kooperald kapcsolatok, arigazoddsi mechanizmusok, és szamos egyéb jelenség
alakulhat ki automatikusan azaltal, hogy a modell szerepldi folytonosan tovabbfejlesztik
viselkedésiiket, a rendkiviil nagy szamu szerepld-kdrnyezet és szereplé-szerepld interak-
ciok eredményei hatasara, annak érdekében, hogy sajat céljaikat megvalositsak. Ugy is
fogalmazhatunk, hogy az 6nérdek altal vezérelt mikro szintli viselkedés egy magasabb
szintll tarsadalmi-gazdasagi jelenséghez vezet, amelyet 6nszervezddésnek neveziink.

Evolucié. A gazdasagi szereplok evolucios képessége folytan a szereplok viselkedési
paramétereire vonatkozoan inkabb a természetes szelekcio érvényesiil, és nem a
populacid szintli mozgastorvények. A szelekcids eljaras nyoman a szereplok képesek a
mult tapasztalatai alapjan modositani régi viselkedésiikon, illetve 10j viselkedési
szabalyokat 1étrehozni. A szimulalt gazdasag €s annak szerepldi egylittesen, egymasra
hatva valnak egyre életképesebbé.

Beavatkozas mentesség. Az ACE modszertan segitségével lehetdség van arra, hogy
hossza futasi iddt biztositsunk egy-egy szimulalt vilagnak, amelyet megfigyeliink, de
ugyanakkor nem avatkozunk be. Amint az induld értékeket és feltételeket a modellezo
beallitotta, szabadon engedheti az eseményeket, amelyet ettdl kezdve a szereplok
egymas kozotti és a kdrnyezettel kapcsolatos interakcidi irdanyitanak, minden tovabbi
kiils6 beavatkozas nélkiil.

Osszefoglalva, az ACE olyan modszertan, amely az evolicios kézgazdasagtan, a
kognitiv tudomanyok és a szamitastudomany koncepciodi és eszkdzei segitségével

* konstruktiv alapokat nyujt — gondolkodd és cselekvd autonom gazdasagi
szereplok altal — gazdasagi elméletekhez,

* megfontolt szamitdogépes kisérletek eredményeinek statisztikai vizsgalata, to-
vabba analitikus, 6konometriai, gyakorlati és human-laboratdriumi eredmények-
kel torténd Osszehasonlitasa altal teszteli, finomitja és kibdviti ezen elméleteket.

73



