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Bevezeto

A volatilitas kockazta — még ha ezt sokan nem is észlelték — az opciokkal egyidds. A
pénziigyi piacok fejlodésével egyre tijabb €s ujabb opcids jogok, opcids jogokat
tartalmazo értékpapirok illetve befektetési formak jelentek meg. Ezek terjedésével a
volatilitas kockéazatanak kitett intézményi és maganbefektetdk szdma is gyorsan nott.

A piac fejléddésével a tudomany is 1épést tartott. Hamar megjelentek azok a kritikdk,
amelyek a Black — Scholes modell idében allandd volatilitasat elemezték. A hetvenes
évek végén ¢és foleg a nyolcvanas évek soran egyre tjabb modellek jelentek meg arrdl,

hogyan lehet a Black — Scholes képletet a valtozo volatilitas feltételéhez hozzaigazitani.

1. A dolgozat szerkezete

Ezeket a modelleket a dolgozat elsé fejezetében veszem sorra. Igy megvizsgilom,
hogyan hatnak az eredeti Black — Scholes kornyezet egyes feltevései a valdsagban,
illetve milyen hatdsai vannak az egyes volatilitasra vonatkoz6 feltevéseknek az opcid
értekére. Ebben a fejezetben folytonos modellekkel foglalkozom. Az egyetlen kivételt a
Crouhy — Galai cikke jelenti. Ok véges szamu kereskedési idépontot vizsgalva keresték
a valaszt arra a kérdésre, hogy idében determinisztikusan valtozéd volatilitas mellett a
Black — Scholes modell milyen arazési hibakhoz vezet.

A vizsgalt modellek kozott voltak szemi-sztochasztikusak, mikor a részvényarfolyamot
¢s a volatilitast ugyanazon kockazati tényez6 befolyasolja. Illyenek Cox és Ross, Geske,
valamint Hobson és Rogers modelljei. Ugyanebben a fejezetben olyan modellekkel is
foglalkoztam, amelyekben a volatilitas a részvényarfolyamhoz hasonléan egy ©6nallo
folyamat szerint alakul. Ilyen sztochasztikus volatilitas modellek Hull és White, Scott,
Wiggins, Johnson és Shanno, valamint Naik modelljei.

Azaltal, hogy az utdbbi modellekben a szerzék a volatilitas véletlenszeri valtozasat
tételezték fel, egy Ujabb fedezendd kockdzati tényezd keriilt be a képbe. Hogy a
kockézatot — legalabb elméleti moédon — ki tudjak kiiszobdlni, valamilyen feltevéssel
kellett éljenek. Az egyik megoldas az volt, hogy feltették, hogy a volatilitas kereskedett
termék. (Johnson és Shanno [1987]) Ez azonban ellentmondott a gyakorlatnak. Ezért
masok ugy oldottdk meg a problémat, hogy feltették, hogy a volatilitds kockézata
diverzifikalhat6 ( Hull és White [1987], Scott [1987], Wiggins [1987]).



Bevezeto

Réadasul a volatilitas jovobeli alakuldsat eldre jelezni szinte lehetetlen. Ezért egyre
tobben folyamodtak ahhoz a megoldashoz, hogy piacon jegyzett opciok arabol
szamoltak vissza az annak araban benne foglalt, un. implicit volatilitast, ezt hasznéalva
fol mas, éppen kibocsatando opcidk értékének meghatarozasahoz.

A kilencvenes években ennél bonyolultabb megoldasok kezdtek kialakulni. A
szereploket mar nem csupan az érdekelte, hogy adott futamidejii opciok araban mekkora
volatilitas érték rejlik, de azt is megvizsgaltak, milyen jovdbeli aralakulas lehetett a piac
fejében az opcidk aranak meghatarozasakor. Ezeket a modelleket a dolgozat masodik
fejezete tartalmazza. Ezek a visszaszamitott modellek diszkrét idejliek. Vannak
kozottik a binomialis — Derman — Kani, Rubinstein —, és vannak a trinomialis fak —
Derman — Kani — Chriss, Dupire — modszerére, és vannak a véges differenciakra —
Rebonato — épiild modellek. Egyes modellek, megfeleléen sok opcié piaci arat
felhasznalva arra is alkalmassd valtak, hogy a piac fejében 1évo jovobeli volatilitas
alakulasrol, az un. helyi volatilitas feliiletrdl is informaciét nyerhessiink bel6liik.

A nyolcvanas évek kozepétdl az Okonometriai iddsor elemzés is harcba szallt a
volatilitas eldrejelzésére, megalkotva az ARCH és a GARCH modelleket, illetve a
késébbiekben ezek szdmos 1Uj, a valésagot még pontosabban leird fajtajat. Ezekkel a
modellekkel dolgozatomban nem foglalkoztam. Ennek tobb oka is van. Egyrészrol ezek
elemzése kiviil esett dolgozatom célkitiizésein, illetve nehezen illett az altalam vizsgalt
gondolati keretbe. Mdsrészrol a dolgozat témdja, illetve az 6nalld kutatas teriilete a
volatilitas kereskedés, ezen a teriileten pedig az ARCH-GARCH modellek
felhasznalasaval — néhany uttéré jellegi munkat leszamitva — eddig nem nagyon

kisérleteziek. (1d. Heston — Nandi [2000])H

A nyolcvanas évek végétél a piacok egyre volatilisebbé véltak. Ez a folyamat a
kilencvenes években is folytatodott, igy az ebbdl szarmazo6 veszteségek gyakorisaga is
egyre nott. A veszteségekkel parhuzamosan pedig egyre gyakrabban jelentkezett az
igény a volatilitasnak valo kitettség csokkentésére. Ugyanakkor a masik oldalrol, a
spekuldnsok oldalardl is egyre markdnsabban jelentkezett az igény arra, hogy annak
valtozasara spekulélhassanak, azaz a volatilitassal kereskedhessenek. Igy jelentek meg

az arfolyamok mozgasanak iranyara spekulalok (az n. ,,irany keresked0k” — direction

' Dolgozatomban csak egyetlen alkalommal hivatkozom arra, hogy egy altalam is vizsgalt folyamat
tulajdonképpen az EGARCH modell folytonos verzidjanak tekinthet. Az annak megértéséhez sziikséges
elméletet ott szeretném roviden ismertetni. A fenti modellek jo és részletes attekintését adja Varga [2001]



Bevezeto

traders) mellett a volatilitds keresked6k is. A kereslet pedig megteremti a maga
kinalatat.

A hagyoményosnak tekinthetd eszk6zok — Osszetett opcids pozicidk, opcidk delta
fedezése — mar a hetvenes években rendelkezésre alltak. Ezekkel azonban nem tud
mindenki kereskedni. Ezek a termékek ugyanis hozzéértést és a pozicié folyamatos
,karbantartdsat” igénylik. Ennek megfelelden, bar a banki treasury-k szamara
megfeleloek lehetnek, széles korben azonban nem tudtak elterjedni.

A dolgozat harmadik fejezetében azokat az elméleti és gyakorlati megoldasokat
veszem sorra, amelyek célja valamilyen jol arazhato és széles korben forgalmazhatod
volatilitas termék kifejlesztése. Mivel a volatilitds ,,nem létezik”, azonnali piacot
szervezni ra szinte lehetetlen. Ennek megfelelden a kisérletek is jellemzden a
volatilitasra sz616 derivativ iigyletekre vonatkoztak. Ebben egyrészt a bankok treasury
osztalyai, masrészt a mindig ujabb és Gijabb forgalmazhat6 termékek utan kutatd tézsdék
vettek részt. Ugy tiinik, hogy a termékek egyedi jellege miatt ma a bankok aktivabbak
ezeken a piacokon.

A gond —akarcsak a hagyomanyos termékeknél — ezeknél a derivativoknal is az volt,
hogyan tudja a bevallalt kockazatot a bank megsziintetni, lefedezni. A gondot az okozta,
hogy maga a volatilitds nem kereskedett termék. A kezdeményezést a tézsdék vették at,
akik a kilencvenes évek kozepétdl egymas utdn vezették be a likvidebb opciok implicit
volatilitasaibol Osszedllitott Un. volatilitds indexeket. A cél az volt, hogy ezek
szolgalhassanak a derivativok alaptermékéiil. Sajnos ezen indexek értékét szintén csak
jegyezték, nem kereskedtek veliik, igy a valodi arbitrazs a derivativok arazasakor nem
allhatott fonn.

A bemutatott modellek kézott vannak alapvetden elméleti modellek, €s vannak olyanok,
amelyek célja a gyakorlati alkalmazhatdsadg volt. Bemutatom Carr és Madan cikkének
alapjan, hogyan lehet Osszetett opcids pozicioval illetve opcidk delta fedezésével a
volatilitast eldallitani. Elemzem Neuberger logaritmikus termékét (log contract),
Derman, Kani és Kamal helyi volatilitas feliileten alapuld kereskedési modelljét. A
volatilitasra szol6 derivativ ligyletek elemzésénél Demeterfi — Derman — Kamal — Zou,
Whaley, Griinbichler ¢és Longstaff, Detemple és Osakwe, valamint Brenner, Ou és
Zhang megoldasait mutattam be részletesebben. Ezek a modellek volatilitdsra, mint
alaptermékre sz6l6 hataridds (és swap), valamint opcios iligyletek arazasat mutatjak be

kiilonboz6 részvényarfolyam és volatilitas folyamatok mellett.
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A bankok kiilonosen aktivnak bizonyultak a volatilitdsra sz0l6 termékek
forgalmazasaban. Az igy bevallalt kockdzatot pedig a wvolatilitas szintetikus
eldallitasaval igyekeztek lefedezni. Ez azonban — ahogyan az a bemutatott modellekben
is jol latszik — nem megy tokéletesen. Abban az esetben, ha a piacon hirtelen nagy
valtozasok kovetkeznek be, a befektetési bankok nagy veszteségekkel nézhetnek
szembe amiatt, hogy sajat kockazatukat nem képesek hatékonyan lefedezni.

Egy jo pénziigyi terméknek ugyanis nemcsak a piac szdmdara vonzonak, de egyuttal
szintetikusan el6allithatonak is kell lennie. Ezt az ellentmondést igyekszik feloldani
Brenner és szerzétarsai cikke. Ok ugyanis volatilitdsra sz616 opciok helyett egy osszetett
opcids pozicidra, terpeszre szold opciokat ajanlanak a befektetési bankoknak. Mivel a
terpesz értéke a volatilitas fliggvénye, a termék 1ényegét tekintve nem modosul. Viszont
a piacon kereskedett elsddleges opcidkkal ez a masodlagos opcid lényegében nagyobb
gond nélkiil fedezhetové valik.

A dolgozat negyedik, onalléo részében ennek a terméknek az elemzését végeztem el.
Egyrészt diszkrét idejii binomialis modellben — ahol mindig van fedezeti stratégia —
megvizsgaltam, milyen buktat6i lehetnek determinisztikus volatilitas mellett az altaluk
bemutatott terméknek. Ez Osszhangban van Brenner és szerzdtarsai cikkének elsod
részével, ahol a szerzok determinisztikus volatilitds alakulas mellett hatarozzédk meg az
opcidk arait. A fejezet masodik részében kiilonféle részvényarfolyam és volatilitas
folyamatok mellett vizsgaltam a termék aralakuldsat, dsszevetve egyrészt Brenner és
tarsai eredményeivel, masrészt megvizsgaltam, ez a termék mennyiben tér el Detemple
¢s Osakwe volatilitasra szo0l6 opciojanak jellemzaitol.

A késobbi félreértések elkeriilése végett mar itt, a dolgozat elején szeretném
kihangsulyozni, hogy dolgozatomban a volatilitast végig szoras — ¢s nem variancia —
értelemben haszndlom. Ennek kihangsulyozasa azért sziikséges, mert a szakirodalom
korantsem egységes ebben a kérdésben, a definiciok gyakran keverednek. A téma
szempontjabol ez annyiban mellékesnek lehetne tekinteni, hogy ha egy pozicid pozitiv
modon fiigg a volatilitastol, akkor a varianciatdl is, és forditva. Mint arr6l a harmadik
fejezetben sz6 lesz, vannak olyan termékek, ahol a volatilitas kereskedés a variancidval
valo kereskedést jelenti. Ha ilyen keriil eld, jelezni fogom, hogy az ott hasznalt

elnevezés a korabbiaktol eltér.
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2. A volatilitas termékek lehetséges vasarloi

Vizsgaljuk meg a tovabbiakban, hogy kik lehetnek a bankok tigyfelei ezen termékek
kereskedése soran. Mas szoval vegyiik sorra, hogy melyek azok az intézmények illetve
piaci szereplok, amelyek nap mint nap volatilitas kockazatnak vannak kitéve, illetve a
volatilitas, vagy egy arra sz6lo termék vasarloi lehetnek.

Ahogyan az eddig mar kideriilt, a volatilitas kereskedésben is tobb céllal lehet részt
venni. Az egyik tipikus szereplé a spekulans. De a spekuldnsokon beliil is tobb fajta
spekulans 1étezik. Vannak olyanok, akik a volatilitas abszolut mértékére spekulalnak.
Az ilyen szereplok tipikusan a volatilitds atlaghoz visszahizé (mean reverting)
jellegébdl indulnak ki. Ha az aktudlis opcidés arakban benne foglalt volatilitas
alacsonyabb, mint a korabbi idészakok atlaga, igyekeznek megvenni azt, ha magasabb,
rovid poziciot 1étesitenek. Vannak azonban az egyes lejaratok, illetve az egyes termékek
implicit volatilitasainak kiilonbségére spekulalo befektetok is.EI A spekulansok mar a
volatilitasra sz616 strukturalt termékek kialakulédsa el6tt is a piac aktiv szerepldi voltak.
Vagy opciok delta fedezésével, vagy Osszetett opcids poziciokkal (alapvetden
terpesszel) alakitottak/alakitanak ki olyan poziciokat, amelyekbdl a volatilitas
emelkedése illetve csokkenése esetén profitdlhatnak. Az Gjabb termékek megjelenése az
0 lehetdségeiket is javitotta.

Sokan azonban nem spekuldlni akarnak a volatilitdsra, hanem kivédeni annak
portfolidjuk értékére gyakorolt negativ hatasait. Ok fedezeti iigyleteket kotnek a
volatilitasra sz6lo termékek felhasznalasaval. Az & szamukra jelentettek igazi
elorelépést a tézsdéken megjelend, illetve a bankok altal kinalt volatilitas termékek.EI

A volatilitas valtozasanak kitettek egyik legjellemzdbb csoportjat természetesen azok a
bankok illetve egyéb pénzpiaci szereplok képezik, akik opciokat irtak ki. Hiaba fedezik
ugyanis folyamatosan rovid opcios pozicidjukat, a volatilitds valtozéasa ellen nincsenek
védve. Rédadasul amennyiben a Black — Scholes képlet alapjan araztdk opcidjukat, ezt a
kockazatot be sem araztdk, hiszen a modell szerint a volatilitds idében allandd, mig a
valosagban ez korant sincs igy.

A rovid opcids pozicidban 1évOk aranya az utodbbi idében jelentésen ndvekedett. Nem

csupan azokrdl van szo, akik klasszikus vanilla opciokkal kereskednek. Egyre t6bb

> Poon — Pope [1999] az S&P 100 és S&P 500 indexekre szolo opciok implicit volatilitasainak
eltérésében rejlo lehetdségeket vizsgaltak, ezek eltéréseire kereskedtek.
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termékhez kapcsolodik opcios jog, egyre tobb alap ad hozamgaranciat a befektetoknek.
Az elmult évben Magyarorszagon is megjelentek a bull CD-nek is nevezhetd garantalt
hozamot ad6 befektetési alapok.EI Ezekben a befektetok a garantélt — alacsonyabb — éves
hozam mellett egy meghatarozott portfolio6 hozamabdl is részesedést kapnak. Ezzel a
kibocsatd bank lényegében egy short call poziciot vallal. Ezt az adott alaptermékre
sz0lo opcid vételével tudja fedezni. A gondot az jelentheti — mint példaul a K&H
termékének esetében — ha a referenciaportf6li6 nem kereskedett, hanem tébb alap
Osszessége. Ekkor a kockazat egyszerii tovabbadasa nem lehetséges.

Amennyiben egy alap O6nmagaban ad hozamgarancidt — egy referencialapbdl vald
részesedés nélkiil — 1ényegében egy put opcidt biztosit a befektetonek, szintén volatilitas
kockézatot vallalva be ezaltal. Nem nehéz megjosolni, hogy a jovoben a nyugati
gyakorlatnak megfeleléen hazankban is novekedni fog a garancidval ,,megtamogatott”
alapok szdma. Mivel azonban a hazai tézsdei opcios piac egyeldre nem teszi lehetdvé a
kockézat egyszerli tovabbharitasat, itt a magyar bankok treasury-je szdmara kinalkozik
ujabb lehetdség a volatilitas kockazat fedezésére.

A volatilitds kockazat azonban nemcsak olyan cégek szamara jelent kockazatot, akik
valamilyen — akar csak rejtett — opcios pozicioval rendelkeznek. Gyakran fordul eld,
hogy egy alapkezeld szaméra a célkitlizés valamilyen nem dallanddé Osszetétela
benchmark portfolio lemdsolasa (Demeterfi — Derman — Kamal — Zou [1999]). Ebben
az esetben a volatilitas novekedésével az altala végrehajtandd tranzakciok szama is

K

novekszik, hiszen az arak gyors valtozasa a stilyok modosuldsaval jar egyiitt." Ilyen lehet
példaul, ha valaki elé egy tobb indexbdl allo portfolid masolasat tiizik ki célul ugy, hogy
azok egymashoz viszonyitott ardnya a portfolion beliil allando legyen.

A tranzakciok szamanak novekedése az alap koltségeit is noévelni fogja. Ennek a
koltségnek jelentds része a volatilitds szamlajara irhat6. Amennyiben egy ilyen
alapkezeld valamilyen termék keretében megveszi az adott piac vagy piacok
volatilitasat, a kockazatot mérsékelni tudja. A fedezet természetesen nem lesz tokéletes,
de a veszteségek csokkentésére alkalmas lesz.

Tovabbi gondok forrasa lehet, hogy nagy volatilitds esetén a koltségek ndvekedése

mellett a ,,taldlati arany” is romlik. Azaz hidba kereskedik valaki gyakrabban, a gyors

3 Tézsdei volatilitasra szol6 termék volt példaul a Deutsche Terminbdrse altal a VDAX volatilitas indexre
$z016 hataridos iigylet.

* Ilyenek a K&H Bank Fix plusz befektetési konstrukceioi (2002 vége és 2003 eleje), illetve legutébb
(2003 marcius) a Citi Bank jelent meg hasonl6 termékkel a piacon.
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arvaltozas miatt egyre kevésbé lesz képes pontosan lekovetni a célul kitlizott referencia
portfolio mozgasat. Ez a veszteség is csokkenthetdé volatilitasra szolo iigyletek
felhasznalasaval.

De felhasznalhato lehet egy ilyen termék a diverzifikacio erdsitésére is. Ahogyan arrol a
mar a CAPM modellben is sz6 volt, egyre ujabb és ujabb papirokat a portfolidba
valasztva a diverzifikacid a portfolio kockazatat csokkenti. A globalizacio és az egész
vilagon {iizleteld befektetési alapok megjelenésével azonban a diverzifikacid lehetdsége
csokkent. Egyre gyakrabban fordul eld, hogy az egyik piacon bekovetkezd esés a masik
piacot is magéval rantja, hiszen a befektetési alapok gyakran tobb piacrol egyszerre
vonulnak ki, illetve az egyik piac problémai a masikra is jelentds hatast gyakorolnak.
Ugyanakkor azt is megfigyelték, hogy az drak esése a volatilitas novekedésével jar
egyiitt és forditva. Ezaltal a volatilitasra sz616 termékek lehetnek azok, amelyek segiteni
fogjék a diverzifikaciot. Nagyobb esések esetén ugyanis egy long volatilitds pozicid az
aralakulas veszteségét képes lehet korrigalni.

Egy tovabbi érdekes felhasznalasi teriiletet emlit Demeterfi, Derman, Kamal és Zou
foglalkozo un. kockazati arbitrazsorok (risk arbitrageur) illetve fedezeti alapok (hedge
funds) is a felhasznalok kozott lehetnek. Ezek a befektetok iigyletei azon alapulnak,
hogy a fuziot tervezd cégek részvényeinek értéke kozeledni fog egymashoz, illetve egy
meghatarozott atvaltasi arémyhoz.lg| Amennyiben a volatilitas hirtelen nagyon megnd, a
konvergencia megakad, jelents veszteségeket okozva a befektetoknek. Mivel ez a
kockazat szintén a volatilitas valtozasabol ered, volatilitasra sz6lo termékkel
fedezhetdve valik.

A volatilitasnak vald kitettség azonban nemcsak a részvénypiacon érhetd tetten. A
hozamgorbe kiillonb6z0 pontjainak volatilitasa a kétvénybefektetések értékére van erds
hatassal. A hozamok gyors valtozasa kiilonosen ott lehet zavard, ahol a kotvényhez
visszahivasi vagy visszavaltasi jog kapcsolodik. Ebben az esetben megint arrol van szo,
hogy a kotvény eladoja illetve vésarldja egy olyan opciods jogot biztosit a masik
szdmara, amelynek értéke a volatilitas fiiggvénye.

Ilyenkor teljesen mértékben kiszdmithatatlanna valik, hogy egy adott papir meddig

crer

> Ez a kockazat — szerencsére — a tozsdeindexeket masolé alapok esetében nem meriil fel, hiszen az
indexek kialakitasanal eleve ligyelnek arra, hogy azok masolhatoak legyenek.
% Ilyen tigyleteket folytatott tobbek kozott az LTCM is. Részletesen lasd Dunbar [2000]

13



Bevezeto

a kotvény teljes kifizetése ,,eliszhat” a hozamok gyors véltozasaval. Ilyen példaul az
amerikai jelzalogkétvények piaca, amelyeket a hitelfelvevok névértéken barmikor
elotorleszthetnek. Hogy az elotorlesztés kockazatat csokkentsék, a jovobeli
pénzaramlasokat kiilonféle csoportokra bontottak, megosztva igy a befektetok kozott a
visszahivas kockazatat. Az egyik ilyen termékcsoport esetében az egyik befektetd csak a
kamatokat (IO — interest only), mig a masik csak a torlesztést (PO — principle only)
kapja. Az 10-t vasarlo befekteto kiillondsen rossz helyzetben van. A hozamok esésével
befektetésenek teljes értéket elveszitheti.

Szintén egyfajta opciodt biztosit a BET hatdridds dllamkétvény kontraktusa is. Ennek
alapja ugyanis egy fiktiv, a valdsagban nem létez0 kotvény, leszéllitaskor pedig az
elado valasztja ki, hogy melyik kétvény szallitia le. Ez lesz a legolcsdbban szallithatd
kotvény (cheapest to delivery) az un. LSZK (CTD).IZI

Amennyiben a hozamgérbe volatilitisa nagy, a legolcsobban leszallithatd kotvény
gyorsan  valtozhat, gyakori  kétvénycserére  késztetve ezzel a  hataridés
arbitrazsiigyletekben érintett befektetoket. Ez egyrészt a tranzakcios koltségeket néveli,
masrészt, ha az adott kotvénybdl éppen kevesebb van a piacon, vagy a hirtelen talzott
kereslet miatt tilzottan megnd az aruk, rontja az arbitrazsiigyletek hatékonysdagat. Ezek
a pontatlansagok mind a befektetok veszteségeiként jelentkeznek. Ugyanakkor egy long

volatilitas pozicidon nyereségiik képzddne, csokkentve az alappozicid veszteségeit.

A piac tehat meglehetdsen nagy, és mint arr6l sz6 volt, egyedi igényekkel rendelkezik.
Ennek megfelelden a bankok elonydsebb helyzetben vannak a szabvanyositott
termékeket forgalmazo tézsdéknél. A tézsdei kezdeményezések egyelére nem vezettek
sikerre. Bar volatilitds indexeket tobb tézsde jegyez, tartdsan egyeldre egyetlen termék
sem maradt meg a szabvanyositott piacon.

Volatilitasra sz6lo tézsdei termék is csupan egy volt, a frankfurti tézsde
részvényindexére, a DAX-ra sz6lo opcidok implicit volatilitdsabol szdmolt VDAX
indexre szO6lo hataridés tigylet. Azonban idOvel ennek a terméknek a kereskedése
megsziint. Jelenleg a CBOE probalkozik volatilitasra szol6 termékek bevezetésével. Az
eredeti tervek szerint a 2003 szeptemberében megkapott engedélyek alapjan 2003

negyedik negyedévében egyidejlileg kezdtek volna volatilitdsra sz6lo hataridds és

7 A példa akar az amerikai jelzalogkStvényekhez is kothetd lenne, hiszen azokra szintén egy ilyen fiktiv
kotvény kontraktus szol.
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opcios ligyletekkel kereskedni.EI

Az 0sz folyaman azonban az idépontot 2004 januarjara
modositottak. A fogadtatdsa alapjan ugy tlinik, ezuttal egy sikeres volatilitas termék
megjelenésére lehet szamitani.

A tézsdén kiviili kereskedelemben elsdsorban volatilitisra szolo swap tligyleteket
(gyakorlatilag hataridés iigyletekrdl van sz6) forgalmaznak, de vannak volatilitasra
sz0106 opciok is (Demeterfi — Derman — Kamal — Zou [1999]). A volatilitasra szo6l6 swap
igyletek gyakran nem kozvetleniil a volatilitasra, hanem annak négyzetére, a
variancidra szolnak, a termék kifizetése a realizalt variancia és az iigylet megkdtésekor
érvényes variancia fiiggvénye.

A volatilitds kereskedés Magyarorszagon is megindult. Mivel jelenleg csak a
devizaopciok piaca tekinthetd elegendden likvidnek, ezen a piacon jegyeznek darat
volatilitdsra. A kereskedés gyakorlatilag az opcidk vasarlasaban ¢s delta fedezésében,

illetve Osszetett opcids pozicidk létesitésében mertil ki, strukturalt termékek egyeldre

nem alakultak ki (Asztalos —Golobokov — Kurali — Wolf [2003]).

3. A dolgozat onallo eredményei

Ugy tinik tehat, hogy a volatilitisra sz0l6 termékek piaca alapvetden a bankok
felségteriilete marad. Szamukra viszont egy, a partnerek szdmara vonzd termék
értékesitésén tal az ezaltal bevallalt kockazat kezelése sem mellékes. Emiatt ugy tlinik,
hogy a Brenner és szerzétarsai altal ajanlott terpeszre szo0lo opcid a bankok szamara is
megnyugtaté megoldast jelenthet.

Ezért a dolgozat onallo részében ennek az uj terméknek az elemzésével foglalkoztam.
Elemzésemet mind diszkrét idejii binomidlis modellben, mind pedig folytonos idejii
modellek felhasznalasaval elvégeztem. A 6 kérdés az volt, hogy egyrészrdl vajon ez a
termék valdban ugyanazokkal a tulajdonsagokkal rendelkezik-e, mint egy volatilitisra
sz616 opcid, masrészrél milyen kockazatokat rejthet magaban a kiird bank szamara ez a
termék.

A binomialis modell (CRR) esetében egyetlen véletlenszertien valtozo tényezd van, a
részvényarfolyam. Ekkor a volatilitas sziikségszertien determinisztikusan alakul. Ezt a

modellt két ok miatt vizsgaltam. Egyrészt ilyen kornyezetben biztosan van fedezeti

¥ Egész pontosan az alaptermék a VIX index, azaz az S&P 500-ra sz616 opciok implicit volatilitisainak
stlyozasaval szamitott index. A volatilitds indexekr6l, illetve azok szamitasarol a harmadik fejezetben
lesz sz06 részletesen.
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stratégia, aminek az alakuldsat vizsgaltam, masrészrél Osszhangban Brenner ¢és
szerzotarsai cikkének elso részével, determinisztikus volatilitds alakulas mellett
kerestem ennek a masodlagos opcidnak az értékét.

Folytonos esetben két modellt hasznaltam fel. Az egyik az elsé fejezetben is
bemutatasra keriild Hull — White modell. Ez a modell a szakirodalomban mindenkor
egyfajta ,etalonnak™ szamitott, sokan mérték eredményeiket ehhez a modellhez.
Masrészt ebben az esetben a két folyamat — a részvényarfolyam és a volatilitds —
korreldltsaga is jol vizsgdlhato. A masik vizsgalt modell a harmadik fejezetben
bemutatésra keriilé Detemple — Osakwe éltal felhasznalt logaritmikus mean — reverting
modell. Ez egyrészt — a szerzok altal megmutatottan — a részvénypiaci volatilitds jo
leirasat adjaE! masrészt a szerzOk ezen folyamatok mellett volatilitdsra sz6l6 opcidt
araztak. Igy eredményeim az 6véikkel is 6sszevethetévé valnak.

(A tovabbiakban a Hull — White modellt HW, a Detemple — Osakwe modellt DO
roviditéssel jelolom. Folyamatok alatt mindig a részvényarfolyam és a volatilitas altal
kovetett folyamatot értem.)

A folytonos esetben az eredményeket Monte — Carlo szimulacidoval kaptam. A

programok elkészitésében és a szimuldacioval kapcsolatos kérdések megoldasaban

Benedek Gabor volt segitségemre.

3.1.Determinisztikus eset

Az eredmények vizsgélatdhoz egy egyszeri kétperiddusos modellt hasznaltam. Az
alaptermeékiil szolgaldé — a terpeszt alkoté — opcidk a masodik periddusban ¢€lnek, a
terpeszre sz0l6 masodlagos opcid az elsé periodusban. Az elsd iddszak
részvényalakulasat befolydsold volatilitast 61, a masodikét G, jeloli. Hipotéziseim a

kovetkezdek voltak:

1. Determinisztikus volatilitas alakulas esetében az arazas soran az dtlagvolatilitas
felhasznalasa arazasi hibahoz vezet.
Alhipotézis: A két volatilitas érték felcserélése esetén az opcio értéke nem lesz
ugyanaz.

2. Az arazasi hiba nem fiiggetlen a terpeszre szolo opcio kétési arfolyamatol.

? A szerz6k megjegyzik, hogy tulajdonképpen az EGARCH modell folytonos kiterjesztésérdl van szo.
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3. A delta, azaz a fedezeti arany meghatarozdsa soran is hibat kévetiink el, ha minden
periodusban az érvényes volatilitas felhaszndlasa helyett a periodusok atlagos
volatilitasat hasznaljuk fel.

Alhipotezis: A két periodus volatilitasanak felcserélésével kapott fedezeti arany

szintén nem ad azonos értéket az eredetivel.

Mikozben az elsé hipotézis teljesiilt, az alhipotézis nem bizonyult igaznak. Ez azt
jelenti, hogy az atlagvolatilitds felhasznalasa esetén az opciot félredrazzuk, raadasul
szisztematikusan tularazzuk azt. A két periddus volatilitas értékének felcserélése ATM
masodlagos opcid esetén nem valtoztat a terpeszre szold opcio értékén. Ettdl eltérd
kotési arfolyam esetén azonban a két volatilitdas felcserélése nem vezet azonos
eredményre. A masodik hipotézis szintén igaznak bizonyult. Azt az egyszerli szabalyt
fogalmazhatjuk meg, hogy a terpeszre sz6l6 call (CoST) értéke OTM esetben a 6, [TM
esetben a o, értékétdl fiigg erdsebben. Azaz a kotési arfolyam valtoztatdsaval a két
periodus volatilitasara vald érzékenységiink is modosul. Ez utobbi Osszefliggést rovid
levezetéssel is igazoltam. A harmadik hipotézis esetében mind a f6-, mind az alhipotézis

igaznak bizonyult.

3.2.Folytonos eset

A folytonos modellben a terpeszre sz6l6 call opcidok mellett az eladasi opciokat (PoST)
is vizsgaltam. Ezt a terméket korabban Brenner és tarsai nem vizsgaltak. A kovetkezd
hipotézisek egy része ennek megfeleléen a put opcidkra fog vonatkozni.
A folytonos esetben tehat két modellt haszndltam fel. Hull és White modelljében a
volatilitds a részvényarfolyamhoz hasonld folyamatot kovet, a két folyamat esetenként
korrelalt egymassal. A Detemple — Osakwe modellben a részvényarfolyam
»hagyomanyos” Brown — mozgast kovet, mig a volatilitds logaritmusa egy atlaghoz
visszahuzé folyamatot.
A vizsgalt hipotézisek a kovetkezok voltak:
1. Az indulo volatilitas értéke a masodlagos call opciok értékét noveli, a masodlagos
putokét csokkenti.
Alhipotézis: A masodlagos opcio értéke a kezdo volatilitasnak a HW modell

mellett konvex, a DO modell esetén konkav fiiggvénye.
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2. A masodlagos opciok értékét a kotési arfolyam a vanilla opciokéhoz hasonloan
befolyasolja fiiggetleniil a vizsgalt folyamat jellegétol.
3. A volatilitasnak, mint alapterméknek a volatilitasa mind a terpeszre szolo call, mind
a terpeszre szolo put értekét novel.
4. A terpeszre szolo opciok értéke erdsen fiigg a ket folyamat (részvényarfolyam és
volatilitas) kozotti korrelaciotol, illetve annak erdsségétol.
1. Alhipotézis: A HW modell esetén minél kézelebb van a két folyamat kézotti
korrelacios egyiitthato a minusz egyhez, anndl kisebb a terpeszre szolo call, és
annal nagyobb a terpeszre szolo put opciok értéke.

2. Alhipotézis: A DO modell eseten a korrelacio hatasa a HW modellnél

tapasztaltakhoz hasonlo, de a volatilitas mean reverting jellege miatt a
masodlagos opciok arara gyakorolt hatasa gyengébb, mint a masik modellnél
volt.

5. A két folyamat kozotti korrelacio és a volatilitas volatilitasanak hatdasa osszefiigg, a
ket tényezo egyidejii névekedése a CoST értekét noveli, a PoST értékét azonban
csokkenteni fogja.

Alhipotézis: A volatilitas volatilitasanak hatasa a HW modell esetén erdsebb, a
DO modell esetén gyengébb les:z.

6. A terpeszre szolo call opcio a Detemple és Osakwe altal bemutatotthoz hasonloan
fog viselkedni a futamido valtozdasaval, azaz alacsony kezdo volatilitas mellett
értékiik novekedni, magasabb kezdo volatilitas mellett csokkenni fog annak
fiiggvényében.

7. A terpeszre szolo put opcio esetén hasonloan a callokhoz, a hatralévo futamido
nagysaga egyes szakaszokon néveli, masokon csokkenti a terpeszre szolo opcio

ertéket.

Az elsé hipotézis igaznak bizonyult, azaz mindkét tipusu opcid ,,szabalyosan”
viselkedett az alaptermék fiiggvényében. Ez arra utal, hogy a volatilitas helyettesithetd
terpesszel, legalabbis az alaptermék ardnak fiiggvényében a hatds hasonlo. Az
alhipotézis megfogalmazasahoz Detemple és Osakwe irasa adta az alapoétletet. Az
alhipotézis részben igaznak bizonyult. A HW modell esetén a konvexitas a két folyamat
korreléaltsaganak fiiggvénye. Negativ korreldltsag esetén a CoST a kezdd volatilitas

konkav fiiggvénye lesz. A DO modellben az eredmény nem egyértelmii, mig a putok
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konvex fliggvényei lesznek a kezdd volatilitdsnak, a masodlagos call opcidk esetén
szintén a két folyamat korrelaltsdga hatarozza meg a fiiggvény jellegét.

Ennek kovetkeztében nem lesz minden esetben jellemzd az a — vanilla opcidkra
egyébként jellemzd tulajdonsdg — hogy az alaptermék, jelen esetben a volatilitas
értékének novekedésével a fedezeti arany (abszolut értéke) is novekszik.

A masodik hipotézis 1s maradéktalanul igaznak bizonyult, tovabb erdsitve azt az érzést,
hogy a terpeszre sz616 opcidé hagyomanyos opcioként viselkedik.

A harmadik hipotézisben a volatilitas volatilitasat vizsgaltam. Ez azért lesz fontos, mert
amennyiben szintetikusan igyeksziink a fenti masodlagos opciot eldallitani, a volatilitas
valtozékonysaga gyakoribb Ujrafedezést tesz sziikségessé. Az eredmény ebben az
esetben sem fiiggetlen a modelltdl. A HW modell keretei kozott a két folyamat negativ
korreldltsdga esetén a volatilitas volatilitdsa negativan hathat az opci6 értékére! A DO
modell mellett még érdekesebb eredményeket kaptam, a terpeszre sz6l6 put értéke mar
a két folyamat korrelaltsagatol fiiggetleniil is negativan viszonyul a volatilitas
volatilitasadhoz.

A negyedik hipotézist 1ényegében a harmadik elemzése sordn megvalaszoltuk. Az opcid
értéke valoban nem fiiggetlen attol, milyen a két folyamat korreladltsdga. Az elso
alhipotézis csak részben bizonyult igaznak. A terpeszre szolo call esetében a
korreléltsag novekedése az opcio értékét ndvelte, minél negativabb volt a korrelacio, a
CoST értéke anndl kisebb lett. Ugyanakkor a PoST esetében a hatds nem volt
egyértelmi. A szimulacio eredményeképpen a sejtésem gy fogalmazhaté meg, hogy az
ATM kozeli opcidk esetében a korrelacids egylitthaté novekedése mind a CoST, mind a
PoST értekét noveli. A madasodik alhipotézis a DO modellre vonatkozott. Azt
tapasztaltam, hogy a masodlagos opcidk értéke mind a CoST, mind a PoST esetében a
két folyamat korrelaltsdganak fiiggvényében ,,parabolaszeriien” véltozik. Mig azonban a
terpeszre szO0lo callok esetében a nulla korrelacios egyiitthatd esetén a legkisebb az
arfolyam, putok esetében éppen itt a legnagyobb az opcio értéke.

Az otodik hipotézist és a hozza kapcsolodd alhipotézist egyiitt kezeltem. Azt
tapasztaltam, hogy a vélasz a kotési arfolyam fliggvényében véltozhat. A valosagot
jobban leir6 DO modell esetében az dsszefliggés egyértelmiibb; mind a call, mind a put
opcidk esetében azt tapasztaltam, hogy a volatilitas volatilitdsanak ndvelésével a
korrelacié hatasa egyre nagyobb az opcid értékére. Annak figyelmen kiviil hagyasa a

volatilitas volatilitdsanak nagyobb értékei mellett jelentdsebb félredrazashoz vezet.

19



Bevezeto

A hatodik hipotézis nem bizonyult igaznak, mig a hetedik teljesiilt. Osszefoglaldan a két
hipotézisrdl az mondhato el, hogy a terpeszre szol6 opcid a volatilitasra sz6l6 opcidhoz
képest jobb tulajdonsdgokat mutatott, mivel mind a call, mind a put értéke a vanilla
opciokhoz hasonldan viselkedett. Azaz a CoST értéke a futamidé ndvekedésével —
egyes a valdsdgban nem relevans eseteket leszamitva — nétt, a terpeszre szolo call
idéértéke pozitiv volt. Ezzel szemben a put opciok idéértéke ITM esetben negativnak
adddott, azaz a futamiddé novekedésével a masodlagos opciok értéke csokkent.

Az eredményeket Osszefoglalva az mondhaté el, hogy a terpeszre sz6ld opciod
lényegében volatilitasra sz6ld6  opcioként mikodik. A kapott eredmények
nagyvonalakban 0Osszhangban vannak Brenner ¢és szerzétarsainak eredményeivel.
Azonban egyes esetekben — igy az ,,alaptermék™, a volatilitds volatilitdsanak esetében —
a vanilla opcioktol eltérd tulajdonsagokat produkalt a termék. Masrészrdl annak értéke
egy tovabbi elére nem jelezhetd tényezotdl, a két folyamat korrelaltsagatol is erdsen
fiigg. Ez gy interpretalhatd, hogy bar a terpeszre sz6l6 opcid a bankok szdmara sok
tekintetben vonzobb lehet, mint egy magara a volatilitasra sz0l6 opcid, nem allithato el
maradéktalanul szintetikusan.

Detemple és Osakwe eredményeivel dsszevetve azt tapasztaltam, hogy a terpeszre sz0l6
opcid a volatilitasra sz6l6 opcidonal tobb ,klasszikus” opcios tulajdonsagot mutatott.
Azaz a terpeszre sz616 opcidonak — a kordbban elemzett nehézségei mellett — a Brenner

¢s tarsai altal bemutatottakon tul egyéb pozitiv tulajdonségai is lehetnek.
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L.1. Bevezetes

Gyakorlatilag a Black — Scholes modell megjelenésével egy idoben megjelentek a
modell kritikai is. A modellel szemben egyik legtobbet hangoztatott kritika az iddben
alland6é volatilitas feltételezése volt. Abban ugyanis hamar konszenzus alakult ki a
piacot ismerdk kozott, hogy a volatilitds nem 4allando. Abban a kérdésben azonban,
hogy a volatilitds miképpen valtozik az iddben, mar korantsem volt ilyen egységes az
allaspont. Tovéabbi gondot jelentett, hogy a volatilitds valtozasanak feltételezése a
modell, s6t az egész dinamikus delta fedezet alkalmazhatosagaval szemben kérdéseket
vetett fel.

Amennyiben ugyanis a volatilitds alakulasat egy bonyolult folyamattal igyeksziink
leirni, a Black — Scholes differencidlegyenletet is modositani kell, raadasul semmi sem
biztositja, hogy tovabbra is 1étezni fog zart képlet az opcid értékének meghatarozésara.
Réadasul, ha a volatilitdst egy, a részvény 4altal kovetett folyamatot meghatarozotol
fiiggetlen kockazati tényez0 alakitja, a dinamikus delta fedezettel is gondok lehetnek.
Ilyenkor ugyanis az ujabb kockézatot egy jabb termékkel kell fedezni.

Erre elvileg két megoldas Iétezhet. Az egyik esetben feltessziik, hogy létezik egy
volatilitasra szolo termék, azaz a volatilitds maga is kereskedett. Ezzel a kérdéssel a
dolgozat egy késdbbi része foglalkozik. Itt most csak annyit jegyeznék meg, hogy ez a
feltétel a mai napig nem teljesiil maradéktalanul a piacon. A masik lehetséges dolog,
hogy a volatilitdsbol szarmazo kockazatot egy masik opcio felhaszndlasaval tedezziik.
Ehhez azonban szilikség van egy masik, mar bearazott opciodra. A kérdés ekkor az, hogy
annak az értékét hogyan hatarozzuk meg. A kor itt bezarult.

A tovabbiakban bemutatom, hogy a szakirodalomban milyen megoldasok sziilettek
ennek a problémanak a kezelésére, és megnézem, ezek mennyire hasznalhat6ak a
gyakorlatban. Ennek sordn igyekszem minél teljesebb képet adni. Ezért a fejezetben
sorra veszem a legfontosabb, legtobbet idézett és legeredetibb eredményeket tartalmazo
cikkeket azon a szempont szerint elemezve 6ket, hogy milyen, a volatilitas altal kovetett

folyamatot hasznaltak fel és milyen eredményre jutottak.
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L.2. Determinisztikus volatilitas

Talan az egyik legegyszeriibb megoldas az, ha a volatilitasrdl feltessziik, hogy valtozasa
csak az 1d6 fiiggvénye. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy a volatilitds alakulasa elére
ismert, de idében nem allando. Mivel ezzel a feltevéssel 0j kockézati elem nem kertil a
rendszerbe, a dinamikus delta fedezet tovabbra is folytathat6. Ennek megfeleléen a
Black — Scholes differencidlegyenlet sem valtozik, a zart képlet is hasznalhato. A kérdés
az, milyen volatilitast hasznaljunk az opci6 arazésa soran.

Amennyiben mi az opciot megvessziik, majd folytonosan delta fedezést hajtunk végre,
long gamma pozicidoban vagyunk. Ezért ha a részvényarfolyam volatilitdsa nagyobb,
mint az arban benne foglalt volt, nyeriink a pozicion. Ekkor egyetlen arfolyam 1épés
eredményeként elért eredményiink a kovetkezo lesz:

P&L:%rsz[af—a? |ae (1)

impl

Az opcio futamideje természetesen nem egyetlen 1€pésbdl all. Ennek megfeleléen a

fedezéssel elérhetd Osszes nyereség, illetve veszteség a kovetkezo:

impl

P&L,, = %erz o2 —o2 as )

Az opcid természetesen akkor van jol drazva, ha a delta fedezettel sem nyerni, sem
vesziteni nem lehet. Ebbdl az kovetkezik, hogy az opcidé 4araban benne foglalt

variancianak az egyes periodusok variancidja atlaganak kell lennie, azaz:

oo =Y 0lA =0, T (3)

impl atlag
Ahogy a Iépések hosszat egyre kisebbnek vessziik, az 6sszeadas helyét természetesen az
integral valtja fel. A fenti eredménnyel kapcsolatban azonban tobb megjegyzést is kell

i

tenniink.~ Az atlag, mint a volatilitds helyes mértéke csak akkor szerepelhet, ha a 2.

egyenletben a T'S? kifejezés értéke allandd. Ez pedig természetesen nem igaz. Ebben az
esetben varhatd értékben jo megoldast fog adni az atlag, azonban a valdsdgban mindig
csak egy ,realizaci” valdsul meg. Igy lehetnek j6 és rossz palydk. Ez persze azt
jelentheti, hogy az egyének kockazathoz vald viszonya beépiil az arakba, ami pedig

nyilvanvaloan ellentétes a feltételezésekkel.

" A kritikai megjegyzéseket részletesebben lisd Rebonato [1999].
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Ennek megoldasa periodushossz roviditése lehet. Azaz ha a részvényarfolyam nem
csupan né¢hany alkalommal valtozik, akkor a fedezetet is gyakrabban kell kiigazitani.
Ahogy a periddushosszal tartunk a nullahoz, ugy az atlag felhasznalasa egyre kisebb
hibahoz vezet. Osszefoglaloan tehat annyit mondhatunk, hogy a Black — Scholes modell
feltevései mellett, mikor is feltessziik a folytonos kereskedést és delta fedezetet, az atlag
a megfeleld érték lesz. Abban az esetben azonban, ha a fedezetet ritkabban hajtjuk
végre, a pozicid nyereséges €s veszteséges is lehet.

Rebonato egy tovabbi kérdést is vizsgal (Rebonato [1999] 37-41. oldal.). A fedezéshez
vajon az opcié teljes futamideje alatt érvényes atlag varianciat kell alkalmazni, vagy

csupan a hatralévé futamiddre érvényes értékek atlagat. Azaz

atlag

T
o’ T:jajdu 4.
0

atlag

T
o, T= Iof du (5)
t

egyenletek koziil melyik hasznalhatd jobban. Rebonato a konvergencia szempontjabol
kereste a valaszt, azaz a periddushossz csokkentésével melyik megoldas kozelit
hamarabb az elméleti értékhez. Azt talalta, hogy amennyiben az alaptermék (részvény)
aralakulasat leir6 folyamat varhatd novekedése (drift) fiiggetlen annak jelenlegi
értékétol, a teljes idoszakra szamitott atlag jobb, azaz a 4. egyenlet altal adott megoldas
hamarabb konvergdl az elméleti értékhez. Rebonato megvizsgélta a kérdést arra az
esetre is, mikor az alaptermék arfolyama az atlaghoz visszahuzd, un. mean reverting
folyamatot kovet. Ebben az esetben viszont azt talalta, hogy a dinamikus fedezet az 5.
egyenlet alapjan szamitott volatilitas felhasznalasaval sikeresebb volt. Ebben az esetben
ugyanis az alaptermék ndvekedési liteme és a jelenlegi értéke nem fiiggetlen egymastol.
Ez kiilonosen a kamat derivativok esetén lehet fontos megallapités.

Az atlag, mint megfelel6 mérdszam felhasznaldsanak tovabbi kérdéseit Crouhy és Galai
elemezték (Crouhy — Galai [1995]). Mondandojukat egy egyszer(i binomialis modellben
mutattdk be. Az opcidt kiird, majd az ebbdl eredd kockéazatukat fedezé bankok ugyanis
nem minden pillanatban, hanem csupan diszkrét idékozonként, altaldban naponta
fedezik ujra pozicidjukat. Dolgozatuk koézéppontjdban ennek megfeleléen annak
vizsgalata allt, hogy a fedezeti arany kiszamitasanal vajon a kovetkezé fedezésig
hatralévd iddszak, ha tetszik periddus volatilitasat hasznaljak-e fel, vagy inkabb az

opcid teljes futamideje alatt érvényes volatilitdsok atlaganak haszndlata a célszert.

23



L. fejezet — Opcidarazas sztochasztikus volatilitas mellett

A kérdés tehat tulajdonképpen visszatérés a Rebonato altal is vizsgaltakhoz. Ott
egyszeriien azzal intéztiik el, hogy a 1€péskoz roviditése a problémat megoldja. Itt
viszont azt a gyakorlatban is igen gyakran felmerilé kérdést tisztazzuk, hogy
amennyiben nem tudunk folytonosan kereskedni, akkor milyen megoldassal tudjuk a
lehetséges veszteséget (vagy szerencsés esetben nyereséget) minimalizalni.

Crouhy ¢s Galai egy binomialis modellt vizsgaltak, ahol a két idészak volatilitasa eltéro.
Egész pontosan két esetet elemeztek. Az egyikben az els6 periddus volatilitasa volt a
nagyobb, a masikban a masiké. A volatilitds értékek, és igy az atlagok is azonosak
voltak a két esetben. A részvények arfolyamanak lehetséges értékeit az 1. abra
tartalmazza. Hasonlo jeloléssel az opcidk értéke is felirhatd. A tovabbiakban, hogy az
egyes eseteket meg tudjuk kiilonboztetni, az alsé indexek mellett egy fels6 indexet is

hasznalunk. Az 1 értelemszertien az els6, a 2 a mésodik folyamatot fogja jeldlni.
S

1. eset 2. eset

Nézziik a fedezeti aranyokat! A binomialis modellnek megfelelden a deltdk értékét az
opci6 és a részvény ,terjedelmének” hanyadosaként szamithatjuk. Igy az egy periodus

mulva emelkedés esetére érvényes delta értéke:

k k
= % ahol k=1,2 (6.)
S24
A mai delta értéke pedig
k k
A _% ahol k=1,2 (7)
S12

? Forras: Crouhy — Galai [1995]
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Behelyettesitve az opcid ¢és részvényarfolyamokat az egyes esetekre a kovetkezd

deltakat kapjuk:
1 [((1 + r) -d, )(C214 - Czlz )+ (uz - (1 + ”))(Céz - Czll )]
Sl St —d, Yut, —d,) ®)
1 [((1 + r)— d, )(C224 - C222)+ (”1 - (1 + r))(C223 - C221 )]
Sl St —d, Yu, —d,) )

ahol u; és u, az elso, illetve masodik periodus ndvekedési iiteme az egyes esetekben, d;
¢s dy hasonldan a csokkenés mértéke, r pedig az egy periddusra érvényes, itt allandonak

feltételezett nagysagi kockazatmentes hozam. A két tort nevezdje lathatdéan azonos,
illetve a fenti abran is megfigyelhetd, hogy C,, = C,,, illetve C), = C;,. Az egyszeriiség
kedvéért tegyiik fel tovabba, hogy az opcid kotési arfolyama mindkét folyamat esetén
azonos, ¢s a masodik periodus két kozépso értéke kozé esik. Ekkor mindkét esetben a
két ,,als6” részvényérfolyam mellett az opci6 értéktelen, azaz C), =C), =C;, =C;; =0.
Ezt figyelembe véve az opcidk lehetséges értékei a masodik periodus végén a
kovetkezok lehetnek:

C,, =Ci =Suu, - K

C), =Sud, - K (10.)

C;, =8du, - K

Ha tovabba feltessziik, hogy a binomialis modell a Cox — Ross — Rubinstein modell,

azaz u=e’, tovabba d =1/u, akkor a kovetkez6 érdekes megallapitas tehetd.
Amennyiben K/S=1, azaz az opci6 ATM, a két eset deltdja azonos, azaz mindegy,

Bl

milyen sorrendben kdvetik a lehetséges volatilitas értékek egymadst.” Ha azonban ettdl
eltér a kotési arfolyam, a két esetben a fedezeti arany nem ugyanaz, igy az atlag alapjan
torténd fedezet nem csdkkenti nulldra pozicionk kockdzatat. Crouhy és Galai azt a
tovabbi érdekességet talaltdk, hogy a fedezeti aranynak a kotési arfolyamra vald
»erzékenysége” abban az esetben nagyobb, ha az els6é volatilitas a nagyobb. A masik
esetben a kotési arfolyam jelentdsége kisebb.

Folytonos modellben, azaz alland6 fedezet mellett ezek a kiilonbségek eltlinnek. Mivel

crer

arany kiszamitdsanal az atlag nem elegendd. Az atlag mellett a kovetkezd iddszak

> Az ATM értéket most Gigy értelmeztem, hogy S=K. Természetesen ezt az elnevezést most csak a
definicio egyszeriisitése végett alkalmaztam, egyébként ATM-nek akkor neveziink egy opciot, ha
S=PV(K).
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volatilitasat is figyelembe kell venni, a kettdé kombinécioja jatszik szerepet. Ez

kiilonosen a rovidebb futamidejii opciok esetén jelentds.

1.3. Szemi-sztochasztikus volatilitésjﬁ—‘|

Ezek a modellek annyiban kiilonboznek az el6zdektdl, hogy felteszik a volatilitas
véletlenszeri alakulasat. Ez azonban nem jelenti egyuttal egy masik véletlen valtozo
bevezetését is, a volatilitds értékét ugyanis a részvényarfolyam fliggvényének tételezik
fel. Ennek megfelelden ezt az esetet nevezik az arfolyam szintjétdl fiiggd (level
dependent) volatilitds modelljének is. Ebben az esetben konnyebbséget jelent, hogy
mivel ) kockazati tényezd nem keriil a modellbe, az az eddigiekhez hasonloan
kikiiszobolhetd. Mashogyan fogalmazva a piac tovabbra is teljes lesz, a ,,hagyomanyos”

delta fedezet tovabbra is érvényes.
11.3.1. A CEV (Constant Elasticity of Variance) modell

A konstans rugalmassagu variancia (CEV) modell némileg egyszeriisiti a volatilitas
alakulasat leiro fiiggvényt. Felteszi ugyanis, hogy a volatilitas értékét befolyasold két
tényez0, azaz az 1d6 ¢€s a részvényarfolyam hatasa egymastol elkiilonithetdek. Azaz a
CEV modellek feltevése, hogy a volatilitasra igaz, hogy:

o(S,1)=h(S)s(t) (11.)

ahol h(S)=S”, B=0. Igy a részvényarfolyam altal kovetett folyamat a
kovetkezOképpen modosul:

dsS = u(t)Sdt+5S’s(t)dz (12)

A B=0, %5 és 1 értékek esetén egyértelmii zart képletre visszavezetheté megoldas
talalhato. Ettdl eltérd esetben — ahogyan azt Rebonato megmutatta — a modositott Bessel
fliggvény hasznélataval adhato meg az erre a részvényre szold opcid ara (Rebonato
[1999] 99-100. oldal).

A CEV modellt hasznalta példaul Cox és Ross [1976]. Azt talaltdk, hogy ekkor is a

* A szakirodalomban az aldbbiakban bemutatott modellek csoportjat helyenként korlatozottan
sztochasztikus (restricted-stochastic) volatilitas modellek csoportjanak is nevezik.
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/AP 2 9%/
O—rSaS rf at+2(SG(S)) Y (13)

egyenlet megoldasaval adhatjuk meg az opcid értékét. Késobbi tanulmémyokE| ugy
talaltak, hogy Cox és Ross feltevései mellett a Black —Scholes modell az OTM call

opcidkat alul, mig az ITM-eket talarazza.
11.3.2. Geske opciora szolo opcioja

Szintén egy, a részvényarfolyam fliggvényében valtozo volatilitasra épiilé modell Geske
tobbszords opcids modellje (Geske [1979]). Geske szerint, amennyiben a vallalat
részvényeit ugy fogjuk fel, mint egy-egy opciot, akkor a részvényre szolo vételi jog
tulajdonképpen egy tobbszords opcid. Ugyanakkor az opcid alaptermékének, azaz a
részvénynek a volatilitdsa sem tekinthetd allandonak. Azt ugyanis, tobbek kozott a
tokeattétel is befolyasolni fogja.
Geske modelljében tehat mindennek az alapja a vallalat értékét (€2) leir6 Brown
mozgas, alland6 volatilitassal:
dQ = u,Qdt+o,QdzZ, (14.)
A részvény (S), mint egy, a vallalat értékére szolo vételi jog értéke:
S=QN(k )-De"™ N(k,) (15.)

El

ahol D a vallalat T idépontban lejaré addssagainak értéke™, tovabba a

1n(Q/D)+(r+;O'éj(TD )

OorT,—t
ky, =k —0u4T,—t

Tovéabba a részvényarfolyam volatilitdsara igaz, hogy az a részvényarfolyam negativ

ky = (16.)

figgvénye:
c.o—c. 295
ST 500

Ha a részvényarfolyam nd, a vallalat tokeattétele csokken, és ezaltal annak kockazata is

o, (17.)

mérséklodik. Geske modellje szerint ebben az esetben a részvény hozaménak a szdrasa

> Idézi Hobson — Rogers [1998]
% Geske feltette, hogy a vallalat adossagai elemi kotvény jellegiiek, azaz egyetlen idépontban kell fizetnie,
akkor valik az dsszes tartozasa esedékessé, és addig kamatfizetési kotelezettsége a vallalatnak nincs.
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is mérséklédni fog. Hasonl6 logikdval, ha a részvényarfolyam csokken, a részvény
volatilitasa ndvekedni fog.

Geske a Black — Scholes modellt sajat modellje egy specialis esetének tekintette. Ha
ugyanis a céget tisztan sajat tokébdl finanszirozzdk (D=0), vagy hiteleinek futamideje
végtelen (Tp=w), az eredeti Black — Scholes modellhez jutunk vissza.

Geske azt talalta, hogy amennyiben a valdsagot az ¢ modellje irja le jol, a Black —
Scholes képlet az OTM call opcidkat alul, mig az ITM vételi jogokat tul fogja arazni.
Emellett, ha a fedezeti aranyt (delta) az egyes periddusokban a Black — Scholes képlettel
szamitjuk, adott opcid kockazatainak fedezéséhez tal kevés részvényt fogunk

felhasznalni, igy a fedezett portf6lio mégsem lesz kockazatmentes.
11.3.3. A Hobson — Rogers modell

Hobson és Rogers egy a multbeli arfolyam, egész pontosan a historikus log-arak
figgvényében irtdk fel a volatilitast (Hobson — Rogers [1998]). Jelolje ennek

megfelelden a tovabbiakban a diszkontalt log-ar folyamatot Z;, ahol
Z =In(s, &) (18.)

Definidljunk tovabba egy F,” eltolo (offset) fliggvényt, amire igaz, hogy
F" = I we"(Z,-27,_,) du (19.)
0

ahol y azt az értéket mutatja, amivel a jovobeli informaciok jelenbeli értékét
kiszamolhatjuk.

Legyen a volatilitds ennek az F," -nek a fiiggvénye. Ekkor igaz, hogy

Az, =p(F ..F")dt+o (F'..F")dw, (20.)

azaz a részvényarfolyamban bekovetkezett valtozasok a volatilitas értékére is hatéssal
vannak. Hobson és Rogers a fenti egyenletet annyiban egyszerisitette, hogy feltette,

hogy n=1, azaz a volatilitas csak F' fiiggvénye. Ekkor igazolhaté, hogy az eltolo

fliggvényre igaz lesz az alabbi Osszefliggés:
dF, =[u(F,)-yF Jdt+o (F,)dw, (21
A Feynman - Kac formuldt haszndlva Hobson ¢és Rogers a kovetkezd

differencidlegyenlettel irtak le a derivativ (f) értékét:
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(FSai—r]‘—l//Fai—ai)+(_lai+lS2 azf+lazf 5 ot JG(F)z =0

EN JOF ot 20F 2 9S* 20F®  0SOF
(22))
A megoldas peremfeltétele:
f(8,F,0)=4(S) (23

azaz a kifizetési fiiggvény csak az alaptermék aranak fliiggvénye.

Lathatoan akkor, ha a volatilitas idoben alland6 lenne, a 22. egyenlet éppen a Black —
Scholes differencidlegyenletet adna vissza. Hobson ¢és Rogers a tovabbiakban
numerikus eljarassal becsiilték meg az opcidk értékét, illetve, hogy ellendrizzek,
mennyiben magyarazzak jol a piaci arakat, az igy kapott opcids arakbol kiszamitottak a
Black — Scholes modell szerinti implicit volatilitdsokat. Feltették, hogy a volatilitas a
kovetkezd modon irhato fel a késleltetd fliggvény alapjan:

o(F)=ny1+eF*> AN (24.)

ahol n és € paraméterek.

Azt talaltak, hogy modelljiik jol irja le a piacon tapasztalhatd volatilitds mosolyt. Az
implicit volatilitds feliilet a kotési arfolyam konvex fliggvénye. Raadasul az is
megallapithatd, hogy abban az esetben, ha a jelenlegi log-ar a multbeli atlaganal kisebb,
a mosoly negativ lejtési, mig abban az esetben, ha az F, pozitiv, a meredekség is
pozitiv lesz. Ha F( nulla, a mosoly ,,szabalyos”, azaz kozel szimmetrikus lesz.lz|
A modell tehat egyszerti feltevések mellett jol kezelhetd, és a valdsagot elég jol kozelitd

megoldast ad.

1.4. Sztochasztikus volatilitas

A volatilitds sztochasztikus alakulasat feltételez6 modellek alapvetden abban
kiilonboznek egymadstdl, hogy milyen feltételezésekkel éltek a volatilitas alakulasat leird
folyamatokrol. Mivel kordbban a determinisztikus, illetve a szemi-sztochasztikus
esteket mar megvizsgaltuk, itt azok a folyamatok kertilnek el6, ahol a volatilitas értékét

egy, a részvények aralakulasat befolyasolétol kiilonbozo véletlen folyamat alakitja. Ez a

7 Természetesen amennyiben a volatilitaist ennél bonyolultabb fliggvénnyel akarjuk leirni, a
megallapitasok is sokkal bonyolultabbak lesz. Ezek a fliggvények viszont alkalmasak lehetnek nemcsak a

mai mosoly leirasara, de annak jovobeli alakulasat is modellezni tudjak.
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folyamat lehet egy, a részvény arat meghatarozo véletlen folyamattdl fliggetlen masik
Wiener folyamat, de lehet, hogy a két véletlen tényez6 valamilyen szinten korrelal
egymassal. Persze az is lehet, hogy a volatilitas értéke, szemben a részvények
arfolyamaval egy mean reverting folyamatot kovet.

Sokan vizsgaltak, elemezték a volatilitdst, mindenki a folyamat mas-mas elemét tartotta
kiemelésre érdemesnek. Azonban a kiilonbség nem csupan ennyi. Mint arrdl mar szo
volt, ha a két véletlen folyamat egymastol tobbé-kevésbé fiiggetleniil alakul, felmertil a
piac teljességének kérdése. Amennyiben ezt elvetjiik, a befekteték kockazathoz vald
viszonya, ha ugy tetszik preferencidi, visszaszivarognak az elemzésbe, igy altalanosan
elfogadott, arbitrazson alapuld ar nem feltétleniil adhat6. A szerzok tobbsége ennek
megfeleléen egyensulyi modellek kialakitasaval probalkozik, a CAPM, vagy éppen az

APT modell egyes eseteire visszavezetve az allitdsokat.

11.4.1. A Hull — White modell

Ezen a teriileten a taldn legkiemelkeddbb cikk Hull és White nevéhez fiizédik (Hull —
White [1987]). Céljuk a preferenciaktdl mentes arazas fenntartdsa mellett az opcio
értékének meghatarozasa volt. A részvény és a volatilitas altal kovetett folyamatok az 6
modelljiikben a kovetkezoek:

dS=uSdt+oSdw (25.)

dV =gV dt+&Vdz (26.)

ahol V =07, dw és dz a két, egymassal p korrelacioban 1évé Wiener folyamat, 1 a
részvény varhato hozama, ¢ a variancia (volatilitds négyzet) ,,varhat6 hozama” (varhato
novekedési liteme), ¢ a volatilitds, a & pedig a variancia (azaz tulajdonképpen a
volatilitas) volatilitasa.

A fenti egyenletrendszer, bar kétségteleniil szép, a valdsdg pontos leirasdnak aligha
tekinthetd. Mindazonaltal a szakirodalomban — talan éppen attekinthetdsége és
viszonylagos egyszerlisége miatt — Kkitlintetett szerepet tolt be. Annak ellenére, hogy
hibai lathatoak, az egyik legtobbet hivatkozott modellel allunk szemben.

Mivel jelen esetben két véletlen tényezd hat az opcio értékére, a Black — Scholes
differencidlegyenlet ennek megfeleléen eggyel tobb tényezd szerinti derivaltat fog
tartalmazni. Rédadasul megjelenik a vegyes derivalt is. Az f szarmatatott tigylet értékét

leir6 egyenlet ebben az esetben a kdvetkezo alakot olti:

30



L. fejezet — Opcidarazas sztochasztikus volatilitas mellett

I P L L R AP .
o 2[05 PRS-l arﬂ} 7=775%s ol =r)lo Y%

(27.)
ahol u* a piaci portfolié folytonosan szamitott varhato hozama, By pedig a ,,variancia
hozaménak™ a piaci portf6lié hozamara vonatkozo bétdja.
Ez azonban varhato hozamokat, és ezaltal egyéni preferencidkat tartalmaz. A megoldas
az lehet, ha feltessziik, hogy a volatilitasnak nincs szisztematikus hibaja, azaz a piaci
portfoliora vonatkoztatott bétdja nulla. Ez pedig azt jelenti, hogy a volatilitas és a piaci
portfolié hozama kozotti korrelacio nulla.
Ne felejtsiik el, hogy a korabbiakban mar azt is feltételeztiik, hogy a volatilitas és a
részvényarfolyam sem korrelaltak egymassal. Azaz két fliggetlenségi feltétel van! Egyik
a részvényarfolyam ¢és a volatilitds korreldlatlansagarol szol, a masik a piaci portfolio
hozama és az alaptermék volatilitdsa kozotti Osszefliggésekrdl. Ezen feltevések
kovetkeztében a 27. egyenlet egyszertisodik.
Az éarazas innen ett6l kezdve a ,,megszokott” titon halad tovabb. Azaz vessziik az opciod

kockéazatmentes viladgbeli varhat6 lejaratkori kifizetésének jelenértékét:

£(8,.02.0) = [ £(8,.02.7)plS, |5,.02 )as, (28.)

ahol p(ST f) a lejaratkori St arfolyam t iddpontban adott S; és o; értékek melletti

feltételes valoszintliség eloszldsa. Mindezeket felhasznalva Hull és White a kovetkezd

megoldasra jutott:

r(s,.02.1)= _H T’If (

Ertelmezziik az eredményt! Nézziik a szogletes zarojelen beliili részt! Ez lathatoan egy

v)as,| 17| o?)dv (29,

Black — Scholes ar olyan feltevés esetén, mikor a volatilitas értékét az egyes periddusok

volatilitds értékeinek atlaga adja. Ahhoz, hogy ez valdéban egy Black — Scholes ar
lehessen, az is sziikséges, hogy g(ST ‘V) lognormalis eloszlast legyen. Mivel
onmagaban St eloszlasa lognormalis, és a részvényarfolyam ¢és a volatilitds, igy annak
atlaga is fiiggetlenek egymadstol, belathatd, hogy ez a feltétel teljesiilni fog. Nem lehet

azonban elégszer hangsulyozni, hogy amennyiben a fiiggetlenségi feltétel sériil, a képlet

nem ad helyes megoldast.
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Amennyiben tehat a szdgletes zarojelen beliili érték egy opcionak a Black — Scholes

3

képlet alapjan szamitott ara, a képlet egyszertibb alakra hozhato:
£(s,.0%.0)= [c7)

Hull és White tgy talalta, hogy ilyen feltevések mellett a Black — Scholes képlet

o2)dv  (30.)

alkalmazasaval az ATM opciodkat a piac til, mig az OTM és ITM opcidkat alul arazza.
Hull és White dolgozatanak egy masik jelentdés eredménye, hogy megvizsgaltdk az
opcid értékének alakuldsat olyan feltevés mellett is, hogy a volatilitds mean reverting

folyamatot kovet. Igy a 26. egyenlet a kovetkez6 alakot 6lti:

oy -Vt eva: (31

ahol o, & és v allandok. Azt talaltdk, hogy a 30. egyenlet ebben az esetben is
hasznalhato. Az opcid értékének a Black — Scholes értékhez vald viszonya itt is az
elobbihez hasonld, azaz az OTM ¢és ITM opcidkat alul, az ATM opcidkat tul arazza az
allando volatilitdson alapulé modell.

Azokban az esetekben azonban, és itt mindkét folyamatrol sz6 van, ha a
részvényarfolyam ¢és a volatilitas korreléltak, a zart képlet nem hasznélhaté.mEbben az
esetben Monte Carlo szimulaciét alkalmaztak. Pozitiv korrelacid esetén az OTM opcidk
alul-, mig az ITM-ek tularazottak voltak, mig negativ korrelacié esetén az ellenkez6jét
tapasztaltak.

Hull és White modelljének jelentdsége igen nagy. Nekik sikeriilt a gyakorlatban is

hasznalhato modellt teremteniiik, aminek nagy hatdsa volt a késobbiekben mind a piaci

gyakorlatra, mind pedig az elméleti modellekre.
11.4.2. Scott mean-reverting modellje

Hull és White modelljéhez nagyon sokban hasonlé modellt irt fel Scott (Scott [1987]).
A volatilitds, hasonléan a Hull ¢s White altal vizsgalt esethez atlaghoz visszahuzo
folyamatot kovet. Néala azonban a volatilitds volatilitisa nem fiigg annak mai értékétol.
Ezen tul abban is eltér az elobbi modelltdl, hogy a volatilitasra, és nem a varianciara irta

fel a folyamatot. Ennek megfelelden a volatilitas a kovetkezé folyamat szerint alakul:

¥ A gond ezzel a képlettel csak az, hogy a h(I_/‘O'tz ) eloszlas megadasa korantsem trivialis. Egy lehetséges

megoldast ad meg Hull és White ([1987] 287-288 oldal).
’ Hull [1999] a 31. egyenletet egy ettél eltéré formaban irja fel: gy = a(I7— V)dz +&V°Sdz, de a
folyamat lényege itt is ugyanaz.
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do=alo—o)dt+&dz (32.)

Ebben az esetben a volatilitas akar negativ értéket is felvehetne. Scott ezt azzal intézi el,
hogy a variancia ebben az esetben is pozitiv, ami viszont mar nem okoz gondot.
Megoldasa ennek ellenére kevésbé altalanos, mint Hull és White modellje.

A kockazati elemnél kevesebb termék kérdését ugy oldja fel, hogy egyenstlyi modellre
épiti megoldasat. Felteszi, hogy a volatilitasbol szarmazé kockéazat diverzifikalhato.

Ross arbitralt arfolyamok modelljére (APT) épit. Az opcid varhatdé hozama nala ennek

megfeleléen
AN I T
E[fJ_[ +an(y )+aaf }lt (33.)

ahol (u-r) az alaptermék kockézati prémiuma, A" az alapterméknek a volatilitas
kockazatabol ad6do kockazati prémiuma. Ennek felhasznalasaval az opcid értékét leird
differencialegyenlet a kovetkezo:
_J 20°f If 10 f 3f f
+ 0 ’S oS + S o—-0 0
- Sl rptos vl Sy “plo-o)-71-
(34.)

Zart képletet azonban nem sikeriilt adniuk ennek az egyenletnek a megoldasara. Ezért a

tovabbiakban Monte Carlo szimuldcioval dolgoztak. Feltették, hogy a volatilitasbol
szarmaz kockazat diverzifikalhato, azaz X*ZO, tovabba Hull és White megoldasahoz
hasonldan, hogy a két véletlen folyamat fliggetlen egymastol, azaz p=0. A folyamat
paramétereit piaci adatokbol becsiilték, majd eredményeiket dsszevetették az ugyanerre
a papirra szo6l6 opcid piacon jegyezett arfolyamaival.

Ugy talaltak, hogy az altaluk kapott eredmények a piaci adatokat jobban magyarazzak,
mint a Black — Scholes értékek. Az altaluk kapott opcidkbol visszaszamitott implicit
volatilitasok nagyon érzékenynek bizonyultak a két folyamat korrelacids egyiitthatojara.
Ezt anndl is inkabb jelentdsnek talaltdk, mert a korrelacio értékét Scott nem tudta a piaci
adatokbol jol becsiilni, illetve ennek értéke az opcio €lete folyaman valtozhat is.
Hasonlitott tehat ez a megoldas a Hull és White altal kifejlesztetthez, azonban Scott nem
tudott zart képletet adni. Nala a szimulacié eredményeként a kozéppontban nem a Black
— Scholes értékektdl valo eltérés, hanem a folyamat paramétereire valod érzékenység all.

Ebbdl a szempontbol pedig a korrelacio kiillondsen fontosnak bizonyult.

' A volatilitas és a piaci portfolié hozaménak korrelalatlansagat ebben az esetben is feltették.
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11.4.3. Wiggins modellje

Ugyancsak 1987-ben sziiletett Wiggins modellje, aki szintén sztochasztikus volatilitas
mellett probalta meg az opcid értékét meghatarozni (Wiggins [1987]). Mivel 6 sem
tételezte fel, hogy a volatilitas kereskedett termék, a megoldas soran a varakozasokat és
a preferencidkat nem hagyhatta figyelmen kiviil. Hogy feladatdn némileg konnyitsen,
megoldasat megprobalta a CAPM modellre visszavezetni.

Ennek megfelelden eldszor egy részvényindexre szold opcid értékét probalta
meghatérozni.DFeltette tovabba, hogy az opcio szintetikus eldallitasara 1étrehozott Gn.
fedezeti portf6lido hozama, valamint az alaptermék, jelen esetben a piaci portfolio
hozama korrelalatlanok. Ebben az esetben ugyanis igaz az, hogy a fedezeti portfolio
bétaja nulla, igy elvart hozama a kockazatmentes hozam kell, hogy legyen. Abban az
esetben azonban, ha a standard CAPM modell nem 4ll fenn, illetve, ha az alaptermék
nem a piaci portfolio, ez nem lesz igaz. Ekkor felteszi, hogy a fedezeti portfolié plusz
kockazata, valamint az alaptermék kockazata korrelalatlanok.

Wiggins az Ito lemma ¢és a kockazat piaci aranak felhasznalasaval irja fel az opcio
értekét meghataroz6 differencidlegyenletet. A részvényarfolyamot és a volatilitast leird
differencialegyenletek a 25-26. egyenletekhez hasonloak, eltérés abban van, hogy
egyrészt Wiggins nem a variancidra, hanem a volatilitasra irta fel a masodik egyenletet,
masrészt a volatilitas varhatd novekedési iitemét fiiggévé tette a volatilitastol. fgy a
volatilitast leird egyenlet a kovetkezd format olti:

do=¢(c)dt+Ecdz (35.)

Ebbdl az opcid értékét meghatarozo differencidlegyenlet a kdvetkezd:

1 oS, f af ) 28 f 2’ f
2 oS 852 rf+ o6 pso S Sacr+ (36)
+§—{;[¢<a>—< —Ap@%a -p Y]

ahol f az opcio értéke, r a kockazatmentes hozam, p a két folyamat kdzotti korrelaciods
egyiitthatd, A pedig a kockazat piaci éra.El Lathatoan ebben az esetben a varakozasok
benne maradnak az egyenletben. Két ponton is: egyrészt benne vannak az adott

alaptermék kockéazati prémiumaban (U-r), masrészt a kockazat piaci araban. gy

""" Amennyiben az indexet alkotd részvények arfolyamanak eloszlésa lognormalis, akkor az ezekbdl
felépiild index arfolyamanak eloszlasa sziikségképpen nem lesz az. Eppen ezért Wiggins a lognormalités
feltevését nem hasznalja elemzése soran.

12 Azaz A= (ﬂ —r)/0'2
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Wiggins a tovabbiakban egy tipikus befektetd ,tipikus” logaritmikus
hasznossagfliggvényét hasznalja fel.

Ilyen feltevések mellett azt taldlta, hogy amennyiben a részvényarfolyam véaltozésai €s a
volatilitds valtozasai korrelalatlanok, az implicit volatilitdst kiszamolva megjelenik a
smile. Azaz a Black — Scholes arhoz képest az ITM és az OTM opcidk tobbet érnek
ezzel a modszerrel drazva. Negativ korrelacio esetén az ITM call opci6 ara meghaladta a
Black — Scholes arat, az OTM opcioké elmaradt attol.

Lathat6 tehat, hogy sok tekintetben hasonld eredményt sikeriilt produkalni Wigginsnek
is, mint a Hull — White szerzOparosnak. Wiggins eljardsa azonban inkabb csak egy
érdekes elméleti megkozelités, semmint a gyakorlatban alkalmazhat6 eljaras. Erdekes
mindazonaltal, hogy a korreldlatlan esetben a két kutatds eredménye teljesen

egybecseng.
11.4.4. Johnson és Shanno modellje

Johnson és Shanno Wigginshez hasonl6an nem a variancidra, hanem a volatilitasra irtdk
fel a masodik véletlen folyamatot (Johnson — Shanno [1987]). Naluk azonban a
volatilitds varhatdé novekedési liteme nem fligg a volatilitdstol. Az altaluk feltett

folyamatok a kovetkezdek voltak:

dS = uSdt+0oS“dw (37.)

do =¢odt+Eo” dz (38.)

ahol o és B > 0 allandok, a két véletlen tag kozotti korrelaciot pedig a tovabbiakban p
jelé')li.ElA kérdés ugyanaz, mint az eddigi esetekben, a valasz azonban eltér attol. Most
is két kockazati tényezOnk van, azonban Johnson és Shanno ahelyett, hogy a
kozombosségekkel, vagy éppen a korrelacid értékének megvalasztasaval probaltak
volna megoldani a problémat, feltették, hogy 1étezik olyan termék, aminek az értéke a
volatilitas fiiggvénye. Igy 1étezik olyan termék, minek értékét a

dP=u,Pdt+c,P’ dw, (39.)

képlet irja le. Ebben az esetben tovabbra is kialakithatd, immar az alaptermék, az opciod
¢s a volatilitasra sz6l6 termék felhasznalasaval a kockazatmentes portf6lid. A Black —

Scholes differencialegyenlet a kovetkezd format 6lti:

13 Vegyliik észre, hogy Uy = 65 = 0 és o=1 helyettesitéssel éppen a Black — Scholes egyenletet kapjuk
vissza.
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2 B 2
ai+rSal+lazS2”’a—]:+ ¢G+L_l(r—,up) ai+l§202ﬁa—C+
o0 9S 2 oS PP do 2 do 40)

3 f
+plo"PSt —L——rf =0
peo S Ssae

A 40. differencidlegyenlet megoldasat Johnson és Shanno Scotthoz hasonléan Monte
Carlo szimulacidval végezték. Két, egymassal p korreldcioban 1évd véletlen folyamatot
generalva 10 000 szimulécio lefuttatdsaval hataroztdk meg az opciok értékét.E| Céljuk
nem a Black — Scholes értéktdl valo eltérés mérése, vagy becslése volt, hanem azt
vizsgaltdk, hogyan fiigg az opcidk értéke a kotési arfolyamtol és a két folyamat
korrelaltsagatol. Az egyes értékeket gyakran nem abszolit értékben hatdroztdk meg,
hanem a Black — Scholes képlet alapjan szdmitott implicit volatilitassal jelolték.

Azt talaltdk, OTM call opcidk esetén a korrelacidé novekedése az implicit volatilitast
novelte, mig ATM opciokndl lényegében nem volt hatissal ra, illetve hosszabb
futamid6 esetén némileg csokkentette azt. Eredményiik annyiban tehat hasonlit Scott
eredményéhez, hogy a korrelacios egylitthatd és az implicit volatilitds nem fliggetlenek
egymastol.

Johnson és Shanno megolddsa mindamellett, hogy érdekes, és egy jo példajat adja a
Monte Carlo szimuléacié alkalmazéasanak, azzal a meglehetdsen kemény feltevéssel ¢€l,

hogy a volatilitas kereskedett termék, ami nem feltétlentil igaz.
11.4.5. Naik ugrasos volatilitas modelljeEl

Az eddigi folyamatok mindegyike vagy egy tiszta Brown mozgést, vagy egy atlaghoz
visszahtizé folyamatot tételezett fel a volatilitasrol. Naik ezzel szemben megengedte,
hogy a volatilitds ne folytonosan valtozzon, hanem idonként véletlenszeriien egy masik
értékre ugorjon (Naik [1993]). Feltette tovabba, hogy ezekben az iddpontokban
nemcsak a volatilitds értékében, hanem az alaptermék érat leird folyamatban is

szakadasok vannak. Ettdl persze a részvényarfolyam ¢€s volatilitas korrelaltta valnak.

A szimulaci6 soran a két folyamat ,,driftjét” egyenlvé tették a kockazatmentes hozammal, az igy
kapott értékek atlagat pedig a kockazatmentes hozammal visszadiszkontdlva szamitottak a call opcidk
értékét.

!5 Rebonato [1999] Naiknak ezt modelljét a determinisztikus, a szemi-sztochasztikus és a sztochasztikus
volatilitdas mellett kiilon negyedik csoportként kezeli. Mivel a sztochasztikus volatilitds modellek kdzott
én eddig sem kiilonboztettem meg a volatilitas alakulasat meghatarozo sztochasztikus folyamat jellegét,
ezért a tovabbiakban ezt a modellt a harmadik csoport tagjaként kezelem.
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Naik két esetet kiilonboztetett meg. Az egyik esetben a volatilitds ugrasabol szarmazo
kockézat diverzifikalhat6, azaz az ugras 1éte a részvény arfolyamat nem befolyasolja, a
piac ezt a kockdzatot nem arazza be. A masik megoldasban a volatilitds ugrasanak
kockézata kozvetleniil hat a részvény arfolyamara.

Zart arazasi képletet csak arra az esetre tudott megadni, mikor a volatilitas két
lehetséges értéket vehet fel, azaz lehet magas, vagy alacsony. Ha ennél tobb kimenet
lehetséges, zart képlet nincs, az drazds, mint azt Naik be is mutatta, Monte Carlo
szimulacidval lehetséges. Nézziik az eldbbi esetet! A részvényarfolyam alakuljon a

kovetkezd folyamat szerint:

as(t)= u(t)S(t—1)dt +o(t)S(t - 1)dz+ (") = 1\dN(¢) - y(t)dt) (@1

ahol y;(t) a részvénynek a volatilitds ugrdsa esetén realizalt hozamﬁ, dN(t) a
»szamlalo” folyamat, amelynek értéke eggyel valtozik minden alkalommal, mikor a
volatilitas értékében ugras kovetkezik be, mig y az ugras gyakorisélga.E
Minden derivativ értéke kockazatmentes vilagbeli varhato értékének jelenre diszkontalt

értéke. Ezt Naik a Radon — NikodymE'derivativok segitségével irta e'lt:EI
e "E [o(T)g(S(T))]

(1)

ahol Q a kockéazatmentes mérték, @w(T) a Radon — Nikodym derivativ értéke a T

f(t)=e""ELg(S(T)) = (42.)

idépontban, tovabba @(t)= E,o(T), mig g(S(T)) a derivativ kifizetési ﬁiggvénye.EI Az
arazas problémajat igy visszavezette a Radon — Nikodym derivaltakra. Azonban ezek is

leirhatoak egy folyamattal, ennek ismeretében pedig barmilyen futamidejii derivalt

arazhat6va valik a 42. egyenlet felhasznalasaval. Ez a folyamat a kovetkezo lesz:

do =1,)o(t —1)dz+n1,(t)o(t —1)[dN () - y(¢)dt] n,(t)>-1 (43.)

'® A tovabbiakban alapvetéen Naik jelolését kovetem. Ekkor viszont a zardjeles t érték nem az id6tol valo
fliggést, hanem az adott idészaki értéket jeloli. Igy a t-edik iddszaki részvényarfolyam valtozas példaul az
el6z6 iddszaki arfolyam varhaté hozammal novelt értékét adja, és az adott idoészakban érvényes volatilitas
értékétol fiigg.

'7 Amennyiben pl. a volatilitas és a részvényarfolyam ellentétesen valtoznak ugras esetében y,(felfelé)< 0
<y, (lefelé).

'8 Az ugras gyakorisagat a szakirodalomban altaldban A jeloli. Mivel azonban ezzel korabban a kockazat
piaci arat jeloltem, a tovabbiakban a 7y jeldlést hasznalom.

¥ A Radon — Nikodym derivativ értéke @(T')=dQ/dP , részletesebben lasd Baxter — Rennie [1998]
63-68. oldal.
_E'(1)X;)

0

ahol Q a kockazatmentes, P a valos vilagbeli valoszintiségeloszlast jeloli, mig Xt a szarmaztatott ligylet
lejaratkori kifizetését jeloli. Részletesebben lasd Baxter — Rennie [1998] 63-68. oldal.
*! Call opcional példaul max(0;S-K).

20 1tt Naik azt hasznélja fel, hogy a Radon — Nikodym derivalt esetén igaz, hogy EQ( Xr)
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ahol 7,(r) a Brown, mig a 7,(f) az ugrasos folyamat kockézatanak piaci araként
foghato fel. A derivativok arat igy Naik egészen a kockazat piaci araig vezette vissza. Itt
pedig mar az a kérdés tehetd fel, hogy vajon a kockazat diverzifikalhato-e, illetve, hogy
van-e piaci 4ra. Ugy talalta, hogy mivel a részvény, azaz az alaptermék kereskedett, a
kockézat arat leiro dsszefliggés a kovetkezéképpen modosul:
~[m0) o 0) + 76 mye) (e =)= [ule) ] (44)
Abban az esetben, ha a volatilitis kockdzata diverzifikilhaté (17,(t)=0), és a
részvényarfolyam folytonos, azaz nincsenek benne a volatilitds valtozéassal egy idoben
ugrasok (y, (t)=0), a K kotési arfolyamu eurdpai call opcid ara a kovetkezo:

(T-1)

C(8,0 )= [C(S.K,r T =1, fsG)(T 1)) plx

ahol C egy call opcio ara olyan feltevések mellett, hogy az x értékére teljesiil

o, )dx 45.)

nagy

0<x<T-t, tovabba s(x)=o0. x+0;.,(T-t)-x), mig p(x‘anagy) egy feltételes

stirGiségfliggvény, ami azt irja le, hogy az adott idépontban mekkora valdszintiséggel
nagy a volatilitas, feltéve, hogy kezdetben is magas volt.

A képlethez néhany megjegyzést kell tenni. Egyrészt a fenti egyenlet akkor igaz, ha S(t-
1)=S, és 6(t-1)=Cnagy. Amennyiben a kezdd idépontban a volatilitas értéke alacsony, a
45. egyenlet ugy alkalmazhat6, hogy abban a volatilitas értékeknél annak alacsony
értékét hasznaljuk.

A masik, talan 1ényegesebb megjegyzés a Hull — White modellel valo Osszevetéskor
adodik. Vegylik észre, hogy Naik megoldasa sokban hasonlit Hull és White
eredményéhez. Itt is egy Black — Scholes ar varhato értéke szolgaltatja a megoldast. Ez
a Black — Scholes érték pedig ugy szamithat6 ki, hogy a volatilitds helyén annak atlagat
szerepeltetjiik. Tovabba az is igaz, hogy a varhatd értéket egy, a volatilitas iddbeli
eloszlasat leird stiriségfiiggvénnyel szamitjuk. Az alapvetd eltérés az, hogy ott az
integral a volatilitas, itt azonban az i1d6 szerint torténik. Ez azonban nem jelent 1ényegi
kiilonbséget, hiszen mindkettd a volatilitas alakuldsat hivatott bemutatni.

Naik altalanositja a 45. egyenletet. Ez ugyanis csak vételi jog esetére adta meg a

megoldast. Tetszéleges g(S(T)) kifizetési fliggvény esetén a derivativ értéke:

T—t

- Ly X)yfs(x)/T—
f(S, O.’wgy’t): o) J’ J‘g|:S er(T—t)—Es( Jryfs(x)/T t}n (y) p(x‘O'nugy )dy g 46.)
0 —oo
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ahol az n(y) a standard normalis eloszlasfiiggvény, a tobbi jelolés pedig a 45. egyenlet
jeloléseinek megfeleld.

Naik a fedezési eljarast is megadja a diverzifikalhato volatilitds kockéazat esetére. Hogy
a piac teljes legyen, a részvény ¢és a kockazatmentes eszkdoz mellé¢ egy masik — nem
redundéans — opcidra is sziikség van. Jeldlje a kordbbiaknak megfeleléen C a fedezendd
opcid, C’ pedig a fedezésre felhasznalt masik opcio értékét. A kockazatmentes portfolid
felallitasahoz a kovetkez6 fedezeti aranyok sziikségesek:

I. a masik opciobdl:

_ C (S O-kzcvz’ ) C (S O-nagy’ )
AUPCié (t)_ C' (S’ O-kicsz’ ) C' (S nagy’t) (47)

II. az alaptermékbdl:

aC' (8,0
Arészvény (t)

) ) 0 C(S o
nagy _
a S Aopcid (t)

ro?)
= (48.)

II. kockézatmentes kotvénybdl:

[ (S. 0 1)~ A i (1S = 8,5 () C(S.0,,, 1)/ B) (49.)

ahol B(t) a T idépontban lejar6 elemi kotvény t idopontbeli értéke.

Mivel a volatilitas értékében bekovetkezo valtozas ugyanolyan modon hat a két opcid
értékére, ¢és mivel az alaptermék ardban bekovetkezd valtozast a részvény
darabszdmanak modositasaval fedezziik, az opcidk szdma a fedezet sordn nem valtozik
a volatilitas fliggvényében. A részvény és a kockazatmentes befektetés értéke tehat
modosulni fog, az opcidk szama azonban nem.EI
Abban az esetben, ha a volatilitas kockdzata nem diverzifikalhato, nem adhato ennyire
»egyszerl” megoldas. Ebben az esetben a volatilitdis kockdzata hatdssal van a
részvények, illetve a piaci portfolid elvart hozamara. Igy kockézati egyiitthatok, azaz

1,(t) és n,(¢) avolatilitas fiiggvényei lesznek.

Ekkor zart képlet nem adhatd, az opci6 — és igy minden derivativ ligylet értéke — a 46.
egyenlet felhasznaldsaval numerikus eljarassal szarmaztathat6. Naik bemutatja, hogy a
Brown mozgas egy binomialis random walk-kal, mig az ugréasos volatilitas folyamat

egy diszkrét Markov lanccal kozelithetd.

* Természetesen a két opcid thetaja nem feltétleniil azonos, igy az opciok kozotti fedezeti arany is
modosulni fog az id6 milasaval parhuzamosan. A véletlen tényezdk azonban nem befolyasoljak ezt az
aranyt.
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I1.1. Bevezetes

A dolgozat elsé fejezetében az idoben valtozé volatilitas feltételezése mellett felvazolt
opcidarazasi modelleket vettem sorra. Bemutattam a probléma megoldédsara sziiletett
determinisztikus, szemi-sztochasztikus és sztochasztikus modelleket. Mint lattuk, az
utdbbira alapvetden folytonos megoldasokat adtak, feltéve a részvényarfolyam és a
volatilitas valamilyen szintli 6sszefliggését.

A tovabbiakban egy ,,visszafel¢” halad6 modellcsoportot mutatok be, illetve elemzek. A
most sorra keriildé modellek az el6z6 fejezet szemi-sztochasztikus modellcsaladjdhoz
tartoznak, logikajukban azonban forditottak. Eddig a kérdés az volt, hogy adott
arfolyam-folyamat esetén milyen opcids arat jegyezziink, a tovabbiakban azt vizsgaljuk,
hogy adott opcios arak milyen arfolyam modell eredményeként kaphatoak meg. Ha
jobban tetszik, azt vizsgaljuk, mi volt a piaci fejében, mikor az opciok arat
meghatérozta.

A bemutatandé modellek k6zo6tt vannak binomialis és trinomialis modellek, illetve a
véges differenciara emlékeztetd megoldasok. A k6zos benniik az, hogy mindegyikiik
felteszi, hogy a volatilitds értéke a részvényarfolyam fliggvénye, azaz a volatilitas
alakulasat meghatdrozo kockazati elem ugyanaz, mint amelyik a részvényarfolyam
alakulésat befolyasolja.

Mivel az elsé fejezetben bemutatott modellek alapvetéen folytonosak, azok csak
eurdpai opcidk darazasat teszik lehetdvé. A visszaszamitott modellek segitségével
viszont mar amerikai opciok is arazhatoak lesznek idében valtozd volatilitds mellett.
Azaz az ebben a fejezetben bemutatottak az el6z0 fejezet folytatasaként is felfoghatoak.
Ezekkel a visszaszamitott fakkal természetesen bearazhatoak mas, ugyanezen kockazati
tényez6tol fiiggd termékek, pl.: egzotikus opcidk is. Van olyan modell (pl.: Rubinstein
modellje) aminek célja csak a lehetséges arfolyamok fajanak felvazolasa, mas modellek
(pl.: Derman ¢és Kani modelljének) célja az ezen arfolyamokban benne rejld volatilitas
folyamat felvdzoldsa. Amennyiben ezt is sikeriil meghatarozni, a fa akar volatilitasra

sz0l106 termékek arazasa soran is alkalmazhato.
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11.2. Implicit binomialis fak

Az implicit fak bemutatdsa sordn a legegyszeriibb modell irdnyabol haladunk az egyre
bonyolultabbak irdnyaba. Ennek megfeleléen elébb Rubinstein modelljét mutatom be,

majd ezutan kertil sorra a Derman — Kani modell.

Binomialis modell sokféleképpen definidlhaté annak fliggvényében, hogy milyen
moédon adjuk meg az emelkedés, illetve csokkenés mértékét, illetve annak
valdszinliségét. A modellek kozott az elsd, €s mivel a 1épéskdz csokkentésével a Brown
mozgashoz tart, a legnépszeriibb a Cox — Ross — Rubinstein altal kifejlesztett, in. CRR
modell (Cox — Ross — Rubinstein [1979]). A CRR modellben az emelkedés mértéke u
(up) és a csokkenés mértéke d (down) egymas reciprokai, ahol az emelkedés mértéke,

az u az

u=e’V (1.)

képlet alapjan hatdrozodik meg. Az alabbiakban bemutatott modellek kiindulasi alapja
minden esetben ez a CRR modell, ezért a tovabbiakban a binomialis és a CRR modell
elnevezéseket gyakran szinonimaként kezelem, bar tudom, hogy ezen til mas

binomialis modellek is ismertek.
11.2.1. A Rubinstein modell

A Rubinstein modell célja az opciok arabol visszaszamitani, hogy milyen aralakulast
feltételezett a piac, mikor a kérdéses opcids arakat meghatarozta (Rubinstein [1994]).
Ennek megfeleléen a modell input paramétere az azonnali részvényarfolyam, az
allandonak feltételezett kockdzatmentes hozam és a piacon forgalmazott opciok ara, mig
az output maga a binomialis fa modellje. Ahhoz azonban, hogy a fa felvazolhat6 legyen,
szlikség van még egy valdszinliségeloszlasra is.

Rubinstein azt feltételezi, hogy a piaci szereplok valamifajta ismerettel (vagy
véleménnyel) rendelkeznek arrdl, hogy n periodus mulva az arfolyamok milyen
eloszlast kovetnek. Az igy szamitott fa n periddus hosszl lesz, és az n-edik periddus
végén tapasztalt eloszlds éppen a feltételezett eloszlas lesz. Ezeket felhasznalva a fa
,végerol” elindulva szamitjuk ki a korabban lehetséges arfolyamokat, illetve ezek

bekovetkezésének valdsziniiségét.
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A fenti logikdnak megfelelden a piacon forgalmazott opciok koziil csak az n periodus
mulva lejar6 opcidk lesznek a fontosak. A fa kiszamitasa soran vagy csak call, vagy
csak put opcidkat hasznalt fel.III

A modell esetében a kérdés természetesen az, hogy honnan ismerik a piaci szereplok az
n periodus mulva érvényes eloszlast. Rubinstein utalt arra, hogy elétte ezzel a témaval
mar tobben foglalkoztalJZ! azonban egyik megoldast sem taldlta megfelelének sajat

&l

modellje szempontjabol.“Ezért maga is kialakitott egy egyszerl eljarast.

Mivel a végsd cél egy binomialis fa visszaszamitdsa, az indul6 valdsziniiség eloszlashoz
is a binomialis modellt alkalmazta. Egy hagyoményos, standard CRR modellbdl indult
ki. Az ATM opciok implicit volatilitdsanak felhasznaldsaval szerkesztett egy
hagyomanyos CRR fat, majd ennek t, idészakra érvényes arait €s valdszinliségeit
tekintette a piaci szereplok fejében 1évo induld valdszinliségeloszlasnak.

Ez a valoszinliségeloszlas azonban nincs 0sszhangban az opcids piacon forgd opcidk
araval. Mashogyan fogalmazva ebben csak az ATM opcidk implicit volatilitasanak
informacioja szerepel, maganak a volatilitas mosolynak az informacioja nem. Ezért a
cél az, hogy azt az eloszlast igy modositsuk, hogy az a piacon forgd opcidk araval is
Osszhangban legyen.

A modell eredményeként kapott fa természetesen nem lesz a hagyomanyos CRR fakhoz
hasonléan szabalyos, az emelkedés ¢és a csokkenés mértéke a fa egy-egy
csomoOpontjaban nem lesznek egymas reciprokai. Ennek oka természetesen az, hogy az
eredményeket az opciok arabol kiszdmithato implicit volatilitas mosoly is befolyasolja.
A tovabbiakban legyenek az n peridédus mulva (a t, idépontban) lejard call opciok arai
rendre C;, C,, ... Cy, illetve az ezekhez az opcidkhoz tartozé kotési arfolyamok K, Ky,
... Kin. Legyen a mai id6pont to, a fa utolsé idépontjat jelzé jovobeli idopont pedig t,.
Jelolje Sy a mai, S,; az n-edik periddus i-edik szintjén elhelyezkedd csomoépontot.
Legyen tovabba r a folytonosan szamitott kockdzatmentes hozam, d pedig a folytonosan

A

szamitott osztalékhozam.™ Legyen P’; (i=1-t6l n-ig) annak valdsziniisége, hogy a fan az

" Mivel a call és a put opcié ara a put-call paritason keresztiil kdlcsondsen meghatdrozza egymast,
Rubinstein természetesen nem vesztett informaciot ezzel az egyszerUsitéssel. Ugyanigy igaz, hogy
amennyiben egy adott kotési arfolyamra a piacon nincsenek csak call vagy csak put opciok, a put — call
paritas segitségével szarmaztathatjuk a szamunkra sziikséges piaci arat.

? [gy Longstaff illetve Shimko. Idézi Rubinstein [1994]

3 Az elsé esetében a negativ valoszinliségek elkeriilhetetlenek voltak, mig a masik eljarast Rubinstein
bonyolultnak talalta.

* Rubinstein az opciok arazasihoz hasznalt volatilitast a piacon 1év6 opciokbol szamitott implicit
volatilitasok interpolalasaval nyeri, akarcsak a késébbiekben bemutatott Derman — Kani szerzoparos.
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(n,1) pontba jutunk. Nevezziik ezt a tovabbiakban kiindulé Valészinﬁségeloszlésnak.EI
Jelolje P az opcios arak felhasznalasdval becsiilt valoszinliséget. Legyen ez a
tovabbiakban a becsiilt valoszintiség.

Mindezek ismeretében az elsé 1épés egy, méar a piacon jegyzett opcidk araval is
Osszhangban 1év6 valdszinliségeloszlas meghatarozésa, azaz célunk az alabbi fliggvény

megoldésa:

nZH(P ~ P} > min @)

i i
i=1

A peremfeltételek pedig a kdvetkezoek:

n+l

P=1¢ P >0 3.)

C = e*’("ﬁ%)ip,. max(S,, — K ,,0) ahol j=1, ... m (4.)

i=1
S, =e¢ NS PS,, (5)

A fenti célfiiggvény megoldasaval a valos, az arakban benne foglalt eloszlashoz es6
legkdzelebbit kapjuk meg. A 3. egyenlet biztositja, hogy a valoszinliségek nulla és egy
kozé essenek, azaz ,,valodi” valdsziniiségek legyenek. A 4. azt biztositja, hogy az
eloszlas illeszkedjen a piachoz, azaz jol 4razza az adott futamideji opcidkat. Az utolso
peremfeltétel szerint a jovobeli varhato értéknek az osztalékok figyelembe vételével
jelenre diszkontalt értéke egyezzen meg a mai arfolyammal. Ennek az utols6 feltételnek
kettés szerepe van. Egyrészt ez biztositja, hogy a kapott fa kockazatmentes legyen,
hiszen csak a kockazatmentesség feltételezése mellet igaz, hogy a jovobeli varhato
arfolyam megegyezik a hataridds élrfolyammallz.I A masik szerepe az, hogy elérje, hogy a
fa végérdl eldre fel¢ haladva az utolsé 1épésben éppen a mai arfolyamot kapjuk Vissza.EI
Fontos kérdés persze, hogy mennyiben torzitja a becslést az, hogy a standard CRR

modell volt a kiindulasi alapunk. Rubinstein Ggy talalta, hogy ez a piacon talalhatod

opcidk aranak fiiggvénye. Minél ,,sliribb” az opcidk jegyzése, annal kevésbé fiigg a

> Ez tehat ,a piac fejében 1év6”, hagyomanyos CRR modell felirasdval szamitott kiindul6
valosziniiségeloszlas.

5 A téma részletesebb kifejtését lasd Berlinger [1998].

7 Valojaban Rubinstein eredeti cikkében ennél altalanosabb megoldast ad. Az opcidk arairdl illetve a
részvényarfolyamrol felteszi, hogy a jegyzett vételi és eladasi arfolyamok kozott van. Azaz olyan
feltételek mellett is megadja a megoldast, amikor a piacon nem egyetlen arfolyam van. Ezt a
tovabbiakban nem vizsgalom.
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végsO eredmény a kezdeti feltételeze’:sektc’il.EI Ugyanez igaz a hasznalt optimalizécios
fiiggvényre vonatkozoan is: megfeleld piaci informacid esetén az altala is alkalmazott
legkisebb négyzetek mddszere alkalmas lesz a probléma megoldasara.

A fenti eljaras alkalmazéséaval kiszamithato tehat egy, az opcios arakkal is 6sszhangban
1év6 t, idOszakra érvényes valdszinliségeloszlas. Ebbdl kell a fat visszafelé haladva
megrajzolni. Hogy ezt meg tudja tenni, Rubinstein egy tovabbi feltételezéssel, az un.
binomialis utak fiiggetlenségével (binomial path independence — BPI) ¢l. Eszerint
minden tutnak, amelyik a fa egy adott csomépontjahoz elvezet, ugyanolyan a
valosziniisége. A ,becsiilt” valdszinliségeloszlas egyes értékeit, azaz az egyes
csomopontok bekovetkezésének valdszintiségeit ennek megfelelden el kell osztani az
abba a csomodpontba vezetd utak szamaval, igy meghatarozva egyetlen ut befutasanak
valdszinliségét.

Ennek megfelelden tehat tobb, egymadssal szorosan Osszefiiggd valdszinliséget
hasznalunk. P-vel jeloltiik egy adott pont bekovetkezésének valoszinliségét, azaz a pont-
valosziniiséget. Ebbe a pontba azonban tobb uton juthatunk el. Egy-egy tuton vald
végighaladds valoszinliségét nevezziikk a tovabbiakban ut-valosziniiségnek. A fa egy
adott (n,1) pontjaba N féle ton juthatunk el, ahol

N=_— " (6.)

it(n—i)!
Ennek megfeleléen minden egyes Gton, ami az adott pontba visz
P Pilln—i)
= (7.)
N n!
ut-valdszintiséggel haladhatunk végig. Az is igaz ugyanakkor, hogy a fa egyik pontjabol
tovabb haladva, a tovabblépés valdszinliségének (emelkedés-valosziniiség) ismeretében

az egyes palyak valoszinlisége tovabbra is ismert. Nézziik a kdvetkezo abrat!

¥ Pontosabban, ha az opciok szama elmarad a keresett csomopontok szamétol, a modell érzékeny lesz a
kezdeti feltevésekre.
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2. dbrall
Py Spin=S% P
Sp1=S, P -~
Su=S, P
to >t
At

Az (n-1,1) pontbol biztosan tovabb Iéplink, p valdsziniiséggel felfele, (1-p)
valosziniiséggel lefelé. Ennek megfeleléen az als6 és a felsé pontba vezeté utak
valdszinliségének Osszege megadja az (n-1,1) pontba vezetd ut Valészinﬁségétm
P=P +P" (8.)

A fels6 pontba vezetd ut valoszinlisége a kdvetkezd modon szarmaztathato:

O

PP ©.)"

P =p-P>p= =—
P P P P +P
Ugyanakkor a valoszintiségek és a masodik idépontbeli arak (S*, S°) ismeretében a

forward egyenlet felhasznalasaval S, az els6 idészaki arfolyam is szdmithato:
S=e(ps* +(1-p)s-) (10.)

A fent leirtak egyben azt is megadjak, hogyan épitsiik fel a Rubinstein féle binomialis
fat. Ismerve a végsé valoszinliség eloszlast (azaz az arakat és a valdszinliségeket)
visszafel¢ haladunk a fan. Kiszamitjuk az utolsé el6tti periodus emelkedéseinek és
csokkenéseinek valoszinliségét, azaz a kis p-ket (9. egyenlet), majd ezek ismeretében
10. felhasznalasaval kiszamitjuk az egy periddussal korabbi arfolyamokat, illetve 8.
alapjan az ezekhez tartozo valdszintiségeket, a nagy P-ket. Ahogy arr6l mar szé volt, a
5. egyenlet fogja a 10. segitségével biztositani, hogy visszafel¢ haladva az azonnali ar
megegyezzen az Sy e’trfolyammal.IEI

A Rubinstein modell egyszeriisége ¢és konnyen attekinthetdsége azonban elfedi a
médszer néhany hibajat. Bar az, hogy a rovidebb futamidejli opcidkat nem hasznalja
fel, egyszeriisiti a modellt, és a gyakorlatban is jol alkalmazhatova teszi, ezen

informaciok kihagyasa hianyossa is teszi a modellt. Az ezen opcidkbdl visszaszamitott

? Forras: Rubinstein [1994]

"% Figyeljiink oda arra, hogy kétféle valosziniiségrol van sz6! Kis betiivel az egyik pontbol a méasikba valo
elmozdulés valdszintiségét jeloljiik, a nagy betii pedig az adott ut valdszintiségét jelenti!

"' Ez természetesen azt jelenti, hogy az emelkedés-valosziniiségek szorzata adja az ut-valosziniiséget. Ezt
a kockazatmentes hozammal osztva a jol ismert Arrow — Debreu arakat kapjuk vissza.
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rovidebb tava arfolyam alakulds ugyanis nem feltétleniil esik egybe azzal az
informacioval, ami a révidebb futamidejii opciokban van benne.

A modell mésik gyengéje az ugyanazon pontba vezetd utak azonos valdsziniiségének
feltételezése. Ez a feltételezés valos koriilmények kozott aligha tarthatd. Ezen a ponton
egészitette ki, illetve altalanositotta Rubinstein modelljét Jackwerth [1997]. O egy stly
fliggvényt rendelt az utakhoz oly mddon, hogy eljarasdnak a Rubinstein modell egy

linedris sulyozast specialis esete.

11.2.2. A4 DK-modellE'I

A Derman ¢és Kani eljaras, Rubinstein modelljéhez hasonloéan az opciok arat ismertnek
véve, az opcidk arabdl hatarozza meg a binomidlis fa minden egyes pontjat, illetve azt,
hogy milyen modon és milyen valoszinliséggel juthatunk el oda (Derman — Kani
[1994]). Mivel a fa alakjara ebben az esetben is az opcidk arabol kovetkeztetiink vissza,
semmi sem garantalja, hogy az emelkedés és csokkenés mértéke minden egyes pontban
azonos lesz. Ennek megfeleléen az adott ponthoz tartozd volatilitds, az Un. helyi
volatilitdas minden egyes periodusban mas €s mas lehet. Ebbdl viszont az kdvetkezik,
hogy a fa elveszti sz&€p szabalyos alakjat, ,hullamzova” valik. A Derman — Kani
modellben éppen ezt a ,,hullamzd™ fat probaljuk meg az opcidk arabol kikovetkeztetni,
¢s ez a minden peridodusban valtozo volatilitas érték lesz a helyi volatilitas.

A fa felépitését a nulladik idOpontbdl, azaz ma ismert azonnali arfolyambol inditjuk,
majd innen haladunk elére periddusrol peridodusra, minden egyes idobeli 1épést azonos
At nagysagunak tételezve fel. Az altalanossag kedvéért tegyiik fel, hogy az elsé n 1épést
mar megtettiink, és most 1épiink tovabb az n+1-dik idOpontra. Ennek megfeleléen
ismertek az n-edik idészak érai, illetve ezen arak bekovetkezésének valosziniiségei.
Legyen a folytonosan szamitott kockazatmentes forward hozam r. Ennek természetesen
szintén adhatnank egy indexet, hiszen forward hozamrol van sz6, ami minden egyes At
1épés utdn modosul. A tovabbiakban ezzel a kérdéssel az egyszeriiség kedvéért nem
foglalkozunk, feltessziik, hogy a kockazatmentes hozam minden periddusban

4]

ugyanakkora.

"2 Rubinstein nem vetette el annak lehet6ségét sem, hogy a piaci szerepldk, amennyiben sajat
varakozasuk van az n periédus mulvai valoszinliségeloszlasra, azt figyelembe is vehessék. Egy ilyen
eljarast részletesebben mutatott be Chriss [1997]. Részletesebben lasd Zsembery [2003].

1 Az alabbi rész Derman — Kani [1994] cikke alapjan késziilt.

" Vegyiik észre, hogy ez a tiszta varakozasi elmélet esetében gyakorlatilag a vizszintes hozamgorbe
feltételezésével azonos.
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Az n+1-dik idépontban 6sszesen n+1 csomopontunk van, és azokban n+1 ismeretlen S;
arfolyam. Jelolje tehat 1 a szintet, azaz azt, hogy az n+1-dik idészakban milyen
,magasan” vagyunk. Legyen S; a legalacsonyabb, S,:; pedig a legmagasabb arfolyam
ebben a periddusban. Jelolje s; az n-edik id@szakban érvényes (mar ismert) spot

arfolyamot az i-edik szinten.

3. aibraE
Sn-‘rl Sn-‘rl
Ahs B < 7
n \ n \
S, .S,
S : S
A, Py i+ i+1
lsiﬂ\ si+1<: s s o
pi S S.
M < ! § < 1
1 1
: Si-l : Si-l
kls V > < / >
1 \ 1 \
S, S,
Id6épont: t, — t, Id6pont: t, — t

A Mt

Jelolje p; annak valoszinliségét, hogy az arfolyam az n-edik iddszaki i-edik szintrdl
emelkedik. A cs6kkenés valosziniisége természetesen 1-p;. Legyen tovabba A; az (n,i)
csomopontban érvényes Arrow — Debreu (a tovabbiakban AD) ér.'ElA fa felépitését és a
fenti valtozok elhelyezkedését a 3. abra bal oldala mutatja

Osszesen tehat 2n+1 valtozonk van: n+1 jovébeli részvényarfolyam, és n darab
valdszinliség. Ennek meghatirozdsdhoz, hogy az egyenletrendszer jol determinalt
legyen, éppen 2n+1 egyenletre van sziikségiink. Ehhez fel fogjuk hasznalni az n darab
hataridés arfolyamot (F;), valamint n darab s; kotési arfolyamu opcid arfolyamat.

A hataridés arfolyamok szamitdsa egyszerli, legyen az si-bdl szamitott forward

k]

arfolyam

'3 Forras: Derman — Kani [1994]

' Ezt a korabbi valoszintiségek szorzatinak diszkontalt értékeként fogjuk megkapni minden egyes
idépontban. Az Arrow — Debreu arakat szoktak még allapotaraknak, vagy Green fiiggvénynek is nevezni.
' Az osztalékoktol ezen a ponton tekintsiink el
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F, =se™ (11.)

Az opciokrdl feltételezziik, hogy ma bocsatjadk ki Oket, és az n+1-dik periodusban
fognak lejarni, az 4razdsukhoz felhasznalt volatilitas pedig éppen a piacon
meghatarozott implicit volatilitds. Ha a piacon nem jegyeznek adott lejaratra és kotési
arfolyamra opcidt, mi magunk hatdrozzuk meg a hianyzo opcid arat, ezt szerepeltetve
»piaci” értékként. Az arazdshoz sziikséges egyetlen ismeretlen paraméter a volatilitas,
amit az implicit volatilitas fliggvény felhasznaldsaval kapunk meg.

Kotési arfolyamuk s;, azaz mindig az abban a pontban érvényes arfolyam, ahonnan
tovabblépni szandékozunk (1d. 3. ébra jobb oldala).EI Derman ¢s Kani OTM opcidk
felhasznalasat javasolja, mert abban mar csak a volatilitas és az id6 értéke szerepel.IEI
Ezért a ,,kdzEépsd” (azaz a mai) arfolyam alatt a put, attdl felfelé a call opcidkat fogjuk
hasznédni.lﬁ|
Adva van mar tehat 2n egyenlet, n hataridés és n opcids arfolyam. A hianyzo egy
szabadsagfokot a CRR modell fogja megadni. Haszndljuk fel a CRR modell azon
feltevését, hogy a fel-, illetve a lefelé¢ a mozdulas mértékének szorzata egy (centring
condition).

A szamitas soran minden peridédusban kozéprol indulunk. Ha az adott periddusban
paratlan pont van, a kozépso arfolyam a mai arfolyammal lesz azonos. Ha péros, a két
kozéps6 arfolyam logaritmusanak szdmtani atlagat tessziik egyenldvé a mai arfolyam
logaritmusaval, azazEI

_In§, +InS,

In S, —InS; =In(S,-S,)—>S; =S,-5, (12))

Nézziik ezek utan a fat meghatarozd egyenleteket! A fa meghatarozasanal a kérdés a
valdszintiségek és az arfolyamok megadasa lesz, ezért a cél mind a hataridds iigyletek,
mind az opcidk esetében az, hogyan tudjuk azok értékét e két tényezd fiiggvényében

kifejezni. Ennek soran felhasznaljuk, hogy az opcidk arabdl visszaszamitott fa

'8 Természetesen az opciok ,,piaci” arat tobbféleképpen is megkaphatjuk. Hasznalhatjuk a binomialis és a
Black — Scholes képletet is. Rebonato [1999] bemutatta, hogy a folytonos megkdzelités hasznalata, bar
kétségkiviil gyorsabb lehet, zajt okoz, numerikus hibat general.

"% Ezeknek az opcidknak mar csak gorbiileti értékiik van. Részletesebben lasd Szaz [1999], illetve Széaz
[2003].

% Mert a mai arfolyam alatti kotési arfolyamu putok, illetve az afeletti kotési arfolyami callok lesznek
OTM-ek.

2! Persze paratlan pont esetén mas lehetéségiink is lehetne. Derman és Kani utal r4, hogy a ,.ko6zépsé
arfolyam” lehet a mai azonnali, de lehet az adott iddpontra szamitott hataridés arfolyam is. A
tovabbiakban Derman és Kani eredeti modellje szerint haladva hasznaljuk fel a jelenlegi azonnali
arfolyamot.
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kockazatmentes. Igy igaznak kell lenni annak is, hogy a jévSbeli, prompt arfolyam
varhato értéke megegyezik a hataridds arfolyammal. Azaz:
P, S +(1=p,)S, (13)
Mivel a hataridés arfolyamok értékét a 11. egyenletben 1€vo képlettel kiszamolhatjuk, a
13. egyenletben az ismeretlen éppen a keresett valoszintiség, illetve a jovobeli (n+1
periodusbeli arfolyam) lehet.
Az opciok ara a piacrdl ismert. A cél ezek értékét a valdszinliségek és a jovobeli
részvényarfolyamok fliggvényében felirni, hogy ezaltal utdbbiak szamithatoak
legyenek. Az opcidk értékének felirasahoz ennek megfeleléen az Arrow — Debreu (AD)
papirokat, illetve azok arat fogjuk felhasznélni.migy az opcio értéke:
CK,t,,)=e ‘“i[&p, + 2,1 py Imax(s,,, - K.,0) (14)
=
Mivel a cél a fenti egyenlet jobb oldalan szerepld értékek explicit mddon torténd
kifejezése, ezért az egyenletet at kell rendezniink. A K=s; helyettesitést elvégezve, és a
fenti képletben az S;;; értékhez tartozd kifizetést elkiilonitve, tovabba felhasznéalva a
hataridés arfolyamokra vonatkozo 13. egyenletet a 14. egyenlet a kdvetkezOképpen
mc')dosul:E"I
e Cls, )= 4,5, = 5,)+ YA, (F, ) (15)
j=x
Mivel a szumma jel mogott csupa ismert tényezot talalhatd igy annak értéke minden
pontban a mar meglévé adatokbdl szamithato. Ezért a tovabbiakban ezt az egyszeriiség
kedvéért csak egy X-val fogjuk jeldlni.
Mivel tehat mind a hataridés arfolyamok, mind az opcidk ara ismert, a 13. és a 15.

egyenleteket szimultdn médon megoldhatjuk, kifejezve Si:i, valamint p; értékeket.

o _Sile - Clst, )=l A5 (F - S)

T e (s, ) -2 A(F - S)

i“n+l

(16.)

p =i (17.)

2 Ne feledjiik, hogy az opcidk nem az n-edik, hanem az n+1-edik idészakban jarnak le, mig az ismert AD
papir arak az n-edik id6szakhoz tartoznak. Ezért az opcidk aranak felirdsdnal az AD é4rakat a
valosziniiségek €s a diszkontfaktor felhasznalasaval kell atszamitani.

» Legyen K=s;. [rjuk fel a lehetséges arfolyamokat a kovetkezé modon:

Sl<Sz< < Si,1<Si<Si+1< <Sn+1

Ennek megfelelen az opcid kifizetésfiiggvénye s; alatt, azaz j=i-ig nulla lesz.
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Ha S; értékét ismernénk, az S;. és p; értékeket, illetve ez utobbibol A; értékeket konnyen
kiszamithatnank. Ezt a hidnyz6 szabadsagfokot a CRR modell mar emlitett centralitasi
feltétele fogja szolgaltatni.

Az eljaras tehat a kovetkezO: ha az adott idéperiodusban paratlan csomdpont van, a
kozépso értéket tegylik egyenldvé a mai arfolyammal, igy S; adott, a fan fel-, illetve
lefelé haladva a sziikséges értékek meghatdrozhatdéak. Amennyiben az adott idészakban
paros elemiink van, a 12. egyenletet fogjuk felhasznalni.

Legyen S=s;, azaz az el6z0 peridodus — ami paratlan elemet tartalmaz — koz€psod pontja.

Ezt a feltételt felhasznalva €s a 16. egyenletbe helyettesitve

rAt _
S = e CS.1,. )+ A,S 2] ol iz, (18.)
AF, —e™C(S,t,,,)+X

A kozépsod pontok alatti értékeket, mint arrél mér sz6 volt, nem a call, hanem a put

opciokkal hatarozzuk meg. A képlet ebben az esetben a kdvetkezdképpen modosul:

S [erAtP(Sntnﬂ)_z]"' A4S, (Fl _Si+1)
S = — (19.)
le P(S”tn+1)_ZJ+/li(F; _Si+1)

1

ahol X ebben az esetben a put opcidonak megfelelden a
A(s,—F) (20.).

Ha ezeken a lépéseken végigmegylink, sikeriil a volatilitds mosoly felhasznalasaval,
azzal 6sszeilld modon felvazolni a kockdzatmentes binomialis fat.

Ebbdl a fabol aztan a részvényarfolyamok és valdszinliségek segitségével az adott
pontban érvényes helyi volatilitas (local volatility) mar kiszamithat6. Legyen a mai
arfolyam S, aremelkedés esetén a kovetkezd iddszaki arfolyam legyen S,, csokkenés

esetén Sy. Az éves szintre aranyositott hozam ezekben az esetekben:

r= ! In 5, ,illetve = ! In S (21.)
tl _to So tl - to So

Innen a varhaté hozam:

p= P g S|y 1P g S (22)
tl - Z‘0 So tl - Z‘0 So

A hozam helyi szorasa pedig:

Ol = ﬁm ln(

Su
d

5 J (23.)
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II. fejezet — Visszaszamitott arfolyammodellek, a helyi volatilitas feliilet

Ennek megfelelden a fa, illetve az egyes csomépontokhoz tartozd valdsziniiségek
ismeretében a helyi volatilitasok kiszamithatoak minden egyes pontban.EI
A fenti eljarassal a piaci arakhoz illeszkedé kockazatmentes fat kaptunk. Gyakorlatilag
azt hatdroztuk meg, hogy a piac milyen jovdbeli részvényarfolyam mozgast ,tervez”.
Ennek megfeleléen a kiszamitott arfolyamokbol és valoszintiségekbdl meghatarozhato,
hogy a piac milyen jovobeli kockazatmentes valoszinliség eloszlast hasznal az opciok

sl

arazasa soran.

11.2.2.1. A DK fa arbitrazsmentessége

A kérdés ezek utdn az, hogy a fa arbitrdzsmentes-e, azaz igaz-e az, hogy a
valoszintiségeknek nulla és egy kozé esnek. Ez a Kkijelentés azonos azzal, hogy a
hataridés araknak, amelyek a fa kockdzatmentes jellege miatt megegyeznek a jovoben
varhat6 azonnali arfolyamokkal, a kovetkezd iddszak felso €s also arfolyamai kozé kell
esniiik (Id. 17. egyenlet). Ha a piaci adatokbdl szamitott részvényarfolyam a fenti
feltételt megsérti, valami massal kell helyettesiteni. Tobb fajta megoldéds 1étezhet,
amivel a ,,rossz” valdsziniiséget egy ,,j0” valoszinliségre cseréljiik ki. Egy természetes,
¢s a CRR modellhez illeszked6 megoldas lehet, ha az arfolyamot ugy modositjuk, hogy
a két arfolyam kozotti tavolsag az el6z6 i1ddszak meghatarozott pontjai kozotti

tavolsaggal legyen azonos.

Ennek megfelelen, ha a hataridds arfolyam a felsé arfolyamnal is nagyobb (4. dbra bal
oldala), a korrigalt fels6 arfolyam legyen:

S' — Si+lSi—1 (24)

i
i

* A helyi volatilitds szamitasarol részletesebben lasd Szaz [1999]
» A fentiekben elmondottak arra a feltevésre épiiltek, hogy az implicit fat eurépai opciok felhasznalasaval
szamitjuk ki. Chriss bemutatja a fenti modell egy olyan kiterjesztését, ahol az input arak mind europai,
mind amerikai opciok arai lehetnek. Chriss [1997] 369-379 oldal
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Ha a hataridds arfolyam az alsé arfolyamnal kisebb lenne (4. dbra jobb oldala), a
korrigalt alsé arfolyam legyen
S, = Sy (25.)

S i+l
Eléfordulhat azonban olyan eset is, amikor ez a képlet tovabbra sem szolgaltat ,,jo”,
nulla és egy kozé eso valoszintiségeket. Ebben az esetben az arfolyamot mas modszerrel
kell valtoztatni oly mdodon, hogy tovabbra is iigyeliink arra, hogy a hataridés arfolyam

b2l

éppen a kivant tartomanyba essen. Természetesen ha til sok csomépontban hajtunk
végre efféle modositast, az nagymértékben torzitja a modellbdl nyert informaciot. igy
azzal a kiindulo célkittizéssel iitkozilink, hogy minél tobb piaci informdaciot gyijtsiink
é')ssze.EI
A negativ valdszinliségek kikiiszobolésének egy masik lehetséges megoldasa, ha
binomidlis helyett trinomidlis fakat alkalmazunk az implicit informéciok feltarasara. Ezt

Derman, Kani és Chriss végezték el.EI
11.2.3. A Derman — Kani és a Rubinstein eljarasok kiilonbségei

A most bemutatott két eljards sok tekintetben hasonlit, nagyon sokban azonban
kiilonbozik egymastol.

Derman és Kani egy egész sor opcio arat hasznalja fel az implicit fa meghatarozasahoz,
mig Rubinstein csak az adott idOpontban lejard opciokét. Ennek megfeleléen az 6
modelljébdl szarmazé informaciok nem fiiggenek a rovidebb lejaratii opcidk aratol, igy
azok arazasahoz, értékeléséhez a Rubinstein féle fa felhasznalhato.

Céljuk is mas. A DK szerzoparos célja nemcsak egy implicit fa, hanem az ahhoz
kapcsolodo helyi volatilitas fiiggvény feltarasa. Ezért hasznalnak OTM opciodkat. Céljuk
az, hogy minél kevesebb feltételezéssel éljenek a részvényarfolyam daltal kovetett
folyamatot illetéen, de minél tobbet tudjanak meg a volatilitasrol.

Rubinstein modellje a BPI feltételezést figyelembe véve sokkal keményebb

feltételezésekkel indit. Ugyanakkor az ¢ eljarasa egyszertibb, és nem kell attol sem

26 Forras: Derman — Kani [1994]

27 Az alkalmazandé eljarasokrol részletesebben lasd Chriss [1997] 383. oldal

% Természetesen a rossz csomopontok kicserélésének hatasa a fa kiilonbz6 pontjain nem azonos. Ha a fa
sz€lén hajtunk végre korrekciot, a hatas kisebb lesz. Ezekhez az értékekhez ugyanis kisebbek a
csomopontokhoz tartozéo Arrow — Debreu arak, mivel ezen esetek bekovetkezésének valosziniisége is
kisebb. Ritkabban jutunk el ezekbe a pontokba, igy az opcio értékére gyakorolt hatasuk is kicsi.

¥ Ez a fejezet késobbi részében, a trinomialis fak kozott keriil bemutatasra.
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félni, hogy a DK modellhez hasonldan rossz valosziniliségek csisznak be a szamitasba.
Célja azonban nem annyira a volatilitdas ismerete, mint egy opciok arazasara alkalmas
modell megalkotadsa.

Derman és Kani modelljének input adataként mind eurdpai, mind amerikai opciok
felhasznalhatoak. Rubinstein modellje azonban csak eurdpai opciokra tamaszkodik,
azok kozil is vagy csak a call, vagy csak a put opcidkat hasznalja fel. Ugyanakkor a
Rubinstein modell nem standard europai opciokbol is megkonstrudlhato.

A DK modellben az eloszlds a végeredmeény, az ,,output”, mig a Rubinstein modellben a
bemend paraméter, az ,, input”. Ez utdbbinak az az elénye, hogy a modell felhasznaloi
konnyebben belevihetik egyéni véleményiiket, a lejaratkori eloszldsra vonatkozo

varakozasaikat. A piacrol szarmazé objektiv és a szubjektiv elemek keveredhetnek.

11.3. Az implicit trinomidalis ﬁiltﬂI

11.3.1. Dupire modellje

Azt, hogy binomialis fak helyett trinomialis fakat alkalmazzunk, illetve ezek
segitségével fedjiik fel a piaci arakban benne foglalt informécidkat, elészér Dupire
vetette fel (Dupire [1994]). Dupire elébb arra adott valaszt, hogyan lehet a helyi
volatilitas feliiletet a mai opcids arakbol kikovetkeztetni, majd ennek az ismeretében
adott egy lehetséges modellt, az ezzel a feliilettel 6sszhangban 1évd fa felépitésére,
illetve az ahhoz tartozd valosziniségek kiszamitasara. Feltette, hogy a
részvényarfolyam altal kovetett folytonos folyamat az alabbi egyenlettel irhato fel:
dS=pu-S-dt+o(S,t)-S-dzZ (26.)

A Black — Scholes egyenlet megoldasahoz peremfeltételkén az opcio értékének egy
jovobeli eloszlasara van sziikség, amire a gyakorlatban az opcid értékének lejaratkori
értékét szoktuk felhaszndlni. Az opcid értékét innen visszafelé haladva hatarozzuk

meg.mDupire a BS egyenlet dudlisara, az un. Fokker — Planck egyenletre tér at. Ez a

% A fenti témat részletesen targyalja Derman — Kani — Chriss [1996], Dupire [1994], illetve Rebonato
[1999]. A dolgozat alabbi része az eredeti cikkek alapjan késziilt.
*! Ezért szoktak a BS egyenletet Kolmogorov féle ,,backward” egyenletnek is nevezni.
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jelenben ismert paraméterek, igy az opcidk lejarati ideje (T), illetve az opcid kotési
arfolyama szerepelnek:IZI

oC oC 1 2, 0°C
9 -k ls K - _dC 27.
(aT+(r ) oK 2%k 8K2J @7)

Dupire az egyszertiség kedvéért felteszi, hogy a kamatlab és az osztalékhozam nulla, igy
a fenti egyenlet a kovetkezd format olti:

aC 1 2,,0°C
- T30k, 2 -
ar 2 ™ oK

Innen a helyi volatilitas feliillet minden jovobeli t=T idépontban K=S; helyettesitéssel

0 (28)

kiszamithato.
Dupire ezen folytonos modell elméleti alapjait kovetve vazolta fel sajat fajat. A fa
megkonstrualasara egy olyan eljarast javasol, ami nem a sztochasztikus folyamatokon
alapul. A kérdés alapvetdéen az, hogy a fa felépitésénél milyen idé ¢és milyen
arfolyamlépéseket haszndljunk. Az arfolyamlépésnek az 1d6 1épéskdz nagysagahoz
viszonyitott arany adja meg, hogy mennyire legyen a fa nyitott.bz| Ez az arany
természetesen attol fligg, hogy milyen a helyi volatilitas feliilet. Az aranynak olyannak
kell lennie, hogy azzal 6sszhangban legyen.

Dupire ezzel gyakorlatilag ,,0nkényes mdédon” felvazol egy fétE,I amelyben a hidnyzé
adatokat, azaz az atmenetek valoszinliségét — vagy ami adott kockazatmentes kamatlab
esetén ezzel egyenértékli, az AD drakat — a piacon taldlhatd opciok ardbol szamitja
vissza. Amennyiben a piacon minden lehetséges kotési arfolyamua opcid arat ismerjiik,
gyakorlatilag minden jovébeli valosziniiségeloszlast is ismertnek vehetiink (Dupire
[1994] 19. oldal). Ezeknek az ismeretében a fa még hidnyzé paraméterei egy egyszer
elore, egyszer hatrafelé iranyuld moddszerrel kiszamithatéak. Nézziik az 5. 4brat!
Tegyiik fel, hogy a méasodik és a harmadik id0szak k6zotti &tmenetet vizsgaljuk.

A masodik és a harmadik periddusban az egyes arfolyamokat mar ismerjiik, illetve
tudjuk az egyes idépontokban az eloszldsokat. Az E ponthoz tartozd6 AD éar a

valosziniiség eloszlasbol ismert, mert ide csak egy uton juthatunk el. Ebbdl pedig a

32 A két feliras kozotti kiilonbség 1énygében az, hogy a Kolmogorov féle egyenlet esetén peremfeltételt, a
Fokker — Planck egyenletnél kezdeti érték feltételt adunk meg.

3 Az eljaras ezen részének ismertetése egy kicsit elnagyoltnak tlinhet. Elégedjiink meg ezen a ponton
ennyivel. A dolgozat késébbi részében Rebonato numerikus eljarasat ismertetve egy ehhez nagyon
hasonl¢ eljarassal talalkozunk. A szamitds menete ott részletesebben is eld fog kertilni.

* Ez gyakorlatilag ugyanaz, mint a hagyomanyos CRR modellben adott idébeli 1épéskoz esetén mekkora
u értéket hasznaljunk.

> Onkényesnek azért nevezném az eljarast, mert egyértelmii explicit megoldast nem ad r4, csak a 6
csapasiranyt jelzi.
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lefelé mozduléds valoszinlisége, azaz qg szamithato. Ezt elérefel¢ haladva (forward)
szamitjuk ki. B-bdl harom pontba mehetiink tovabb. Minden pont arfolyama ismert,
csak a valosziniiség kell. B értéke a harom AD ar, illetve a mozdulas valoszinliségek
ismeretében szamithat6. A harom ut valdszinliségének dsszege 1, igy qp ismeretében a
ps ¢s (1-ps-q) kiszdmithatoak (visszafel¢ — backward). Az F-hez tartozd valdszinliség

eloszlas megfeleld értéke ismert. Ide két uton juthatunk el.

Mivel a vizszintesen érkezés valoszinlisége ismert, innen qc is adodik. A pc, illetve a C

pontbol a vizszintes elmozdulés valoszinlisége pg-hez hasonléan szarmaztathato.
11.3.2. A DKC modell

Dupire eljarasdhoz hasonldéan modositotta Derman, Kani és Chriss az eredeti DK
modellt, kiterjesztve azt trinomialis fakra is (Derman — Kani — Chriss [1996]). Ezaltal a
modellben tobb szabad valtozé marad, aminek segitségével a modell jobban igazodhat a
valosdghoz. A binomidlis modellnél ugyanis egyetlen szabadsagfok volt, amelyet a
CRR modell centralitasi feltételével feltevésével kotottiink le. A tobbfelé agazd fanal
tobb szabadsagfokunk van, ami lehetdvé teszi, hogy a modellt ugy alakithassuk, hogy
ne legyen arbitrazslehetdség, illetve az implicit volatilitas feliilet megfeleléen sima
legyen.EI

Egy trinomialis modellben 6t ismeretlenlink van: a harom jovobeli arfolyam (S,, Sp,
Sq), az emelkedés ¢és a csokkenés valdszinlisége (a kozépsd arfolyam valdszinlisége
maradék elven ezekbdl adodik), mig a részvényarfolyam varhatd értéke illetve
varianciaja csak kettét hataroz meg ezek koziil. Mivel a fa kockézatsemleges, a varhato

érték megegyezik a hataridds arfolyammal, azaz

3% Forras: Dupire [1994]
37 Raadasul a periodusok szamat ndvelve, azaz a folytonos modellhez tartva a kiilonboz6 tobb elagazast
fak ugyanahhoz a folytonos folyamathoz tartanak. Lasd Derman — Kani — Chriss [1996] 2. oldal
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S, +4S;+(1=p=q)S, = Fy =5, (29)
ahol 0 az adott részvény éves osztalékhozama. Ha a részvényarfolyam volatilitasa adott

periodusban G, akkor az arfolyamokra és a valosziniiségekre nézve igaznak kell lennie

annak, hogy
p(S, —F) +4(S, - F) +(-p-q)s, - F) =Fjo’ar+0(ar) (30,
ahol O(Af)a At-nél magasabb hatvanya tagokat tartalmazza. A maradék harom

szabadsagfok lekotése tetszOleges. Tobb megoldas képzelhetd el. A DKC szerzdtrid

végiil a CRR modell trinomialis valtozatat alkalmazza.mEszerint

S :SeO' 2At
S =S
S, = Se~V 31))

2
emz/z _e—a At/2
p=
O\AL/2 —0~NAt/2
e —e

2
oAL/2 At/2
e —e"
oVAt/2 —Oo~NAt/2
e —e

A trinomialis fa felépitése tehat két jol elkiiloniilé szakaszbol all. EIobb meghatarozunk

q

egy részvényarfolyam szcenariot, majd ezt felhasznalva kovetkeztetiink vissza az opcios
arakban rejlé helyi volatilitds értékekre. A részvényarfolyam alakuldsanak
megvalasztasa, azaz az elsé 1€pés ebbdl a szempontbdl akar onkényesnek is nevezhetd.
A cél ugyanis elsdsorban nem drazds, hanem az implicit helyi volatilitds feliilet
felfedése.

A fenti trinomidlis megkozelitést alkalmazva a modell felépitése a tovabbiakban szinte
azonos az eredeti DK modellel. Ugyanugy OTM call, illetve put opciokat hasznalunk fel
a modell alkalmazasa sordn, ugyanugy a hataridds, illetve az opcios arak adjak meg az
ismeretlenek kiszamitasdhoz sziikséges egyenleteket. Az 4tmenet valdszinliségek

kiszamitdsa soran alkalmazott paramétereket a 6. abra szemlélteti.

% Ez azt jelenti, hogy a harom lehetséges jovébeli csomépontot azok az értékek jelentik, amelyek egy
hagyomanyos binomialis CRR modellben alltak volna el6 két 1épés utan, feltéve, hogy a volatilitas a két
periddusban azonos.
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6. z’1braEl

i+1

ﬁ:
q;
S

A jelolések megegyeznek a DK modell targyalasa sordn hasznaltakkal. E szerint a

jelolés szerint a 29. egyenldséget ujrafogalmazva igaznak kell lenni minden pontban,
hogy

PiSp2 + (1= p,=q,)S,, +4,5, = F, (32.)

Az opciodk arara fenn kell, hogy alljon a kdvetkezd 0sszefiiggés:

C(K, Ly ) = e_rAtZ{ij—zpj—z + ﬂ’j—l (l — P44 )+ A’jqj' }maX(Sj - K,O) (33-)EI
J

Az eredeti DK logika szerint haladva legyen a k&tési arfolyam minden pontban egyenld
a kovetkezd periodus kozépsO araval, azaz K=S;;;. Ezt, illetve a 29. egyenletet
felhasznalva az ismert azonnali és hataridds arak fliggvényében az el6zd egyenlet a

kovetkezdképpen irhato at:

2n

erAtC(SHl’ Lot ) = ﬂ'ipi (Si+2 - Si+l )+ Z/lj (ij - Si+l) (34)

=i+l
Mivel a részvényarfolyam alakulasardl feltettiik, hogy eldre ismert, a fenti egyenletben

csak egyetlen ismeretlen, a valdszinliség szerepel:

2n

erAtC(SHl . ) - z (F/ N S”l )

j=i+1
p, = - (35
/li(SHZ - Si+l)
Az 32. egyenlet felhasznalasaval a lefel¢ mozdulés valdsziniisége:
= F; _pi(Si+2 _Si+1)_Si+l (36)
Si =S

3% Forras: Derman — Kani — Chriss [1996]

0 Ne feledjiik, hogy a call értékét mindig a kotési arfolyam feletti pontokban realizélt nyereség adja.
Mivel minden ilyen pontba harom pontbol juthatunk el, ezért a kapcsos zardjelen beliill harom tag
szerepel. Lentrdl a fenti jelolés szerint a j-2-dik, kozéprdl a j-1-dik, fentrdl a j-edik pontbol érkeziink.
Mivel a lambdéak tovabbra is az Arrow — Debreu arakat jeldlik, igy a szumma jel utani értéket csak
egyetlen periodussal kell visszadiszkontalni.
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Akércsak az eredeti binomidlis modellben a jelenleginél alacsonyabb jovobeli
arfolyamoknal a put opciokat hasznaltak fel. gy sziikség van a fenti egyenletek ,,putos”

verziojara is:

i1
elﬂAtP(Sm 2 Lt ) - Z /1]' (Sm - Fj)
j=0

= 37.
@ /Ii(SHI _Si) ( )
P, = F; +qi(Si+1 _Si)_Si+1 (38)

Si+2 _Si+1

Ezek ismeretében pedig a 30. egyenletet alkalmazva a helyi volatilitds érték
kiszdmithato.

Akércsak a hagyomanyos DK keretben, itt is meg kell vizsgalni, melyek azok az esetek,
amelyek arbitrazs lehetdségekhez vezethetnek, vagy ahol a fa barmi mas formaban nem
viselkedik ,,jo1”. 4 probléma természetesen ebben az esetben is akkor jelentkezik, ha
valamelyik valosziniiség a fa barmely pontjan negativnak adodik. Rebonato szerint ez
két okbdl kdvetkezhet be.

A binomialis modellhez hasonloan itt is eléfordulhat, hogy a hataridds arfolyam a fels6
arfolyamnal nagyobb, vagy az also arfolyamnal kisebb lesz, igy nincs olyan pozitiv
stly, ami mellett a jovébeli arfolyamok varhat6 értéke az azonnali arfolyammal egyezne
meg.EI Mivel ebben a modellben a részvényarfolyam lehetséges értékeinek
megvalasztasa onkényes, a negativ valoszinlis€ég azt is jelentheti, hogy a jovdbeli
részvényarfolyam, valamint a kockézatmentes hozam és a peridodus hossza nincsenek
Osszhangban. Igy mélyebb kozgazdasagi értelmezés ennek a probléménak nem
feltétleniil adhato.

Masrészt a negativ valosziniiseg a nem megfelelo input opcios araknak is betudhato.
Mivel az opcid értékét meghatarozd tobbi valtozot ismertnek vettiik, az opcid araban
1évé minden egy¢b hatas és piaci tokéletlenség a volatilitdsban csapodik le. Egy nagyon
nagy, vagy éppen nagyon kicsi opcids ar nagyon nagy, vagy nagyon kicsi helyi

volatilitast eredményezhet, ami — nem lévén Osszhangban a periddus hosszaval —

1 Természetesen a magasabb kitevojli tagok elhagyasa esetén ez az eredmény csak kozelitd lesz,
tartalmaz némi pontatlansagot.

> Ez a probléma azonos az explicit véges differenciak modszere soran tapasztalt stabilitasi probléméval.
Részletesebben lasd: Rebonato [1999] 110. oldal.
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negativ valdszinliségekhez vezethet. Itt megint oda jutottunk vissza, hogy a
periddushossz modositasra szorul.E"I

A fenti problémédk egy része lathatdban abbdl a ténybdl szarmazik, hogy a
részvényarfolyam lehetséges alakulasa onkényesen keriil megallapitasra. Derman, Kani
¢s Chriss ennek megfeleléen egy olyan ,korrekciot” javasol, aminek éppen a
részvényarfolyam altal befutott fa atalakitasa, torzitasa a célja.

A fa tulajdonképpen kétdimenzids. A vizszintes ,.tengelyen” az idd, a fiiggdlegesen a
részvényarfolyam valtozik. Az eredeti modellben mind az id6, mind az &rfolyam azonos
modon valtozik, azaz At, illetve logaritmikus skalan szdmolva As az egész fan azonos.
Ezeket addig érdemes modositani, mig az eredményként el6allo helyi volatilitds feliilet
elég simava nem Vélik.@

Rebonato a fenti modellt vetette ald elemzésnek, amiben azt vizsgalta, hogy a DKC
modell mennyire hatékony az implicit volatilitas feliilet feltarasdban (Rebonato [1999]
113-127. oldal). Az altala megadott feliilettel meghatarozta az opcidk arat, majd a fenti
modszerrel igyekezett Gjra eldallitani a volatilitds feliiletet. Megvizsgalta, hogy egy
1d6tol, vagy csak kotési arfolyamtol fiiggd implicit volatilitas feliilet esetén milyen helyi
volatilitas feliiletet kap vissza, €s mennyiben van ez 6sszhangban az elméleti, illetve a
gyakorlati eredményekkel.

Elso 1épésként egy olyan implicit feliilettel szamolt, ami csak az idotdl fiigg. Egy ilyen
feliilet esetén az arfolyamtol valé fliggésnek nem szabadna megjelennie. Ez kiilondsen a
sz¢éleken, €s a rovid futamiddk esetén jelentkezett. Ez a probléma kozgazdasagi okokkal
nem magyarazhato, egyértelmiien az alkalmazott eljards numerikus hibdjanak tudhato
be. A hatés pedig annal erdsebbnek bizonyult, minél erdsebb volt az id6tdl valo fiiggés,
min¢l meredekebb volt az implicit volatilitas feliilet.

Ennek a tesztnek a parjaként megvizsgalta azt az esetet, mikor csak arfolyamtol fiigg az

implicit feliilet. Ez a teszt azért is érdekesebb az el6z6nél, mert a DKC szerzdtrio eredeti

* Rebonato megemlit egy harmadik problémat is (Rebonato [1999] 111. oldal). Eszerint, ha a kotési
arfolyamot a kozépsé arfolyamtol tavolitjuk, de megmarad az als6 és a felsé pontok kozott, a kotési
arfolyam tavolodasaval az opciok kifizetése adott pontban egyre nagyobb lesz, egész pontosan linedrisan
valtozik a kotési arfolyam modosulasaval. Mivel az arazast AD papirokkal hajtjuk végre, azok értéke
pedig valtozatlan, az opcid értéke gyakorlatilag linedrisan fog valtozni a kotési arfolyam mddosulasaval.
Tudjuk azonban, hogy a valdsdgban ez opcid értékének kotési arfolyamra vonatkozé konvexitdsa miatt
nem igy van. Ennek megfeleléen a valosziniiségek nem valnak ugyan negativva, a helyi volatilitas
becslése azonban torzul. A modell az opci6d értékének kotési arfolyamra vonatkozd konvexitasat
figyelmen kiviil hagyja.

* 1tt csak az eljaras lényegének bemutatésa a célom. Az eljarast részletesen lasd: Derman — Kani — Chriss
[1996] B fiiggelék.
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cikkiikben is egy ilyen feliilettel szemléltették az altaluk leirtakat. Az eredmény itt is
hasonl6 volt, a helyi volatilitds mind az 1d6t6l, mind a kotési arfolyamtol fiiggdvé valt.
Ha az implicit volatilitas mindkét tényezo fliggvényeként allt eld, nagyon hasonld abrat
kapott eredményiil. A legfébb kifogasa tehat az a modell ellen, hogy a helyi
volatilitdsok becslése sordn a modell numerikus hibakat generdl. Mivel ennek az
eljarasnak a célja éppen a helyi volatilitdsok felfedése, amit aztan késObb amerikai
opcidk vagy bonyolultabb derivativok arazdsa soran hasznalhatunk fel, ez a hiba igen
jelentdsnek mondhato.

Rebonato ennek megfeleléen egy masik numerikus eljarast javasol, ahol a fenti hibak
nem jelennek meg. A trinomidlis modell hasznalata helyett az ahhoz sok tekintetben
hasonld véges differencidk moddszerét hasznalja fel. Az opcidk arazasdhoz hasznalt
véges differenciak modszere visszafelé haladva probalja meghatarozni az opciok arat
oly moédon, hogy a lehetséges arfolyamok illetve jovébeli id6pontok szamat egy véges
értékben korlatozza, a kétdimenzids feliiletet egy raccsal helyettesiti. Ezen racspontok
alapjan definialja a BS differencialegyenletben szerepld delta, gamma és theta értékeket,
¢s ezek segitségével mintegy differencia egyenlet szerlien kozeliti meg a BS
differencialegyenletet azon esetekben, mikor ez utdbbi megoldasara zart képlet nem 4ll
rendelkezésre.

A Rebonato altal javasolt eljards hasonlatos ehhez abban az értelemben, hogy a
differencialegyenletek helyett azok diszkrét verzigjat alkalmazva ad meg egy numerikus

eljarast a volatilitas feliilet feltérképezéséhez.

11.4. A helyi volatilitas feltarasa véges differenciakkal

11.4.1. Rebonato modellje

A Rebonato altal javasolt eljards tehat kiszliri azokat a numerikus hibakat, amelyek a
DKC modellben még el6éfordulhatnak. A modell azonban abbol a szempontbol
gyengébb, hogy nem ad a helyi volatilitas feliilet meghatarozasahoz zart képletet, célja

»csupan” a feliilet minél kisebb hibaval torténd becslése. Nézzik meg, milyen
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feltevésekkel dolgozik a Rebonato, illetve azt, milyen fontos megjegyzések fiizhetdek

ezekhez a feltevésekhez! (Rebonato [1999])EI

1. feltétel: a részvényarfolyam a kovetkezd folyamatot koveti:

ds,
S

t
aho

= u(S,,t)+0o(S,,t)dz=(¢) (39.)

1 u az adott részvénytdl elvart hozam, dz pedig egy Wiener folyamat.

1. megjegyzés: Figyeljiink arra, hogy a helyi volatilitds tovabbra is az idonek és az
alaptermék arfolyamanak fliggvénye, akarcsak az implicit fadk esetében. Nem
fliggvénye azonban az opci6 kotési arfolyamanak. Ezzel szemben az opcidk implicit
volatilitasa a kotési arfolyam fiiggvényében adott. Azaz a kotési arfolyamtol fliggd
implicit volatilitast eléallitani képes helyi volatilitdsokat kerestink.

2. megjegyzés: Ennek megfelelden, ha a jovdébeli részvényarfolyam ismert, ismert a
jovobeli helyi volatilitas is.

3. megjegyzés: A fenti egyenletben csak egyetlen bizonytalansagi tényezd van, a
Wiener folyamat, hiszen ugyanez a folyamat mozgatja a helyi volatilitast is. Azaz a
piac teljes, tehat — ahogy arrol az elsé fejezetben is szd volt — nincs sziikségiink

ujabb termékre ahhoz, hogy az alaptermékre sz616 opcidt drazni tudjunk.

2. feltétel: Tegyiik fel, hogy végtelen szamu kotési arfolyamu, illetve lejaratt opcid mai

arat ismerjik. Tegylik fel, hogy ezeket a piaci gyakorlatnak megfeleléen implicit

volatilitdsuknak megfelelden jegyzik: Gimpi(0,T)

4. megjegyzés: A valosagban természetesen a 2. feltétel nem allja meg a helyét, csak
véges szamu opcidval kereskednek még a legnagyobb piacokon is. Ezért ezekbdl az
adatokbol egy megfelelden sima és differencialhato feliiletet kell képezniink. Ezen
beliil a kotési arfolyam szerint kétszer, a hatralévd futamidd szerint egyszer
derivalhatonak kell lennie.

Ezen a ponton Rebonato modellje erdsebb feltevésekkel €1, mint az implicit fa
modellek. Ott is feltételként fogalmazodott meg a megfeleld simasag, de ennek
alapvetdéen kozgazdasagi okai voltak. Ilyen tobbszori differencidlhatosdgot nem
tételeznek fel a modellek. Amennyiben viszont ez a simasadg nem 4all fenn, a helyi
volatilitas feliiletben szakadasok lesznek. Az, hogy ez kérdés nem meriilt fel az

implicit fak esetén, rimutat arra, hogy mibdl szarmazhattak az el6z6 modellek soran

45A

dolgozat ezen része Rebonato [1999] 129-135. oldalai alapjan késziilt.
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fellép6 numerikus hibdk. Ezeket tehat Rebonato kikiiszoboli, ugyanakkor egy
masik, nem éppen gyenge feltételt tdmaszt.

o 5. megjegyzés: Amennyiben a részvényarfolyam a 39. egyenletben leirt folyamatot
koveti, a BS differencidlegyenlet nem lesz megoldhaté a put, illetve a call opciok
lejaratkori értékére tett peremfeltételek mellett. Igy a tovabbiakban nem lesz igaz az
sem, hogy az implicit volatilitds (variancia) a helyi volatilitdsok (varianciak)

ke

0sszege, azaz:

impl

o’ (0,7)# [o*(S,, u)du (40.)

o 6. megjegyzés: Az opcios piacon kereskedOk szamara az a fontos, hogyan
viselkednek az opcidk ardban benne foglalt implicit volatilitdsok, hiszen ezek
Iényegében a jovobeli opcios arak egyszerl jegyzési formajat jelentik. A jovobeli
varhatd implicit volatilitdsok meghatarozasahoz azonban tovabb kell szamolni.

e Meg kell hatdrozni a helyi volatilitas feliiletet;

e Feltételezve, hogy ennek jovOre vonatkozé adatai a késdbbi azonnali
értekeknek felelnek meg, ki kell szdmolni a jovobeli opcids arakat;

e EDbbdl kell meghatarozni a jovdbeli implicit volatilitasokat;

e Végiil megvizsgalni, hogyan viselkednek az implicit volatilitdsok.

A modell feltételeinek €s az azzal kapcsolatos értelmezd ¢€s kritikai megjegyzések utan

nézziik meg részletesen a Rebonato altal felvazolt eljarast! Vegyiink egy t idépontban

értekelt, T id6pontban lejard K kotési arfolyamu call opciot. Legyen az alaptermék mai

arfolyama S. Mivel a piac teljes, a kockdzatsemleges arazas tovabbra is lehetséges, de a

BS képlet mar nem elegendd. Ugyankkor a kérdéses call opcid értékének a BS parcialis

differencidlegyenletet ki kell elégitenie. Eszerint:

2
(aCK,T(t’S)_}_(r_d)S aCK,T(t’S)_}_lO_ 2S2 a CK,T(t’S)

=rC,.(¢,5) (41.
Y 9 5 Osi PYE ] r K,T(’ )( )

ahol d az alaptermék folytonosan szamitott osztalékhozamat, Ck r(t,S) pedig a call
értekét jeloli. Ezt az egyenletet a mar ismerds Kolmogorov ,.backward” egyenlet.
Megoldasahoz sziikség van az opcid értékének egy jovobeli eloszlasara. Ez tipikusan a
lejaratkori arfolyam szokott lenni, amit peremfeltételként csatolunk az egyenlethez.

Innen visszafelé haladva hatdrozzuk meg az opcio értékét.

% A diszkrét modellben nem okoz gondot a dolog, be tudjuk &razni, tehat van megoldas. Folytonos
modellben azonban nincs zart képletiink, igy az implicit volatilitds nem értelmezhetd ezen modszerrel.
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Az opciodk arat ismerjiik a piacrél. Amennyiben a gorog betlik (theta, delta, gamma)
értékét is ismernénk, az egyetlen ismeretlen a fenti egyenletben a helyi volatilitas
fiiggvény lenne. Ezzel a megoldassal az a gond, hogy mivel a hagyomanyos BS
egyenlet nem 4ll fenn, a hagyomanyos delta, gamma ¢és theta értékek sem hasznalhatdak
fel az egyenlet megolddsdhoz. Az informacidk kisziirhetéek lennének az implicit
volatilitas feliiletbdl, de ahhoz viszont azt kellene tudnunk, hogy milyen az implicit
volatilitas fiiggvény viselkedése az alaptermék arfolyama illetve az 1d6 fiiggvényében.

2]

Azaz id6ben allandd-e, vagy éppen ,;ragados” valamilyen értelemben.™~ Ehhez viszont
éppen a keresendd helyi volatilitas feliilet ismeretére lenne sziikség. Itt a kor bezarult.
Megoldast adhat azonban az, ha a fenti differencialegyenlet dualisara, a Fokker — Planck

,forward” egyenletre tériink at. Ennek megoldadsa soran a jelenben ismert paraméterek

sziikségesek, és innen haladunk elc’ireE.

aC, ,(£,9) oC,,(,8) 1 , ,3Ce,(t.9)

— 4+ (r—-d)kK———+— K" ——————~|=—-dC, ,(t,S 42,
[ aT (r ) aK 2 O-K,t aKz K,T( ) ( )

Az értékeléskori 1dOt (t) most is a lejaratig hatralévd 1dé (T) valtotta fel, mig az
alaptermék arfolyama helyett a kotési arfolyam szerepel. Legyen t=0. Mivel zart képlet
tovabbra sincs, a fenti derivaltak nem hatarozhatoak meg. Megadhatdé azonban egy
numerikus kozelitd eljaras, ezek kiszamitasara. fgy legyen:

aCK,T (O, S) CK+AK,T (0’ S, O impi (O, K+ AK)) - CK,T (Oo S, O impi (0, K))

= ! 43,
oK AK (43.)
82(:'K,T (O’ S) — CK+AK,T (O’ S’ O-[mpl(o’ K + AK)) + CK—AK,T (O’ S’ O-impl(()’ K_ AK)) - 2(:'K,T (0’ S’ O-[mpl(o’ K)) (
oK* AK?
44y
9Cs70.5) _ Cirons(0.5,0,,, 0.K)=C, 05,0, 0.K)) o
oT AT '

Figyeljiink arra, hogy jelen egyenletekben nemcsak a kotési arfolyamot valtoztatjuk,
hanem ennek megfelelden az implicit volatilitisokat. Eppen ezért volt sziikség a
masodik feltételre, hogy minden pontban tudjunk egy implicit volatilitdst mondani. A

43-45. egyenleteket a 42-be helyettesitve kifejezhetjiik a volatilitast:

" Ezzel a kérdéssel a fejezet egy késGbbi részében még részletesebben foglalkozom.

* Vegyiik észre, hogy Rebonato megoldasanak logikaja nagyon hasonlit Dupire modszeréhez.

¥ Az opcid értékének kotési arfolyam szerinti mésodik derivaltja megegyezik az alaptermék aranak
striségfiiggvényével, azaz:

9°Cy,(0,9)

=0 =T.5,=K)
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Cc..(0,8 Cc. (0,8
9Cxs(0.5) )+(r—a’)K78 kr (0 )+chT(o,S)
2 _ oT oK :
Okxr =2 5 (46.)
’ 9°Ce,(0,5) ,
B 5 K
oK

Ez a helyi volatilitas fliggvény minden jovébeli T (t=T) idépontban minden K (S=K)
arfolyam mellett megadja a helyi volatilitas értékét. Ez az eljaras, bar koncepciondlisan
teljesen megegyezik a DKC eljardssal, anndl sokkal simabb helyi volatilitas feliiletet
szolgaltat.
Rebonato ezzel modszerrel elvégezte ugyanazokat a teszteket, amelyeket kordbban a
DKC modellel. Mig a DKC modell esetén azt tapasztalta, hogy numerikus hibak miatt a
csupan id6tdl fiiggd implicit feliilet esetén a helyi feliilet az arfolyamtdl is fliggdvé valt,
addig ennél a modszernél ilyen hibdk nem Iéptek fel. Ez a tulajdonsag akkor sem
,romlott el”, ha meredekebb implicit volatilitas feliiletet hasznailt.@|
Ahogy arr6l mar sz6 volt, a helyi volatilitas feliilet ,,végét” mint jovére vonatkozo
elorejelzést felhasznalva megbecsiilhetjiik, hogyan fog kinézni az implicit volatilitas
feliilet a jovoben. Kérdés csak az, hogy milyen implicit volatilitas feliiletet implikalnak
a mai implicit feliiletek, illetve az ezekbdl el6alld helyi volatilitas feliiletek. A
devizapiacokon el6fordulod, és a korabbiakban (1987. elott) a részvénypiacokra is
jellemzd szimmetrikus feliiletet felhasznalva Rebonato érdekes kovetkeztetésekre jutott
(Rebonato [1999] 161 — 174. oldal).
1. Az arbitrazs elkeriilése végett az implicit volatilitds feliiletnek egyre kevésbé
,,mosolygosnak™ kell lennie, azaz az iddvel forditott aranyban kell valtoznia.
2. Az ebbdl szamitott helyi volatilitas feliilet egyre jobban ellaposodik, a feliilet végén
gyakorlatilag az arfolyamtol valo fiiggés eltiinik.
3. A helyi volatilitas feliilet ennek megfeleléen képtelen lesz eldre jelezni a jovObeli
implicit volatilitast.
4. Ha a fenti feltételek fennallnak, és a jovobeli azonnali volatilitas valoban ugy néz ki,
mint a mai feliilet vége, az implicit volatilitas nemhogy idében nem lesz allando, de

egyenesen el is tlinik.

Rebonato eljarasat tehat azért fejlesztette ki, hogy a DKC modell alkalmazéasa soran
tapasztalt numerikus hibédkat kikiiszobolje. Keményebb feltevésekkel dolgozott, mint

Derman, Kani és Chriss, de modellje jobban viselkedett minden implicit volatilitas

%% A teszt eredményeit részletesebben lasd Rebonato [1999] 135 — 153. oldal.
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fiiggvény esetén, mint a DKC modell. Eljarasa abbdl a szempontbdl, hogy a Fokker —
Planck egyenletet részesitett elényben, inkabb Dupire modelljével mutat rokon
vonasokat. Azonban Rebonato nem foglalkozott a faszerkesztéssel, a véges differenciak

modszerét alkalmazta.
11.4.2. A véges differenciak egy masik formdja

A Rebonato mellett méasok is probalkoztak a véges differencidk felhasznalasaval.
Dumas, Whaley ¢és Fleming Rebonatohoz hasonloan feltették, hogy a volatilitds két
tényezonek, az arfolyamnak, és az idonek a fliggvényében alakul (Dumas — Whaley —
Fleming [1998]).EIEbben az esetben, mint arr6l mar volt sz6, a BS differencialegyenlet
még fennall, azonban maga a BS képlet mar nem alkalmazhat6. A megoldas sordn 6k is
a differencialegyenletet kozelitettek differenciaegyenlet felhasznalasaval. Céljuk az
volt, hogy megvizsgaljak, mennyire stabil a helyi volatilitas feliilet, illetve mennyire
alkalmas eldrejelzésekhez.

A kordbban elmondottakhoz hasonléan 6k is a Fokker — Planck forward egyenletet
alkalmaztak. Ot lehetséges helyi volatilitas fiiggvényt definialtak:

I. o0=aq,

II. o=a,+aK+a,K’

Il.o=a,+aK+a,K*+a,T+a,KT

W.o=a,+aK+a,K’+a,T+a,T* +a,KT

(47.)

Az otodik figgvény a I1. II1. illetve a IV. fiiggvényt valtogatta aszerint, hogy az adott
mintdban hany kiilonb6z6 futamidejii opcid talélhaté.ElAzt vizsgaltak, melyik fiiggvény
alkalmazésa esetén tér el a piacon tapasztalhatd opcios ar a lehetd legkevésbé a modell
altal adottol.

Vizsgalataik szerint a legjobbnak ebbdl a szempontbol a IV. modell bizonyult, minden
tekintetben jobb volt, mint az elsd egyenlet, rdadasul a becslési hiba a futamiddk
novelésével egyre csokkent. Mindegyik helyi volatilitas fiiggvény jobban teljesitett, mint
a sima Black — Scholes feltételre épitd elsé egyenlet. Abban az esetben azonban, ha a

helyi volatilitas fiiggvényeket elorejelzésre hasznaljuk, az eredmény messze nem ilyen

3! Erdekes, hogy az 6 elnevezésiikben az implicit helyi volatilitas fiiggvény a determinisztikus volatilitas
figgvény elnevezést kapta, bar természetesen nem arrdl van szo, hogy a volatilitas determinisztikusan
alakul, csak akkor, ha a részvényarfolyam alakulasa mar ismert.

> Vegyiik észre, hogy az els6 egyenlet gyakorlatilag az allandé volatilitas feltevését jelenti., azaz a BS
feltételekkel egyezik meg.
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jo. Minél bonyolultabb a modell, annal kevésbé volt alkalmas az adott idészakban az
opciods arak eldrejelzésére.

A dolgozat harmadik eredménye a fedezeti ardanyokra vonatkozott, és hasonldan az
elorejelzésekhez, azt az eredményt hozta, hogy minél egyszeriibb egy modell, annal
jobb. Ennek megfelelden a hagyomanyos BS modell hetenkénti egyszeri tijrafedezéssel
jobb eredményt adott a vizsgalt iddszakban, mint barmelyik més, mégoly bonyolult

helyi volatilitas fliggvény.

IL5. A helyi volatilitas feliilet

Ahogy arr6l mar sz6 volt, a modellek eredményeinek felhaszndlasanal nem mellékes,
hogyan alakul a helyi volatilitas feliilet a részvényarfolyam, illetve az id6 valtozasanak
figgvényében. Ennek vizsgalata soran a hozamgdrbe elméletek jelenthetnek tampontot
szamunkra.

Térjiink vissza a Derman — Kani modellhez! Lattuk, hogy mig az implicit volatilitdas a
mai id6pont és az opcid lejarata kozotti (tobb periodusbdl allo) iddszak volatilitasat
mutatja, a helyi volatilitas egyetlen periddus volatilitdsat adja meg. A kettd kozotti
kiilonbség hasonld a kotvények lejaratig szamitott hozama ¢€s az egyperiddusos forward
kamatlabak kozotti eltéréshez.

Ennek megfeleléen az eljaras is hasonld, mint mikor a kdtvények lejaratig szamitott
hozamabol egy periddusos forward hozamokat szamitunk. Ott is piaci arakat
hasznalunk, célunk ott is olyan értékek kikovetkeztetése, amivel a szamitott arfolyamok
a lehet6 legkisebb mértékben térnek el a kotvények piaci aratol.

Ha az opciot lejarataig megtartjuk, és a volatilitds valdban megegyezik az implicittel,
akkor a folytonos dinamikus delta-fedezés soran realizalt hozam ¢éppen a
kockézatmentes hozammal fog megegyezni. Ha azonban csak az opcio futamidejénél
rovidebb ideig folytatjuk ezt a stratégiat, a realizalt hozam ennél magasabb lehet. Az
arbitrazsort tehat az opcid egész futamideje érdekli, a spekulanst azonban nem

feltétlentul!

> A harmadik fejezetben, a volatilitas kereskedés attekintése soran éppen ezekkel a spekulacids és
arbitrazs stratégiakkal foglalkozom.

66



II. fejezet — Visszaszamitott arfolyammodellek, a helyi volatilitas feliilet

A kotvényeknél a fedezeti ligyletkotot illetve az arbitrazsért nem a hozamgorbe valos
jovobeli alakja érdekli, hanem az, hogyan viszonyul a most kiszamitott hozamgdorbével
bearazott kotvény ara a tobbi kotvényehez. A spekulans arra kivancsi, hogyan alakul a
hozamgorbe a jovdben, illetve, ha a véarakozasi elmélet szerint kereskediink, mennyire
becsli jol a forward gorbe a jovébeli hozamokat.

Hasonlo6an a helyi volatilitas sem a spekuléns, hanem a fedezeti ligyletet koto, illetve az
arbitrazsOr szamara fontos. A spekuldnst az izgatja, mennyire jelzi ez jol elére a
jovobeli volatilitast. A helyi volatilitasra valo spekuldcionak ennek megfelelden példaul

a horizontalis kiilonbozet, vagy éppen a pillango lesz a megfeleld eszkoze.
11.5.1. Az implicit és a helyi volatilitds

Erdekes piaci megfigyelés, hogy a helyi volatilitds és az arfolyam forditott irdnyban
valtoznak. Magasabb arfolyam mellett a volatilitds kisebb, az arak esésével pedig nd.
Az mmplicit €s a helyi volatilitas kozotti viszonyrdl ennél tobb hiivelykujj szabalyt

allithatunk fel (Derman — Kani — Zou [1995]).EI

1. szabaly: a helyi volatilitas az arfolyam fiiggvényében megkozelitoleg kétszer
olyan gyorsan valtozik, mint az implicit volatilitas.
Nézziink egy egyszerii bizonyitast! Vegylink egy egyszeri esetet, ahol a helyi volatilitas
nem filigg az id6tél, csak az arfolyamtol. gy a korabbi o(S,t) fiiggvény helyett csak o(S)
szerepel. Legyen tovabba ez az Gsszefliggés linedris, azaz:
o(S)=0,+8-S (48.)
Nézziik egy OTM call opcid implicit volatilitasat! Legyen a jelenlegi részvényarfolyam
S, a kotési arfolyam K (I1d. 7. abra). Jelolje az implicit volatilitdst Gimpi(S,K). Minden
olyan lehetséges Ut, amelyik hozzéjarul az opcid értékéhez, atmegy az S és a K kozotti
tartomanyon. Ennek megfeleléen ezen utaknak mindegyikének a volatilitdsa fligg a

kérdéses tartomany helyi volatilitasatol.

> Ezekben az esetekben tehat az opciok kotési arfolyama megegyezik, csak lejaratukban kiilonboznek.
Az ered6 ennek megfeleléen az opciok idéértékének kiillonbozete. Ha a hozam megfelelden kicsi, azaz r
elég kozel van nullahoz, a pozicié értéke szinte csak a volatilitas fiiggvénye. A téma részletes és
szemléletes bemutatasa Szaz [1999] 359-374. oldalain olvashato.
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7. 2'1braEI
B A
Arfolyam A/)(%
K /7
S
t 16
Lejarat

Ne feledjiik, hogy az id0 nem valtoztat a helyi volatilitdson, az csak az arfolyam
figgvénye. Igy ha S-bdl K fo1é jutunk, minden e kozotti arfolyamon at kell, hogy
menjlink, igy minden helyi volatilitdsnak hatésa kell, hogy legyen az adott Utvonal
volatilitdsdra. Ennek megfeleléen egy K kotési arfolyamti opcié implicit volatilitasa

kozelitdleg a helyi volatilitdsok 6sszege kell, hogy legyen. Azaz:

ot (S,K) = ﬁ [o(S)as (49.)

N

A 48. egyenletet ebbe behelyettesitve a kovetkezoket kapjuk:
G, (S.K)=0, +§(s+1<) (50.)

A 48. és az 50. egyenletet Osszevetve éppen az elso hiivelykujjszabalyt latjuk viszont.

Az els6 szabalyra, amely szerint tehat a helyi volatilitds az implicitnél gyorsabban
valtozik, szintén taldlunk analogidt a kotvénypiacon. A kotvények arfolyamabol
visszaszamitott IRR hozamgdrbe szintén lassabban valtozik, mint forward
hozarngé')rbe.EI
A korabban felrajzolt fa azonban masra is hasznalhat6. Ha az id6 mulasaval a helyi
volatilitas feliilete nem valtozik, azaz 01j informécid a volatilitasrdl nem érkezik, €s az
alaptermék arfolyama idOben valtozik, gyakorlatilag a fan haladunk el6re. A késObbi

»azonnali” piaci szitudciot a mai fa ,,vége” fogja tiikrozni, ahogyan a varakozasi elmélet

szerint a forward kamatlabak eldrejelzik a jovdébeli azonnali kamatldbakat. Az akkorra

3 A fejezet ezen részében Derman — Kani — Zou [1995] cikkére tamaszkodtam. Ok az egyszeriiség
kedvéért a folytonos modell jeldléseit hasznaltdk, de mint megjegyezték, a megallapitdsok 1ényegét
tekintve nem kiilonboznek attol, mintha diszkrét modellt alkalmaztak volna.

%% Forras: Derman — Kani — Zou [1995]

*7 A hozamgorbék id6beli aralakulasarol és érzékenységérél részletesebben lasd Makara [2000]
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becsiilt helyi volatilitisokbol pedig kiszamithatjuk egy akkor kibocsatandd opcio arat,
abbol pedig a Black — Scholes képlet segitségével az akkori implicit volatilitast.

Amennyiben a helyi volatilitds €s az arfolyam negativan korrelaltak, egy adott
arfolyamu opcid implicit volatilitdsa az arfolyam emelkedésével csokken, illetve
forditva, az arfolyam csokkenésével az implicit volatilitds nd. Innen egy masik

heurisztikus szabaly allithato fel:

2. szabdly: az opciok implicit volatilitasa kozelitoleg ugyanugy valtozik a piaci

arak valtozasaval, mint a kétési arfolyamok valtozasaval.

Azaz ha a mai volatilitdis mosoly olyan, hogy egy szaz forintos kotési arfolyamu
opcidhoz képest egy szaztiz forintos implicit volatilitdsa harom szdzalékkal magasabb,
akkor a szazas kotési arfolyami implicit volatilitisa ugyanekkora lesz, ha a
részvényarfolyam tiz forinttal megemelkedik.

Nézziink egy, az elézdekhez hasonldan egyszerii bizonyitast! A 50. egyenlet éppen azt
mutatja, hogy az alaptermék arfolyama és a kotési arfolyam hasonlé modon befolyésolja
az adott futamidejli opciok implicit volatilitdsat. Ez pedig éppen a fenti allitassal
azonos.

Ha a helyi volatilitas €s a kotési arfolyam negativ modon korreldlt, és az implicit
volatilitas a helyiek 6sszegeként adddik, ebbdl mar kovetkezik az a kijelentés is, hogy
az implicit volatilitds a kotési arfolyammal ugyancsak inverz kapcsolatban van. Azaz
magasabb arfolyam mellett az implicit volatilitas is kisebb lesz.

A helyi volatilitdas €s az arfolyam kozotti negativ korrelacio feltételezése azonban a
fedezeti ardnyra (A) is hatassal van. Egy CRR modellben a fa szabélyos, mig a DK
modell altal ,,eléallitott” fa hullamz6. A kitettséget, azaz a deltat az opci6 illetve az
alaptermék arfolyamanak ,,terjedelme” hatarozza meg:

A= c,-C,

=—1—d (51.
Su—Sd( )

Jeldlje az implicit fa esetén az opci6 lehetséges értékeit C, illetve C,. Mivel az implicit
volatilitds és a részvényéarfolyam is negativ modon korrelal egyméssal, C, < C, és
C, >C,. Ebbél pedig (C, - C,)<(C, - C,)kdvetkezik. Eszerint viszont a Kitettség, és

igy a fedezeti arany a call és a put opcioknal az arfolyam és a volatilitds negativ
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korrelacidja esetén kisebb, mint a CRR modellben. Derman, Kani és Zou ennek

megfelelden felallitottak egy harmadik szabalyt is.

3. szabaly: Ha az alaptermék drfolyama és a volatilitas nem fiiggetlen
egymastol, a delta korrigalt értéke a

A=Ay +Vy B (52)

Ahol Ags az eredeti Black — Scholes modszerrel szamitott deltat, a Vgs a Black —
Scholes feltevései alapjan szamitott vegat jeloli, mig a B megegyezik a mar korabban is
hasznalt béta értékkel, azaz azt mutatja meg, hogy az implicit volatilitds és az
alaptermék arfolyama milyen viszonyban vannak egymassal. A piacon megfigyelt
negativ 0sszefliggés esetén a béta értéke negativ, azaz a delta, azaz a kitettség tényleg
alacsonyabb, mint a ,,hagyomanyos” feltételek mellett szamitott.

A fenti eredményt konnyen megkapjuk. Jeldlje az opcid értékét az implicit volatilitas
feliilet feltételezése mellett C(S, Z(S,K ), rt, K ) A delta ennek részvényarfolyam
szerinti elsd derivaltja, azaz

oC 0dC 0dC 0% 0x
—a—S—a—S+a—z'a—S—ABS+VBS'a—S(53.)

Felhasznalva az 50. egyenletet, mely szerint az implicit volatilitasra a kotési arfolyam és
az alaptermék arfolyama megkozelitdleg azonos hatassal bir, az el6z6 egyenlet a
kovetkezOképpen irhato at:

0x 0x
A:ABS +VBS .ngBS +VBS'8—K:ABS +VBS.ﬁ (54)

Ez pedig éppen a fenti allitas.
11.5.2. Az implicit volatilitas valtozdasa az alaptermék aranak fiiggvényében

A kérdés ezek utan mar csak az, hogy a fenti implicit fa modell, illetve az a mogott
meghuzodo volatilitas struktira mennyiben tiikr6zi vissza a valdsagot, azaz valdoban ugy
valtozik-e a volatilitds az alaptermék arfolyaménak és a kotési arfolyamnak a
fliggvényében, ahogy azt a modell mutatja. Derman az S&P 500 indexre sz6l6 opcidkat
elemezve probalta megvalaszolni a kérdést (Derman [1999]).

Az 1987-es krach utdn a volatilitdis — mosoly alakja megvaltozott, sokkal inkabb egy

grimaszhoz valt hasonlatossd, a korabban a kotési arfolyam fiiggvényében jellemzden
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parabolikus alak csokkendvé valt (Hull [1998], Derman [1999], Rebonato [2000]).EEZ
a grimasz (skew) rdadasul bizonyos szakaszokon elég jol kozelithetd linearis

fiiggvénnyel. Legyen a tovdbbiakban az implicit volatilitast leir6 fiiggvény a kdvetkezo:
O (K1) =0, (1)= BO)K = S,) (55.)

ahol o

impl (K,t) a K kotési arfolyamu, t hatralévé futamidejii opcié implicit volatilitasa,

ATM

(o (t)a t futamidejiit ATM opci6 implicit volatilitdsa, So az alaptermék jelenlegi ara,

B(t) pedig a grimasz meredekségét jelzé paraméter.

Legalabb harom valasz adhato arra a kérdésre, hogyan valtozik az implicit volatilitas az
arfolyam fliggvényében. Ezekben az elméletekben valami mindig ,,allandonak”, azaz az
adott valtozasra érzéketlennek tiinik. Nevezziik ezeket a tényezdket a pénziigyes

terminolégiaban elfogadott modon ,,ragaddsnak™ (sticky).

11.5.2.1. A ragados kétési arfolyam szabalya

Az ezt az elméletet leird fliggvény nagyon hasonlit a 48. egyenlethez:

O-impl(SaKat):O-ATM(t)_:B(t)(K_SO) (56-)

impl

A kiilonbség ,,csupan” annyi, hogy ez minden alaptermék arfolyam mellett fennall, azaz
ezen elmélet szerint az implicit volatilitas fliggetlen az alaptermék :irétt(’)l.a| Ahogy az
arfolyam valtozik, mindegyik opcidnak valtozatlan marad az implicit volatilitasa. A
binomidlis modell megkdzelitésében ez annyit jelent, hogy minden opcidnak van a nulla
idépontban egy implicit volatilitasa, €s abbol minden opciora kiilon-kiilon felrajzolhato
egy fa. Ha az alaptermék arfolyama valtozik, a fak nem mddosulnak, csak az egyes
fakon megyiink lejjebb vagy feljebb. Mivel a fak teljesen megfelelnek a hagyomanyos
BS logikanak, a deltadk sem térhetnek el attol, azaz a BS féle fedezeti arany tovabbra is
megfeleld szamunkra.

Ha azt vizsgaljuk, hogyan valtozik az ATM opcidk implicit volatilitasa, az alaptermék
arfolyamanak valtozasaval mindig mas és mas kotési arfolyamu opciot vizsgalunk.

Mivel mas kotési arfolyam esetén mas az implicit volatilitas, e szerint az elmélet szerint

% Egyesek a grimasz alakjat a kotési arfolyam fiiggvényében hiperbolikusan csokkendnek, masok
linearisan csokkendnek tételezik fel.

> Figyeljiink arra, hogy ebben az egyenletben az alaptermék arfolyama nem jelenik meg magyarazé
valtozoként.

50 Az egyenlet jobb oldalan ennek megfeleléen az S nem is szerepel, csak a jelenbeli arfolyam, ennek is
csupan annyi a szerepe, hogy kijeloli, melyik opcid lesz az ATM. Ahogy Derman szellemesen
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az ATM opciok implicit volatilitdsa az alaptermék aranak fliggvényében folyamatosan
valtozik, méghozz4d az arfolyam novekedésével ellentétes iranyban, a ,,grimasz”
formajanak megfelelden.

Osszefoglalva tehit az adott kotési arfolyamt opcidk implicit volatilitdsa fliggetlen az
alaptermék arfolyamatol, az ATM opcioké azzal negativ kapcsolatban all. A fedezeti

arany azonban megfelel a BS feltételek melletti fedezeti aranynak.
11.5.2.2. A ragados delta szabdlya

A ragados delta szabalya azt mondja, hogy az implicit volatilitds adott delta mellett
allando, volatilitas értéke annak fiiggvénye, hogy az opcidé mekkora belsd értékkel bir
(moneyness).EIMivel az opcid deltdja is ennek a belsd értéknek a fliggvénye, ezért a
deltat hasznaljuk ennek mérésére. A szabaly ennek megfeleléen a

(5. K1) =03 )= B -1}, (5T

képlettel irhato le.

Lathato, hogy az implicit volatilitas csak K és S viszonyanak a fliggvénye. Ha az opcio
ATM, a jobboldal masodik tagja nulla, azaz a volatilitas dllando. Az egyenlet az S
értékétdl abbol a szempontbdl fiiggetlen, hogy teljesen mindegy, milyen S arfolyam
mellett ITM mondjuk 20%-kal egy opci6. Ha ugyanis ilyen mértékben ITM, akkor az
implicit volatilitasa minden arfolyam mellett ugyanakkora lesz. A kérdés csak a belsd
érték, azaz a delta nagysaga.

A masik fontos megallapitas, hogy az implicit volatilitas és az arfolyam valtozasa
egymassal pozitiv viszonyban dll. Tehat minél magasabb az alaptermék arfolyama, annal
nagyobb lesz az arra sz6l16 opcidk implicit volatilitasa.

Az alaptermék arfolyaménak valtozésa igy duplén fejti ki hatdsat az opcid értékére.
Egyrészt az arfolyam novekedése maga is noveli az opciod értékét, masrészt a volatilitast
1s megnoveli, ami szintén noveli azt. Ebbdl pedig mar lathato, hogy a hagyomanyos BS
feltételek melletti delta nem lesz jo mérészama a kitettségnek. Ha ez a szabdly irja le

pontosan a vilagot, a fedezeti arany a BS vilagbelinél nagyobb lesz.

megfogalmazza, ez tulajdonképpen a ,,szegény ember kisérlete arra, hogy a Black — Scholes modellt
megtartsa”.

! Ennek megfeleléen gyakran sticky — moneyness szabalyrol is beszélnek. Nagysagat a K/S ardny
mutatja meg.
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Osszefoglalva tehat, azt ATM opciok volatilitisa allandd, egy adott opcid volatilitasa
pedig az alaptermék arfolyaméval azonos iranyban valtozik. A delta ennek megfeleléen

a Black — Scholes vilag deltdjanal nagyobb lesz.ELI

11.5.2.3. A ragados implicit fa modellje

Derman szerint a harmadik lehetséges valasz maga a DK modell. Ez a helyi
volatilitdsokat tartalmazza, ¢és igy ezekbdl a jovObeli implicit volatilitasok 1is
szarmaztathatéak. Ez a fa magaban hordozza a volatilitds valtozasanak lehetdségét.
Ennek megfelelden, ha az alaptermék arfolyama moddosul, a fan mozgunk eldre, annak
jellege és meredeksége nem valtozik. Uj fara nincs sziikség, akar ugyanazon opciot,
akar a mindenkori ATM opcidt vizsgaljuk. Ami véltozatlan marad, az a fa, innen a
modell elnevezése.

Mivel a tapasztalatok szerint a volatilitds ,,grimasz” negativ meredekségii, ugyanez lesz
jellemzd a helyi volatilitasokat leird fliggvényre, €s innen ugyanez adddik a jovébeli
implicit volatilitasokra is.

Eszerint ezt a modellt a

Ot (S, K 1) =030 (1) = B)(K + ) (58.)

impl
egyenldséggel tudjuk leirni. Az ATM opcidk implicit volatilitdsa megegyezik a helyi
el

volatilitas értékével, igy ez szintén az alaptermék ardnak negativ fliggvénye lesz.” A

fedezeti aranyrol is szo6 volt korabban, eszerint a fedezeti ardny a BS értéknél kisebb.
11.5.2.4.  Valasztas a szabalyok kozott

Derman az 1997 szeptembere ¢és 1998 novembere kozotti iddszakot vizsgalva azt
probalta eldonteni, melyik szabaly éllja meg a helyét a valdésdgban (Derman [1999]).
Tapasztalata szerint egyik szabaly sem egyeduralkod6. Volt idészak, mikor az egyik,
volt, mikor a masik irta le legjobban a piac miikddését. Az elsd, a ragadds kotési

arfolyam szabalya akkor allta meg a helyét, mikor a vizsgalt S&P 500 index értéke egy

62 Ez azzal, a korabban emlitett piaci megfigyeléssel ellentétes, mely szerint a ketté kozott negativ
kapcsolat all fenn.

%3 Rebonato ugyanezt a megkozelitést ,lebegd mosolynak™ (floating smile) nevezi. Az elnevezést azzal
indokolja, hogy az arfolyam valtozasaval az opciok belsé értéke, és igy az Osszes opcio implicit
volatilitasa folyamatosan valtozik, mikdzben a mosoly jellege nem moddosul, csak arrébb ,lebeg”.
Részletesebben lasd: Rebonato [1999] 82. oldal
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adott savon beliil maradt hosszabb ideig. Nagyobb esések utdn az arfolyam és a
volatilitas szinte mindig ellentétesen valtoztak, ami a DK modell allitasait tlinik
1gazolni. Végiil azokban a peridédusokban, mikor az arfolyam egy elég hatarozott felfelé
trendhez simult, a masodik, a ragados — delta modellje tlint helyesnek.

Ez utébbi A4llitds azonban igencsak gyenge ldbakon 4ll. Ugyanis ezekben az
1d6szakokban az implicit volatilitds szinte minden opcio esetén valtozatlannak tlint, ami
azt jelentette, hogy az ATM opciok volatilitasa csokken, szemben a modell allitdsaval,
mely szerint az fliggetlen attol. Derman azonban ugy véli, ez a hatds nem igazén
magyarazhato, ezért magyardzat hianyaban fliggetlennek tekinti a két tényezot
egymastol.

Rebonato a FTSE index 1998 nyari alakulasat vizsgalva ugy taldlta, hogy abban az
idében az index elmozdulésa és az implicit volatilitds elmozduldsa azonos iranyu volt,
ezért szerinte adott id0szakban a ragados delta — illetve, ahogyan 6 nevezi, a lebegd

mosoly — elmélete irta le a piac viselkedését (Rebonato [1999] 83-85 oldal).

 Méghozza az 1. szabalynak megfelelden kétszer olyan gyorsan véltozé fiiggvénye.
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II1.1. Bevezetes

A dolgozat harmadik részében a volatilitdas kereskedés témakorét jarom koril. A
harmadik fejezet els6 részében azt nézem végig, milyen elméleti megoldasok sziilettek a
volatilitas adasvételére. Ezek a modellek gyakran a valosagtol idegen feltevésekkel
¢lnek, az elméletileg helyes megoldast keresik az opcid hatralévé futamideje, vagy
éppen a jovo egy kivalasztott periddusa volatilitasanak eldallitdsara. A fejezet masodik
része azokat a megoldasokat veszi szamba, amelyeket a gyakorlatban is alkalmaznak,
illetve amelyek a gyakorlatban is alkalmazhatoak lennének. Ilyenek példaul az

volatilitasra sz0l16 hataridds, swap és opcios tligyletek, valamint a volatilitds indexek.

II1.2. A volatilitas kereskedes

A volatilitds kereskedés soran a cé€l olyan pozicid felépitése, amelynek kifizetése a
volatilitas fliggvénye. Mashogyan fogalmazva egy olyan poziciot kell Iétrehozni,
amelynek darfolyama nem az alaptermék 4aratol, hanem az alaptermék aranak
valtozékonysagatol fiigg. Ehhez viszont olyan termékre van sziikség, amely az
alaptermék aranak nem linedris fliggvénye, azaz olyan termékre, amelynek gamméljaIII
nullatol kiilonbozé. Ha a volatilitastol pozitiv iranyban fiiggd poziciot akarok, azaz
,veszem” a volatilitast, pozitiv gammara van sziikségem, ha el akarom adni, negativra.
Ezt a poziciot ugyanakkor ugy kell felépiteni, hogy értéke ne fliggjon az alaptermék
aratol, azaz a deltéjalz| nulla legyen.

Ehhez opcidkra van szilikségiink, méghozza olyan opcids poziciokra, amelyek értéke az
alaptermék aratol a lehet6 leginkabb fiiggetlen!3 Az els6 megoldas konnyen adja magat:
opcio vételével €s egyidejlileg alaptermékkel torténd dinamikus delta fedezésével egy

volatilitds pozicio épithetd fel. Mivel a volatilitast vettiik, ezuttal egy long volatilitas

' Gamma: a szarmaztatott termék értékének alaptermék ara szerint vett masodik parcialis derivaltja.

? Delta: a szarmaztatott termék értékének alaptermék ara szerint vett elsé parcialis derivéltja.

’ Természetesen mas termék is megfelelé lenne, amelynek értéke az alaptermék nem lineéris fiiggvénye.
Ilyen lehet példaul a kotvény, amelyik ,,alaptermékének”, a hozamnak nem linearis fliggvénye. Az itt
elmondottak ennek megfelelden a kdtvénypiacra is atiiltethetéek lennének. Mivel azonban a hozam, azaz
az ,alaptermék” nem kereskedett, ez a megoldas a gyakorlatban nem jellemzd. A volatilitasra spekulalo,

75



II1. fejezet — Volatilitas kereskedés, volatilitasra szol6 termékek

poziciot sikeriilt létrehozni fiiggetlentl attdl, hogy vételi vagy eladdsi opcid volt a
kiindulési alap. A gyakorlatban azonban az alaptermék ¢és a volatilitds mellett az opcid
értékét meghatarozd tényezok koziil a kamatladb is véletlenszerlien valtozik. Hogy a
kamatlab hatasat is a lehetd legkisebbre csokkentsék, a delta fedezést nem az
alaptermékkel, hanem arra sz616 hataridds iigyletekkel hajtjak Végre!] Igy a pozicié mar
csak az idoének és a volatilitaisnak a fliggvénye lesz. Mivel az alaptermék ara
folyamatosan valtozik, ezt a pozicidt folyamatosan ki kell igazitani.EI
A masik egyszerli pozici6 a két opcio vételével felépithetd terpesz. Ennek eléallitasdhoz
egy-egy ugyanolyan kotési arfolyamu €s futamideji call €s put opcidt vesziink, illetve
adunk el. A gyakorlatban ez a megoldas az elterjedtebb, az interneten se szeri se szama
azoknak az oldalaknak, amelyeken brokercégek ¢€s befektetési bankok ajanljak
tigyfeleiknek ezt a kombinacidt, ha a volatilitasban akarnak pozicidt felvenni.EI Ennek
soran igyekeznek olyan lejaratot és kotési arfolyamot véalasztani, hogy a pozicid deltaja
min¢l kozelebb legyen a delta semleges allapothoz. Gyakran nem azonos szamu call és
put opcidt vasarolva igyekeznek az alaptermék aranak valo kitettséget csokkenteni. Igy
nem annyira terpeszrol beszélhetiink, hanem inkabb ahhoz hasonld Gsszetett opcids
poziciorol.

Len Yates példaul azt javasolja, hogy mikor volatilitast vesziink, minél hosszabb
futamidejli opcidkkal kereskedjiink (Len Yates [2003/a], [2003/b]). Ekkor ugyanis az
1dé mulasaval lassabban ,,kopik” a pozicionk értéke, nagyobb az esélye a volatilitas
emelkedésének, azaz annak, hogy profitot realizalhassunk. A kotési arfolyam
tekintetében a minél inkabb ATM kozeli opcidkat ajanlja. Ekkor ugyanis — amellett,
hogy a deltank nulla kozelében van egy-egy opcidé megvasarlasaval — a
részvényarfolyam erdteljes elmozdulasabol is profitalni tudunk. A maximalis veszteség
természetesen nem lehet nagyobb, mint az opciokért kifizetett Osszeg, azaz
veszteségiink korlatozott.

A volatilitas eladasa esetén azonban short pozicidt vesziink fel, ami 6ridsi veszteséget

tud okozni szdmunkra. Ezért a piaci gyakorlat az, hogy OTM opcidk eladasaval hozzuk

1étre a pozicidt. Mivel mind a call, mind a put opcid6 OTM, a részvényarfolyamnak ,,van

vagy azt fedezési céllal vasarlo befektetok tipikusan opciokkal kereskednek. Ezért a tovabbiakban én is
csak ezzel az esettel foglalkozom.

* Amennyiben call opciéval hozzuk létre a pozicidt, annak értéke a kamat pozitiv fiiggvénye lesz. Mivel a
delta fedezés soran az alapterméket el kellene adni, és ezt jelenleg hataridds iigylettel helyettesitjiik,
ennek sordn a kamattél negativ médon fliggd poziciot vesziink fel. A két hatas egymas ellen hat, ezaltal a
kamatkitettségilink csokken, illetve megsziinik. Put opciok esetén a hatés forditott.

> A volatilitas kereskedés kérdését részletesen, bar alapszinten targyalja Connolly [1997]
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helye”, nem keriiliink azonnali vesztes pozicidoba az egyik vagy masik opcié kapcsan.
Ezaltal természetesen nem lesz azonos a két opcid kotési arfolyama, hiszen egy
ugyanolyan kotési arfolyamu call és put opcid nem lehet egyszerre OTM. Ebbdl viszont
az kovetkezik, hogy a pozicio delta semlegesitéséhez nem azonos szamu call és put
opcidt fogunk eladni. Ezért itt inkabb Osszetett opcids pozicidrdl, mintsem pusztan egy
terpeszrdl van sz6. Azaltal persze, hogy a kotési arfolyamok az alaptermék mai aratol
tavol esnek, csokken az opciok VegéjaEI, azaz a volatilitasra val6 érzékenysége. Ezt tigy
foglalhatnank 6ssze, hogy bar csokkent a pozitiv hozam nagysaga, de ugyanakkor
valosziniisége novekedett.

A tovabbiakban nézzilk meg, milyen elméleti modellek sziilettek a volatilitas
eldallitasara. Ennek sordn eldbb az dsszetett opcids poziciokrol lesz szo, majd az opciok
dinamikus delta fedezését nézziik at. Megvizsgalunk egy érdekes javaslatot, Neuberger
un. logaritmikus szerzédését. Majd megnézziik, milyen pozicio felvételét javasoltdk a
Goldman Sachs stratégai Derman, Kani és Kamal az helyi volatilitasra vald spekulacid
felépitésére. Az alabbi alfejezetben nagy részben tamaszkodtam a volatilitas kereskedés
elméleti oldalat legrészletesebben targyald Carr és Madan cikkére (Carr — Madan

[1997]).

I11.3. Elmeéleti modellek a volatilitas eloallitasara

111.3.1. Egy alternativ eljards a volatilitas elorejelzésére — volatilitas kereskedés

opciokkal

Ahogyan arrol mar tobbszOr sz6 esett, az opciddrazds egyik legbizonytalanabb
tényezdje a volatilitds. Mivel ez a paraméter ismeretlen, csak becsiilni tudjuk, mekkora
lesz a jovOben. A becslésre leggyakrabban az un. historikus volatilitast hasznaljuk fel,

vagy a piacon forgalmazott opcidk arabodl visszaszamitva probaljuk meghatarozni azt.

6 példaul az egyik legismertebb, Len Yates oldala: www.optionvue.com
7 Vega: a szarmaztatott termék értékének a volatilitas szerint vett elsé parcialis derivaltja
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Ezekbdl az implicit volatilitds értékekbdl aztan akar visszaszamitott modelleket is
¢épithetiink.

A piacon a jovo ,.elOrejelzésére” hasznalt implicit volatilitast leggyakrabban az ATM
opciok arabol szamitjak ki, mivel ezek (az OTM opcidk mellett) a leglikvidebbek a
piacon, igy a legtobb piaci informdci6 is varhatdan ezek ardban talalhatd meg. Ez persze
Onmagaban is ellentmond a BS modell feltételezésének, miszerint a volatilitas allando,
hiszen akkor minden opcidé arabol ugyanazt a volatilitdst kellene megkapnunk. Az
implicit volatilitas felhasznalasaval szembeni legfontosabb érv azonban valdsziniileg az,
hogy kiszamitasa eleve feltételezi, hogy a Black — Scholes modell jol irja le a valdsagot.
Carr és Madan egy alternativ eljarast mutat be, amely szintén a jovobeli volatilitast
hivatott eldre jelezni, de meghatdrozasa soran nem tételezik fel sem a volatilitas
allandoséagat, sem azt, hogy az alaptermék altal kovetett folyamat folytonos (Carr —
Madan [1999]).E|Réadésul az altaluk felvazolt volatilitas eldrejelzési modell a volatilitas
eldallitasara is alkalmas lesz.

Vegyiink egy egyperiodusos modellt! Tegyiik fel, hogy a nulladik idépontban, azaz ma
befektetilink, és a befektetés egy jovobeli T idopontban fog fizetni. A koztes idészakban
nem tudunk kereskedni. Tegyiik fel tovabba azt, hogy létezik egy kockazatos eszkozre
sz0l0 olyan hataridds iigylet, amelyik T idOpont utan, T’ idOpontban jar le. Mindezek
mellett erre a hataridés tligyletre vonatkozd eurdpai opcids iigylet is van a piacon,
tetszOleges kotési é1r‘folyammal.EI
Mar Breeden ¢és Litzenberger megmutattak, hogy a fenti feltételek mellett a befektetd a
nulladik idépontban az opcids piacon felvett statikus pozicid segitségével tetszéleges
sima jovObeli kifizetési fliggvényt eldallithat, igy egy, csak a volatilitastol fiiggd
kifizetési fliggvényt is (Breeden és Litzenberger [1978]). Ez az eljaras tehat, bar
elméleti megoldast ad, megmutatja, hogy végtelen kotési arfolyam esetén hogyan
allithato el a volatilitas.

Legyen tehat a cél egy kizardlag a volatilitastol fiiggd kifizetési fliggvény eldallitasa.

Ezt a kifizetési fiiggvényt a tovabbiakban f(F,)-vel jeloljiik. Megmutathat6, hogy

¥ Eljarasuk soran 6k is a mar korabban emlitett Breeden és Litzenberger [1978] eredményeihez nytltak
vissza.

’A végtelen szdmu kotési arfolyam léte kicsit erésnek tlinhet, tulajdonképpen a folytonos kereskedéshez
hasonl¢ feltételrdl van sz6. A masik megjegyzés az alaptermékkel kapcsolatos. A gyakorlatban is sokszor
eléfordul, hogy az opcios ligylet alapterméke nem az azonnali termék, hanem egy arra sz6lo hataridés
igylet. Ennek tobb oka lehet. Egyrészt az a mar emlitett tény, hogy igy a kamatkockazatot is
minimalizaljuk, masrészt a delta fedezés soran a hataridés tligylet megkotésének tranzakcios koltsége is
Iényegesen alacsonyabb lehet, mint a részvény vasarlasa, illetve eladasa.
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barmilyen kétszer folytonosan differencialhato kifizetési fliggvény atirhatéd a kovetkezd

formara (Carr — Madan [1999] 1. fiiggelék):

f(F,)= f(x)+ 1" (x)max(F, - x,0)— max(x - F,,0)]+ Kj £ (K )max(K - F,,0)dK

oo

+ [ (K)max(F, - K.0)dK

(1)

minden x tetsz6leges nemnegativ szamra. Igy a volatilitastol fiiggé kifizetési fiiggvény
is eldallithato.

Mivel a fenti értékek a fliggvény T-edik iddszaki értekét jelolik, T-edik iddszaki
pénzben vannak kifejezve. Ennek megfelelden a kovetkezo értelmezés adhatd nekik: a
jobboldal elsé tagja f(x) darab egy forint névértékii elemi kotvényt jelol, a masodik
tagja f'[x] darab k kotési arfolyamu call és ugyanennyi put kiilonbsége, a harmadik
tag, az Osszes k-nal kisebb kotési arfolyamu, kotési arfolyamonként f''(K)darab
putbél, a negyedik pedig az dsszes k-nal nagyobb, kotési arfolyamonként f''(K) darab
callbol allo opciods pozicid értéke.

A volatilitas poziciot tehat opcidk és elemi kotvények felhasznéalasaval épitjiik fel, ezért
Osszetett opcids poziciorol is beszélhetiink. Nekiink azonban a pozicid felépitésénél a

lejarat eldtti értékek lesznek fontosak.

Ha a piacon nincs arbitrdzslehetdség, akkor a fenti Osszefiiggésnek jelenértékben is
teljesiilnie kell. Az f fiiggvény mai értékét PV, -fel, az elemi kotvény mai arfolyamat

By-lal, az opciok mai értékét Po(K)-val illetve Co(K)-val jelolve igaznak kell lennie a

kovetkezd Osszefiiggésnek:

K

PV = f(5)By + (=)IC, (k)= B, ()]+ [ (KR, (K)dK+°]f"(K)co (KK (2.)

0
Ne felejtsiik, hogy az alaptermék altal kovetett folyamatra semmilyen feltevést nem
tettlink. Azaz a folyamat pontos meghatarozasa nélkiil sikeriilt csak a volatilitastol
fiiggd pozicidt felépiteni.
Carr és Madan a fenti eredmények alapjan egy masik feladatot is igyekeznek
megoldani. Bemutattdk, hogy a fenti mddszerrel a jovobeli volatilitas értéke, azaz az

alaptermék hozaménak szorasa is elérejelezhetové valik. Ehhez két dolgot hasznaltak
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[ial

fel. Egyrészt azt, hogy a volatilitds szords—, masrészt azt, hogy a kockadzatmentes
hozamot allandoénak feltételezveE! a mai ¢s a T-edik idépontbeli hataridés arfolyamok
hanyadosanak logaritmusa, In(F1/Fy) az alaptermék folytonosan szdmitott hozamat adja
meg.E]

Ennek megfelelden a [0,T] idészak hozaménak varianciaja (volatilitds négyzete):

2

bl ] o

A varhatoérték meghatarozasdhoz felhasznaljuk, hogy kockazatmentes vilagban egy
termék jovobeli kifizetésének varhatd értéke megegyezik az adott termék hataridds
araval. Carr és Madan megjegyzik, hogy megfeleld kockdzatmentes mérték mellett a
hataridés 4arak martingdl folyamatot kovetnek. A mérték, azaz a valdsziniiségek

[13]

eloszlasa természetesen a fedezés gyakorisaganak is figgvénye. Igy adott gyakorisag
mellett ez a mérték egyértelmiien meghatarozhato.

Felhasznaljuk tehat, hogy kockazatmentes vilagban a hozam varhat6 értéke megegyezik
egy olyan portfolié hataridds araval, amelyiknek a T iddpontbeli kifizetése éppen
In(F1/Fy). Azaz egy olyan terméket keresiink, aminek éppen ez lesz a jovdbeli
kifizetése. Ennek a jelenbeli értékét véve, majd ebbdl a hataridds arfolyamot kiszamitva
a kivant eredményhez jutunk.

Vegyiik észre, hogy itt most egy masik kifizetési fiiggvényre vonatkoz6an ugyanazt az
eljarast alkalmazzuk, mint tettiilk elobb a volatilitds pozicid felépitése soran. Ennek
megfelelden ismét az 1. és 2. egyenleteket fogjuk felhasznalni.

Legyen tehat a jovobeli kifizetési fiiggvény £, (F)=In(F, /FO).L‘_‘ll Ennek mai értéke a

2. egyenletet felhasznalva fejezhetd ki tetszdleges k mellett. A kifizetési fliggvény

masodik derivaltja

' Ne felejtsiik el a bevezetSben tett megjegyzést, hogy a dolgozatban a volatilitas alatt a szérast értem.
Az olyan termékeknél, ahol a volatilitassal valo kereskedés valojaban a varianciaval valé kereskedést
jelenti, jelezni fogom.

' Ez a feltevés, ha explicit modon nem is, de az opciok arazasan keresztiil végig jelen van Carr és Madan
[1999] cikkében.

"2 Ha ugyanis a kockazatmentes hozam 4llando, a hataridés termék arfolyamat csak az alaptermék
aralakulasa befolyasolja. fgy a hataridés arfolyam két idépontbeli értéke kozotti kiilonbség csak az
alaptermék arvaltozasanak fiiggvénye, ezekbdl pedig az alaptermék hozama szamithato.

1 Példaul binomialis modellben nem ugyanaz a valoszinliség eloszlas, ha évente egy, vagy évente két
periddust tételeziink fel. Els6 esetben eleve csak két, a masodikban hiarom kimenet létezik, igy a
valésziniségek sem lehetnek ugyanazok. Ha azonban a periddus hosszat megvalasztottuk, a
kockazatmentes valdsziniliség eloszlas egyértelmi.

' Az m index ebben az esetben a varhato értékre (mean) utal. Ne feledjiik, hogy ez még T-edik
idépontbeli pénzben van kifejezve.
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=1

fm”(K)—F (4.)

lesz. Mivel a 2. egyenletnek k¥ minden nemnegativ értéke mellett fenn kell allnia,
valasszuk meg ezt gy, hogy a 2. egyenlet a lehetd legegyszeriibb format oltse: tegyiik
fel, hogy k=F,. Ezzel a 2. egyenlet els6 két tagja nullava Vélik.EIigy a jelenbeli érték

F oo
0 1 1

PV :_IFPO(K)dK— JFCo(K)dK (5.)
0 Fy

Nekiink ennek hataridds arfolyamara van sziikségiink, ami megegyezik a hozam varhat6

értékével:

F o
F= Eo[ln(j;—zﬂ =— OJ%POF (K,T)dK - Fj% Cr (K, TYK (6.)
ahol a P/ (K,T), illetve a C; (K,T)értékek a K kotési arfolyama opcidkra szolo T
idépontban lejar6 hataridds tligyletek arat jelolik.

Megvan tehat a varhato érték, de a végsd cél a variancia (illetve a volatilitas)

meghatarozasa. Ezt az el6zdekhez hasonloan hatarozhatjuk meg. Legyen a kifizetési

fiiggvény
Ol

£.(F)= M%} - FT (7.6

0

Ez ismét csak T-edik id6szaki pénzben van megadva. Ennek mai értékét ismét a 2.

egyenlet adja meg. A kifizetési fiiggvény masodik derivaltja ebben az esetben
2 K
"(K)=—|1-In| — [+F 8.
1, (K) K{ (Fj } 8)
A 2. egyenletben x tovéabbra is tetszOleges. Ismét valasszuk meg Ugy x értékét, hogy az
egyenlet elsé két tagja nullava valjon. A k= F,e" helyettesitést elvégezve a kifizetési

figgvénynek mind az értéke (elsé tag), mind a meredeksége (masodik tag) nullava

valik. Nekiink ennek hataridés arfolyamara van sziikség. A hataridds arat véve

Var, {h{%ﬂ = Fj % [1 -~ h{%j + F}POF (K,T)dK + wj %{1 -~ h{g] + F}C{ (K,TMK

0 0 FogF 0

)

' Mivel In(1)=0, és (In(K/F))’=(1/K-1/F)
'® A kifizetési fliggvény v indexe ebben az esetben a varianciara utal.
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Ez pedig éppen az, amit kerestiink: a hozam varianciaja, azaz a volatilitds négyzete. Ez
a historikus és az implicit volatilitdson tul a jovoben realizalt volatilitisnak egy
harmadik becslése lehet. Carr ¢s Madan megjegyzik, hogy az eldrejelzésen tul ez a
képlet a volatilitas kockazat piaci aranak kiszamitasara is alkalmas, ha a fenti értéket az
1d6szak végén Osszevetjiik a végiil realizalt Volatilita'lssal.IEI

Carr ¢és Madan tehat latszolag két, egymastol fiiggetlen problémat oldott meg: megadta
egyrészt a volatilitds pozicio felépitésének, masrészt a volatilitds eldrejelzésének egy
alternativ modjat. A két eredmény azonban nem fiiggetlen. A volatilitas becslését
ugyanis szintén egy osszetett opcios pozicioval oldottak meg. Ennek megvasarlasa
természetesen ugyanugy egy long volatilitas pozicio felépitését jelenti, annak kifizetése
ugyanugy csak a volatilitas fliggvénye lesz.

Elemezziik, és vessiik Ossze az eredmeényt a korabban elmondottakkal! A volatilitas
megvételenek egyik legegyszeriibb modszere egy long terpesz (straddle) pozicid
l1étesitése, azaz egyidejlileg egy ugyanolyan kotési arfolyamu és futamidejii vételi,
illetve eladési jog vasarlasa. Ennek az egyszerii pozicionak azonban két hatranya is van.
Ha az arfolyam a kétési arfolyamtol, és mivel az opciok tipikusan ATM-ek, ezért
egyben a mai arfolyamtol eltavolodik, a volatilitas valtozasara valo érzékenység erdsen
csokken. Emellett a részvényarfolyam alakuldsnak valo kitettséglink — a deltank — egyre
no.

A fenti 9. egyenlet éppen ennek a problémanak a megoldéasara ad javaslatot. Ez ugyanis
nemcsak a volatilitds eldrejelzésére, hanem egy volatilitasra spekuldlo pozicio
felépitésére is alkalmas. Itt is azonos kotési arfolyamu opcidk egyidejii vételével épitjlik
fel a pozicidt. Az eredmény a sima terpesztol abban kiilonbéozik, hogy nem egy-egy,
hanem végtelen szamu call, illetve put opcio vdsdrolunk.ﬁl

Mivel a gyakorlatban nem forgalmaznak végtelen szamu kotési arfolyamra opciot, az
eredmény ugy interpretalhatd, hogy minden lehetséges kotési arfolyam mellett kell
opcidt vasarolni. Az igy kialakitott portfolio esetén bdarmilyen messze is megy a
réeszvényarfolyam kezdeti értékétol, a volatilitasra valo érzékenységiink nem csokken.
Ugyanakkor megmarad az a probléma, hogy az arfolyamnak valo kitettségiink nagyon

megnovekedhet.

' Ennek jelentdsége a fejezet masodik részében lesz lathatod, mikor a volatilitasra szol6 opcidk kertilnek
sorra. Ezek alapterméke ugyanis nem feltétleniil kereskedett, igy az alaptermék, azaz a volatilitas
kockazatanak piaci arara sziikség lehet.

' Ennek megfelelden a 9. egyenletben integraljel szerepel.
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Hogy a kép teljes legyen, nézziik meg, miben tér el a most bemutatott modszer a

,klasszikus™ delta alapu fedezés modszerétol!

111.3.2. Volatilitas kereskedés opciok részvényekkel torténd fedezésével

A fent bemutatott pozicion tul a volatilitas eléallithatd opciok és alaptermékek egyideju
vasarlasaval, illetve az opcid dinamikus fedezésével is. Mig azonban az elozo esetben
semmilyen feltevést nem kellett megfogalmaznunk az alaptermék arfolyama, illetve
volatilitasa dltal kovetett folyamatrol, addig most bizonyos megszoritasokkal kell
élniink. 1gy feltessziik, hogy a befekteték folyamatosan kereskednek, a kockdzatmentes
hozam idoben dllando, és a hataridos alaptermék altal kovetett folyamat egy folytonos
Lszemi—marl‘ingd}lr2I folyamat. Fenntartjuk ugyanakkor azt a feltevésiinket, hogy a
hataridos arfolyam volatilitasa egy tetszbleges, de ismeretlen folyamat szerint alakul.
Persze vallalkozhatnank a volatilitds altal kovetett folyamat eldrejelzésére, ennek
azonban tobb kovetkezménye lenne. Az egyik az, hogy a delta alapi fedezés soran
nemcsak a részvényarfolyam, hanem a volatilitds véltozasanak megfeleléen is
modositani kellene a pozicionkat, ami a koltségek erdteljes ndvekedésével jarna.
Masrészt korantsem biztos, hogy jol jeleznénk eldre a volatilitds alakuldsat, ami a
fedezés sordn egy plusz beépitett hibat jelentene. Ennek megfelelden a tovabbiakban
alapvetden az alaptermék arfolyamanak valtozasara koncentrdlunk, a fedezeti arany
meghatdrozasakor a volatilitast figyelmen kiviil hagyjuk.

Mivel azonban a volatilitas nem dllando, a folyamatos fedezés hibat fog eredményezni,
ami a delta hedge lezarasanal nyereségként vagy veszteségként jelentkezik.

Jelolje a tovabbiakban Y(F,z,0) egy eurdpai tipusa opcié Black modell szerint

szamitott értékét, ahol F az alaptermék jelenbeli, t idépontban érvényes hataridds
arfolyama, ¢ pedig az ennek az értéknek a kiszamitasahoz felhasznalt volatilitas érték.
Tegyiik fel tovabba, hogy a dinamikus fedezést nem az opcid ,.egész életén at”

folytatjuk, hanem csak egy tetszdleges (T,T) id6szakon at. Feltessziik még, hogy az

' Tulajdonképpen a pénziigyek soran vizsgalt folyamatok szinte mindegyike szemi-martingél folyamat.
Az altalanositott Wiener folyamat két részbdl all, egy determinisztikus és egy sztochasztikus tagbol. A
sztochasztikus tag egy martingal folyamat, a determinisztikus azonban nem. A kettd egyiittesét ezért
nevezziik szemi-martingalnak.

Az alaptermék folyamatira a vonatkozoan azért kell valamiféle feltevéssel élniink, mivel a stratégia
ezattal dinamikus lesz, magat az alapterméket fogjuk felhasznalni a delta fedezéshez. Eddig az
alaptermék nem keriilt felhasznalasra, illetve maga a stratégia is statikus volt. Emiatt az alaptermék altal
kovetett folyamat jellege sem volt fontos.
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alaptermékiil szolgald hatariddés kotés ennél késdbb, a T idépontban jar le, ahol
™=>T".

A tovabbiakban tehat T és T’ idOpontok kozotti delta fedezést vizsgaljuk. Tegyiik fel,
hogy most vagyunk a T id6pontban, amikor a befektetd elad egy eurdpai tipust opciot,

aminek Black értéke Y(F,,T,0, )IE

, tovabba vesz delta, azaz dY /dF szamu hataridds
kotést. Az Y(F,t,0, )e’(T ) &rtékre az Ito — lemmat alkalmazva Carr és Madan a

kovetkezoket kaptak:

~

.
Y(F.,T',0,)=Y(F,,T,0,)e"" " + [ - OV(EL G”)dF, + Ie’(“) [— Y(F,.t, dh)+—aY(Fg;’ O-h)}dt—l—

~

T

dt

+J- o FO7 BZY(F t,0,)
oF”

(10.)

Azaz a T’ idOpontbeli érték a T iddpontbeli értéknek és az azota bekdvetkezett

valtozasoknak az dsszege. A valtozasok pedig két okbol, az alaptermék dranak valtozasa
¢és az 1d6 mulasa miatt kovetkezhettek be.

Ugyanakkor az Y(F ,t,O'h)értékre definici6 szerint fenn kell allnia a Black

differencidlegyenletnek. Eszerint:

2 2 2
—rY(F,t,o-h)JraY(F’faah):_F o, d Y(F,Zz,o-h)
af 2 aF

Jelolje a korabbiaknak megfeleléen a T’ id6pontban esedékes kifizetési fiiggvényt a

(11.)

kovetkezd modon
f(F)=Y(F,T",0,) (12))

A 11. és a 12. egyenleteket a 10. egyenletbe helyettesitve, és az egyenletet atrendezve a

kovetkezoket kapjuk:
T 2 2 T
F.)+ je’(f'—”F—’—a Y ’f’d”)(aj —0?)dt=Y(F,,T,0,)e'™ " + [ - Y to_")dE
; 2 oF ;
(13.)

Ertelmezziik a megkapott egyenletet! A jobboldalon a befektetés T’ idGszaki értéke dll,
azaz a dinamikus stratégia végso értéke. Ez egyrészt tartalmazza a T-edik id0szakban

vett Y(F,,T,0,)értékii kockazatmentes elemi kotvény lejaratkori értékét, masrészt a

dY /dF darab hataridds kotésben meglévé dinamikus pozicid értékét a T idépontban.

*» A h index az opcié 4razasahoz felhasznalt, és igy a fedezés (hedge) alapjat képezé volatilitast jeldli.
Mivel az opcio lehet call és put is, ezért C, illetve P helyett a Y jelolést hasznalom. Mivel hataridds
szerz6désre szol az ligylet, az eredeti Black — Scholes képlet helyett a Black formulat alkalmazzuk.
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Mivel a két oldal egyenld, ezért ennek megfeleléen a baloldalon is a stratégia
lejaratkori ertékének kell allnia. A baloldal elso tagja a stratégia T-edik 1d6szakban
megcélzott értéke, kifizetési fiiggvénye. EbbOl viszont mar kovetkezik, hogy a baloldal
integralos kifejezése lesz a megcélzott értéktol valo eltéerés. Ez a korabbiakbol
kovetkezden pedig nem mas, mint a volatilitas valtozasanak hatdsa.

Ha a kezdetben fedezésre felhasznalt volatilitas, 6, megegyezett volna minden egyes
id6szakban a realizalt o; értékkel, akkor éppen a kezdetben megcélzott kifizetéshez
jutottunk volna a fenti stratégia altal.

Mivel a konvex kifizetési fliggvénnyel rendelkezd derivativok gammaja sosem negativ,
ezért opcidk esetén, ha a fedezésre felhasznalt volatilitas meghaladja a valos volatilitast,
a fenti pozicié az arfolyam altal bejart uttdl fiiggetleniil mindig nyereséges lesz. Ha
ellenben elmarad attol, veszteségiink képzddik.

Nem filiggetlen azonban a bejart uttdl az, hogy végiil mekkora nyereséggel, illetve
vesztességgel szallunk ki a fenti tigyletbdl. A delta alapu fedezés, tehat annyival jobb,
mint az el6z0 statikus, tisztan opciokbol felépitett pozicio, hogy az alaptermék aranak
valo kitettségiink megsziinik. Nem valtozott azonban meg az utvonalra valo érzékenység.
Az a befektetd, aki csak a volatilitas valtozasdba akar fektetni, nyilvanvaloan ezt a
kockézatot is szeretné megsziintetni.

Az egyik lehetoség a volatilitas sztochasztikus alakulasara vonatkozo feltevéssel élni. Ez
azonban, mint arr6l mar korabban sz6 volt, koltséges €s nem feltétleniil hatékonyabb. A4
masik lehetéség az, ha egy olyan jovébeli f() kifizetési fiiggvényt definidlunk, aminek
eredményekeént a 13. egyenlet baloldalanak integralos tagjabol eltiinik a hataridos
arfolyam. Erre a problémara adott egy lehetséges megoldast Neuberger, aki azt
javasolta, hogy opcid helyett egy olyan terméket hasznaljunk, amelyik lejaratkor az

alaptermék aranak logaritmusat fizeti.

111.3.3. Neuberger logaritmikus szerzodése

Neuberger dolgozataban egy altalanosan hasznalhat6 volatilitds termék megalkotasanak
lehetdségét kereste (Neuberger [1994]). 4 hagyomanyos deltafedezést azonban elvetette.
A fedezett opcid esetén ugyanis a pozicid végsd értéke nem fliggetlen az alaptermék,
vagy annak hataridds arfolyama altal bejart uttél. Ennek oka az, hogy a valdsag és a

Black — Scholes vilag nemcsak a volatilitds idobeli valtozasdban tér el egymastol. A
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valdsdgban az arfolyam alakulds nem feltétleniil folytonos, kisebb — nagyobb ugrasok is
lehetségesek, az arfolyamok sem lognormalis eloszlastak, és a folytonos deltafedezés
sem lehetséges. Ezen tul egy tovabbi gond lehet, hogy a piac, féleg alacsonyabb
likviditas mellett befolydsolhato, az arfolyam manipulalhatova valik (Neuberger [1994]
77. oldal).

Ezért a fentiek helyett az un. logaritmikus szerzodés hasznalatat javasolta, ami
lejaratkor az alaptermék hataridos arfolyamanak logaritmusat fizeti ki. Tegyiik fel,
hogy a hataridds arfolyam geometriai Brown mozgast kovet allando ¢ volatilitas
mellett. Ekkor az Ito — lemma alkalmazasaval a logaritmikus szerz0dés fair ara a t

idépontban (Neuberger [1994]):

L =LnF —%O'Z(T —t)  (14)

Ezt ez értéket F; szerint derivalva megkapjuk a logaritmikus szerz6dés deltdjat:

A, =— (15.)

t

Azonnal szembe 0tlik a logaritmikus szerzddés egy eldnye: a fedezeti arany fiiggetlen a
volatilitastol, annak értéke mindig az éppen érvényes hataridds arfolyam reciproka. Ez
fogja biztositani, hogy ha a logaritmikus szerzddést dinamikusan fedezziik, akkor annak
értéke csak a realizalt volatilitas fliggvénye lesz. A logaritmikus szerzddést eladva, €s

delta szamu hataridds szerzédést véve bemutathatd (Neuberger [1994] fiiggelék), hogy a

befektetd nyeresége / vesztesége a fenti ligyletbdl éppen a kovetkezd lesz:

impl = Y realizalt

P&L:%(az 02 e T (16))

ahol Gimp1 a logaritmikus szerz8désben benne foglalt implicit volatilitas, mig a Grealizalc aZ
adott id0szak realizalt volatilitadsat mutatja.

Ne felejtsiik el, hogy Neuberger feltételrendszere némiképpen kiilonbozik az eddig
elmondottaktél. O a volatilitis dllandésagat tételezi fel. Ennek megfeleléen minden
egyes pillanatban ugyanaz a volatilitds hajtja a sztochasztikus folyamatot, szemben a
korabban elmondottakkal, ahol minden egyes id6pontban mas volatilitas lehet. Itt éppen
ezért a két volatilitas kiilonbségét csak beszoroztuk az id6 hosszaval, ott az integraljat
vettilik a kiilonboz6 1ddszakok eltéréseinek.

A késobbiekben ennek megfeleléen Neuberger feloldotta a volatilitas allandosagara

vonatkozo feltevését, igy az el6z6 egyenletet is mddositania kellett. 4 fedezeti arany nem
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valtozik, hiszen abban a volatilitds nem jatszott szerepet, de a végso nyereség / veszteség

értékét mutato fiiggvény a kovetkezo lesz:

P&L= :J%(O'Z o)t (17)

impl

Ez mar hasonlit a 13. egyenlet baloldalanak masodik tagjahoz, kivéve persze azt, hogy
értéke fiiggetlen a hataridos arfolyam, mint alaptermék dltal bejart uttol. De
kiilonbséget fedezhetiink fel abban is, hogy ott a volatilitds a fedezeti aranyt
befolyasolta, mig itt ez nem kovetkezik be.

A piacon azonban nem jegyeznek logaritmikus szerzOdéseket, igy Neuberger

eljarasanak csak a logikajat tudjuk atvenni, megoldasat nem teljes egészében.

Carr — Madan ¢és Neuberger eredményeit Osszekapcsolva azt mondhatjuk, hogy
hasznaljunk tovabbra is opcidkat a logaritmikus szerzddés helyett. Azonban ezek
segitségével alakitsunk ki olyan jovébeli f(F, ) kifizetési fiiggvényt, ami az alaptermék
arfolyamanak logaritmusat fizeti ki. Igy bar a felhasznalt opciok fedezése nem fiiggetlen
a volatilitastol, és valamilyen oy haszndlata tovébbra is sziikséges lesz, a pozicionk

értéke fiiggetlen lesz a hataridds arfolyam altal bejart uttol.
111.3.4. A realizalt volatilitas ,, eloallitasa’

A koradbban megvizsgalt pozicid nyeresége, illetve vesztesége attol fliggott, hogy az
opcié megvasarlaskori implicit, fedezésre felhasznalt volatilitdsa valamint a fedezés
soran realizalt volatilitds hogyan viszonyul egymdshoz. A fenti stratégia kisebb
modositasdval azonban egy olyan pozicio is 1étrehozhatd, ami nem a kiilonbséget,
hanem pontosan a realizalt, illetve eldre tekintve éppen a jovobeli volatilitast fizeti ki.

Végezziik a dinamikus fedezést ugy, hogy a volatilitasrol tegyiik fel, hogy nulla, azaz a
13. egyenletben a o©,=0 helyettesitést hajtsuk végre. Ekkor az egyenlet a

kovetkezéképpen irhato at:

Jo r (Rt = £ (Fy) = £(F,)= [/ (F)F, - (18)

Vegyiik észre, hogy az el6zé egyenletben szerepld Y(-)e’(T -1 helyett mindeniitt a

jovobeli, a T° idépontbeli kifizetési fiiggvény, f(-) szerepel. Azaz a képlet nem
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valtozott, csak a felirds formdja, a jelolés. A baloldal lathatéan egyrészt a realizalt
volatilitas, masrészt az alaptermék altal bejart ut fiiggvénye. Hogy ezzel tudjunk
foglalkozni, olyan f(-) kifizetési fiiggvényeket vizsgalunk a késGbbiekben, amelyek

esetén a jobboldal egyszerlisodik, a fliggvény értéke és az elsd derivaltja (meredeksége)
nullava valik.

A jobboldalt értelmezve a kovetendd stratégia is lathatd. A jobboldal elsé tagja egy
olyan (statikus) opcids poziciot feltételez, amelyik T’ idépontban jar le, kifizetése pedig

éppen f (FT,). A masodik tag egy szintén statikus opcios pozicid, amelyik a T-edik

Ld

idépontban jar le, és —e™""") £(F, ) forintot fizet.> A harmadik elem pedig a T és T’
idépontok kozott fenntartott, —e ") (F )darab hatéridés iigyletet tartalmazo
dinamikus pozici6 értékét mutatja.

Vegyiink tehat hosszabb futamidejii opciokat, adjunk el révidebb futamidejii opciokat, a
ket csoport lejarata kozotti idoben pedig hajtsunk végre dinamikus delta fedezést. Amig
mindkét futamidejli opcid ¢€l, (azaz t<T), a két opcids pozicié a volatilitasnak a
portfolionkra gyakorolt hatasat kioltja. A ,jaték” akkor kezdddik, ha mar csak a
hosszabb futamidejli opciok élnek. Amit realizalunk, az éppen T és T’ id6pontok kdzotti
volatilitds. Ha a wvolatilitast el szeretnénk adni, akkor természetesen a roévidebb
futamidejii opcidkban kell long, a hosszabb futamidejieckben pedig short poziciot
1étesiteni.

Ha csak a hosszabb futamidejii opciot vessziik, és a dinamikus semlegesitést mar ma
megkezdjik, a matdl szamitott idOszak volatilitasat realizaljuk. Annak, hogy a
semlegesitést 6,=0 feltétel mellett hajtjuk végre, csak az a jelentésége, hogy nem a két
volatilitas kiilonbségét, hanem éppen a realizaltat ,,vessziik meg” az ligylet altal.

Ne feledjiik azonban, hogy a pozicionk még mindig fiigg az alaptermék arfolyama altal
bejart uttol. Ezért ha ezt is ki akarjuk kiiszobolni, akkor olyan kifizetési fiiggvényre van
sziikség, amelyik ezt a problémat is orvosolja.

TetszOleges fiiggvényt definidlhatunk ezek utdn, a cél az, hogy az alaptermék altal
kovetett arfolyam uttdl fliggetlen legyen, ¢és ha lehet a fiiggvény értéke és meredeksége

nulla legyen.

2! Ez a rész Carr és Madan [1999] IV. fejezete alapjan késziilt.
2 Ne felejtsiik el, hogy az f () értékek T’ iddszaki pénzben vannak kifejezve! Ezért kell ezt az értéket
visszadiszkontalni.
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Bal

Carr és Madan a kovetkezd kifizetési fiiggvényt javasolta:
®(F)= z{m(ﬁj NE 1} (19.)
F) «

ahol x tetszdleges véges pozitiv szam. A fliggvény els6 €s masodik derivaltja a
kovetkezOképpen néz ki:
1 1

D'(F)= 2{;—5} (20.)

n 2
®"(F)= = (21.)
Ha x=F feltételezéssel €liink, akkor mind a 19., mind a 20. egyenlet nullava valik. A 19-

21. egyenleteket a 18.-ba helyettesitve a kovetkezdket kapjuk:

T T
[ordr=2 | =~ IERINNY ) N L. (A —2ji—i dF. (22)
; F.) & F ) & Ik F

A T és T’ idészakok kozott realizalt volatilitast tehat harom tagbdl allitottuk dssze. A
nulladik id6szakban vettiik a hosszabb, eladtuk a rovidebb lejarati opcidkat, a két
1d6épont kozott pedig dinamikus delta fedezést folytattunk.

Hogy azt is meg tudjuk mondani, mennyibe keriilt ennek a poziciénak az eldallitasa,
vegyiik sorra a 22. egyenlet jobb oldaldnak tagjait! Az elsé és masodik tag jovdbeli
kifizetési fliggvények értékét jeloli. Ezek meghatarozasdhoz a 2. egyenlethez kell
visszakanyarodnunk. A harmadik tag a hataridos {ligylettel végrehajtott dinamikus
fedezés jovobeli kifizetése. Ennek a koltsége ma nulla, igy ezzel nem kell
foglalkoznunk.

A 19-21. egyenleteket a masodikba helyettesitve a 18. egyenlet jobb oldalanak elsd két
tagjara altalanosan a kovetkezd osszefliggést kapjuk:

K\ F 2 T2
2|:11’1(Fj + ; - 1:| = 6[? maX(K - F,O)dK + ’;[F maX(K - F,O)dK (23)

Ebbdl az dsszes jelenbeli koltség a kovetkezd:

) 2 ) 2
th:OjK—PO(K,T')dK+ jFCO(K,T')dK—e (r-7) IK—PO(K,T)dK+ JFCO(K,T)dK (

2 2
0

24.)
Ennyibe keriil tehat ma a jovobeli T és T’ i1ddszakok kozotti realizalt volatilitas

megvasarlasa, mig a végso kifizetést a 22. egyenlet tartalmazza.

BA megoldas Neubergerhez hasonldan itt is valamiféle logaritmikus fliggvény hasznalata.

&9



II1. fejezet — Volatilitas kereskedés, volatilitasra szol6 termékek

Hasonléan a kordbban bemutatottakhoz, ez a fent levezetett egyenlet nemcsak a
volatilitas kereskedés megértéséhez, de a jovobeli volatilitas eldrejelzésére 1s alkalmas.
A 22. Egyenlet baloldalan egy adott idéintervallum realizalt volatilitasa all.

oldal). O a jovébeli T és T idSpontok kozotti iddszak igy meghatarozott varianciajat
sztochasztikus variancianak nevezi. Ha a mai és a T-edik idOpont kozotti értékét, illetve
ennek négyzetgyokét Black — volatilitasnak nevezi. Ennek értéke azonban elére nem
ismert, ezt az opciok implicit volatilitdsaval teszi egyenldvé! Ott a logika tehat az, hogy
az implicit volatilitdst fogja fel valamifajta becslésként, illetve a jovobeli helyi
volatilitas értékek osszegeként.

A logika most is ehhez hasonl6. Csak mig ott az implicit volatilitdsbol probaltunk a
helyi volatilitas értékére kovetkeztetni, itt az opciok arabol becsiiljiik a jovobeli
volatilitast. Ennek megfeleléen a jovére becsiilt volatilitas, o .., (T,T') a 24.

egyenlet jovoértékeként szamithato:

) , =2 ,
O-lfecsﬁlt(T’T'):eT|:JFR)(K’T)dK+ IFCO(KﬁT)dK:|
’ < (25.)
) 2
—eT[!FPO(K,T)Q’K+JFCO(K,T)dK}

A fenti logikat folytatva tulajdonképpen tetszéleges szamu jovobeli kifizetési fliggvény
definialhatd, igy tetszdleges jovObeli volatilitas eldallithatd. Carr és Madan maguk is
tobb esetet definialnak (pl. adott arfolyamsav variancigjat, ami érdekes lehet savos

devizaarfolyam esetére).
111.3.5. Tesztek és kereskedési stratégiak a gyakorlatban

A tobb opcio egyidejii adasvételével és deltafedezésével eldallithatd delta semleges, a
volatilitds valtozasara alapozd stratégia nyereségességét vizsgalta példaul Welch és
Culumovic [1995]. Stratégidjuk alapja az volt, hogy akkor kezdtek kereskedni, mikor
két call opcio implicit volatilitasa egymastol jelentds mértékben eltért!2 Az 1987-1989-

es periodust vizsgalva ara jutottak, hogy a volatilitdsra valé spekuldcid / arbitrazs

2 Igazandibol az opcidk, illetve az alaptermékiil szolgald részvények arabol az implicit volatilitasok
lehetséges savjat hataroztak meg. Amennyiben a két sav nem fedett at, azt jelzésként értékelték, ahol a
nagyobb volatilitasii opciot eladni, a kisebbet tartalmazot venni kellett a delta semlegesség fenntartasa
mellett. Szamitasaikat mind vertikalis, mind horizontalis, mind diagonalis kiilonbdzetekre elvégezték.
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nyereséges ligylet lehetett azok szdmara, akik alacsony tranzakcios koltségek mellett
kereskedhettek. Kiilondsen jelentds volt az opcidk egymashoz képesti félredrazésa az
1987-es krach elé6tt, de a profitszerzés lehetdsége ezutan is fennmaradt.

A piacon természetesen nagyon sokfajta stratégia definialhaté. Erdekes lehet példaul két
termék volatilitdsa kozotti kiilonbség eldallitdsa, vagy egy részvény és egy index
volatilitasanak kiilonbsége. A volatilitas relativ mértéke, azaz két kiilonbozo termékre
sz0lo opcid volatilitasanak ardnya az opcidok egymashoz képesti félredrazasarol
tanuskodhat. Erdekes tesztet végzett el Poon és Pope [1999]. Az S&P 100-as és az S&P
500-as indexekre sz6ld opcidk implicit volatilitasait vetették O0ssze. Mivel a 100-as
indexben szerepld papirok az 500-as index kapitalizacidjanak is jelentds hanyadat
alkotjak, volatilitasuk nagymértékben nem térhet el egymastol. Ha ez mégis megesett, a
nagyobb volatilitasi opcidt véve, és a kisebbet eladva probaltak nyereséget realizalni.
Az § stratégiajuk tehat nem egy-egy termék volatilitdsdnak, hanem két termék relativ
volatilitasdnak mértékére vonatkozott.

Stratégiajuk valamilyen mértékben az opcids piacok hatékonysagat is teszteli,
amennyiben a nagy nyereségek jelentds relativ félrearazasra utalnak. Azt talaltdk, hogy
a két opcids piac egyiittes hatékonysaga meglehetdsen alacsony, a fenti eljarassal még a
tranzakcios koltségek levondsa esetén is lehetett profitot realizalni. Kiilondsen olyan

kereskedési stratégia esetén lehetett nyerni, ahol a piaci szereplé egész nap,

crer

111.3.6. Az id6 dimenziojanak Derman — Kani — Kamal (DKK) féle kiterjesztése

Eddig azzal a feltevéssel éltiink, hogy csak néhany lejaratra, de végtelen kotési
arfolyamra jegyeznek a piacon opcidkat. Ennek a gondolatnak a kiterjesztése az lehet,
ha a lejératokra is feltessziik, hogy végtelen lehetséges lejarat létezik. Ebben az esetben a
kordbban megfogalmazott logikat ugy folytathatnank, hogy az 6sszes jovobeli (T,T”)
intervallum volatilitdsa potencialis ,,aruként” szerepelhet. Ennek megfelelden az sszes
jovobeli helyi volatilitas eldallithatd a korabban bemutatotthoz hasonld opcids poziciok
felhasznalasaval.

Ha minden lehetséges lejaratra jegyeznének opciokat, akkor a hosszabb futamidejiit
megvéve, a rovidebben eladva, €s a két idopont k6zott dinamikus fedezést végrehajtva,

az adott, most mar tetszélegesen megvalasztott iddintervallum volatilitdsa eldallithato.
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Két lejaratot egymashoz egészen kozel valasztva, akar egy adott pillanat volatilitasa is
kereskedhetdvé valik.

Derman, Kani és Kamal diszkrét idejii modelljiikben probaltik bemutatni azt, miként
lehet az egyes periodusok volatilitasanak alakuldsara szolo spekulacios poziciot
felépiteni. A korabbi visszaszamitott modellek logikajanak megfeleléen nem egy-egy
iddintervallum, hanem az egy-egy csomoponthoz tartozo helyi volatilitast probaltak meg
eléallitani opciok segitségevel (Kani — Derman — Kamal [1996]).

Mivel a helyi volatilitds mindig csomdpontokhoz kdothetd, igy nem egyszerlien az
opciodk lejaratat, hanem kotési arfolyamait is figyelembe kell venni a pozicié felépitése
soran. Kani, Derman és Kamal a Derman, Kani ¢s Chriss altal megalkotott implicit
trinomialis fat vette kiindulasi pontnak. Ezen a fdn mutattdk meg, hogyan Iehet
tetszOleges jovobeli helyi volatilitdssal kereskedni, illetve hogyan lehet ezek
valtozasanak opcids portfolionkra gyakorolt hatasat semlegesiteni. Mivel trinomialis
modell az alap, egy-egy pontbdl harom masikba Iéphetiink tovabb, illetve egy adott
pontba harom masikbol érkezhetiink. Ennek megfeleléen a T-edik iddszaki opcid mellé
a horizontalis spread felépitése sordn harom masik, T-AT idépontban lejard opcid
sziikséges, ha nem csupan az idépontot, de az ar szintjét is meg akarjuk hatarozni.

Azaz egy hosszabb futamidejli opcié6 megvasarlasaval, és haromfajta, egy periodussal
rovidebb futamidejli opcid egyidejlii eladdsaval olyan poziciot alakitottunk ki, amely
nyereséges lesz, ha a helyi volatilitas értéke nd, veszteséges, ha csokken. Nevezziik ezt
bsl

az Osszetett opcios poziciot volatilitas alappozicidonak.

Az alappozicio értéket jelolje 4, , (t,S), ami az alappozicié t-beli, az alaptermék S

arfolyama melletti értékét fogja jelenteni, ahol a hosszabb futamidejii, K kotési
arfolyamu opci6 T idOpontban jar le. A harom rovidebb futamidejii opcid koziil a
kozépso kotési arfolyama legyen K, illetve a kozvetleniil Ky, alatti, illetve feletti két

arfolyam, azaz K, illetve K4. A jeldléseket az 8. abra tartalmazza.

» Derman, Kani és Kamal a gadget kifejezést hasznaljak a fenti poziciéra. Mivel a helyi volatilitasra
sz016 tigyletek soran ez a kiindulési pont, ezért hasznalom az alappozicié elnevezést.
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8. é.bréll_ﬁ"
T-AT T
| .
| |
K o o
Crurar Ky ° _ o _yo K
Camrar Kiy
Crarar Ky

K” o o

Kossiikk meg gy az alappoziciot, azaz valasszuk meg ugy a sulyokat, hogy az
alappozicid értéke legyen nulla a T-AT id6pontban, illetve minden azt megel6z6
peri()dusban.EIAzaz:

A7 (.8)=Cy 1 (1.8)=3,Cx 1ur (6:8)=0,Crc 7 ar (1.S)=0,C, 71 (£.5)=0  (26))
ahol ¢; az egyes opcidk sulyat jelenti.

Az alappozicio felépitéséhez éppen ennek a harom ismeretlennek a meghatarozéasara
van sziikség. Ezek értéke természetesen nem fliggetlen attol, hogy a T-AT idépontban
milyen csomopontban vagyunk. Ha ma Ky-ben, vagy az alatt vagyunk, akkor az opcio
biztos, hogy értékteleniil fog lejarni, hiszen a kotési arfolyama K=K, ¢és ennél
magasabbra egy periddus alatt mar nincs lehetéség elmozdulni. Ugyanigy értékteleniil
jarnak le a révidebb futamidejii opcidk is, hiszen a legalacsonyabb kotési arfolyam is
éppen Ky. Mindez azt jelenti, hogy barmilyen sulyt alkalmazhatunk, mivel az 0sszes
Osszetevo ertéke nulla, az alappozicio értéke is az lesz.

Amennyiben az arfolyam a T-AT idépontban K4-nél nagyobb, minden arfolyam esetén
kiilon egyenletet fogunk kapni a stlyok meghatidrozadsdhoz. Ha az arfolyam K, a T

futamidejii opcidnak csak az arfolyam felfelé mozdulasa esetén lesz értéke, ezért a T-AT

idépontbeli értéke e'” p(K “-K ) lesz. A T-AT idépontban lejard opcidk koziil csak a

% Forras: Kani — Derman — Kamal [1996]
*" Ez a két feltétel ugyanazt jelenti. Ha egyszer egy jov6beli idSpontra vonatkoztatva a pozicio értéke
nulla, akkor az azt megel6z6 idopontra ezt az értéket visszadiszkontalva nem adhat nullatol eltérd értéket.
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legalacsonyabb kotési arfolyamunak lesz pozitiv az értéke, (Km -K d). Ebbdl éppen ¢qg
darabbal rendelkeziink. Ezért ebben az esetben a 26. egyenlet a kdvetkezd alakot Slti:
0,(K,-K,)=e"plk'-K)  (27)

Ha T-AT-ben K,-ban vagyunk, a hosszabb futamidejii opcio biztos, hogy értékesen fog
lejarni, ezért értéke gyakorlatilag egy hatdridds tligylet értékével lesz azonos, mig a
rovidebb futamidejii opcidk koziil mar kettd értéke lesz pozitiv, igy az egyenlet:

9, (K, -K,)+¢,(K,—K,)=K,e ™ —Ke™" (28)

Ugyanigy K’ esetén:

¢, (K'-K,)+¢,(K'-K,)+¢,(K'-K,)=K'e™™ —Ke™™" (29.)

A 28. és a 29. egyenletekben a zargjelek felbontasa €s a két egyenlet egymasbol vald

kivonasa utan a kdvetkezoket kapjuk:
.+ +ds = (30)

¢uKu + ¢me + ¢de = Ke_”AT (31)

Derman, Kani és Kamal a 30. egyenletet normalizalési, a 31. egyenletet varhato érték
feltételnek nevezi.

A fenti egyenleteknek természetesen megvan a maguk put opciora épiild parja is. A
DKK modellben, megfeleléen a korabban bemutatott DK ¢és DKC modellekhez
mindekét opcio felhasznalasra keriil. A szerzok tobbszor utalnak rd, hogy szerintiik a
volatilitasrol a legtobb informacié az OTM opcidkbdl szerezhetd, ezért mindkét opcid
OTM tipusai keriilnek felhasznélésra.ElA 27. egyenletbdl ¢q4, putra épiild parjabol a ¢,

értéke hatarozhat6 meg:

P (k" - k)

’ (K, -K,)
€K (32))

¢, =g —15

(K, -K,)

Ezek mellett a stilyok mellett az alappozicid értéke tehat T-AT-ben, illetve minden azt
megeldz6 idépontban nulla lesz.

A fenti ¢ sulyok ugy keriiltek meghatarozasra, hogy az alappozicio értéke nulla legyen.
Ebben az esetben azonban az egyenletnek létezik egy mdasik olvasata is. A hosszabb

futamidejii opcio értéke megegyezik harom rovidebb futamidejii opcio értékével, azaz

** Erdekes, hogy Carr és Madan pedig az ATM opciokra eskiisznek. A dolgozatban nem célom ezen
iranyzatok kozott igazsagot tenni.
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crer

Ez az egyez0ség mindaddig fennall, mig az adott helyi volatilitds ért¢ke meg nem
valtozik.

Természetesen lehetdség van arra, hogy ne csupan egyetlen periddus, hanem
tetszblegesen tobb periodus volatilitas értékét allitsuk eld, illetve ezek ellen fedezziik
magunkat. Ebben az esetben a sulyok mar nemcsak egyetlen helyi volatilitds, hanem
volatilitasok sorozatanak, sot utjainak fiiggvényében alakulnak, amelyek a két idépontot
¢és kotési arfolyamot 6sszekotik. Ez olyan lesz, mint a ,,hagyomdnyos”, a fa vége felé
mutatd valoszinliségek esetében a tobb periodus mulvai értékek bekovetkezésének
valoszinlisége. A valoszinliségek Osszege természetesen ebben az esetben is egy lesz.
Tulajdonképpen, ahogy a II. fejezetben a Rubinstein modellben kiemeltiik, az 4&tmenet
valoszintiségek helyett it valosziniiségekkel szamolunk.

A dekompozicié természetesen ebben az esetben is igaz, csak nem harom, hanem tobb,
és rovidebb futamidejii opcid dsszegére bontjuk fel az alappozicié hosszabb opciodjat. Es
ugyanigy valtozatlanul igaz, hogy az alappozici6 értéke mindaddig nulla, amig a koztes
helyi volatilitdsok nem valtoznak.

Az alappozicidk természetesen egymadssal is kombinalhatdak, tobb tarthatd, igy ha
megfeleld kotési arfolyam és lejarat all rendelkezésiinkre, a fa barmely részének helyi
volatilitasanak valtozasa ellen védekezhetiink, illetve ennek barmely részfeliilete

kereskedhetd.

I11.4. Volatilitasra szolo termeékek

Az eddigiekben attekintettiik, hogy opciok felhasznalasaval, illetve az un. logaritmikus
szerz0dés alkalmazéasaval hogyan tudunk olyan poziciot eldallitani, aminek kifizetése
részben vagy teljes egészében az alaptermék volatilitasdnak jovobeli alakulasatol fiigg.
A felvazolt modellek jellemzden elméletiek voltak, nemegyszer olyan feltevéssel
¢ltlink, ami a gyakorlati ¢életben nem 4llhat fenn (pl.: folyamatos kereskedés és fedezés,
végtelen szamu, kiilonb6zo kotési arfolyamu opciod). A bevezetd fejezetben sorra vettiik
azokat a szereplOket, akik szdmadra a volatilitas kockdzatot jelenthet, és ezért a volatilitas

vevOi lehetnek.
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Sajnos azonban szadmukra az eddig bemutatott eszkdzok nem biztos, hogy megoldast
jelentenek. Ezek ugyanis azt kovetelik meg, hogy ezeknél a cégeknél, alapkezeldknél
legyenek olyan emberek, akik idejiik jelentds részében delta fedezéssel, illetve az
Osszetett poziciok kiigazitasaval foglalkoznak. Ennek azonban gyakran nemcsak az
emberi, de az anyagi és informatikai feltételei is hidnyoznak. Emellett az is el6fordulhat,
hogy a befektetési alap szabalyzata eleve nem teszi lehetévé a volatilitasnak a fent
bemutatott eldallitasat. Ezért a piac tovabb kutatott. A szintetikusan eléallitott termékek
jok a spekulansok szamdara, a fedezeti iligyletet kotni szandékozok viszont ennél
egyszeriiben kezelhetd termékek kialakuldsat igényelték. Mivel a termékek egyedi
igényekre szabottak, a bankok treasury-jei szamara jelentenek ezek a termékek jo
terepet.

fgy a tovabbiakban a volatilitasra sz0l6 szarmaztatott (hataridds, swap, opcios) iigyletek
kérdését nézziik végig. Ahogyan a piac igénye jelentkezett ezekre a termékekre, ugy
jelentkeztek egyre Gjabb ¢€s tijabb arazasi modellek.

Azonban ezen termékek vizsgéalata sordn nem elégedhetiink meg pusztdn az arazas
vizsgalataval, a termékek szintetikus eldallitdsarol is szolni kell. Egy tovabbi fontos
kérdés, hogy mire is szélnak valdjaban ezek a szerzédések. Gyakran eléfordul ugyanis,
hogy a szerzédések nem a volatilitdsra, hanem a varianciara szo6lnak. Ahogy azt mar
lattuk, ennek eldallitasa gyakorta egyszeribb, viszont ekkor az opcidarazas soran
tanultakat is kicsit masképpen kell alkalmazni.

A volatilitasra, akarcsak a tobbi alaptermékre, tobbféle szarmaztatott ligylet képzelhetd
el. Igy hataridés tigyletek, swapok, illetve opciok. A volatilitisra — illetve varianciara
sz0lo — tozsdén kiviili tligyleteket a gyakorlatban a swap elnevezéssel illetik annak
ellenére, hogy jellemzden egyetlen jovObeli kifizetésrdl torténik megallapodas, azaz
tulajdonképpen hataridés tigylettél van szo. Ennek megfelelden kiilonbséget tenni a
swap ¢s a hataridds tigyletek kozott ezen alaptermék esetén nincsen sok értelme, illetve
a kiilonbségtétel esetleges.

Raadéasul volatilitasrol 1évén szd, a hataridos arfolyam meghatarozasa, mint az azonnali
értek felkamatoztatott értéke az arbitrazs Osszefliggés problémdja miatt aligha
hasznalhato modszer. Ennek megfeleléen azt az értéket keressiik, amely mellett a
hataridés tligylet, vagy ha jobban tetszik a swap értéke a megkotés pillanataban nulla. A
tovabbiakban a terminologia tekintetében a szerzok szohasznalatat kdvetem. Mivel a

piacon alapvetden t6zsdén kiviili volatilitds kereskedésr6l beszélhetiink, a swap
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tigyletek elnevezés a gyakoribb.lz_'(ZI Természetesen az egyik iligyletr6l elmondottak a
masikra is érvényesek.

A derivativ tigyletek arazasa soran nagyon fontos, hogy az alaptermék kereskedett,
illetve hogy annak aralakuldsa megfigyelhet6 legyen. Ebbdl a szempontbol a volatilitas
piacon a helyzet sajatos. A volatilitdas mosoly léte ugyanis azt mutatja, hogy attol
figgden, hogy milyen kotési arfolyamu opciokat vizsgalunk, mas és mas lesz az
implicit volatilitas, igy ezeknek a termékeknek nemcsak az éarazésa sajatos, de az
alaptermék aralakuldsanak nyomon kdvetése sem egyszer.

A fedezés, mint azt tobben megmutattak (példaul Detemple és Osakwe [2000]), ha nem
is konnyt, de lehetséges, de ahhoz nem elegendd mar az alaptermék és egy hiteliigylet,
de kellenek az alaptermékre sz6l6 opcidk is. Harom termék kombindlasaval tudtak a
volatilitasra sz616 termékeket eldallitani.

Az alaptermék, azaz a volatilitds é4ralakulasanak nyomon kovethetségét a tézsdék
igyekeztek megoldani. Tobb tézsde is 1étrehozta a sajat volatilitas indexét, amelynek
célja az volt, hogy egyfajta referencia értékként szolgaljanak a volatilitasra sz616
termékek 4arazdsa sordn. Masrészrél azt is remélték, hogy amennyiben rajuk
vonatkozoan megfeleléen sok derivativ tligylet (pl. hataridds és opcids iigylet) keriil
forgalmazasra, akkor ezekkel akar a szintetikus eléallitas is konnyebben megvalosithato
lesz.

Ennek megfelel6en miel6tt megvizsgalnank a volatilitasra szol6 termékek eléallitasanak
¢és arazasdnak modszereit, ess€k néhdny sz6 az un. volatilitds indexekrdl, melyek a

volatilitas kereskedés elso fazisat jelentették a piacon.
111.4.1. A volatilitas indexek

Az opcidk ardbol szamitott implicit volatilitds sajnos csak az adott futamideji, illetve
adott kotési arfolyamu opciokra nézve bir informacios értékkel. Ennek megfeleléen nem
egy piaci mutaté. Ezért ahogyan a tdzsdeindexekkel a részvénypiac, a
kotvényindexekkel pedig a kotvénypiac mozgasat probaljak meg jellemezni, ehhez
hasonléan meriilt fel egy, az opcidés piac egészét jellemzd, un. volatilitds index
bevezetésének igénye. Ezt a tipust indexet ma mar a vilag tobb tézsdéjén tobb termékre

jegyzik, esetenként pedig kereskedni is lehet ra.

** Ebben az értelemben a swap a forward iigylet szinonimajaként is szerepelhet.
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A tdzsdéken jegyzett volatilitds indexek alapja nem a piaci realizalt volatilitds, hanem
kiemelt opciok implicit volatilitasainak sulyozott atlaga. Ilyen index példaul a CBOE
VIX indexe, vagy a Deutsche Terminborse 1994. decemberében inditott VDAX indexe.
Az elébbi az S&P 500-ra sz616 call és put opciok, az utdobbi a DAX indexre sz6l6 call és
put opcidk implicit volatilitasanak indexe!E Legutébb az AMEX vezette be népszert, a
Nasdaq indexet masold QQQ portfoliora sz616 opcidk indexét, az un. QQV volatilitas
indexet. Nézziik meg réviden, hogyan €piilnek fel ezek a termékek!

A DAX-ra sz0l6 opcidkbol tobb volatilitds indexet is szamitanak (Guide to the
Volatility Indices of Deutsche Borse [1997]). Vannak az Un. al-indexek, amelyek kiilon
— kiilon az egyes lejaratokhoz kotddnek. Ezek az adott lejaratu, az ATM értéket
kozrefogd kotési arfolyamokhoz tartozo call és put opcidk implicit volatilitasdnak
atlagaként adodnak.

Az aggregalt VDAX index esetében megprobaljak az értéket a lejarati idépontoktol
fiiggetlenné tenni. Ezt a 45 naphoz legkozelebb 1évo, mar kiszdmitasra kertilt al-indexek
atlagolasaval szémitjék.ﬁl A sulyokat a kitliz6tt negyvendt napos idOponttol valod
eltérések jelentik, a volatilitas értékét éves szintre kerekitik.

A CBOE-n forgalmazott VIX index a VDAX-hoz hasonléan a lejarattdl fiiggetlen
probal maradni (Whaley [1993], illetve Whaley [2000], illetve a valtoztatasok utan The
White Book of VIX [2003]). Itt azonban az egyes al-indexeket nem jegyzik, csak a
végsd, aggregalt index értékét. A névleges id6pont, amire az implicit volatilitas értékeit
atlagoljak, a CBOE-n harminc naptari nap. 2003 szeptembere el6tt az index az ehhez
legkozelebb 1évo két idopont ATM-hez legkozelebb 1évo call és put opcidk implicit
volatilitasanak stlyozott értékeként adédott'.ZI Hogy a termék még tobb piaci szerepld
szamara legyen vonzo, 2003 szeptemberében modositottak az indexszamitési
metdduson.

Egyrészt az ATM opcidk hasznélatrol attértek a (forward) OTM opciokra. Eszerint a

hataridés arfolyam feletti kotési arfolyamok esetén a call, az alatt a put opcidk értékét

% A VIX index korabban (2003. szeptembere el6tt) az S&P 100-as indexre szolt. Mivel azonban a
leglikvidebb opcids termékké az S&P 500-ra szold opciok valtak, illetve mivel ez az index lett a
legnépszertibb amerikai referencia index (benchmark), a CBOE az ut6bbi indexre torténd attérés mellett
dontott. Részletsebben lasd The White Book of VIX [2003]

31 A kereskedés kezdeti szakaszaban, hogy minél hamarabb tudjanak VDAX értéket szamitani, nemcsak a
45 naphoz legkozelebbi lejaratok, hanem barmilyen mar kereskedett lejarat felhasznalhato.
Természetesen, ahogy a kereskedés beindul, ezeket az értékeket a kdzelebbi lejaratok értékeire cserélik
fel.

32 Kivételt képeznek azok a lejaratok, ahol a kifutasig nyolc, vagy annal kevesebb nap van hatra. Ekkor
ugyanis a piac gyakran abnormalisan viselkedik, ami az index értékét Osszezavarna. Ezért ezeket az
értékeket a szamitasnal kihagyjak. Ez szeptemberben sem valtozott.
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veszik figyelembe. Ez 6sszhangban van azzal a masodik fejezetben is emlitett ténnyel,
hogy ezen opcioknak mar csak gorbiileti értékiik van, igy értékiiket szinte kizarolag a
volatilitas hatdrozza meg. Emellett azt sem szabad elfelejteni, hogy ezek az opciok
altalaban a leglikvidebbek kozott vannak a piacon, igy a legtdbb friss informaciot
tartalmazzak. Szeptembertdl a szamitds soran — szemben a korabbiakkal — az Osszes
olyan opcidt felhasznaljak, amelyre a piacon kotés sziiletett, azaz a felhasznalt opciok
kotési arfolyamara €s a kotési arfolyamok szamara semmilyen korlatozas nincs.

A masik jelentds valtozas, hogy — mint arr6l mar sz6 volt —az S&P 100 helyett az S&P
500 lett a szdmitas alapja.

A harmadik alapvetd valtoztatds a volatilitas kiszdmitdsanak moédjaban érhetd tetten.
Kordbban — akdrcsak a VDAX szamitisakor — a Black — Scholes formulat
alkalmazték.EI Ez a médszer azonban — ha csak implicit modon is — feltette, hogy a
Black — Scholes modell feltételei teljesiilnek. Hogy a részvény és a volatilitas altal
kovetett folyamatoktdl fliggetlenné tegyék a volatilitas meghatdrozasat, egy Osszetett
opcids pozicio értékeként igyekeznek a jovoben az implicit volatilitds meghatarozni. Az
Uj szamitadsi forma egy, a volatilitdAs swapok 4razdsa sordn hasznalt eljarasra
tdmaszkodik. Eszerint annak az Osszetett opcids pozicionak az értékét kell
meghatarozni, amely az 0sszes piacon forgalmazott OTM opciot tartalmazza, feltéve,
hogy az egyes opcidk sulya kotési arfolyamuk négyzetének reciprokaval aranyos. Hogy
ez az eljaras érthetd, az attérés pedig jobban indokolhaté legyen, vizsgaljuk meg a

volatilitas, illetve variancia swapok arazasi modszereit.
111.4.2. A variancia swapoklzLI

A kereskedett volatilitasra sz0l6 termékek koziil az elsdk a bankok altal az OTC piacon
forgalmazott variancia swapok voltak (Demeterfi — Derman — Kamal — Zou [1999]).
Mivel a gyakorlatban a varianciara szolo swap ligylet 1ényegében egy hataridds tligylet,
a kozponti kérdés annak megvalaszolasa, hogy milyen arat rogzitsiink a szerzédésben.
Gondot jelent azonban, hogy a volatilitas, illetve a variancia nem kereskedett.

Az egyik modszer természetesen a piacon forgd opciok implicit volatilitasa, illetve
ennek négyzete lehet. Ennek a hibaja az, hogy feltételezi a Black — Scholes modell

teljesiilését, amit sok piaci szerepld szeretne mellozni. Ezért vélasztottdk a bankok a

3 Iletve, mivel amerikai opciokrol volt sz6 a CRR modellt.
** A fejezet megirasiban Demeterfi — Derman — Kamal — Zou [1999]-re timaszkodtam.
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masik megoldas, azaz kerestek egy olyan terméket, amelynek értéke csak a variancia
fiiggvénye, igy elméletileg alapterméknek tekinthetd. Ennek kockazatmentes vilagbeli
varhat6 értéke, mint a hataridds arfolyam megfeleld lehet ezen szerzdédések arazasakor.
A fair hataridds ar tehat

K., =Elc?) (33)

ahol K., a hatarid0s szerzédésben szerepld variancia érték (ha ugy tetszik kotési
arfolyam), 6° pedig a szerz6désben meghatarozott termék jévobeli variancidja. Ez

utobbira az is igaz, hogy

, 1

ol = [o?(e...)de (34)

0
ahol o(¢,...)azt jelol, hogy a variancia értéke az id6n tal akar egyéb tényezoktdl is

fiigghet. A két egyenletet egymasba irva:
1 T

K, =—E| |o*(t,...)dt 35.

W=7 { Jo( )} (35)

adodik. A fair hatarids ar meghatarozasa soran Demeterfi és szerzdtarsai csak annyi
feltevéssel éltek, hogy a termék arfolyama valamilyen diffz folyamat szerint alakul,
azaz teljestil, hogy

as,
S

ult,..)dt +olt,..)dZ, (36.)

t

Ekkor azonban az Ito — lemma alapjan igaz, hogy
dinS=(u-=)dt+cdz, (37)

A két egyenletet egymasbdl kivonva

A _g InS, =%62dt (38.)

t

adodik. Ezt a 35. egyenletbe helyettesitve a kovetkezoket kapjuk.

2 |'ds S -
K =2FE [Zo-=m=t] (39
TS S

t

Demeterfi és szerzotarsai megmutattak, hogy a fenti szogletes zarojelben 1€évo kifizetési
fiiggvény eldallithato egy olyan Osszetett opcids pozicioval, amely csak OTM opcidkbol

all Ossze. Az egyes opcidknak az opcidos portfolioban 1évd stlya kotési arfolyamuk

négyzetével forditottan ardnyos, azaz minden opcidbodl %<2 darabot veszilink
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(Demeterfi — Derman — Kamal — Zou [1999] A ﬁiggelék)!E Az OTM opciok a masodik
fejezetben bemutatott Derman — Kani modellhez hasonléan keriilnek kivélasztasra.
Azaz azoknal a kotési arfolyamoknal, amelyek az adott lejarathoz tartozo hataridds
arfolyamot meghaladjak, a call, mig az alatti kotési arfolyamok mellett a put értékeket
vessziik figyelembe.

Ha tehat variancia swapot akarunk kotni, akkor a szerzddésben szerepld kotési

arfolyamot a

*

K =2 rT—( S e"T—1]—1nS—+e"’SjLP(K)dK +e ?LC(K)dK (40.)
weor S S JK? JK’ '

képlet hatarozza meg, ahol P(K) és C(K) adott kotési arfolyamu put illetve call opciok
arat jeloli, mig S az a kitlintetett arfolyam, amelyhez képest az OTM opciok
meghatarozddnak. Amennyiben a forward arfolyamhoz képest hatarozzuk meg az OTM
értékeket, a fenti egyenletben a szdgletes zarojelben csak a két integralos tag marad.
Mivel a piacon végtelen kotési arfolyamra nem jegyeznek opciokat, a szerzok a fenti
stlyok modositasat javasoljak oly médon, hogy a tort szamlalojaban vegyiik figyelembe
az ATM kotési arfolyamtol valo eltérést (Demeterfi — Derman — Kamal — Zou [1999]
38-39 oldal).

A fenti modon egy olyan ar hatarozhat6 meg, amelyik a swapot jegyzd bank koltségeit
is tiikrozi. Ennyibe keriil ugyanis az 0sszetett opciods pozicid megvasarlasaval a fenti
variancia feliilet eldallitdisa. Hogy a variancia swapot eldallitsuk, ahhoz a fent
bemutatott — statikus — opcids pozicidt kell felépiteni, dinamikus fedezést egyediil az
alaptermék piacan kell folytatni annak érdekében, hogy a delta semleges poziciot a
késébbiekben is fenn lehessen tartani. Ha a piacon valéban minden arfolyamra
jegyeznének opciokat, a 40. egyenlet éppen a fair drat adnd meg.

Az elébb bemutatott eredményeket érdemes még egy szempontbdl dsszefoglalni. A
kérdés az, hogy mennyiben lehet a volatilitasra sz616 derivativ termékeket szintetikusan
eldallitani. A variancia, mint az lathato volt, statikus opcids pozicidval eldallithato.
Amennyiben a szdrmaztatott ligylet a varianciara szol, és az alaptermékében linedris,
magyarul variancia swaprol — azaz variancia hataridds tigyletrél — van sz6, az opcidkkal
valo statikus replikaci6 megoldhato. Ha az alaptermék a volatilitas, hidba csak hataridds

igylet eldallitaisa a kérdés, a variancianak nem linearis fiiggvényeként all elé a

> A zarojel masodik tagja jol lathatéan egy logaritmikus szerzdés, 1d. Neuberger [1994].
%% Ennek az opciods portfolionak a kifizetési fliggvénye az alaptermék aratol fiiggetlen, csak a variancia
fliggvénye.
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volatilitds, igy a volatilitds swap sem. Emiatt az opcidkkal folyamatosan kereskedni
kell. Amennyiben a szarmaztatott ligylet nem linedris, tehat példaul opciérol van szo,
hidba a variancia az alaptermék, a szintetikus eldallitas sziikségszertien dinamikus lesz
(Carr — Lee [2003]). Ezek alapjan nem véletlen, hogy az els6 elterjedt volatilitas termék
éppen a variancia swap volt. A késdbbiekben természetesen a volatilitas swapok is

elterjedtek, ezek azonban a fejlodés kovetkezd 1€pcsdjét jelentették, mivel az ligyletben

résztvevo bankra a kordbbiakhoz képest tobblet feladatot rottak (Carr — Lee [2003]).El

Ezen a ponton kell visszatérnem a VIX index modositasarol elmondottakhoz. A VIX
értéke a volatilitas értéke. Ezt — ahogyan arrol mar sz6 volt — a korabbiakhoz hasonloan,
1/K? sullyal kialakitott opciés portfolié értékeként szamolt variancia gydkeként
hatdrozzdk meg. A VIX értéke ennek megfelelden mindig a ,fair ar” értékét fogja
kozvetiteni.

Az attérés okai egyértelmiiek. Egyrészt a VIX index ezek utan az OTC piacon kotott
swap szerzodeések alapjaul szolgalhat, a szerzodésben az éppen aktudlis VIX értéket kell
figyelembe venni. Masrészrél a bevezetni szandékozott VIX-re szolo hataridos tigyletek
alkalmasak lehetnek a bankok szamara, hogy a swapok keretében bevallalt kockazatot
fedezzek. Ezzel a likviditds erésen ndhet. Harmadrészt, a VIX értéke a koradbban

o

bemutatottaknak megfeleléen — statikus opcios pozicioval — eldallithato lesz, illetve az
erre sz6lo derivativok alapterméke, ha nem is tokéletesen, de eldallithatova Vailik.lgI
Negyedrészt Gjra meg kell emliteni azt, a kiindulaskor megfogalmazott igényt, hogy a
VIX értéke fiiggetlen legyen a Black — Scholes modell feltevéseitol. Mindezek alapjan
feltehetjlik, hogy egy reményteljes piac nyitasa elott allunk.

A swapokrol szol fejezet végén meg kell emliteni azt is, hogy ezen termékek — az OTC
piacok hagyomanyaihoz hiven — rendkiviil sok valtozatban jelentek meg az utdbbi
években. Igy megjelentek a felsdagi variancia swapok (upside variance swap), az
alséagi variancia swapok (downside variance swap), illetve a folyoso variancia swapok
(corridor variance swap) is. Mindharom esetben a kifizetést meghatarozo variancia

kalkulacio soran bizonyos, egy elére meghatarozott értéket meghaladd, vagy attol

elmarad6 arfolyamértékeket figyelmen kiviil hagynak. Igy példaul a felséagi variancia

37 A volatilitasra és a varianciara szolo iigyletek szerz6dési ajanlatai, illetve pontos kontraktusleirasai Carr
¢és Lee [2003] cikkében szerepelnek. Erdekes, hogy mind a variancia, mind a volatilitads swap alapterméke
az az S&P 500 index, ami a kdzelmultbeli valtozasok utan a VIX index alapja is lett.
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swap esetén azokat az arfolyamokat, amikor a napi nyitd és zardar is az eldre
meghatarozott also kiiszob alatt helyezkedik el, nem veszik figyelembe, azaz ezek az
értékek nem hatnak a futamidd alatt realizalt variancia értékére.

Ugyancsak sokféle definici6 haszndlt a realizalt varianciara vonatkozdan. Eddig csak a
legegyszeriibb eseteket vizsgaltuk, mikor a kifizetés egy elére rogzitett, és egy, a
lejaratkor historikusan szamolt variancia, esetenként volatilitds fliggvénye. Vannak
azonban olyan esetek, mikor ettél eltérd modon szerzédnek a felek. fgy a szerzédés
szo6lhat a kotési arfolyam és egy meghatdrozott opcié — tipikusan a mindenkori ATM
opcio — implicit volatilitdsdnak eltérésére, de vannak olyan szerzddések is, ahol a

m

realizalt volatilitds meghatarozott idépontok helyi volatilitdsainak atlagaként all elo.

111.4.3. A volatilitasra szolo termékek arazasanak kérdései

A bemutatott, OTC piacon kereskedett volatilitas, illetve variancia swapok a volatilitas
piac manapsag leglikvidebb termékeit jelentik. A tézsdéken azonban egyelére nem
jegyeznek volatilitdsra sz6l6 termékeket. A kovetkezokben azokat a cikkeket veszem
sorra, melyek a volatilitas kereskedését valamilyen, t6zsdén is forgalmazhat6 hataridés
vagy opcios ligylet keretében igyekeznek megoldani. A kérdés természetesen ebben az
esetben is az, hogy milyen folyamatot kovet a fenti termékek alapterméke, a volatilitas,
illetve, hogy egyaltalan kereskedett-e. Amennyiben a volatilitads is Wiener folyamatot
kovet, és rdadasul kereskedett, a hagyomanyos fedezési logikat kovetve az erre sz6lo
szarmaztatott tigyletek értéke meghatarozhatd. Amennyiben nem kereskedett, fontos
kérdeés, hogy a piac mas modon bedrazza-e a volatilitast. Ha igen, tovabbra is be tudjuk
arazni a volatilitasra sz6lo szarmaztatott termékeket. Ha nem, pontos drat nem tudunk

m|

meghatarozni.”~ A most kovetkezd modellek tehat alapvetden a ,hagyomanyos”
opciddrazasi modszertant kovetik, ennek megfeleléen mind az éarfolyam, mind a

volatilitas altal kovetett folyamat jellegére vonatkozoan feltevésekkel élnek, majd

¥ ez attol is fiigg, hogy a 2004 januarjaban bevezetni szandékozott termékek alapterméke a volatilitas
vagy a variancia lesz-e. A jelenlegi tervek szerint eldszOr a volatilitasra sz6l6 tligyletekkel kezdenek
kereskedni.

3% A fenti termékekrél, illetve arazasuk kérdéseir6l lasd Carr — Lewis [2002]

% Ezekrél a termékekrdl, illetve a fenti definicioknak az drazasra gyakorolt hatasairél lasd Howison —
Rafailidis — Rasmussen [2002]

* Természetesen itt is igaz az, ami altalaban a derivativ termékek arazasanal megallapithato, miszerint ha
az alaptermék nem Wiener folyamatot, vagy esetleg adott, alland6 nagysagu ugrasokkal tarkitott ugrasos
folyamatot kovet, egyértelmii arazasi képlet nem feltétleniil adhato.
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ezekbdl kiindulva probalnak meg opcids érat, illetve fedezeti stratégiat keresni a

volatilitas termékekre vonatkozdan.
111.4.3.1 Whaley modellje

Az egyik els6 megoldast Whaley adta (Whaley [1993]). O feltételezte, hogy a részvény
arfolyama ¢és annak volatilitdsa is véletlenszertien alakul, ahol a két folyamatot két,
egymastol fiiggetlen Wiener folyamat alakitja. Feltette tovabba, hogy a volatilitas
hataridds tigyletek keretében kereskedett.l"l‘_ZI

A volatilitas altal kovetett folyamat tehat a kovetkezo lesz:

dV = uvdt+&vdz  (41.)

ahol V a volatilitast, W annak varhaté novekedését, & a volatilitas volatilitasat, Z pedig
egy Wiener folyamatot jelol.

Ennek megfelelden a problémat visszavezette a Black modellre, ahol feltételezte, hogy a
hataridés arfolyam megegyezik a volatilitds, esetleg a volatilitds index azonnali
értékével. Innen az opcio értéke:

¢, =e" [Wv(dl)_ KN(d, )] (42

ahol
g = In(V/K)+0,5ET

1 ENT (43.)
d,=d, -&JT

Whaley modelljének realitidsa megkérddjelezhetd. Legnagyobb hibajanak azt taldlom,
hogy egyszertisitései tobb helyiitt pontatlansaghoz vezetnek. Mikozben ugyanis felteszi,
hogy a volatilitas a részvényarfolyamtol fliggetlen folyamatot kovet, a részvényre sz616
opcidkat a volatilitas allandosagat feltételezd eredeti Black — Scholes modellel arazza
be.

Ugyanezt a hibat koveti el azzal, hogy a volatilitds indexre sz6l6 hataridds arfolyam
felhasznalasat javasolja. A volatilitas indexek értékét ugyanis a Black —Scholes, illetve a
CRR modellbdl szamitjuk ki, amelyekben a volatilitds determinisztikus, igy opciok

arazasara korlatozottan alkalmas.

2 A feltevés nem annyira hipotetikus, mint amennyire annak tiinik. 1998-ban a német derivativ piacon
elkezdtek kereskedni a harom honapos volatilitas al-indexre sz6l6 hataridds ligyletekkel. Az ligylet sajnos
nem bizonyult sikeresnek, igy késobb megsziintették azt. Mint arrol szo volt, jelenleg a CBOE késziil
volatilitasra (a VIX indexre) sz0l6 hataridds termék bevezetésére.
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Egy tovabbi probléma, amelyet részben mdar maga Whaley is jelzett, hogy
megkérdojelezhetd, hogy a volatilitds valdban ilyen véletlenszerti folyamat szerint
alakul-e. A piaci tapasztalatok szerint ez nem feltétleniil igaz. Természetesen a
volatilitas derivativ értéke és arazasi képlete nem lesz fiiggetlen attol a folyamattol, ami
a volatilitds jovobeli alakuldsat irja le. Ahany folyamatot definidlunk, gyakorlatilag
annyi arazasi képlet szarmaztathatd. A kérdés ezek utdn az, milyen folyamatot kovet a

volatilitas.

Engle és Patton arra kereste a valaszt, milyennek is kell lennie egy ,,jo” volatilitas
modellnek. Ok a tapasztalatok alapjan 6t fontos jellemz6jét vazoltak fel (Engle — Patton
[2001]). A volatilitasra egyrészt az jellemz0, hogy bar idében erdteljesen valtozik, egy
hosszu tavu értekhez probal folyamatosan visszatérni. Eszerint a volatilitast egy-egy
véletlen piaci hatés eltériti szokasos mértékétdl, annak hatdsa elmulasaval a volatilitas
egy, a normalis iizletmenet esetén szokasos értékhez kozelit. Roviden: a volatilitas mean
reverting folyamatot kovet.

Masrészt, részvényarfolyam és a volatilitas kozott negativ kapcsolat figyelhetd meg,
azaz az Uj hireknek aszimmetrikus a volatilitdsra gyakorolt hatasuk. Az arfolyam
emelkedését kivaltdo hirek a volatilitas értékét csokkentik, az arfolyamesést
eredményez6 dontések novelik azt.

Harmadrészt megjegyzik, hogy a volatilitas ,,idotdallo”. Azaz ha egy iddszakban nagy
volt a volatilitas, annak értéke csak lassan csokken, ugyanigy egy nyugodtabb periddus
utan lassan kezd emelkedni az.

Tovabbi fontos tulajdonsagként emlitik, hogy a hozamok eloszlasa eltér a normalistol,
az abban szereplonél sokkal nagyobb az extrém értékek bekovetkezésének
valdszinlisége. Mas szdval az eloszlas kurtdzisa a normalisénal nagyobb. Ennek pedig a
hozamok szorasara, azaz a volatilitasra is hatassal kell lennie.

A volatilitas modellek 6todik fontos jellemzdje, hogy rosszul tesztelhetoek, hiszen a
kérdéses termék értéke a piacon nem figyelhetd meg. Szamithatunk historikus és
implicit volatilitast, de a pillanati volatilitas értéke nem figyelhetd meg.

Mindezek alapjan kellene egy ,j0”, azaz a valosagot jol kozelitd, ugyanakkor
matematikailag is jol kezelhet6 volatilitas modellt épiteni, illetve ezt alapul véve az erre
sz0lo hataridés €s opcios ligyletek értékét meghatarozni. Az utobbi években tobb
probalkozas volt arazasi képletek meghatdrozasara (Griinbichler — Longstaff [1996],

Detemple — Osakwe [2001]). Egységesen elfogadott folyamat, és az arra sz6lo

105



II1. fejezet — Volatilitas kereskedés, volatilitasra szol6 termékek

derivativok egységesen elfogadott arazési képlete természetesen tovabbra sincs.
Ugyanigy nincs a fenti, a volatilitds modellel szemben tdmasztott kovetelések
mindegyikének megfeleld folyamat melletti drazasi képlet sem. A szerzok tobb modellt
vazoltak, illetve erre tobb arazasi képletet adtak, mindenki szabadon valaszthat, hogy

adott idopontban adott termék piacdnak melyik modell adja jo leirdsat.
111.4.4. Griinbichler és Longstaff mean reverting modellje

Griinbichler és Longstaff egy mean reverting folyamatot alapul véve probalta
meghatarozni a volatilitas derivativok értékét (Griinbichler — Longstaff [1996]).
Feltettek, hogy bar az alaptermék, azaz a volatilitas eldallithatd opcidk segitségével,
onmagaban nem kereskedett. Ennek megfelelden a termékek arazdsanal figyelemmel
kell lenni arra, hogy azok az arbitrdazs oOsszefiiggések, amelyek a hagyomdnyos
szarmaztatott termékeknél fenndllnak, itt nem jatszanak szerepet. Ez pedig azt jelenti,
hogy nemcsak az opciok, hanem a hataridds tligyletek értéke is fiiggeni fog attdl, hogy
az alaptermék — azaz jelen esetben a volatilitds — milyen folyamatot kovet,
Modelljiikben a volatilitas a kovetkezd folyamat szerint alakul:

AV =(a—xV)dt+EVdZ  (44)

ahol V jeloli a volatilitas értékét (ami jelen esetben a variancidnak felel meg), o, a
volatilitas hosszh tava értéke, Kk, az atlaghoz vald visszahlizas eréssége (sebessége) és &,

bl Egyes tanulmanyok

a volatilitas volatilitdsa konstansok, Z pedig egy Wiener folyamat.
megallapitjdk, hogy az bar opcidk implicit volatilitdsa és a piaci volatilitds kozotti
kapcsolat nem allandd, az implicit volatilitds szintén hasonld folyamatot fog kovetni
(idézi Griinbichler — Longstaff [1996] 987-988. oldal). Nézziikk meg, hogy ennek a
folyamatnak megfeleléen milyen érazasi képletek adhatdéak a volatilitdsra sz06l6
derivativ iigyletekre!

A 36. egyenletbdl kovetkezik, hogy a volatilitds sosem lehet negativ, hiszen a véletlen
hatdsa a volatilitas jelenlegi értékével aranyos. Ha a volatilitas értéke elérné a nullat, az

egyenlet elsd tagja pozitiv, a masodik nulla lesz, igy a volatilitas értéke azonnal ujra

pozitiv értéket vesz fel.

# A fenti folyamat logikajat tekintve megegyezik a Hull és White [1987] altal leirtakkal, de a latszélagos
hasonlosag kiilonbségeket is magaban rejt. Az 6 képletiikben a volatilitas a részvényarfolyamtol is fligg,
naluk a részvény és annak volatilitasa altal kovetett folyamatok kapcsolata is fontos. V6. I fejezet 31.
egyenlet és 15. labjegyzet.
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Tovabbd ha a fenti folyamatot tételezziik fel, a V hosszii tdvon stacioner gamma
eloszlast, melynek varhatd értéke o/x, varianciaja 0(&2/ 2%’ (Griinbichler — Longstaff
[1996] 988. oldal).

Mivel a tovabbiakban bemutatdsra keriild szarmaztatott tligyletek alapterméke nem
kereskedett, a kockdzat piaci arara vonatkozoan kell feltevéssel élniink. Ennek
megfelelden tételezziik fel, hogy a piac bearazza a kockdzatot, méghozza gy, hogy a

kockazati préemium legyen ardanyos a kockazat mértékével. Azaz legyen a prémium

egyenlé {V-vel .m

Grinbichler és Longstaff a most bemutatand6 képletek levezetése soran feltette, hogy a
piac egyebeket tekintve tokéletes, a folyamatos kereskedés lehetosége fennall, a
kockazatmentes hozam pedig allando.

Jeldlje a tovabbiakban A(V,T) a volatilitasra sz616, T idd milva lejard szarmaztatott
termék mai értékét, B(VT) annak lejaratkori értékét.

Mint minden szarmaztatott tigylet értékére, erre is fenn kell 4llnia, hogy:
AWV,T)=e""E[B(V,)] (45.)

ahol a varhato értéket a kockazatmentes vilagbeli (risk adjusted) folyamatot
felhasznalva kell meghatarozni:

dv =(o— BV )dt+EVdZ  (46.)

ahol f=x+¢.

I11.4.4.1 A volatilitasra szolo hataridos szerzddesek

Mint minden hataridds iigyletre, erre is fenn kell allnia, hogy a hataridés arfolyam az
alaptermék arfolyamanak kockazatmentes vilagban érvényes varhat6 értékével egyezik
meg, azaz:

F(v,T)=E[V,] (47.)

Innen a volatilitasra sz616 hataridds arfolyam a kovetkezd:
F,T)=(a/B)i—e " )+e ™V (48)

Lathato, hogy a hataridés arfolyam éppen V hossza tavl varhatd értékének és aktualis

értékének sulyozott atlaga. A sulyok értéke azonban lathatéan az id6 fiiggvénye. Ahogy

* Emlékezziink vissza Carr és Madan a fejezet elején bemutatott eredményeire, mely szerint a statikus
opciods pozicioval eldallitott pozicio alkalmas lehet a volatilitas kockazata piaci aranak megbecsiilésére.
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a hataridés tigylet futamideje csokken, azaz ahogy a T tart nulldhoz, gy tart az e *"
értéke az egyhez. A futamido novelésével viszont, éppen ellenkezden az elézdekkel, a
jelenbeli volatilitas hatasa a hataridos iigylet értékére erdsen csokken. Ennek
kovetkezményeként pedig a hosszabb futamidejli, volatilitdsra sz6lé hataridds
szerzOdések gyakorlatilag érzéketlenné valnak a volatilitas mai értékére, igy fedezésre
kevésbé alkalmasak.

Ez a sajatos hatds természetesen a volatilitds altal kovetett folyamat jellegébdl
kovetkezik. Akdrmekkora legyen is a mai volatilitds, olyan hosszu id6 van még hatra az
igylet kifutasaig, hogy addig nagy valdszintiséggel a hosszu tavu atlag felé mozdulunk
el, azaz a mai értékt6] tavol keriilhetiink. Igy annak hatasa a pozicio értékére elenyészd.
A hataridOs kotés egy masik furcsasaga az, hogy V értékének csokkenése csak egy ideig
csokkenti a hataridos kotés értékét. Hidba valik V, azaz az alaptermék értéke nullava,
nem torténik meg ugyanez a hataridds tligylettel. A 48. egyenletben ugyanis az elsd tag
fiiggetlen V-tdl, igy a hataridds kotés értéke a volatilitas fliggvényében alulrél korlatos.
Ez a furcsasag természetesen megint csak a volatilitasra tett feltevésekbdl kovetkezik.
Ahogy arrdl korabban sz6 volt, a volatilitdis nem vehet fel negativ értéket, sot nulla
értékét is azonnal pozitiv értéknek kell kovetnie. Ebben az esetben pedig hidba is
csokken a volatilitas erdsen, a hataridos ar nem lesz nulla. Itt szeretnék arra
emlékeztetni, hogy az alaptermék, volatilitas nem kereskedett termék. Abban az esetben
ez ugyanis nem allhatna fenn, hiszen az azonnali arbitrazslehetdséget jelentene.

Egy tovabbi érdekesség adodik, ha a bazist vizsgaljuk meg. Legyen a tovabbiakban a
bazis a kozelebbi és a tavolabbi, jelen esetben az azonnali és a hataridds ar kiilonbsége.
Ez jelen esetben a kovetkezOképpen néz ki:

V—FW.T)=V—(a/B)i—e? )+ V=-alB)i-c") 49)

Ez az 1d6 rovidiilésével az azonnali érték €s a hossza tavu varhato érték kiilonbségéhez,
annak novelésével a nulldhoz tart. Attol fiiggben, hogy az azonnali érték hogyan
viszonyul a hosszu tava egyensulyi értékhez, a bazis értéke lehet negativ és pozitiv is. A
hagyomanyos, kereskedett termékekre szolo iigyletek esetében a bazis nem szokott
eldjelet Véltani.l"l“_(lI Annak értéke vagy pozitiv, vagy negativ, nem ingadozik nap mint

nap.

* Ez utébbi feltételnek az egyszeriiségen tul az lesz a kdvetkezménye, hogy a futures és a forward arak
meg fognak egyezni egymassal.

* A hataridés tigylet futamideje alatt osztalékot nem fizetd részvény bazisa példaul minden esetben
negativ, mig egy devizaiigylet bazisa lehet negativ és pozitiv is a kamatlabak aranyanak fiiggvényében.
Igy példaul ha a kamatlabak valtoznak, a béazis értéke pozitivbél negativva valhat, vagy forditva, de ez
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Erdekes lehet megvizsgéalni, milyen folyamattal irhato le a hataridds arfolyam alakulasa.
Az Ito — lemmat alkalmazva a kovetkez6 Osszefiiggést kapjuk:

dF =Ee Py dz (50.)

Ezzel kapcsolatban tehetiink néhdny fontos megallapitast. A B, és ezen keresztiil a
kockazat piaci dara lathatoan benne maradt az egyenletben. Hidba tériink at tehat a
volatilitasr6l az arra szo6l6 hataridds {iigylet arfolyamara, a kockéazat piaci arara
sziikséglink van. A masik fontos megjegyzés az, hogy a F nem fiiggetlen az idotol,
szemben a V alakulasat leiro folyamattal. Harmadrészt F' nem lognormalis eloszldsﬁ@,

igy a Black modell nem alkalmazhat6 a hataridds tigyletre sz616 derivativok arazésara.
111.4.4.2 A volatilitasra szolo opciok

Mint minden opciora, a volatilitasra sz616 opcidra is igaznak kell lennie, hogy
C(V,K,T)=e""E[max(0,V, - K)] (51.)
Innen a fenti mean reverting folyamat esetén az opcid értéke a kovetkezd képlettel

szamithato (Griinbichler — Longstaff [1996] 992. oldal ):

CV,K,T)=e""e VO +4,4)+ e (o) B)1 - JO(/K]y +2,4) - " KQ()K
(52.)

v, l)

ahol Q(-|V+i, ﬂ) egy nem centrdlis chi-négyzet eloszlas komplementer

eloszlasfiiggvénye v+i szabadsagfokkal A nem-centralitasi egyiitthatd mellett. Mint
lathato, az opcid a hagyomanyos opcidkhoz hasonldan itt is az alaptermék aranak, a
lejaratig hatralévé idonek, a kockdzatmentes hozamnak és a kotési arfolyamnak a
fliggvénye. Emellett az alaptermék aralakulésat leiré folyamat paramétereinek — o, 3 és
€ — ismeretére van még sziikség az opcid értékének meghatarozasahoz.

A put opcidk értékének meghatirozasa ebben az esetben is a put — call paritds
felhasznalasaval torténhet. A paritdshoz azonban néhany pontositd megjegyzést kell

flizndm. A put — call paritast két formaban is hasznaljak. Egyik esetben a hataridds és az

nem tal gyakori. Természetesen részvényeknél is el6fordulhat az eldjelcsere, amennyiben példaul a
részvény kifizeti jelentds mértéki osztalékat. Mindazonaltal igen ritka, hogy a bazis olyan gyakran
valtson eldjelet, mint a fenti esetben.

" Nem lehet lognormalis eloszlast, mivel a gamma eloszlasa V szerepel benne. Bar a Wiener folyamat
normalis eloszlasu, a két folyamat dsszege nem lehet lognormalis.

* Griinbichler és Longstaff a fenti, chi-négyzet eloszlas alkalmazasa helyett bemutatja a Sankaran altal
kifejlesztett kozelito eljaras alkalmazasat. Eszerint javasoljak a chi-négyzet eloszlast normalis eloszlassal
kozeliteni. Ekkor ugyanis a call és a put opcidk értéke a Black — Scholes eljarasok alkalmazasahoz
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opcids piac kozotti egyensulyt leirva a call és put opcidk arai, illetve a hataridds
arfolyam ¢s a kotési arfolyam kozotti Osszefiiggésként irva fel azt. Maskor ennek
jelenértékét véve, a jobb oldalon az azonnali arfolyamot (mint a hataridés arfolyam
jelenértékét), és a kotési arfolyam jelenértékét szerepeltetik.

Ebben az esetben azonban a két Osszefiiggés nem vezet azonos eredményre. Mint azt a
hataridos tigyletnél eldkertilt, a hataridds arfolyam jelenértéke nem feltétleniil azonos az
azonnali arfolyammal, hiszen a volatilitasrol feltettiik, hogy a hosszi tavl atlaghoz
visszahuzé folyamatot kovet. Szamunkra viszont az a fontos, hogy az opcio lejaratakor
milyen értéket vehet fel a hataridds kotés, ezért a put — call paritdsban ennek
megfelelden a hataridés arfolyam jelenértékét, és nem a volatilitds azonnali értékét

fogjuk szerepeltetni. Azaz a paritast jelen esetben a
PV.K,T)-C(V,K,T)=e"F(V,T)+e""K (53.)

formaban fogjuk hasznalni.

111.4.4.3 A call és put opciok sajatossagai

Az call opciok arazasi képlete alapjan azonban mas érdekességek is megallapithatok a
volatilitasra sz616 opciokrol.

Az elso érdekesség itt is az, mint a hataridds tigyleteknél, azaz hiaba lesz értéktelen az
alaptermék, az arra szolo opcio értéke mégsem nulla. Természetesen ez a sajatossag
megint csak a mean reverting folyamatbol, €s abbol a ténybdl fakad, hogy az alaptermék
nem kereskedett. Ez viszont azt jelenti, hogy az opcio értéke megszegi a hagyomdanyos
opciok esetén fenndllo felsé korlat szabalyt, azaz az opcid érhet tobbet, mint az
alaptermék.

A hosszu tava atlaghoz valo visszahuzast a masik oldalrol szemlélve az is elmondhato,
hogy hidba nagyon magas a jelenlegi volatilitas, a folyamat logikajabol kovetkezden
ennek idével csokkennie kell. Ez viszont azt jelenti, hogy magas jelenbeli volatilitas
mellett sem lesz olyan magas az opcio arfolyama, mint egy hagyomanyos termékre szolo
opcioé. Azaz a volatilitasra sz0lo opciok lejarat elotti értéke lejaratkori értékiik, azaz
belso ertékiik alatt lesz. Ez azt jelenti, hogy ezen opciok idoértéke negativ. Minél
nagyobb ugyanis a hatralévé futamidd, annal nagyobb eséllyel csokken a volatilitas, igy

csokkentve az opcid értékét is.

hasonléan a sok szempontbol kényelmesebb normalis eloszlas keretei kozott valosulhat meg.
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Ebbdl a megallapitasbol aztan mar konnyen eljuthatunk oda, hogy a volatilitasra sz6l6
opcidk érteke nem egyértelmiien novekvd fliggvénye az idének. Mas szoval a theta
értéke kotési arfolyam fiiggvényében eldjelet valt. Az OTM opcidk thetdja negativ, mig
az I'TM opcidké pozitiv.

Ugyancsak észrevehetd az 52. egyenletbdl, hogy a hataridds ligyletekhez hasonloan, a
termék arfolyamanak volatilitastol valo fiiggése az idovel forditottan aranyos. Azaz
ahogy csokken az opcid futamidejébdl hatralévd 1d6, gy nd az opcionak a volatilitisra
vald érzékenysége, ¢s igy fedezésre valo alkalmassaga.

Egy tovabbi fontos észrevétel az opcidk deltdjara vonatkozik. Az 52. egyenlet volatilitas
szerinti derivaltjat véve lathato, hogy a Q értékének fiiggvényében a delta nagysaga
feliilrol korlatos. Ha ugyanis a Q értéke egyet vesz fel, a delta értéke nem lehet

nagyobb, mint e "*#"

. S6t, mint lathato, ez a fels6 korlat idében sem allando, ahogy a
hatralévo futamid6 csokken, a delta értéke egyre nd.

Griinbichler ¢és Longstaff a vega értékét is megvizsgaltak. Azt talaltak, hogy a vega
mindeniitt pozitiv, a legnagyobb a lejarathoz kozeli opcidknal, ¢s a futamidd
novekedésével egyre csokken.

Az alaptermék altal kovetett folyamat egy tovabbi kdvetkezménye, hogy az alaptermék
arfolyama és a kotési arfolyam nem hatasa nem szimmetrikus. A hagyomanyos
opcidknal az opcid értékére nem onmagaban K és az alaptermék arfolyama vannak
hatassal, hanem az, hogy mekkora belsd értékkel rendelkezik az opcid, azaz a két
tényez6 ardnya jatszik szerepet. Itt a helyzet annyiban mas, hogy a K ndvelése mind a
rovid, mind a hosszl futamidejii opcidk értékére hatassal van, addig a V novekedésének
a hosszu futamidejii opciokra gyakorolt hatasa elenyészé. Azaz a volatilitasra sz6lo
opcio esetén az opcid belsd értékét (moneyness) is at kell értelmezniink.

A kockazatmentes hozamra vald érzékenység is masképpen miikddik, mint a

hagyomanyos call opci6 esetében. Ott a kamatlab ndvekedése az opcid értékét noveli,

T értékét csokkenti,

hiszen értékének alsé korlatja is nd. Itt a kamatlab novekedése az e~
és ezaltal az opciok értéke is csokken.

A put opcidk esetére is megfogalmazhatoak bizonyos Osszefliggések. 4 putok esetén is
elofordulhat negativ idoerték, azaz, hogy egy opcid értéke belsd értékétdl elmarad. Ez
az eshetdség mar a hagyomanyos opciok esetén is fennallhat, ott azonban kizardlag a

kamatveszteségekbdl fakad. Itt viszont figyelembe kel venni azt is, hogy hosszabb

Részletesebben lasd Griinbichler — Longstaff [1996] 993. oldal
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hatralévd futamidd esetén nagyobb valoszinliséggel emelkedik a volatilitas értéke ismét
olyan tartomanyba, ahol mar nem nyeriink az opcidval.

A callokhoz hasonloan a putok deltdaja is csékken a T novekedésével, értéke a nulldhoz
tart. Erdekes azonban a putok és a callok értéke kozotti sszefiiggés. A put — call

paritast a V szerint derivalva a kovetkez6 6sszefliggést kapjuk:
Acall - Aput = e_(rJrﬁ)T (54)

Azaz a két delta kiilonbsége jelenleg nem egy, hanem a call opcidk deltaja altal
felvehetd maximalis érték. Ez az érték pedig a hosszu futamidejii opcidk esetén
meglehetésen alacsony, azaz fedezésre a hosszi futamidejli put opcidk sem
megfeleldek.

A vega a put opciok esetében is pozitiv, a theta mind pozitiv, mind negativ értéket
felvehet. A kockazatmentes hozam novekedése a put opcid értékére is csokkentdleg hat,

ami nem olyan meglepd, hiszen a hagyomanyos opcidk esetén is ez a helyzet.
111.4.5. Detemple és Osakwe modellje

Detemple és Osakwe tobb folyamatot Vizsgéltak,@l elemzésiik kdzéppontjaba azonban
az un. logaritmikus mean reverting folyamatot (mean-reveting log process) allitottak
(Detemple — Osakwe [2001]).

din(V)=(a-Ay)dt+&dzZ (55

ahol V a volatilitas aktualis értéke (szoras értelemben hasznéalva) , £ a volatilitas
volatilitasa, o a hossza tava volatilitas érték, A pedig a visszahlizas sebessége. Az
daltaluk alapul vett folyamat annyiban tobb, mint a Griinbichler — Longstaff szerzéparos
altal haszndlt folyamat, hogy a volatilitds kordbban felsorolt tulajdonsagai koziil a
volatilitas ,,id6tallosagat” is kezelni tudja. Bebizonyithaté ugyanis, hogy a fenti
folyamat az EGARCH modell folytonos kiterjesztése, a fenti egyenlet paraméterei pedig
ennek megfeleléoen az EGARCH folyamat paramétereinek fiiggvényeként

szélmithato'ak.lj'_o'I

¥ Tobbek kozott a Griinbichler és Longstaff altal vizsgalt folyamatot is. Ezen folyamat vizsgalata soran
tett megallapitasaik igazoltak Griinbichler és Longstaff eredményeit.

0 Ahogyan arrdl a bevezetSben mar szd volt, a dolgozatban az ARCH-GARCH modellekkel nem
foglalkozom. A Detemple — Osakwe modellel kapcsolatban azonban mégis kell tennem egy kis kitérét. A
szerzOk az altaluk hasznalt modellre ugy tekintenek, mint amelyik a valosag jo leirdsat adja. Ezt azzal
indokoljak, hogy a modell az EGARCH folytonos kiterjesztése.

Korabban Engle és Patton cikkének bemutatisa soran vettem sorra hogy melyek azok a tulajdonsagok,
amelyekkel egy, a valosagot jol leirni szandékozo volatilitds modellnek rendelkeznie kell. Az egyik ilyen,
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Detemple és Osakwe a hataridds kotés értékével és sajatossagaival nem foglalkoztak,

Ed

dolgozatukban az opcidk arazasara koncentraltak. Ilyen folyamat mellet egy eurdpai

volatilitas opcio értéke a kovetkezéképpen szamithato ki:

- +la%
c™ (V,X)z e’ {V%e’l(1 e N(dr + ar)_ KN (dT )} (56.)
ahol
¢, =c"
a = \/g_ﬂ (l _¢tz )1/2 (57)

i, =dV.K.T)= L[gp, in()~In(K)+ % (1, )}

ar
Mindezek utan nézziik meg, milyen sajatossagaik vannak az eurdpai opcidknak!

a) ynTlc,(V,):max(VT—K,o) (58.)
b) mC,(,)=0 (59
c) ;ingCt(Vt)=0 (60.)

Az els6 egyenlet azt mutatja, hogy a volatilitasra szolo opciok értéke, akarcsak a
hagyomanyos opciokeé, a lejarathoz kézeledve a lejaratkori kifizetéshez tart. A masodik
megallapitds szerint, ahogy az opcio hatralévo futamideje no, értéke a nulldhoz tart. A

harmadik szerint, ahogy a volatilitas tart a nullahoz, az opcio értéke is nullahoz kozelit.

a volatilitas ,,id6tallosaga”, azaz példaul, hogy a volatilitds nem csdkken egyik pillanatrol a masikra tul
gyorsan le, a korabbi id6szakok volatilitasa hat a késobbi id0szakok értékére. Ezt a GARCH modellek
teljesitik.

Ugyanakkor a volatilitas adatsorat vizsgalva az is jellemz6, hogy annak értéke minden rovidtavu
valtozasa mellett egy hosszi tava értékhez ,,igyekszik” visszatérni, azaz a volatilitds folyamat mean
reverting jellegii. Ezt a GARCH modellek szintén teljesitik.

Emellett a piacon az is megfigyelhetd, hogy a volatilitas a termék aranak valtozdsara nem azonos mdodon
érzékeny az arak csokkenése és emelkedése esetén: a negativ sokkok, azaz az ar esése mellett a volatilitas
valtozasa jelentésebb, mint akkor, ha az arak emelkednek. Ezt a tulajdonsagot a GARCH modellek nem
képesek kezelni. Ezt kiiszoboli ki az EGARCH modell, ahol a volatilitas valtozasa nem szimmetrikus az
arvaltozasokban. Ezt a hatast szoktak Black definicidja alapjan tokeattételi hatasnak (leverage effect) is
nevezni.

A Detemple és Osakwe tehat azért hasznaljak ezt a modellt, mert ez egy olyan modell (az EGARCH)
folytonos kiterjesztése, ami a korabban bemutatott tulajdonsagok legtobbjével rendelkezik, és igy a
valosag igen jo leirasat adja.

Itt jegyezném meg, hogy ezzel a tulajdonsaggal az EGARCH modellek mellett a TGARCH, azaz
threshold GARCH modellek is rendelkeznek. Az ARCH — GARCH modellekrdl részletesebben lasd
Varga [2001], Drobetz [2003], Franke — Hardle — Hafner [2003]

3! Cikkiikben nemcsak az eurdpai, hanem az amerikai opciok arazasat is bemutattdk. Ehhez nem
binomialis modellt hasznaltak, hanem az eurdpai opcié értékét, és a korai lehivas joganak értékét
Osszeadva hataroztak meg ezek értékét. Mivel a cikkben a dolgozat szempontjabol fontos megjegyzéseket
az eurdpai opciokra tették, az amerikai opciok arazasaval nem foglalkozom részletesen.
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Vegyiik észre, hogy ez a megallapitas ellentétes Griinbichler és Longstaff
megallapitdsaval, azaz a két folyamat nem vezetett azonos eredményre. Naluk az
atlaghoz torténd visszahuzasnak kdszonhetden még ebben az esetben sem volt nulla az
opcid értéke. Az eltérés alapvetd oka abban all, hogy mig az eléz6ekben a véletlen tag
hatdsa additiv volt, itt multiplikativ, ugyanis az 55. egyenlet a logaritmus valtozasat irja
le.

Az opci6 parcialis derivaltjait vizsgalva a gamma értéke mutat sajatossagot.

2 2 +la%—/
Tl e Nl <IN )N )
t T—t

(61.)

A hagyomanyos opcidknal a gamma érté¢ke mindig pozitiv, egyenes kovetkezményeként
annak, hogy az opci6é értéke az alaptermék aranak konvex fiiggvénye. Az 53.
egyenletben a kifejezés elsd részével itt sincsen probléma. A szdgletes zarojelben 1évo
kifejezés azonban nem mindig pozitiv. A ¢ értéke egynél kisebb,EI igy nagy V érték
esetén a szogletes zarojel elsd tagja a masodik tagot meghaladja, igy a gamma értéke
negativ lesz. Ez pedig azt jelenti, hogy az opcio értéke az alaptermék, jelen esetben a
volatilitas értékenek konkav fiiggvénye lesz. Ez az érdekes eredmény alapvetéen a
folyamat hossza tavu atlaghoz visszahuzé jellegébdl adodik. Mar Merton megmutatta,
hogy abban az esetben, ha az alaptermék é&ra valtozasanak, azaz a hozamnak az
eloszlasa nem fiiggetlen annak mai értékétdl, az opcid értéke nem feltétleniil lesz ezen
valtozo értékének konvex fiiggvénye (Merton [1973]). Ez minden olyan esetben fenn
fog allni, ha a volatilitds a hosszl tavu atlaghoz visszahuzo6 folyamatot kdvet. Mégsem
lesz minden esetben jellemzd a konkav jelleg. Ez ugyanis csak akkor kovetkezik be, ha
tovabbi ndvekedési potencial az alaptermék értékének novekedésével egyre kisebb lesz
(Detemple — Osakwe [2001] 36. oldal).

Az opcio értékének konkav jellegébol kovetkezoen a call deltajara nem lesz igaz az,
hogy az az alapterméek értékének novekvo fiiggvénye. A delta az inflexiés pontig
folyamatosan n6, majd csokkenni kezd.

Mindezek altal a konkdv jellegnek két fontos kovetkezménye van. Egyrészt, ha az
opciokat mas feltételezések mellett arazzuk, mikozben a valdés folyamatra ez a
logaritmikus visszahtzas a jellemz0, akkor az opciokat félredarazzuk. Masrészt a fedezeti

aranyok sem lesznek megfeleloek.

2 Lasd 57. egyenlet
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Ahogy a volatilitas érteke tart a végtelenhez, azaz az ujabb emelkedés valoszinlisége tart
a nullahoz, az opcio értéke kisebb lesz, mint belso értéke, azaz a call opcio idoértéke
negativ lesz. Bz az eredmény szintén hasonlit az el6z6 folyamat vizsgdlata soran

tapasztaltakra.

111.4.6. A volatilitasra szolo opciok alternativaja: a terpeszre (straddle) szolo opcio

A volatilitasra szol6 opcidk kétségteleniil j6 eszkdzt nyujtanak a volatilitds adasvételére.
Ezek altal lehetévé valhat a volatilitdsra vald spekulécio, illetve a nagyobb opcids
poziciokat tartdé befektetok szamara a volatilitds kockazatanak kezelése. SoOt, arazasi
képleteink is vannak a volatilitas valos piaci mozgasat elég jol modellez6 folyamatok
esetére is.

Egy jo termékkel szemben azonban csak az egyik kovetelmény az, hogy arazni tudjuk.
Ugyanilyen fontos a piaci sikerhez, hogy a replikalhat6 legyen. Azaz azok, akik ezt a
terméket a piacon eladjak, valamilyen modon biztositani tudjdk magukat a bevallalt
kockazatok ellen. A volatilitasra sz6l6 opcidk legnagyobb hibdja, hogy alaptermékiik
nem kereskedett, azt eldallitani csak kozelitdleg, harom termék felhasznalasaval lehet.
Eppen ezen megfontolasok alapjan javasolta Brenner, Ou és Zhang, hogy az opcid
alapterméke ne maga a volatilitas, hanem egy arra érzékeny termék, egy ATM kotési
arfolyamu terpesz (straddle) legyen (Brenner — Ou — Zhang [2001]). Ennek nagy eldnye,
hogy kereskedett, a volatilitasra spekulalo befektetok mar régdta hasznaljak, ismerik.

A kontraktus felépitése a kovetkezd. Az opcid jogosultja annak lejaratakor, a T,
idépontban egy ATM terpeszt vehet, ami egy késobbi, T, idépontban jat le. A gond csak
az, hogy ma nem tudjuk, mi is lesz T; idépontban az ATM ¢érték. Az arazasi képlet
megadasanal a megoldas visszavezetheté mar ismert problémaékra, igy lathatd, hogy itt
tulajdonképpen két egzotikus opcid ,keresztezésérdl” van szd: egyszerre kell
alkalmazni az Osszetett opciok (opcidra sz6ld opciok) és a jovoben kezdddd (forward

Eal

start) opciok arazasa soran hasznaltakat.

33 Vegyiik észre, hogy Brenner, Ou és Zhang Carrhoz és Madanhoz hasonldéan azzal néz szembe, hogy a
jovobeli volatilitas ismeretlen, de arra kellene kereskedni. Az opcidkbdl felallitott terpesz hasznalatanak
kockéazata az, hogy az alaptermék ardnak erdteljes valtozdsa esetén az opcidk volatilitisra valod
érzékenysége jelentdsen csokken. Carr és Madan ezt igy kiiszobolte ki, hogy végtelen szamu kotési
arfolyamra kotott opciokat, hogy a kitettség sose csokkenjen le. Brenner és szerzotarsai viszont egy, a
jovében ATM opcidkbdl allo terpeszt alkalmaztak ugyanezen probléma megoldasara.
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Az Osszetett opcidk arazasat eldszor Geske oldotta meg, nala azonban a volatilitas
alland6 (Geske [1979]).5| Minket természetesen nem ez érdekel, hanem az az eset,
mikor a volatilitds valtozik, igy az ott elmondottakat mddositani kell. Brenner, Ou ¢€s
Zhang modelljiiket az idében determinisztikusan €s sztochasztikusan valtozé volatilitas

esetére is kiterjesztették.
111.4.6.1 Az opcio arazasa determinisztikusan valtozo volatilitas esetén

Tegyiik fel, hogy a volatilitds csak egyszer valtozik a jovében, méghozza éppen a T,
id6pontban. Legyen a nulladik iddpont és T, kozott a volatilitds 61, a T és a T, iddpont
kozott 6,. Jelolje tovabba az alapterméknek illetve az opcidknak az egyes iddpontokban
érvényes arfolyamat Sy, Cy és Py (t=0), S, C; és P; (t=T)), illetve S,, C, és P, (t=T»).
Jelolje tovabba a terpesz értékét G.

A T, idépontban, mikor a terpesz lejar, értéke a kdvetkezo lesz:

G, =C, + P, =max|S, — S,¢’" ™ 0]+ max|s,e’ ™ 5,0  (62)

felhasznalva, hogy a T; idOpontban érvényes ATM kotési arfolyamon, azaz
K = S,e" =) mellett kdttetett meg a terpesz.

Ha viszont a T; idépontban keriil meghatarozasra a terpesz kotési arfolyama, akkor
ebben az idépontban, ATM opciokrdl 1évén szo, a call és a put opcid éréke meg fog
egyezni. Igy a terpesz értéke az egyik opcié érékének kétszerese. Megmutathaté hogy

t=T idOpontban az opcidk értéke kozelitdleg:

Ci=h~= o, I, =T, (63.)

1
N2
a terpesz értéke pedig

G ~—2—0, T, =T S, =as, (64.)

N2r
ahol QZ%GZJTZ—TI (65)

Azaz a terpesz két tényezonek, a részvényarfolyamnak és a volatilitasnak a fiiggvénye.

A terpesz relativ értéke, azaz a G;/S; érték ennek megfeleléen csak a volatilitas

 Ld. 1. fejezet. Az osszetett opciokat (compound options) a tovabbiakban gyakran masodlagos
opcioknak fogom nevezni.

>> Lasd Brenner és Subrahmanyam: A Simple Formula to Compute the Implied Standard Deviation, idézi
Brenner — Ou — Zhang [2001] 8. oldal
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fiiggvénye lesz. Jeldlje az erre a terpeszre sz616 Kgr kotési arfolyamu call opcid értékét

Cst. Ennek kifizetése T, idépontban.

C% = max[G, - K;,0]= max[or S, — K ;,0] = O{ma){Sl K ,0} (66.)
o

Feltéve, hogy a Black — Scholes modell feltételei fennallnak, a # <7, idOpontban egy

terpeszre sz0lo opcio értéke a kovetkezo:

C' = aStN(dl)_ KSTe_r(Tl_t)N(dz) (67.)
, 1
Inler S, / Ky e )+ —02(T, - 1)
ahol d, = 2 d,=d —oT -t (68.)
oI, -t

A 67-68. képletek szerint latszolag az opcio értékét csak o; befolydsolja. Ne
feledkezziink azonban meg az alfaro6l, amelyen keresztiil a mésodik id6szak volatilitasa
is hat az opcid értékére (1d. 65. egyenlet). Hogy melyik mekkora hatassal, azt a vega,
jelen esetben a két vega meghatarozasa altal kaphatjuk meg. Ezek a ktivetkezc’ik:EI

aCST

Al
J0,

=S, -tN'(d,)  (69)

Mivel a d; értékére az o altal a masodik periddus volatilitasa is hatdssal van, igy az elsd
periodus vegajat a o, értéke is érinteni fogja. Mivel az, hogy a terpeszre sz0l6 opcid
mennyit fog érni T, idépontban, nem filiggetlen attol, hogy a rakovetkezd periodusnak
mekkora a volatilitasa, ennek athuizodo hatasa is érthetové valik.
A masodik vega értéke a kovetkezo lesz:

_9C" _
A= oo,

ahol arl(Tl):%aN/Tz—T1 (71.)

ahol N'(d,(7})) a standard normalis eloszlas siirtiségfiiggvényének T)-beli értéke

0% _ s N(d,)T, =T, N'(d,(T,) (70.)

S Nd,)—
@)o=s,

t

Ne feled;jiik, hogy a d;-ben az elsé peridodus volatilitasa is benne van, azaz a kapcsolat
szimmetrikus abban az értelemben, hogy mindkét idoszak volatilitasa hat a masik

szerint szamitott vegdra.

% A vegit a szakirodalomban gyakran lambdanak is nevezik. Jelolésként, mivel a V kordbban a
volatilitast jeldlte, a nagy lambdat fogom hasznalni.
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1I1.4.6.2 Az opcio drazasa sztochasztikusan valtozo volatilitas esetén

Ahhoz, hogy a sztochasztikus volatilitas melletti értéket is meg tudjuk hatarozni, el6szor
ebben az esetben is sziikség van egy, a volatilitas alakulasat leir6 folyamatra. Brenner,
Ou ¢és Zhang, az eddigiekhez hasonléan egy atlaghoz visszahtizo folyamatot
valasztottak. Megoldasuk azonban eltér az eddig targyaltaktol. Bar naluk is egy Wiener
folyamat képezi a sztochasztikus tagot, a véletlen elem nagyséaga fiiggetlen a volatilitas
adott idészaki értekétsl &2

Legyen tehat az alaptermék, illetve a volatilitas altal kovetett folyamat a kovetkezo:

ds, =rS,dt+0,S,dZ) (72.)

do,=6(0—o0,)dt+&dZ] (73.)

ahol 0 a volatilitds hosszi tavu atlaga, & az ehhez az atlaghoz vald visszahtzas
sebessége, & a volatilitas volatilitasa, Z' és Z° pedig két fliggetlen Wiener folyamat.

A szerzOk két megoldast is adnak a probléméra. Az elsé megoldds az egyszeriibb,
gyakorlatilag a determinisztikus modellt hasznalja fel. Eszerint, ha a volatilitas a fenti

folyamatot koveti, akkor annak T idépontbeli varhato értéke
o,=0+(c,—0)?""  (74)

Ekkor a T; és a T, illetve a nulladik idépont és a T; kozotti volatilitdsok atlaga

kiszamithato:
_ ,~9(B-T) _-28(n,-1y)
l1—-e +(O'r —9)21 e (75.)
5(T2_Tl) l 25(T2—Tl)
g —0T, -27,
l—e™ 21—6 !
o,=.||oldr = |6 +20(c,-0)———+(0,-0) ——— (76.
J\/ S I Ryl

Ezeket az értékeket a 67-68. egyenletekbe behelyettesitve megkapjuk a terpeszre sz616
opciok kozelitd — ahogyan a szerzok nevezik, benchmark — értékét.
Pontos megoldést azonban akkor kapunk, ha nemcsak az atlagokat vessziik figyelembe.

A megoldas most is hasonl6 lesz a determinisztikus esethez, zart képlet azonban ebben

>7 Ezzel a folyamattal Detemple és Osakwe is foglalkozott, 6k az 4tlaghoz visszahtizo6 Gauss folyamatnak
nevezték (mean-reverting Gaussian process). Mivel azonban nem talaltdk a valdsadgot elég hiien
tiikrdzOnek, az arazasi képlet megadasan tul részletesebben nem targyaltak.

A Brenner ¢€s tarsai altal hasznalt folyamat tulajdonképpen a kamatldbaknal hasznalt Vasicek modell
adaptacioja. Emiatt ezen modell és a Griinbichler — Longstaff altal hasznalt folyamat k6zotti folyamat
kozotti kiilonbség a kamatlabaknal a Vasicek és a Cox — Ingersoll — Ross modellek k6zotti kiilonbséghez
hasonlithato leginkabb.
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az esetben nem adhat6. Az opci6 arazasi form4jat ugy irjuk fel, mint a jovébeli varhato
kifizetés jelenértékét, majd értékét numerikus eljarassal szamitjuk ki.

sl

Az opci6 nulladik idOszaki értéke a kovetkezo:

)l = O]'H(GTI )f(O'T1 ‘GO)aIGT1 (77.)

. ~ N
illetve H(o, )= Alo,, )e Ksjr (Sl ﬂ%ﬂ 75,18, )ds, (78.)
Aloy,

ahol A a determinisztikus modell o értékének sztochasztikus modellbeli megfeleldje. A
modell lathatéan hasonlit az el6zdre, az eltérést alapvetéen a 77. egyenlet adja. A

)

masodik szakasz volatilitdsa most is az 'A’ értékében bujik meg. Ennek lathatéan a
terpesz értékére van hatdsa, és ezen keresztiil hat az opcio arara. Ha az elsd periddusban
a volatilitds értéke allandd lenne, elég lenne a 78. egyenlet. Mivel azonban ez is
valtozhat, ezért az opcid értéke a volatilitas T, idopontbeli valdszinliség eloszlasatol is
fiiggeni fog.

A szerzok megvizsgaltak, hogy mennyiben tér el ez a megoldds a Black — Scholes
modell, azaz az allando volatilitds alkalmazasa esetén kapott eredménytdl. Eredményeik
szerint az opcid értéke, és igy annak a Black — Scholes értéktdl valo eltérése tobbek
kozott az opcid kotési arfolyamatol is fiigg.

Alacsony kotési arfolyam mellett a kezdeti volatilitas értékének novelése csokkenti,
magas kotési arfolyam mellett noveli az opcid értékét. A volatilitds volatilitasdnak
novelése minden kotési arfolyam mellett ndveli az opcid értékét. Ennek megfelelden a

Black —Scholes modell alkalmazasa a terpeszre sz6l6 opciok jelentds félredrazasahoz

vezet.

¥ A dolgozat céljanak megfeleléen itt csak a modell kivonatos ismertetésére volt mod. A részletesebb
levezetést lasd Brenner — Ou — Zhang [2001] 10-17. oldal.
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1V.1. Bevezeto

A dolgozat utolsd részében célom Brennerék modelljének részletes elemzése. Ok
cikkiikben eldbb determinisztikus, majd sztochasztikus volatilitds alakulds mellett
igyekeztek az Aaltaluk javasolt termék aranak ¢és tulajdonsidgainak bemutatésara.
Dolgozatomban ¢én is ezt a sorrendet kovetem.

Az altaluk bemutatott ferpeszre szolo opcio tulajdonképpen egy volatilitasra szolo
opciot helyettesit. A volatilitasra sz616 opciok arazasa soran ugyanis folyamatosan abba
a problémaba {itk6ztiink, hogy maga az alaptermék nem kereskedett. Ebben a modellben
a terpesz a volatilitast helyettesiti. Mivel ez kereskedett, a masodlagos opcidnak, mint
volatilitasra sz0l6 opcionak az alapterméke is kereskedett lesz.

Ennek megfeleléen az utolséd fejezetben arra keresem a valaszt, hogy a terpeszre sz6lo
opcid mennyiben helyettesitoje a volatilitasra sz0lo opcionak. Azaz mennyire
fiiggvénye a volatilitasnak, illetve mennyiben viselkedik opcioként. Mivel a folytonos
esetben felhasznalt egyik folyamatot Detemple és Osakwe maguk is volatilitasra sz6lo
opcidk arazéasara hasznaltdk fel, a kapott eredmény Osszevethetd lesz az 6altaluk

megfigyeltekkel is.

A fejezet els6é részében diszkrét idejii binomidalis (CRR) modellben mutatom be, mit
jelent az a Brennerék altal hangoztatott allitas, hogy a terpeszre sz616 opcid dinamikus
stratégiaval eldallithato. A sztochasztika azonban csak a részvényarfolyamra jellemzo, a
volatilitasrol felteszem, hogy determinisztikusan alakul.
Természetesen a determinisztikus eset a gyakorlatban kevésbé hasznalhato, célom ezzel
a fejezettel a fedezési stratégia bemutatdsa €s pontositdsa. Megvizsgalom, hogy
determinisztikus volatilitds alakulas esetén az atlagos volatilitas hasznalata jelent-e hibat
az arazasban.
Az erre vonatkoz6 hipotéziseim a kovetkezok voltak:
1. Determinisztikus volatilitas alakulas esetében az arazas soran az dtlagvolatilitas
felhasznalasa arazasi hibahoz vezet.
Alhipotézis: A két volatilitas érték felcserélése esetén az opcio értéke nem lesz

ugyanaz.
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2. Az atlagvolatilitas felhasznalasaval elkévetett arazasi hiba nem fiiggetlen a
terpeszre szolo opcio kétési arfolyamatol.

3. Adelta, azaz a fedezeti arany meghatarozasa soran is hibat kovetiink el, ha minden
periodusban érvényes volatilitas felhasznalasa helyett a periodusok atlagos
volatilitasat hasznaljuk fel.

Alhipotézis: A két periodus volatilitasanak felcserélésével kapott fedezeti arany

szintén nem ad azonos értéket az eredetivel.

A fejezet masodik része arra keresi a valaszt, hogy mennyiben helytalldak a Brenner és
szerzOtarsai altal felallitott 6sszefiiggések akkor, ha az alaptermék arfolyama és annak
volatilitasa nem az altaluk leirt, hanem mds, a szakirodalomban elterjedtebb, illetve
egy, a gyakorlati tesztek sordn a valdsdgot pontosabban visszaadd sztochasztikus
folyamat szerint alakul. A két vizsgdlt modell a Hull és White altal hasznalt
hagyomanyos Brown mozgas, és a Detemple ¢s Osakwe altal vizsgalt logaritmikus
mean-reverting folyamat voltak. A dolgozat kordbbi részeiben mindkét folyamatot
bemutattam mar. A dolgozat ezen részében megvizsgalom egy Brenner és tarsai altal

nem elemzett termék, a terpeszre sz616 put opcio tulajdonsagait is.

Hipotéziseim illetve alhipotéziseim a kovetkezoek voltak:
1. Az indulo volatilitas értéke a masodlagos call opciok értékét noveli, a masodlagos
putokét csokkenti.
Alhipotézis: A masodlagos opcio értéke a kezdo volatilitasnak a HW modell
mellett konvex, a DO modell esetén konkav fiiggvénye.
2. A masodlagos opciok értékét a kotési arfolyam a vanilla opciokéhoz hasonloan
befolyasolja fiiggetleniil a vizsgalt folyamat jellegétol.
3. A volatilitasnak, mint alapterméknek a volatilitasa mind a terpeszre szolo call, mind
a terpeszre szolo put értékét noveli.
4. A terpeszre szolo opciok értéke erdsen fiigg a két folyamat kézotti korrelaciotol,
illetve annak erdsségetol.
1. Alhipotézis: A HW modell esetén minél kézelebb van a két folyamat kozotti
korrelacios egyiitthato a minusz egyhez, annal kisebb a terpeszre szolo call, és
annal nagyobb a terpeszre szolo put opciok értéke.

2. Alhipotézis: A DO modell esetén a korrelacio hatasa a HW modellnél

tapasztaltakhoz hasonlo, de a volatilitas mean reverting jellege miatt a
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masodlagos opciok arara gyakorolt hatasa gyengébb, mint a masik modellnél
volt.

5. A két folyamat kozotti korrelacio és a volatilitas volatilitasanak hatdasa osszefiigg, a
ket tényezo egyidejii névekedése a CoST értékét noveli, a PoST értékét azonban
csokkenteni fogja.

Alhipotézis: A volatilitas volatilitasanak hatisa a HW modell esetén erdsebb, a
DO modell esetén gyengébb les:z.

A folytonos eset vizsgalatanak utols6 1épéseként a DO modell melletti értékeket
hasonlitom ossze a Detemple ¢és Osakwe altal ugyanezen folyamat mellett bedrazott
volatilitasra szolo opcio értékével. Az eredmény gyakorlatilag azt mutatja meg, miben
mas egy volatilitasra és egy terpeszre, mint a volatilitds reprezentaldjara sz6l6 opcid
kozotti eltérés.

Az erre vonatkozo hipotéziseim a kovetkezok:

6. A terpeszre szolo call opcio a Detemple és Osakwe altal bemutatotthoz hasonloan
fog viselkedni a futamido valtozdasaval, azaz alacsony kezdo volatilitas mellett
értékiik novekedni, magasabb kezdo volatilitas mellett csokkenni fog annak
fiiggvényében.

7. A terpeszre szolo put opcio esetén hasonloan a callokhoz, a hatralévo futamido
nagysaga egyes szakaszokon noveli, masokon csokkenti a terpeszre szolo opcio

ertéket.

1V.2. A terpeszre sz0lo opcio bemutatdasa diszkreét idejii determinisztikus

modellben

A Brennerék altal megalmodott termék egy olyan opcid, melynek alapterméke egy, az
tigylet lejaratakor ATM terpesz, azaz egy ATM vételi és egy ATM eladasi opcid
Osszege. Ennek a deltaja ugyanis egyrészt a nulldhoz kozelit, mésrészt annak értéke

u

alapvetden a volatilitas fliggvénye lesz.

' Feltéve azt (amit a késébbiekben is hasznalni fogunk), hogy a kamatlab idében allandé.
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Hogy ez a termék, mint a volatilitas kereskedés eszkdze megfeleld, azt a szerzOk azzal
indokoljak, hogy nemcsak éarazhato, de replikéalhato is. Fedezésre az elsdédleges opcid
alaptermékét hasznaljak, azaz azt a terméket, aminek a volatilitasdra kereskedni
akarnak. Ha példaul célunk az arany volatilitdsanak eldallitasa, akkor az aranyra szolo
ATM call és put opcidk dsszegére sz6lo opciot kell eldallitanunk. A fedezeti arany az
elsédleges opcidnak az alaptermékre vonatkoz6 deltaja, valamint a masodlagos
opcidnak az elsddleges opcidra sz616 deltdjanak a szorzata lesz, ahogy azt mar Geske is
bemutatta (Geske [1979]).

Az altalam hasznalt binomidlis modell elonye, hogy egyértelmii fedezeti stratégia
adhato. Megvizsgalhat6, hogyan kell determinisztikus esetben a terpeszre sz616 opcidt
fedezni, illetve az, hogy a fedezésnek milyen buktatdi lehetnek. Ugyanakkor a modell
hianyossaga is jol lathato. A modell 1ényegébdl fakaddan egyidejiileg csak egy valtozo
véletlenszerii valtozasat mutatja be. Emiatt a volatilitast, bar id6ben véltoz6 lesz,

determinisztikusan kezeljiik, jovobeli értékei elore ismertek.E|

9. dbra
A lehetséges részvényarfolyamok egy kétperiddusos binomialis modellben

Su

Vegyiink egy két peridodusos CRR modellt! Ne feledjiilk, hogy a wvolatilitas
determinisztikusan alakul, annak értéke elére ismert. Az elso idoszak volatilitasat jelolje
01, a masodikét o;. Tegyiik fel tovabba, hogy az alaptermék egy részvény, amelyik a

jovében nem fizet osztalékot. A kockazatmentes kamatlab legyen dllando. A CRR

* Azaz a volatilitas értéke nem fligg a részvényarfolyamtol, csak az id6tél.
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modell binomidlis faja ennek megfeleléen, ahogy az az elsé abran is lathato, egy nem
0sszedlelkezod kétperiodusos fa lesz.EI
A masodlagos opci6 alapterméke egy erre a részvényre szo0l6 elsddleges opciokbol allo
ATM terpesz. Azaz a fenti dbra mell¢ definidlhatunk egy egy periodussal rovidebb

terpesz fat is. Jelolje a terpeszt angol megfeleldjének (straddle) roviditése: ST.

10. abra
Az adott csomépontban ATM terpeszek értékét leird fa

7°
o7
STy ™~
“a
o]
ST,

A tizedik abran szerepld fa tulajdonképpen félrevezetd, hiszen itt nem egy termék
iddbeli alakulasarol van szo. Ezen fa minden egyes pontja egy, az adott pontban ATM
terpesz €rtékét jeloli. Nem azonos tehat a terpeszt alkotd opcidk kotési arfolyama az
egyes pontokban, igy a fa tulajdonképpen nem egyetlen aru kiilonb6z6 pontbeli értéke,
hanem egy minden pillanatban ujradefinialt termék ara az egyes helyzetekben. Ennek
megfelelden az STy-t alkotd opciok kotési arfolyama az Sy-bol szémitott hataridds
arfolyam, mig az ST -t alkotokét az az S;1-bdl szarmaztatjuk. Ezért jeloltem az abran a
nyilat is szaggatottal.

A cél pedig egy erre a terpeszre szolo vételi opcio bedrazdasa. Mint lathatd, a
kétperiodusos binomialis modellbdl egy egyperiodusos modell lett. Az arazéds egyszert,
ha ismert a kotési arfolyam. Jelolje — Brennerék jelolésének megfeleléen — a terpeszre
sz0l6 opcio kotési arfolyamat Kgsro. Az egyszeriiség kedvéért legyen a terpeszre szolo
opcio is ATM. Azaz a kotési arfolyam egyezzen meg a hataridos arfolyammal.

Ezért legyen az ATM opcié kotési arfolyam a jovobeli ATM terpeszek értékének
varhaté értéke. Mivel a binomialis fa kockazatmentes, ez az ismert szamitott

valoszinliségekkel konnyen meghatarozhatdo. A szamitott valdszintiségek, azaz a

3 Természetesen, ha a masodik idészak volatilitasa az els6jét meghaladja, az S,, az S,3-nal nagyobb is
lehet. A pontok szamozasa éppen ezért azt jeldli, hogy hova honnan jutottunk el, mintsem egy valos
nagysagrendi sorrendet.

124



IV. fejezet — a terpeszre sz0l6 opcio elemzése diszkrét és folytonos modellben

martingdl mérték természetesen ugyanazok lesznek az opcidk esetében is, mint a
részvények esetében (Geske [1979]).

A terpesze sz6l6 call opcid értéke innen a standard binomialis modellnek megfeleléen
szadmithato.

Az érthetoseg kedveert vegyiink egy szampéldat! Legyen a részvény indulé arfolyama
100, a kockazatmentes hozam évi 3%, a volatilitds az els0 idOszakban 20%, a
masodikban 30%. A feladatot egyszeriisitendd tegyiik fel, hogy a kockazatmentes
hozam alland6. Ekkor a részvény darfolyama, illetve a minden pillanatban ATM

terpeszek arai egy kétéves kétperiodusos modellben a kovetkezdek lesznekm

11. abra
A lehetséges részvény ¢és terpesz arfolyamok két periddusos binomidlis modellben

Sy=100, r=3%, 6,=20%, 6,=30%.

164,87
{o]
122,14 /
o
° 4
) o g
100 110,52 2948 .
o 'S
o
24,14

81,87

/\

o

60,65

Ilyen feltételek mellett a terpeszre sz6l6 opcid kotési arfolyama a nulladik idészakban
KSTo=30,38.EIA terpeszre sz0lo call opcio értéke CoST=2,87.
Ezek utan nézziikk meg, hogy hipotéziseim a diszkrét idejii modellben mennyire alltak

meg a helytiket!

1. hipotézis:
Determinisztikus volatilitas alakulas esetében az arazas soran az atlagvolatilitas

felhasznalasa drazasi hibahoz vezet.

* Az ATM terpeszek kotési arfolyamai rendre 106,1; 84,37 illetve125,86. Hogy lathatd legyen, hogy nem
egyetlen termék idobeli aralakulasarol van szo, szaggatott nyilakat hasznaltam.

> Mivel az els6 iddszakban a fenti volatilitas és kamatlab értékek mellett a kockdzatmentes valdszintiség
p=52,58%.
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Alhipotézis: A két volatilitas érték felcserélése esetén az opcio értéke nem lesz

ugyanaz.

A két kérdés szorosan Osszefiigg, ezeket egyiitt kezelem. Az egyszerliség kedvéért
el6szor csak az ATM opciokkal foglalkoztam. A kotési arfolyam hatdsat a masodik
hipotézisben fogalmaztam meg. A fenti hipotézisek csak részben igazolddtak. Mikozben
az elsé hipotézis teljesiilt, az alhipotézis nem bizonyult igaznak.

Azt mar Brenner és szerzdtarsai is megmutattak, hogy az opcio értéke mindkét idészak
volatilitdsanak pozitiv fliggvénye. A fenti egyszerli koriilmények kozott azonban ez a
viszony szimmetrikusnak bizonyult, azaz a két volatilitas azonos mértékben hat az
opcio értékére. Az opcio értékét nem befolydsolja az, ha a két periodus volatilitasanak
erteket felcseréljiik. Azaz ennyi bizonytalansag ,,belefér”, az opciét nem arazzuk félre.

Ez pedig azt jelenti, hogy az alhipotézisem nem dallta meg a helyét.

1 tablazat
A CoST értéke a G, és a G, fliggvényében ATM CoST esetében.
A sorok a 6y, az oszlopok a &, hatasat mutatjak.

20% | 25%| 30%| 35%| 40%
20%| 1,90 2,39| 2,87| 3,35| 3,82
25%| 2,39 3,00| 3,61| 4,22| 4,81
30%| 2,87| 3,61| 435| 5,07, 5,79
35%| 3,35| 4,22 5,07| 5,92| 6,75
40% | 3,82| 4,81| 5,79 6,775| 7,71

Mas a helyzet az elsé hipotézissel kapcsolatban. Ha csak a két periodus atlagos
volatilitasat ismerjiik, ha az arazas soran azt hasznaljuk fel, az opciot félrearazzuk. 1gaz
az opcid kiirdja szempontjabol a kockdzat kisebb, mert a terpeszre sz6ldo opciot
tendenciozusan tularazzuk.

Nézziik példaul azt az esetet, mikor nem tudjuk mennyi lesz a volatilitds a két
kovetkezd periddusban, csak azt tudjuk, hogy az atlaga 30% lesz. Ilyenkor az opcid
érteke ebben az egyszerli modellben 4,35-nek adddik. Ha azonban 25%-35%, vagy
20%-40% teljesiil, az opcid ennél kevesebbet ér. Erdekes eredmény, hogy ebben a
modellben a volatilitas volatilitasa az opcio értékére negativ modon hat. Azaz a
masodlagos opcié nem viselkedett ,,szabalyosan”, az alaptermék volatilitidsa negativan

hat az opcio értékére. Persze ebbdl messzemend kovetkeztetéseket a modellbeli

126



IV. fejezet — a terpeszre sz0l6 opcio elemzése diszkrét és folytonos modellben

volatilitas alakulds erésen korlatozott volta miatt nem szerencsés levonni. Az eredmény
mindenesetre érdekes, a Brennerék altal vizsgalt folytonos determinisztikus modellben

nem jelentkezett.

2. hipotézis: c
Az arazasi hiba nem fiiggetlen a terpeszre szolo opcio kétési arfolyamatol.

Definidljuk a legegyszeriibben az ITM ¢és az OTM kotési arfolyamokat is! Eszerint
legyen a kotési arfolyam az ,.eredeti” ATM érték 90, illetve 110%-a.

Ilyen feltevések mellett a hipotézis igazolodott. Az Osszefiiggés azonban bonyolultabb
lett, mint az el6zéekben. Szabatosan gy tudndm megfogalmazni, hogy a két periodus
volatilitdsanak hatasa kiilonb6zo, ITM esetben a 05, OTM esetben a o; hatasa lesz az
erosebb.

Nézziink egy ujabb szampéldat! Az elézéeknek megfeleléen a kotési arfolyam legyen
az ATM értek 90%-a, azaz Ksro=27,34. A call érteke a volatilitasok fliggvényében a

kovetkezd lesz:

2 tablazat
A CoST értéke a 6, és a G, fuggvényében ITM CoST esetében.
A sorok a 6}, az oszlopok a 6, hatdsat mutatjak.

20% | 25%| 30%| 35%| 40%
20%| 2,92 3,36| 3,80| 4,24| 4,68
25%| 3,68 423| 4,78| 5,33| 5,89
30%| 4,42| 5,08| 5,75| 6,41 7,08
35%| 5,16 593| 6,71 7,48 8,26
40% | 5.89| 6,77| 7,65| 854| 943

Mint lathatd, a volatilitds hatdsa az elObbiektdl valdban eltérd, igy a volatilitas
volatilitasar6l sem lehet a fentieckhez hasonld egyszerli megallapitdsokat tenni. A
szamokon is jol lathat6 1athatd, hogy ITM terpeszre szo6l6 callok esetében a ¢, hatdsa a
o1-nél erdsebb lesz. OTM madsodlagos opcid esetében a helyzet forditott lesz, a o

hatasa lesz az erésebbEI:

5 Ahogyan arrdl szo volt az elsd fejezetben, Crouhy és Galai megmutatta, hogy vanilla opcioknal a
fedezeti arany meghatarozasanal az atlagvolatilitdas hasznalatanak hatékonysaga nem fliggetlen az opcio
kotési arfolyamatol.

" 1tt a kotési arfolyam az ATM érték 1,1-szerese, azaz Kgro=33,42.
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3 tablazat
A CoST értéke a 67 és a 0, fiiggvényében OTM CoST esetében.
A sorok a 6}, az oszlopok a 6, hatdsat mutatjak.

20%| 25%| 30%| 35%| 40%
20%| 0,87 1,42| 195| 246 297
25%| 1,10 1,78| 245| 3,10 3,74
30% | 1,32 2,15| 2,94| 3,73| 4,49
35% | 1,54 2,50| 3,43| 4,35| 5,24
40% | 1,76 2,86| 3,92 496| 598

A volatilitas hatasa €s a kotési arfolyam tehat nem fiiggetlenek egymastol.

Azt, hogy a termék értéke csak a volatilitds és a kamatlab fliggvénye, konnyl belatni.
Az azonnali arfolyam ismert, a kockdzatmentes hozamot allandonak vessziik. A kotési
arfolyamokat pedig gyakorlatilag a kamatldb, a részvényarfolyam ¢és a valdsziniiségek
fliggvényében definialjuk. Mivel az els6é allandd, az utdbbi ketté pedig a volatilitas
figgvénye, az egyetlen valtozd a volatilitds marad. Vizsgaljuk meg azonban
részletesebben a fenti osszefiiggest, igazolhatoak-e képletekkel a korabban taldltak.
Hogy egy pontosabb Osszefiiggést meghatarozzunk, vegyiik a legegyszeriibb esetet,
mikor a terpeszre szolo call opcio ATM, akarcsak az elsddleges opciok. Fejezziik ki a
CoST értékét!

CoST =21 (Sle _KST0)+£1”_ P )(STII _KSTO) (1)

Természetesen a kotési arfolyam definicidjabol kdvetkezoen a masodik tag nulla lesz, a
képlet pedig egyszeriisodik:
CoST =21 (ST, = (p, ST, + (1= p,)ST;,)) _b (1-p, (ST}, - ST;,)

e rt

2)

Mivel a terpeszek minden iddpontban ATM-ek, ezért az azt alkotd call és put opcidk
értéke megegyezik egymassal. EbboOl kovetkezden a terpeszek értéke az adott

pontokban:

ST, =2C, = 2(S24 - Spe” )pz 2(S0”1p2 — Sou,e” )pz _ 28, p, (”2 _ ert)

rt - rt rt

e e e

3.)

Hasonlo6an STy értékére

ST, =2C, :M(uz _ert) 4.

14

adodik. Ezeket a CoST képletébe behelyettesitve a kdvetkezoket kapjuk:
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CosT =P (l—pl)FSoulpz (u, — e )= 256hPa (o )} _28walop) () e _g)

e
rt rt 2rt
e

e e

rt

e
(5.)

Ha ezt tovabb alakitjuk, belathato, hogy a CoST értéke ilyen kotési arfolyam mellett a
volatilitasban szimmetrikus, azaz a két id6szak volatilitas értékeit felcserélve a kifejezés
értéke nem valtozik. Ez magyardzza azt az érdekes jelenséget, amit az elsd tablazat
tartalmaz, azaz, hogy a két periodus volatilitasanak értéke azonos mddon hat a terpeszre
sz0106 opcio értékére.

Ha a szimmetrikus jelleg igaz, akkor a két volatilitds értéket felcserélve az értéknek
ugyanennek kell lennie. Tegyiik fel allitasunk igaz voltat, a konstansnak tekinthetd

szorzokat pedig hagyjuk el. Innen:
p.(1=p, )(”2 —e” )(ert —d, ): p(l-p, )(”1 —e" )(ert —d, ) (6.)
egyenletnek kell fennéllnia. Felhasznélva, hogy

ert_d[
u,—d,

i

b= (7)

w—d, 1-p :”1_6” (8.)

u,—d, l1-p, u,—e

adodik. A 7. egyenlet Osszefliggését ujra felhaszndlva és a keresztbe szorzéasokat
elvégezve azonossagra jutunk, a két oldal egymadssal tokéletesen meg fog egyezni.
Természetesen ez csak akkor all fenn, ha a CoST ATM. Amennyiben ettdl eltériink, a
fenti egyszeriisitések nem hajthatdak végre, €s a szimmetrikus viszony is megsziinik.

A fenti eredmény emlékeztet az elso fejezetben bemutatott Crouhy — Galai elemzésre
(Crouhy — Galai [1995]). A vizsgalt teriilet és az eredmény természetesen kiilonbozik
egymastol. Ok vanilla opcidk esetében vizsgaltik, hogy a fedezeti aranyok mennyire
fiiggenek a volatilitdstol, elemzésiik kozéppontjdban az 4llt, hogy az atlagot
felhasznélva helyes deltat szamolunk-e. En most nem a fedezeti aranyokat, hanem az
opcid értekét vizsgaltam, és arra kerestem valaszt, hogy az atlag hasznalata mennyiben
befolyasolja az opcidk arat.

A megoldas most is az opciok kotési arfolyamanak, mashogyan fogalmazva belsd

I

értékének (moneyness) fliggvénye.” Ott ATM esetben az atlag pontos fedezeti aranyokat
adott. Nalam az dtlag sosem ad jo opcios értéket. Azonban abban az esetben, ha a

terpeszre szolo opcio ATM, az értékek felcserélése nem befolydsolja az opcio arat,

¥ Ne feledjiik, hogy 6k az ATM opciét S=K hasznaltak, mig én ebben a részben az S=PV(K) formaban
hasznalom.
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rdadasul, ha egy opcidt az atlag volatilitast felhasznalva arazunk be és irunk ki, akkor
sem adjuk olcson az opcidnkat, ha végiil az atlag teljesiilése mellett a volatilitas id6ben
nagyot valtozik.
A kérdés azonban binomialis modellben nem az 4razhatdsag, hanem az, hogyan lehet a
kérdéses opciodt szintetikusan eldéllitani. A binomidlis modell biztositja is szdmunkra
ennek lehetdségét.
Annal is inkabb fontos a szintetikus eldallithatosag vizsgalata, mert Brenner é&s
szerzOtarsai éppen arra hivatkozva tartottdk az altaluk javasolt masodlagos opcidt a
korabban bemutatott termékeknél jobbnak, hogy az nemcsak arazhato, de szintetikusan
konnyen elé is allithato. Igy annak ara a piacon gyakorlatilag ki is kényszerithetd.
Ennek megfeleléen kovetkezd hipotéziseim a fedezeti ardnyhoz, azaz a deltdhoz
kapcsolodtak. A4 fedezeti stratégiat mar gyakorlatilag Geske megadta. Eszerint a
masodlagos opciot is az elsodleges opcio alaptermékének felhasznalasaval kell
eléallitani, ahol a fedezeti arany két delta szorzata. Ismerni kell a masodlagos opcionak
az elsddlegesre vonatkozo deltajat, valamint az elsddleges opcionak az alaptermékre
vonatkozo fedezeti aranyat. A kettd szorzata adja a masodlagos opcid eldallitasdhoz
felhaszndland6 alaptermékek szamat.
A kérdés csak az, hogy mit tekintsiink elsddleges opcionak. Egy, a nulladik idépontban
ATM opciokbol felalld terpeszt, vagy az els6 periddus végén ATM elsddleges opciok
értékébdl induljunk ki a fedezeti ardny meghatarozasanal.
A megoldas egyszerii: tulajdonképpen mindegy, a lényeg, hogy kovetkezetesek
legyiink, mindkét delta elem meghatarozasanal ugyanazt az opciot alkalmazzuk. A delta
képlete a kovetkezo:

_ CoST,, —CoST,, . STli _STll;

ST -STT S, -8,

9.)

Mint lathatd, az elsédleges opciok értéke tulajdonképpen ki is esik a modellbdl, a
masodlagos opcio €s a részvény ,.terjedelme” fogja meghatarozni az opcio értékét. Azaz
tulajdonképpen mellékes, hogy milyen kotési darfolyamu opciot tekintiink elsodleges
opcionak, erre valdjaban nincs is sziikség.

A fenti példa adatai mellett az ATM CoST esetében a fedezeti arany:

A, = CoSTo=CoST, | 563-0 00 (10)
S, -8, 122,14 —81,87
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A CoST kotési arfolyama, ahogy azt mar lattuk, ebben az esetben 30,38 Ft. Azaz egy
terpeszre szo6ld call eldallitasdhoz 0,1398 részvényt kell venniink hitelbdl. Eladva a
masodlagos opciot (2,87) és megvéve 0,1398 darab részvényt 0sszesen 11,11 Ft hitelt
kell felvenniink (0,1398*100-2,87).

Amennyiben a részvényarfolyam emelkedik, egy 125,86 (122,14*%%) forintos kotési
arfolyamt terpeszt kell leszéllitanunk (értéke 36,01), a nulladik iddszakban
meghatarozott 30,38-as kotési arfolyam mellett. Emellett torleszthetjiik a hiteliinket,
illetve eladhatjuk a kordbban megvasarolt részvényt 122,14-es arfolyam mellett. Az
eredd pénzaramlasunk:

CF =-36,01+30,38—11,11-e*” +122,14*0,1398 =0 (11.)

Ha a részvényarfolyam csokken, a leszallitando terpesz kotési arfolyama 84,37 lesz, de
jogosult nem fog €lni a jogaval, hiszen ennek értéke 24,14, mig ara 30,38 lenne. A
kolcsont azonban ekkor is vissza kell fizetni, de a részvényt csak olcsdbban tudjuk
eladni. Az ered6 pénzaramlas:

CF=-1111-¢"" +81,87*%0,1398 =0 (12.)

Azaz a fedezet gyakorlatilag ugy mukodik, mint egy klasszikus vanilla opcid esetén.

3. hipotézis:
A delta, azaz a fedezeti arany meghatdrozasa sordan hibat kovetiink el, ha minden

periodusban érvényes volatilitas felhasznalasa helyett a periodusok atlagos
volatilitasat hasznaljuk fel.
Alhipotézis: A két periodus volatilitasanak felcserélésével kapott fedezeti arany

szintén nem ad azonos értéket az eredetivel.

A hipotézis alapjaul az a gondolat szolgalt, hogy amennyiben a terpeszre szo6l6 opciok
értéke nem volt fiiggetlen a volatilitas alakulasatol, akkor a fedezeti aranyok, a deltak
értéke sem lesz az. Ebben az esetben mind a hipotézis, mind az alhipotézis igaznak
bizonyult.

Nézziik meg ATM CoST esetében hogyan alakul a volatilitdsok fiiggvényében a delta
értéke.
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4 tablazat
A delta értéke a G, és a 0, fiiggvényében ATM CoST esetében.
A sorok a 61, az oszlopok a 6, hatasat mutatjak. Az bemutatott eset dolt betiivel szerepel.

20% 25% 30% 35% 40%
20% | 0,0924| 0,0978| 0,1022| 0,1060| 0,1094
25%| 0,1162| 0,1230| 0,1286| 0,1334| 0,1377
30%| 0,1398| 0,1480| 0,1546| 0,1604| 0,1656
35%| 0,1631| 0,1726| 0,1804| 0,1871| 0,1932
40%| 0,1862| 0,1970| 0,2059| 0,2135| 0,2205

Lathato, hogy az atlagos volatilitds felhasznaldsa nem ugyanahhoz a fedezeti aranyhoz
vezet. Raadasul a tabldazat nem is szimmetrikus, azaz a két periodus volatilitasanak
felcserélésével a fedezeti arany megvaltozik. Azt is észrevehetjiikk tovabba, hogy a
masodik iddszak volatilitdsa erésebben befolydsolja a fedezeti ardnyt, mint az els6é.
frjuk fel ismét az ATM delta értékét!

CoST,, —CoST,, ST' —ST'
ACOST — 1[2 : 11, 12 1 (13)
ST' - ST! S, =S,

Az egyszerlsitést elvégezve, valamint felhasznalva, hogy a CoST opcid6 ATM, a

kovetkezdket kapjuk:
A _ CoST,, —CoST,, _ ST,, — Ko _ ST, _(p1Sle + (1 — P )STII) (14.)
CoST — - - :
A PR A PR Su, —8d,

Innen az egyszertsitéseket elvégezve

(l—p )(Sle _STII)
CoST Su, —Sd, (15.)

adodik. Felhasznalva a 3. és 4. egyenletek eredményeit:

_ ST, _(p1Sle +(1_p1 )STn) _ 2p,

CoST = Su, —Sd, o' (l_pl )(”2 _ert) (16.)

A

adoédik. Innen mar lathatd, hogy a masodik periodus volatilitdsa kétszer szerepel az
egyenletben: egyszer a valoszinliségen (p;), egyszer pedig a novekedési tagon keresztiil
(up). Ezzel szemben az elsé idészak volatilitdsa csak a valdszinliségen keresztiil hat.
Azaz a két volatilitas viszonya nem is lehet szimmetrikus.ElA vanilla opcidkkal szemben
tehat itt nem igaz, hogy ATM opcidk esetén a fedezeti arany a két volatilitas
sorrendjétol fiiggetlen. Ez az eredmény tehat Crouhy és Galai eredményeinek is

ellentmond.

? Ez talan még szembeotlébb, ha a 16. egyenletet Ssszevetjiik a 6. egyenlettel.
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A diszkrét modellben elmondottak célja alapvetden a szemléltetés volt. Igyekeztem
megmutatni a termék néhany érdekes, a folytonos determinisztikus esetben Brenner ¢€s
szerzOtarsai altal be nem mutatott tulajdonsagat. A mésodik részben felvazolt fedezés
célja az volt, hogy Ilathatd legyen, a termék szintetikus eldallitdsa a wvanilla
termékekéhez hasonléan mitkddik, még akkor is, ha a fedezeti ardny meghatarozasa
bonyolultabb, hiszen a vanilla opciokkal szemben az atlagos volatilitdis nem jelent
elegendo informaciét a fedezeti arany kiszdmitasahoz még ATM esetben sem.

Mindezek eredményeképpen azt mondhatjuk, hogy a Brenner és tarsai adltal felvazolt
terpeszre szolo opcio, bar egyes esetekben a vanilla opciohoz hasonloan miikodik,

fedezés esetén attol eltérd jelleget mutat.
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1V.3. A terpeszre sz0lo opcio bemutatdsa folytonos idejii modellekben

1V.3.1. A folyamatokrol

A masodik részben azt nézem meg, hogyan alakul a terpeszre sz6ldo opciok értéke
sztochasztikus, folytonos modellben. Az alabbi modellekben azonban, szemben az
elézdekkel, mar a sztochasztikus volatilitas esetét is megvizsgaltam.

A szakirodalomban, ahogyan az a korabbi fejezetekben is lathatod volt, sokféle eljarast
felvonultattak a volatilitas alakuldsanak mind tokéletesebb modellezésére. En a
tovabbiakban két modellel foglalkozom. Az egyik az elso fejezetben bemutatott, és a
szakirodalomban egyfajta ,,etalonként” kezelt Hull — White modell:

dS=uSdt+oSdw (17.)

dV=¢Vdt+&Vdz (18))

ahol V =07, dw és dz a két, egymassal p korrelacioban 1évd Wiener folyamat, 1 a
részvény varhatdé hozama, ¢ a variancia (volatilitds) ,,varhatdé hozama” (varhato
novekedési liteme), G a volatilitas, a § pedig a volatilitas volatilitasa.

Hull és White az tételezték fel, hogy a volatilitds a részvényarfolyamhoz hasonlo
folyamatot kovet, ahol a két folyamat egymdssal korrelalt is lehet. Ezen modell
felhasznalasat az is indokolja, hogy altala megvizsgalhato, hogy a részvényarfolyam és
a volatilitas korrelaltsaga hogyan hat a terpeszre sz6l6 opcid értékére. Brenner, Ou és
Zhang ezt a kérdést nem vizsgaltak, holott altalanosan megfigyelt jelenség, hogy az
arfolyamok ¢és a volatilitds az esetek jelentds részében negativan korrelaltak, az arak
csokkenése altalaban a volatilitds novekedésével jar, és forditva.

A masik modellt Detemple és Osakwe cikkébdl vettem. Ezt a harmadik fejezetben
mutattam be. Ahogyan arr6l ott sz6 volt, Detemple ¢és Osakwe tobb folyamatot
vizsgaltak, legfontosabbnak azonban az un. logaritmikus mean reverting folyamatot
(mean-reverting log process) tartottdk. Ezt az indokolta, hogy ez a folyamat — ahogyan
bemutattdk — az EGARCH modell folytonos kiterjesztése, és igy, az amerikai piac
részvényarfolyamainak jo leirdsat adja. Az egyenletek paraméterei ennek megfeleléen
az EGARCH folyamat paramétereinek fliggvényeként szamithatdak.

dS=uSdt+oSdw (19.)

din(o)=(a—Aln(o))dt+Edz (20))
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Ahol 6 a Volatilités!ﬂ , dw és dz a két, egymassal p korrelacioban 1évé Wiener folyamat,
WL a részvény varhatdo hozama, oo a hosszu tavi logaritmikus volatilitas érték, A az
atlaghoz val6 visszahuzas sebessége, a & pedig a volatilitas volatilitasa.

Dolgozatomban az ARCH — GARCH modellcsaldddal nem foglalkoztam. Azokat a
modelleket vizsgaltam, amelyek folytonos idejlick voltak, illetve amelyeket elsddleges
vagy Osszetett opciok arazasdhoz felhasznaltak. Az elébb emlitett logaritmikus mean
reverting modellel azért foglalkozom mégis, mert egyrészt Detemple és Osakwe szerint
a valosag jo leirasat adja, masrészrol pedig a szerzok ezen folyamat mellett egy masik
volatilitasra szolo termék, egy volatilitas opcio6 drazdsaval foglalkoztak.

Dolgozatom ezen részében megvizsgalom tovabba, hogy a terpeszre sz6l6 call opcid
mellett milyen tulajdonsagai lehetnek egy terpeszre szolo put opcionak. Varakozasaim
szerint ezzel egy, az el6z6tdl tobb ponton eltérd terméket tudok megvizsgalni, amely
varhatoéan a volatilitas altal kévetett folyamatra is maskent fog reagalni mint a veteli
jog.

Az egyszerliség kedvéért a vizsgalatok soran végig felteszem, hogy az alaptermék
részvény, ami a vizsgalt idészakban nem fizet osztalékot.

Az arazast Monte Carlo szimulacioval végeztem, feltéve, hogy a folyamatokat, ahogyan
az a fenti képletekben is latszik, standard normalis eloszlasu véletlen tagok mozgatjak.
Mindkét modellben megvizsgdlom a folyamatok korrelaltsaganak kérdését, illetve
annak hatasat. Az ilyen folyamatokra zart képlet nincsen, mindegyik altalam vizsgalt
cikkben a Monte Carlo szimulacié mddszerével kiséreltek meg a szerzok opcids arakat
megadni. Ez természetesen tartalmazhat némi numerikus hibat, de ezt a szimuldciok
szaménak novelésével és a folyamatok tobbszori tesztelésével igyekeztem minimalisra
csokkenteni.

A szimulacio elvégzésében Benedek Gabor volt segitségemre, aki a modellek
leprogramozasaval és szamos értékes megjegyzéssel segitette a munkamat a kutatas

ezen szakaszaban.

' Ne felejtsiik el, hogy itt a masodik folyamat a volatilitisra és nem a varianciara van felirva, mint a Hull
— White modellben!
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1V.3.2. 4 szimulacio leirasa

1V.3.2.1. A folyamatok felirasanak formdja

A folyamatokat az eredeti cikkekhez hasonloéan logaritmizalt formaban haszndltam fel.
Ez egyrészt megegyezett azzal a formaval, ahogyan a folyamatokat a szerzok eredeti
cikkeikben is felhasznaltak, masrészt biztositotta, hogy a részvényarfolyam ne vehessen
fel negativ értéket. A két folyamatnak a szimuldcid soran felhasznalt forméja a

kovetkezd volt:

Hull — White modell:

S =S, .e[(r—VH/2)At+u,-1/V,-,1At] 1)
VI, _ Vl__l . e[(hg/Z)AH—p w; ENBI1p? v, 5@:‘ (22)
Detemple — Osakwe modell:

—o? "
Sl- — Sl-_l . e[(r lof /2)At+0’lu,\/E] (23)

[(oz—ﬂ.ln((fH ))At+§(p u; «/E+\/§ v; «/EH

0,=0,,¢€ (24.)

1V.3.2.2. A szimuldcio felépitése (a periodusok szama és az egyes periodusok
hossza)

A szimulacio sordn el6szor egy év futamiddvel dolgoztam. Mind a terpeszre sz6lo
opcid, mind az alaptermékként szerepld opcidk futamideje fél év. A dolgozat ezen
részének masodik felében bemutatasra keriild szimuldciok sordn azonban, amelyeknek a
célja Detemple ¢és Osakwe eredeti volatilitasra szolo opcidjaval valod 0sszevetés volt, a
masodlagos opcié futamideje véltozott. Az alaptermékiil szolgdld terpesz futamideje
tovabbra is 180 nap volt, a masodlagos opcié futamideje azonban 1 és 360 nap kozott
valtozott.

A szimulacié ennek megfeleléen minden esetben két szakaszban zajlott. Els6 1épéséként
generaltam egy arfolyamsort T, id6pontig, azaz végeztem egy szimulacidt arra, hogy

mekkora lesz a részvényarfolyam fél év mulva. Ez az érték azért volt fontos, mert ez
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szolgalt aztdn a T, iddpontban ATM opcidk kotési arfolyamanak alapjdul. Innen n darab
szimulacio futott tovabb. Ezek azt voltak hivatva eldre jelezni, hogy mekkora lesz ezen
ATM terpeszek értéke T, idOpontban, azaz az alaptermékiil szolgald opcidk lejaratakor.
Ezt T, id6pontra diszkontalva volt egy realizdcidém arra vonatkozoan, hogy a terpeszre
$z0l6 opcid mennyit is ér annak lejaratakor a T; idépontban, adott Kgro érték mellett.
Ezt a szimulaciot m alkalommal elvégezve kaptam meg a terpeszre sz0l6 opcio értékét.
A szimulédcio sordn n=m=1000 feltevéssel dolgoztam. Hogy a véletlen torzitd hatasat
még inkabb kikiiszoboljem, minden egyes futtatast tizszer hajtottam végre, majd ezek
szamtani atlagat vettem.

Az egyszerliség kedvéért a szimulaciok sordn 360 napos €vvel, azaz 180 napos félévvel
szamoltam. Ennek megfelelden egy nap hossza 0,002777 évnek adodott. A modellben

ez volt egy 1épés hossza.

1V.3.2.3. A felhasznalt véletlen szam generatorrol

A szimulacidkhoz sziikséges programok Delphi programban irdédtak. A véletlen
szamokhoz a kozgazdasagtani szimuldciok sordan gyakran hasznalt Gasdev
véletlenszam-generatort hasznaltam (A szimuldcid elméletével ¢és gyakorlataval

részletesen foglalkozik Benedek [2003]).

1V.3.2.4. A programok tesztelése

A program tesztelése sordn a Brenner — Ou — Zhang altal generalt Black — Scholes
beallitast vettem alapul. Az altalam vizsgalt modelleknél olyan paraméter beallitast
alkalmaztam, ami szintén a Black — Scholes modellt adja vissza. Az igy kapott
eredmények aztan 6sszehasonlithatoak voltak. Az 6sszevetés pontossagat természetesen
befolyasolta az a tény, hogy Brenner és szerzitarsai szintén szimulacidval kaptak meg
értékeiket, nem pedig analitikus megoldas eredményeképpen. Igy a két modell eltérése
egyszerre két torzitd tényezo hatdsanak is betudhato.

Mindezek ellenére azt tapasztaltam, hogy a program 5-10 futtatas atlagat véve jol
konvergalt a referenciaértékekhez: 10 futtatds eredményeként az eltérés (abszolut
értékben) 0,1% ¢és 0,2% kozott maradt, azaz voltak esetek, mikor a program alul, volt

mikor feliilbecsiilte Brenner €s tarsai eredményeit.
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A két modell koziil a tesztek alapjan a Detemple — Osakwe altal felhasznalt modell

bizonyult stabilabbnak, az eredmények hamarabb konvergaltak a referenciaértékekhez.

1V.3.2.5. A minta elemszama és megbizhatosaga

Mint arr6l mar szé volt, egy-egy realizacio egy 1000%1000 darabos szimulécio
eredményeként adodott. Hogy az eredmény még kisebb hibat tartalmazzon, minden
szimuldciot tizszer futtattam le, és ezek szamtani atlagat vettem figyelembe az
elemzések soran. Mivel egy szakasz szimulacidja 180 periodusbol allt és egy
periodushoz két véletlen szdmot generaltam, egy-egy opcidés arfolyamhoz
10x360 360 000 véletlen szam kellett. Ezzel igyekeztem a minimalisra csokkenteni a
véletlen szdm generator okozta zajt. Ahol az eredményeken mégis lathatd valami hiba,
azt mindig az adott eredmény ismertetésénél fogom bemutatni. Ennek mértéke azonban
egyszer sem volt tal jelentds.

A késObbiekben is lathato lesz, hogy a logaritmikus mean reverting folyamat kevesebb
hibat eredményezett, a zaj kisebb volt.

A programok futtatasat személyi szamitégépen végeztem. Egy-egy program atlagosan
3-4 napot futott. A leghosszabb szimulacié 6, a legrovidebb 1 napot vett igénybe. A
minta méretének ndvelése meghaladta volna szimulacios lehetéségeimet, mivel nagy
teljesitményti szdmitogép nem allt rendelkezésemre. Mivel a folyamatokat 1000x1000-
es mintan futtattam, egy tizszeres novelés 100-szorosara ndvelte volna a felhasznalt
véletlen szamok szdmat.

Az atlag, mint eredmény felhasznalasat az indokolta, hogy a tesztelések soran a
szimulaciok eredményének atlaga gyorsan kozelitett a referenciaértékhez. igy példaul a
HW modell — tehat az instabilabb modell — tesztelése soran 8 1épés alatt a szimulacios

eredmények a kovetkezOképpen kozelitettek a referencia adathoz.

5. tablazat
A teszt-szimulacio konvergenciaja a HW modell esetén

Referenciaeredmény: | 4,27

Szimuliciék szima 1 2 3 4 5 6 7 8
Szimulacio eredménye | 4,29 4,20 4,26 4,29 4,30 4,28 4,20 4,29
Szimulaciok atlaga 4,29 4,25 4,25 4,26 4,27 4,27 4,26 4,26
%-os eltérés 0,42% | -0,53% | -0,38% | -0,16% | 0,02% | 0,06% | -0,18% | -0,10%
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A hiba lathatdoan mindvégig egy szdzalék alatt maradt annak ellenére, hogy mindkét

érték numerikus modszer eredményeként adodott.

1V.3.2.6. A negativ értékek elkeriilésérol

Ahogyan arr6l mar szo volt, a szimuldcid soran gondosan iigyletem arra, hogy
elkeriiljem a negativ részvény ¢&s volatilitds értékeket. Brenner és tarsai ezzel
egyszeriien nem foglalkoztak. Azt mondtak, hogy ennek a valoszinlisége olyan kicsi,
hogy az elemzést egyaltalan nem befolyasolja.

Hull és White (a tovabbiakban HW), akércsak a részvényarfolyamok folyamatat, a
volatilitasét (varianciaét) is logaritmizalja. Ez persze felvet egy tovabbi problémat, hogy
tudniillik felteheté-e minden eldzetes vizsgalat nélkiil, hogy a variancia a
részvényarfolyamhoz hasonléan lognormalis eloszlast kovet. Ezt semmi sem tamasztja
ala. Ennek a problémanak a tudataban mégis valtoztatas nélkiil vettem at Hull és White
modelljét.

Detemple és Osakwe (a tovabbiakban DO) szintén a logaritmikus verzio mellett teszi le
a voksot, azonban megadjdk a szimuldcidhoz hasznalt logaritmikus folyamat nem
logartitmizalt atiratat is. Ok nem keriilik meg azt a kérdést, hogy mennyiben tekinthetd
modelljiik a valosdg hi leirdsanak. Elemzésiikben ugy taldltdk, hogy a modell a
gyakorlatban is megallja a helyét, sot cikkiik fiiggelékében becslést is adnak, milyen
értékeket kell az altaluk megadott modellbe helyettesiteni, hogy az a valosag jo

kozelitését adja.

1V.3.2.7. Feltevések az arazas soran

A sztochasztikus volatilitas modellek felhasznalasa sordn az egyik legfontosabb kérdés,
hogyan kezeljiik azt, hogy két kockazati forrasunk van, tudniillik a részvényarfolyam és
a volatilitds, mig ez utobbi kockdzat fedezésére nincs megfeleld eszkdziink. Ennek a
problémanak az orvoslasara tobb megoldéas sziiletett. Az egyik legegyszeriibb, ha
feltessziik, hogy létezik olyan termék, aminek alapterméke maga a volatilitas, és ezt
felhasznalva a volatilitas kockézata is kikiiszobolhetd. Méshogyan fogalmazva a piac
teljes, minden kockazati tényez6 kereskedett. Ezzel a feltevéssel €1 példaul Johnson és

Shanno (Johnson és Shanno [1987]).
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A mi esetiinkben a cél éppen egy ilyen, a volatilitasra sz6l6 termék bedrazasa. Eppen
ezért annak feltételezése, hogy ilyen termék mar 1étezik, nem lenne til elegans és
célravezetd. Emiatt a masik, a szakirodalomban altalanosan elterjedt, tobbek kézott Hull
¢s White altal is hasznalt feltevéssel dolgoztam, miszerint a volatilitas kockézata
diverzifikalhatd. Mésképpen a volatilitdsnak nincs szisztematikus kockazata.

Vegyiik észre, hogy két korrelacio szerepel ezek utan a modellekben. Egyrészt
feltessziik, hogy a részvényarfolyamot és a volatilitast hajté folyamatok valamilyen
szinten korrelaltak (illetve egyes esetekben korrelalatlanok), mikdzben mindvégig
feltessziik, hogy a részvény volatilitasa és a piaci portfolid6 hozama kozotti korrelacid
nulla. Az elobbi az elemzés targya lesz, az utobbi a piac teljességét biztositd

M

feltételezes.
1V.3.3. Eredmeények

A kutatas eredményeit a hipotéziseken sorba haladva mutatom be, majd végiil réviden

Osszefoglalom azokat.

1. hipotézis:
Az indulo volatilitas értéke a mdsodlagos call opciok értékét noveli, a

masodlagos putokét csokkenti.

A kérdés az, hogy egy terpeszre sz0l6 opcid volatilitasra szold opcidként viselkedik-e,
azaz a call értéke annak pozitiv, a puté annak negativ fiiggvénye a volatilitasnak. A4
hipotézis persze igazandibol a put opciokrol szol, hiszen ezek azok a termékek, amelyet
Brenner és tarsai nem vizsgaltak. Ezért nézziik elébb a putokat!

A sejtést az eredmények igazoltak, azaz a terpeszre szolo put opcid értéke mind a két

modell mellett negativan fliggdtt a volatilitas alakulélsélt(')l.h'_ZI

" A problémardl részletesebben lasd: Hull — White [1987] 289-292. oldal
'2 A két modell esetén a részvényarfolyam és a volatilitas folyamatai kozotti korrelacio lathatoan nem
azonos modon hatott. Ezt a késdbbiekben még részletesen vizsgalom.
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12. abra

A PoST értéke kiilonbozé korrelacios egyiitthatok mellett az induld volatilitas fliggvényében a HW (baloldal) és a

DO modellek (jobboldal) esetén. A masodlagos opciok kotési arfolyama Kgro=20

—1

16,0000 — s 16,0000
14,0000 —_0 | 14,0000
12,0000 =05 |— 12,0000 —
10,0000 =1 1l 10,0000 AN —05
-0
8,0000 8,0000 ’A —05
6,0000 6,0000 —
4,0000 4,0000 \
2,0000 20000 S~
0,0000 ' D —
' ‘ ‘ ‘ ‘ 0,0000 ‘ : ;
10.00% 20,00% 30,00% 40,00% 50,00% 10,00% 20,00% 3000% 40,00% 50,00%
A modell paraméter bedllitdsa a mellékletben, a szimulaciok leirdsdban taldlhato.
Lathatd a két modell esetén ugyan a hatds azonos, de a korrelacio valtozasara a DO
modell kevésbé reagal érzékenyen. Ez talan a volatilitds folyamatdnak &tlaghoz
visszahuzd jellege miatt van. Hidba emelkedik ugyanis a volatilitds az arfolyam
emelkedésével, a volatilitds folyamatban tendencia van az atlaghoz vald visszatérésre.
A CoST esetében a hipotézis szintén igazolast nyert, azaz a terpeszre szO0lo opcio itt is
volatilitasra sz616 opcioként viselkedett.
13. abra
A CoST értéke kiilonb6z6 korrelacios egyiitthatok mellett az indul6 volatilitas fiiggvényében a HW (baloldal) és a
DO modellek (jobboldal) esetén. A masodlagos opciok kotési arfolyama Kgro=0
3650000 |\ 35,0000 —
' —05 ' —-05
~ ’ -
30,0000 —=—0 30,0000 —0
25,0000 —:?5 / 25,0000 —05 //
20,0000 - / 20,0000 = ///
15,0000 | 15,0000 /
10,0000 10,0000
50000 5,0000 —
0,0000 T T T 0,0000 T T T
10,00% 20,00% 30,00% 40,00% 50,00% 10,00% 20,00% 30,00% 40,00% 50,00%

Az opciok értékének nagysagrendje is hasonld. Az eltérés alapvetden kiilonféle

korrelacios egytitthatok mellett allapithatd meg. Ezt azonban hagyjuk a korrelacios

egyiitthato hatasait vizsgalo részre.
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1. alhipotézis:

A masodlagos opcio értéke a kezdo volatilitasnak a HW modell mellett konvex, a

DO modell esetén konkav fiiggvénye.

Az alhipotézis felallitdsdhoz az adott modellek felhasznalasa mellett mas szerzOk altal
kapott opcios arak vizsgélata vezetett. Hull és White ugyan elsédleges opcidkat
vizsgaltak, de azok minden esetben, minden korrelacios egyiitthato mellett konvex
fiiggvényei voltak az alaptermék ardnak. Detemple €¢s Osakwe az éltalam is felhasznalt
logaritmikus mean reverting folyamatot alkalmazva azt tapasztaltdk, hogy az opcidk
értéke nagy induld volatilitas mellett a volatilitds konkav fiiggvénye lett.

A terpeszre sz0lo opcidkkal kapcsolatban a hipotézisem részben igaznak bizonyult. A
HW modell mellett a konvexitds a korrelacids egyiitthatd fiiggvénye. Természetesen
nem szabad elfeledkezni arrdl, hogy az eredményeket numerikus uton kaptuk. Az
azonban egyértelminek tlinik, hogy a két folyamat pozitiv korreldltsaga mellett a
terpeszre szolo call és put opcid is szabalyszertien miikodik, azaz a kezdd volatilitas
novekedésével a masodlagos opcid értéke gyorsuld litemben nd. Ezzel szemben negativ
korrelacio mellett a terpeszre szolo call opcio értéke a kezdo volatilitasnak konkav
fiiggvénye lesz.

A DO modell mellett a putok tovabbra is kozel szabalyosan viselkednek, azaz értékiik a
volatilitas konkav fliggvénye. Egész pontosan a kapott eredmények egy tobbé kevésbé
linedris, kissé¢ konvex oOsszefliggést mutattak. Ez azonban akar a szimuléci6 torzitd
hatésa is lehet, ezért inkabb ugy lenne szerencsés megfogalmazni az 0sszefiiggést, hogy
az nem utal arra, hogy a konvexitas ebben az esetben ne allna fenn. A CoST esetében a
hatds igen érdekes. Plusz egy és minusz egy korreldacios egyiitthato érték mellett a
masodlagos opcio a volatilitas konkav fiiggvénye, mig az ettol eltéro esetekben

konvexitast tapasztaltam.

2. hipotézis:
A masodlagos opciok értékét a kotési arfolyam az elsodleges opciokéhoz

hasonloan befolyasolja fiiggetleniil a vizsgalt folyamat jellegétol.

Ez a hipotézis megint azt a kérdést vizsgélja, hogy a masodlagos opciéo valoban

opcioként viselkedik-e. Az eredmény ebben az esetben sem meglepd, a hipotézis
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mindkét modell esetén igazolast nyert. Mindkét modell mellett a kotési arfolyamot nulla
¢és husz kozotti savban 6tos 1€péskozonként vizsgaltam. A kotési arfolyam novelése a

CoST értékét csokkentette, a PoST értékét novelte.

14. abra
A terpeszre sz016 opcidk érteke a kotési arfolyam fliggvényében a HW (baloldal) és a DO modellek (jobboldal)
esetén. A két folyamat kozotti korrelacios egyiitthatd nulla, az indulé volatilitas mindkét esetben 20%.

12,00 14,00

\ —PosT
10,00 12,00

\ \ —CoST
8.00 / 10,00

’ 8,00 \
6,00 \ / —PoST ' \

o \ / —CosT 6,00 \ /

Az é4brakon lathato, hogy a kétési arfolyam hatasa kézel hasonlo a két modell esetében.
A terpeszre sz6l6 opcio mindkét folyamat mellett szabalyosan ,,miikodik™.

Az abra természetesen torzit abban az értelemben, hogy véges szamu pontot kit dssze.
A CoST és a PoST értékek metszéspontja ugyanakkor érdekes lehet. Folytonos esetben
ugyanis az ATM opcidk meghatarozéasa elég problémas, mivel az alaptermék hataridds
ara nehezen hatdrozhatdé meg. A put-call paritas szerint azonban akkor nevezhetiink egy
opciot ATM-nek, ha a call és a put opcid értéke egybeesik. Ez lathatoan mindkét
modellben a 10 és 15 kotési arfolyam kozott adodik, DO modell esetén egy kicsit
magasabb érték mellett.

3. hipotézis:
A volatilitas volatilitasa mind a terpeszre szolo call, mind a terpeszre szolo put

értékét noveli.

A kérdés természetesen ebben az esetben is az, hogy a terpeszre sz6l6 opcio valojaban
opcioként viselkedik-e abban az értelemben, hogy a tulajdonképpeni alaptermék
volatilitasa az opcio értékét noveli.

A volatilitas volatilitasa azért lesz fontos, mert amennyiben szintetikusan igyeksziink a
fenti masodlagos opcidt eldallitani, a volatilitas valtozékonysaga gyakoribb tjrafedezést
tesz sziikségessé. Emellett az alaptermék volatilitdsara vald érzékenység az opciok

egyik legjellemzébb tulajdonsdga, amit tobbek kozott Bremmer és tarsai s
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megvizsgaltak. Az 6 modelljiik szerint a masodlagos opcio a volatilitas volatilitasanak
fiiggvényében teljesen ,,szabalyosan”™ miikodott.
A volatilitas volatilitdsanak hatasat a két modell esetén kiilon vizsgalom, mivel az

eredmények is kiilonbozoek lettek.

Eredmények a HW modellben

A kérdés a korrelacios egyiitthato egyidejii figyelembevételével targyalhato csupan, igy
részben belekezdiink a kovetkezd hipotézis megvalaszolasaba. Elso lépésben tegyiik fel,
hogy a ket folyamat korreldlatlan. Ekkor azt tapasztaljuk, hogy mind a CoST, mind a
PoST teljesen ,,szabalyosan” viselkedik, azaz mindketté pozitiv fliggvénye a volatilitas
volatilitasdnak. Mas szdval a terpeszre sz616 opcio a volatilitasra sz616 ,,hagyomanyos”
opcidként mitkodik.

15. abra

A CoST és a PoST értéke a volatilitas volatilitasanak fliggvényében
Ksro=10; 1=0%, p=0; T;=0,5 év, To=1 év, 6,=20%, 1=1/360=0,002777

300 11 —cosT
250 11 —PoST -
2100 /

Qe\o Qe\o s\e Qe\e s\e s\e Qe\e Qe\e Qe\e s\e s\e
N N Q N N N N N N N N
SR S A

Nem ilyen egyértelmii a helyzet akkor, ha két folyamat valamilyen moédon korrelalt
egymassal. Eros negativ korreldltsag esetén a volatilitas volatilitasa egyes szakaszokon
csokkentbleg hathat az opciok értékére. A hatas kiillondsen put opciok esetén jelentds. A
probléma alaposabb szemléltetésére itt tobb szimulaciot futtattam, emiatt az abrak is

alaposabb felbontdsban késziilhettek, €s az eredmények is stabilabbak.
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16. 4bra
A CoST és a PoST értéke a volatilitas volatilitasanak fliggvényében kiilonb6z6 korrelacids egyiitthatok mellett.
Ksro=10; 1=0%, T,=0,5 év, To=1 év, 6,=20%, 1=1/360=0,002777

JE— —-1 PoST
oST .
6,00 1| —-0,8 CoS 120 11 o8
5,00 4 _-0,6 1,00 ’*—.0,6
a00 | 04 0,80 {—-0.4 =
1 —0 0.60 =0 ////

3,00 1 —1 ’ — /
2,00 0,40 / /
1,00 ’% 0.20 é /
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Ezekben az esetekben a fenti masodlagos opciok nem viselkednek ,,jol”, atipikus
eredményeket adnak. A kérdés annal inkabb fontos, mert a gyakorlatban, ahogyan arrol
kordbban mar sz6 esett a volatilitas és az arfolyam tipikusan negativan korrelaltak. Ez
kiilonosen a piac jelentos szakadasa esetén figyelheto meg, a nagy veszteségek ¢€s a
nagy elbizonytalanodas a napi hozamok jelentds szorddasat eredményezik.

A befektetok tipikusan ekkor veszithetnek a bevezetoben bemutatott short volatilitas
poziciojukon, és tipikusan ezek azok az esetek, ami ellen a terpeszre szolo opcio
vedelmet nyujthat. Amikor tehat ezek a termékek vasarloik szamara értékessé valhatnak,

a kitrojuk szamara atipikusan kezdenek viselkedni.

Eredmények a DO modellben

A DO modellben szintén nagyon sajatos dolgokat talaltam. Az opciok sajatos
viselkedése azonban, mint latni fogjuk, szemben a HW modellel, nem csak a korrelacio
fiiggvénye.

Ebben az esetben is a két folyamat korrelalatlansagdbdl indultam ki. A terpeszre sz6lo
call opcid valdban opcioként viselkedett, azaz az alaptermék aranak volatilitasa novelte
az opcio értékét. Nem igy a put esetében. Magasabb kotési arfolyamok esetén a PoST

értéke a volatilitas volatilitdsanak csokkend fliggvénye lett!
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17. 4dbra

A CoST és a PoST értéke a volatilitas volatilitdsanak fiiggvényében
=0; p=0; S¢=100; 6,=20%; a=In(0,2); A=0,05; T,=0,5 év, T,=1 év,1=1/360=0,002777
CoST esetében a Kgro=0, PoST-nél K¢10=20.
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Ugyanakkor, ha a kotési arfolyamot csokkentettiik, helyreallt a rend, azaz példaul

Ksto=10 esetében a terpeszre szolo put a volatilitas volatilitasanak névekvo fiiggvénye

lett.

Azonnal felvetddik a gondolat, hogy vajon valtozik-e ez az dsszefiiggés a korrelacios

egyiitthatd modositasaval. Ezért a PoST értékét tovabb vizsgaltam. Megnéztem, hogyan

viselkedik a PoST +1 és —1-es korrelacios egyiitthatdo mellett.

18. abra

A PoST értéke a két folyamat k6z6tti kiilonboz6 korrelacios egyiitthatok mellett.
=0; S¢=100; 6,=20%; 0=In(0,2); A=0,05; T,=0,5 év, T,=1 év,1=1/360=0,002777
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Jol latszik, hogy a megfigyelés a két folyamat kézotti korrelaciotol fiiggetlen, azaz az
opcio ertékének a volatilitas volatilitasara valo érzékenysége alapvetéen a kotési
arfolyam fiiggvény lesz. Magas kotési arfolyam mellett, azaz erdsen ITM put opciok
eseten a volatilitas volatilitasa csokkenti, mig OTM esetben novelni fogja a masodlagos
opciok ertéket.

A terpeszre szolo callok eseteben ilyen problema nem volt, azaz a korrelacids
egylitthatotol fiiggetleniil végig tigy viselkedtek, mint az egy volatilitasra sz6l6 opcidtol
,,elvarhato” lett volna.

Végiil érdemes megjegyezni, hogy Brenner és tarsai vizsgalata soran az opcio végig
»Szabalyosan” mukodott, a volatilitas volatilitasanak végig pozitiv fiiggvénye maradit.
Természetesen emlékeztetni kell arra, hogy ok csak call opciokkal foglalkoztak, azaz

ebben az értelemben az én eredményeim az 6véiktdl nem térnek el.

4. hipotézis:
A terpeszre szolo opciok értéke erdsen fiigg a két folyamat kozétti korrelaciotol,

illetve annak erdsségétol.

Ezt a kérdeést az elozo hipotézis elemzése soran lényegében megvalaszoltuk. Lathatd
volt, hogy a terpeszre szolo opciok értéke — gy a calloké, mint a putoké — erdsen fiigg a
két folyamat korrelaltsagatol. A korrelacid kérdése azért volt fontos, mert ezt Brenner
¢és szerzOtarsai nem vizsgaltak, holott altalanos megfigyelés a piacon a volatilitas és az
arfolyamok negativ korrelacigja.

A korrelacio hatdsanak iranyardl szolo varakozéasaimat alhipotézisekben fogalmaztam

meg.

1. Alhipoteézis:

A HW modell esetén minél kézelebb van a két folyamat kozotti korreldacios
egylitthato a minusz egyhez, annal kisebb a terpeszre szolo call, és annal

nagyobb a terpeszre szolo put opciok értéke.
Ez a hipotézis csak részben bizonyult igaznak. A hipotézis felallitasanal abbdl indultam

ki, hogy negativ korrelacidé esetén alacsonyabb részvényarfolyamndl nagyobb lesz a

volatilitas. Viszont a részvények arfolyama alulrol korlatos, a negativ részvényarfolyam
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értelmezhetetlen. Emiatt hidba emelkedne akkor a volatilitds, ezt a részvényarfolyam
alulrél korléatos jellege miatt nem éreznénk, nem tudnank kihasznalni. Azaz ha a két
folyamat negativan korrelalt, az a terpeszre szolo call értékét csokkenti, mig a putét
noveli.

Az eredmény igen érdekes lett. 4 korrelaltsag névekedése a terpeszre szolo call értékét
novelte, minél negativabb volt a korrelacio, a CoST értéke annal kisebb lett (1d. 19.
abra). Ez a hipotézist igazolta. A PoST esetében a hatas azonban nem volt egyértelmii.
Vizsgaljuk meg kiilon a CoST ¢és a PoST korrelaciora valo reakciojat a kiilonbozo kotési
arfolyamok (Ksto) mellett! Nézziik elébb a call opciokat! Az eredmények a 19. dbra bal
oldalan lathatoak. A két folyamat korrelaltsaganak erdsodésére az opcid értéke minden
kotési arfolyam mellett pozitivan reagalt.

Nem ez volt a helyzet a PoST esetében. A lefuttatott szimulacidk koziil a Ksro=10 volt
az a kotési arfolyam, ahol a CoST és a PoST értékek a legkdzelebb estek egymashoz.
(Lasd még 14. abra) Nevezziik ezt az egyszeriiség kedvéért ATM kozeli értéknek.

Tehat ATM kozeli esetben, azaz Ksto=10 mellett a korrelacios egylitthatdo novekedése
noveli a masodlagos opcio értékét, mig ennél magasabb kotési arfolyam, azaz ITM
masodlagos put opcidk esetén a korrelacid erdsdodése a PoST értékének csokkenését

eredményezi.

19. abra
A CoST és a PoST értéke a korrelacios egyiitthatd fliggvényében kiilonboz6 kotési arfolyamok esetén.
=0%, T;=0,5 év, T)=1 év, E=20%, 6,~20%, 1=1/360=0,002777

14,00 1000 1
12,00
8,00
10,00 ——rs
8,00 —k=10|| | &0 K10
| —s —K=15
6,00 = 4,00 K=20
4,00 K=15
2,00
2,00
0,00 w w 7 ‘ 0,00 ‘ ‘ :
-1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00 1,00 20,50 0,00 0,50 1,00

A sejtés tehat a kovetkezOképpen fogalmazhatd meg: ATM kézeli opciok esetében a
korrelacios egyiitthato névekedése mind a CoST, mind a PoST értékét noveli. Mivel a

piacon dltalaban az ATM opciok a leggyakrabban kereskedettek, ez a szabdly lesz a
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legfontosabb az ilyen dOsszetett derivativot jegyzé bankok szamdra. Jo azonban tudni,
hogy amennyiben ettol eltéro kotési arfolyamra kereskediink, a hatds megvdltozhat.lﬁl
Tovébbi tanulsaga volt a két folyamat korrelaltsaga vizsgalatdnak, hogy a korrelacid
kérdése nem valaszthatd el a volatilitds volatilitdsdnak vizsgalatatol. Ez részben igazolta
az 5. hipotézisben megfogalmazottakat. Erre a kérdésre a késdbbiekben még vissza

fogok térni.

2. Alhipotézis:
A DO modell esetén a korrelacio hatisa a HW modellnél tapasztaltakhoz

hasonlo, de a volatilitas mean reverting jellege miatt a masodlagos opciok ardra

gvakorolt hatasa gyengebb, mint a masik modellnél volt.

Ez a hipotézisem nem igazolodott. A ket folyamat korreldltsaga természetesen most is
erosen hatott a mdsodlagos opciok értékére. llyen esetben ugy tiinik, hogy a CoST
értéke érzékenyebb a korreldcio valtozasara, mint a masodlagos put opcio'é.IEI Mivel az
opciok értéke a vizsgalt kotési arfolyamok mellett erésen valtozik, illetve a kotési
arfolyam novekedésével a call opciok hamar elértéktelenednek, a CoST esetében a
Ksto=0, mig PoST esetén a Kspo=20 esetét mutatom be részletesebben. A t6bbi
eredmény a dolgozat mellékletében talalhato.

A masodlagos opciok értéke mind a CoST, mind a PoST esetében a két folyamat
korrelaltsaganak fiiggvényében ,,parabolaszeriien” valtozik. Mig azonban a terpeszre
52010 callok esetében a nulla korreldcios egyiitthato esetén a legnagyobb az arfolyam,

putok esetében éppen itt a legkisebb az opcio értéke.

20. abra
A CoST és a PoST értéke a két folyamat kozotti korrelacios egyiitthato fliggvényében
=0; Sy=100; 6,=20%; 0=In(0,2); E=30%, A=0,05; T,-T,=T,=0,5, 7=1/360=0,002777
CoST esetében a Kgpo=0, PoST-nél Kgpo=20.

1240 CoST 50 PoST
12,20 8,60
12,00 /// \\ AN
11,80 TN Yy
11,60 / AN 8,20
g 8,00 AN ‘J/

11,40 : —
11,20 7,80
11,00 ‘ ‘ ‘ 7,60 ‘ ‘ ‘

1,00 0,50 0,00 0,50 100 | 1,00 0,50 0,00 0,50 1,00

" A gyakorlatban persze az is kérdés, hogy a HW modell irja-e le legjobban a valésagot, a
részvényarfolyamok és a volatilitas alakulasat.
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A CoST esetében a nulla korrelaciotol akar pozitiv, akar negativ iranyban tériink el, az
opcio értéke csokken. A PoST esetében a hatds éppen forditott, a nulla korreldcio adja a
legalacsonyabb opcios értéket. Ahogyan a p abszolut értéke nd, a PoST egyre
értekesebb lesz.

A kapott eredmények fontossagat megint a gyakorlat adhatja meg. Mint azt Detemple és
Osakwe bemutatta, az altaluk vizsgalt modell a valdsagot jol leird6 EGARCH modell
folytonos kiterjesztése. Ebben az esetben azonban nem mellékes, hogy a terpeszre sz6lo
opcidval kereskedd bank milyen arat jegyez. A részvényarfolyam és a volatilitds
folyamata kozotti korrelacio értéke valtozhat, igy az opciot lényegében félrearazzuk: a
korrelacio figyelmen kiviil hagyasaval a call opciokat szisztematikusan feliil, mig a
putokat szisztematikusan alul.

A kotési arfolyam valtoztatdasa ezuttal nem hozott olyan eltérést, mint a HW modellben.

A hatéds minden kotési arfolyam mellett 1ényegében azonos.

5. hipotézis:
A két folyamat kozotti korrelacio és a volatilitas volatilitasanak hatdasa

osszefiigg, a két téenyezo egyidejii novekedése a CoST értékét noveli, a PoST
ertékét azonban csokkenteni fogja.

1. alhipotézis

A volatilitas volatilitasanak hatisa a HW modell esetén erdsebb, a DO modell

eseten gyengebb lesz.

A hipoteézis tulajdonképpen az elozé hipotézis kiterjesztése. A két folyamat korrelaltsdaga
mindkét modellben a volatilitas volatilitasan keresztiil fog hatni. Amennyiben ez nulla,
a két folyamat korrelaltsaga megsziinik. Ennek megfeleléen minél nagyobb a volatilitas
volatilitasa, annal erésebben fogja a korrelacio hatasat kifejteni.

Az alhipotézist azonban az elozé pontban latottak erdsen megkérdojelezték. Mint azt a
korrelacios egyiitthatd elemzése soran lattuk, a két modell esetében az eltérés nagyobb
annal, minthogy egyszerlien a gyengébb/erdésebb hatds megosztast alkalmazhassuk.
Ezért a tovabbiakban az alhipotézist kiillon nem vizsgalom, illetve a hipotézist és az

alhipotézist egyiitt kezelem.

'* A hatas er6ssége fligg a volatilitas volatilitasatol is. Erre a kvetkez6 hipotézis soran térek ki.
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Eredmények a HW modellben

Ahogyan arrol korabban szo volt, azt taladltam, hogy a volatilitas volatilitasanak hatdsa
nem egyertelmii, nem fiiggetlen a korrelacids egylitthatotol. A korrelacios egyiitthato
vizsgadlata soran pedig azt talaltam, hogy az eredmény nem azonos az ITM és az ATM
kozeli esetben, ezért mindkettot kiilon meg fogom vizsgalni. Ennek megfeleléen a
terpeszre sz616 call opcidk esetében a kotési arfolyam Ksro=0 lesz (ITM), mig a PoST-
nél mind az ITM (a Ksro=20), mind az ATM kozeli esetet (a Ksro=10) megvizsgalom.
Nézziik elébb az ITM eseteket! A CoST esetében a hipotézis részben igazolodott. 1gaz,
hogy a két paraméter egyidejii novekedése a CoST értékét novelte. Az allitds azonban
pontosabban is megfogalmazhato. Eszerint negativ korrelaltsag esetén a CoST értéke a
volatilitas volatilitasanak negativ, mig pozitiv esetben pozitiv fiiggvénye. A korrelacio
novekedése azonban mindvégig pozitiv moédon befolyédsolja a méasodlagos opcio értékét.
ITM masodlagos putok esetén a hatas forditott, azaz a hipotézis részben itt is igazolast
nyert. Az 4llitds pontosabban megfogalmazva a kdvetkez0: a PoST értékére a volatilitds
volatilitasa negativ korrelaltsag mellett pozitiv, és pozitiv korreldltsag mellett negativ
hatassal van.

Az eredmények a 21. dbran lathatoak.

21. abra
A CoST és a PoST a korrelacios egyiitthato fliggvényében a volatilitas volatilitasanak kiilonbdz6 értékei mellett
=0%, T1=0,5 év, T,=1 év, 6,=20%, 1=1/360=0,002777
A CoST esetében Kgpo=0, a PoST esetében Kgro=20;

—0 CoST PoST - ITM eset
15,00 1o 10,00
14,00 | |—0,2 ~ | 9,50
13,00 | |03 _— 9,00 —
' —04 _— — | ss0l°
12,00 || P00

—0,5
, 8,00 -
11,00 ?K a0 |03
’ —0,3

10,00 7,00 - —o04
9,00 6,50 1—o,5
8,00 : : : 6,00 T T T
1,0 0,5 0,0 0,5 1,0 -1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00

Ne feledkezziink meg a PoST esetén azt ATM kozeli értékrdl se! Itt azt talaltam, hogy a
korrelacios egyiitthato névekedése a volatilitas volatilitasanak minden értéke mellett
novelte a terpeszre szolo put értékét. Az egyetlen kivételt a plusz egyes €rték jelentette.
A wvolatilitds volatilitdsdnak magas értékei mellett a masodlagos opcidk értéke

csOkkenni kezdett.
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22. 4bra
Az ATM kozeli (Kspo=10) PoST értéke a korrelacios egyiitthato fiiggvényében a
volatilitas volatilitasanak kiilonbz6 értékei mellett
r=0%, T,1=0,5 év, T,=1 év, 6,=20%, 17=1/360=0,002777

PoST - ATM kozeli eset

1,00
L / —0/1
0,60 - —02
0,40 / / —03
: —o04
0,20 v// —05
—

0,00 T T T
-1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00

Altalanosithato tehat az a sejtés, hogy a terpeszre sz6l6 put opciok értéke a kotési
arfolyam fliggvényében mashogyan viselkedik. A4 volatilitas volatilitisa és a
korrelacios egyiitthato ATM kozeli esetben noveli, ITM esetben csokkenti a masodlagos
opcio értéket.

A fenti abrdkon még egy fontos dolog megfigyelheto: a szimulacio soran keletkezett
»zaj”. A volatilitas volatilitasanak nulla értéke esetén ugyanis a korrelacido nem hathat
az opcio értékére. Azaz az el6z§ abrakon amennyivel a E=0 esetben az egyenesek a
vizszintestdl eltérnek, annyi hibat hozhat a szimuléaci6 az eredményekbe. Ez lathatéan a

negativ korrelaltsadg esetén erdsebb, de hatésa itt is elhanyagolhato.

Eredmények a DO modellben

A Detemple és Osakwe altal is hasznalt folyamat mellett a két tényezdt kiilon-kiilon
vizsgalva is itt talalkoztunk a legérdekesebb hatasokkal. Nézziik elébb a callokat! Mint
az a 23. abran jol lathatd, egyik hatas sem valtozik meg a masik paraméter

modositasanak hatasara, csak erdsitik egymas hatasat.

23. 4bra
A CoST értéke a korrelacios egyiitthato fliggvényében a volatilitas volatilitasanak kiillonbozo értékei mellett
r=0; S3=100; 6,=20%; 0:=In(0,2); A=0,05; T,-T,=T,=0,5, 1=1/360=0,002777, Kg1o=0,

—_—0
o | ~_ =i
14,00 - —
13,00 /// \\\ 0,5
12,00 =————— —
11,00 — —
10,00
9,00
8,00
7,00 : ; ;

-1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00
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Azaz a korrelacio hatdasa anndl erésebb, minél nagyobb a volatilitas volatilitasa. Ennek
csokkenésével a korrelacio figyelmen kiviil hagyasa is egyre kisebb drazasi hibahoz
vezet.

Put eseteben sem jelent 1ényegi valtozast a volatilitas volatilitasdnak modosulésa. Illetve
az eredmény ebben az esetben is az, hogy a két paraméter erdsiti egymds hatasat, a
volatilitas volatilitasanak erdsodésével a korrelacio figyelmen kiviil hagyasa egyre

sulyosabb arazasi hibahoz vezet.

24. 4bra
A PoST értéke a korrelacios egyiitthato fliggvényében a volatilitas volatilitasanak kiilonboz6 értékei mellett
1=0; S;=100; 6,=20%; 0:=In(0,2); A=0,05; T,-T,=T,=0,5, 1=1/360=0,002777, Ks15=20,

PoST
9,00
I —
7,00 e —
—0
6,00 —0,1 -
—
5,00 —04 |
—_—05
4,00 ‘ ‘ ;
-1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00

Erdekes, hogy a volatilitas volatilitasatol erésen fiigg, hogy az ITM call vagy az ITM
put opcidk reagalnak-e érzékenyebben a korrelacid valtozasara. Abban az esetben, ha a
volatilitas volatilitasa 20%, vagy anndl nagyobb volt, a call, mig ennél kisebb értékek
mellett a put opcidk reakcidja erdsebb. A hatas miden esetben legaldbb egy
nagysagrenddel nagyobb volt, mint a szimulacionak a volatilitds volatilitasanak nulla
értéke mellett tapasztalt hibétja.EI

A képen szintén lathato a szimuldcio torzitasa is. Itt is igaz, hogy amennyiben a
volatilitds folyamatanak nincsen volatilitdsa, a két folyamat nem lesz korrelalt, azaz a
korrelacidé nem szabad, hogy hatassal legyen a pozicio értékére. Ennek megfeleléen E=0
esetben egy vizszintes vonalnak kellene az abran szerepelnie. A szimulacio zaja ebben

az esetben is elég kicsi, illetve kisebb, mint a HW modell esetén tapasztalt hiba. Ez is

"> A téblazatban azt szamoltam ki, hogy valtozik a korrelacios egyiitthat hatisara a masodlagos opciok
értéke a volatilitas volatilitdsdnak kiilonféle értékei mellett. A tablazat els6 oszlopaban a zaj lathato:

0 0.1 0,2 0.3 0,4 0,5
CoST | 0,0033 | 0,0294 | 0,0659 | 0,1108 | 0,1688 | 0,2270
PoST | -0,0036 | 0,0333 | 0,0733 | 0,1096 | 0,1506 | 0,1623
A szamitas modja: (CoST(-CoST.)/CoST.,, illetve (PoST_;-PoST,)/PoST,, ahol az indexek a korrelacios
egyiitthato értékét jelolik.
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igazolta a tesztek soran mar tapasztaltakat, hogy a DO modell stabilabb. Az eredmények
akkor jobban konvergéltak a referencia értékekhez, a kiugroan eltérd eredmények

aranya is alacsonyabb volt.

1V.3.4. A terpeszre szolo opciok és a volatilitdasra szolo opciok osszehasonlitdasa

Utols6 1épésként nem maradt mas, mint hogy az eredményeket Osszevessem egy
hasonlé termékkel, a volatilitasra sz616 opcid értékével. Brenner, Ou és Zhang tobbek
kozott azzal indokolta az altaluk javasolt termék sziikségszerliségét, hogy azzal
megsziintethetd az a probléma, amivel a volatilitdsra sz6l6 opcid arazasaval és
eldallitasaval probalkozok mindig szembenéztek, hogy tudniillik nincs alaptermék.

Eppen ezért vetem éssze roviden az eredményeket a volatilitisra sz616 opcick drazdisa
sordn tapasztaltakkal. Referenciaként Detemple és Osakwe cikke szolgal. Ok ugyanis az
altalam is felhasznalt modell mellett volatilitdsra sz6l6 call opcidk arat igyekeztek
meghatarozni, ahogyan arr6l a harmadik fejezetben szo6 is volt. Nézziik meg, hogy az
altaluk tapasztalt érdekességekbdl és tokéletlenségekbdl melyek azok, amelyek a
terpesz, mint alaptermék alkalmazdsa sordn is megmaradnak, és melyek azok,

amelyeket ezzel a ,,cserével” ki lehet szlirni.

6. hipotézis
A terpeszre szolo call opcio a Detemple és Osakwe dltal bemutatotthoz

hasonloan fog viselkedni a futamidé valtozdasaval, azaz alacsony kezdo
volatilitas mellett értékiik novekedni, magasabb kezdé volatilitas mellett

csokkenni fog annak fiiggvényében.

A hipotézis ilyen formaban torténd megfogalmazasat az indokolta, hogy Detemple és
Osakwe az altaluk hasznalt folyamat jellegével igazoltak ezt a sajatossagot. Az
eredményeim azonban ezt a hipotézist nem tamasztottak ald. A terpeszre szolo call
opcidk, kotési arfolyamtol fliggetleniil — néhany extrém, -1-es és +1-es korrelacios
esetet leszamitva — , klasszikus” opcioként viselkedtek. Azaz a futamido novekedésével

az opciok értéke is nott.
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25. abra
A CoST értéke a kezd6 volatilitas fliggvényében az opci6 hatralévé futamidejének kiilonbozo értékei mellett
=5%; p=0 (bal oldal) és p=- 0,5 (jobb oldal); Sp=100; 6,=20%; a=In(0,2); A=0,05; T,-T,=T=0,5,

1=1/360=0,002777, Ks10=10,

CoST, p=0
30,00
25,00 — 1
—30
20,00 —|__¢
15,00 —— 180
—360
10,00
5,00
0,00 - : . .
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30,00 —
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20,00 +—

15,00 —

CoST, p=-0,5

—1

—30

—90

—180
—360

10,00
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0,00 -
10%

20%
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A fentiektol eltéré eredményt Kgro=0 értéke mellett talaltam. fgy példaul ha a két

folyamat kozotti korrelacios egyiitthatd —1, €s az induld volatilitds magas, a futamidd

novekedése csokkentdleg hathat az opcio értekére. Ez jol latszik 40 és 50%-os

kezddéértékek mellett. A 30%-o0s érték mellett tapasztalt eltérés olyan kicsi, hogy akar a

szimulacid hibajabdl is adddhat.

A hipotézis igaznak bizonyult, a PoST teljesen szabadlyosan viselkedett, azaz ugy,
ahogyan az egy vanilla opci6 esetén is varhatd. Azaz alacsonyabb kezdo volatilitas
mellett az idoértek negativ lett, a masodlagos opcid futamidejének novekedése
csokkentette a terpeszre szolo call értékét. A kotési arfolyam novekedésével

természetesen egyre nd az a szakasz, ahol az opcid értéke nullatol kiillonbozo, igy az a

6. tblazat
A terpeszre sz6106 call opci6 értéke a futamidé €s a kezdo volatilitas fiiggvényében

=5%; S¢=100; £&=0,2; 0=In(0,2); A=0,05; T,-T,=T;=0,5, =1/360=0,002777, Ks10=10,

p=-1 10,0% | 20,0%| 30,0% | 40,0% | 50,0%
1 6,00 11,38 16,83 2224| 27,65

30 6,02 11,41 16,83 | 2227| 27,58

90 6,07 11,42 16,84 22,15| 2740

180 6,14 11,46 16,90 22,04 2721
360 6,30 11,62 16,83 21,88] 26,90

7. hipotézis:

A terpeszre szolo put opcio esetén hasonloan a callokhoz, a hatralévé futamido

nagysaga egyes szakaszokon néveli, masokon csokkenti a terpeszre szolo opcio

értéket.

szakasz is, ahol iddértéke negativ.
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26. abra
A PoST értéke a kezdd volatilitas fiiggvényében az opcié hatralévo futamidejének kiilonbozo értékei mellett
=5%; p=0; Sp=100; 6,=20%; 0=In(0,2); A=0,05; T,-T,=T;=0,5, ==1/360=0,002777, Kgro=10 (bal oldal) és Kgrc=20

(jobb oldal);
PoST, K(STO)=10 PoST, K(STO)=20 —_
4,00 16,00 \ —30 | |
3,50 \ —1 | 14,00 —%0
3.00 —30 12,00 —180|—
250 — 90 || 10,00 | —360|—
2,00 —180| | 8,00
1,50 —360] | 6,00
1,00 \ 4,00
0,50 E 2,00 \
0,00 - - 0,00 T T T
10,0% 20,0% 30,0% 40,0% 50,0% 10,0% 20,0% 30,0% 40,0% 50,0%

A két hipotézisre kapott valaszokbol az vonhato le kovetkeztetésként, hogy a terpeszre
sz0l6 opciok jobban viselkedtek, mint a Detemple és Osakwe altal vizsgalt
volatilitasra szo6lé opciok. Abban az esetben ugyanis valami sajatos tulajdonsag, a call
opciok negativ idoeértéke tapasztalhato, mig a terpeszre szolo opciok a vanilla
opciokhoz hasonloan ,,viselkedtek”.

Pusztan a futamido szerint vizsgalodva azt talaltam, hogy a Detemple és Osakwe dltal
tapasztal ,,visszafordulds” nem dll fenn. Ok ugyanis a futamidd szerint abrazolva a
kapott eredményeket, azt 1attdk, hogy a futamidd csokkenésével eldbb nétt az opcidk
érteke, majd csokkent. Ndalam a hatas egyértelmii volt. Ez részben a fenti abrakon és
tablazaton is lathatd. A futamido vagy egyértelmii névekedeést, vagy egyértelmii
csokkenést eredményezett az opciok értékében. Azokban az esetekben (igy a tablazatban
is 30%-os kezdd volatilitds mellett lathatd esetben), mikor az 4ar a futamidd
fiiggvényében hol nétt, hol csokkent, az értékbeli eltérések olyan kicsik voltak, hogy
azok nagysagrendileg nem kiilonboztek a szimuldciok sordn tapasztalt numerikus
hibaktol.

Szintén a volatilitdsra szo6l6 opcidkkal vald Osszevetés soran utalnék egy masik,
korabban mar bemutatott eredményre. Detemple és Osakwe azt talaltak, hogy a
volatilitasra szolo call opciok érteke nagyobb volatilitdas ertékek mellett az alaptermék
ertékének konkav fiiggvénye. Ahogyan arrdl a folytonos eset vizsgalata soran az elsé
hipotézis elsé alhipotézisének elemzése soran szo volt, én csak +1 és —1 korrelacio
esetén tapasztaltam hasonlo sajatossagot, egyébkent nem.

Ugy tinik tehat, mivel a piacon ezek az értékek nem fordulnak el8, a terpeszre szol6

opciok konnyebben kezelhetéek a volatilitasra szolo opcioknal. Ezt a kovetkeztetést
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vonhattuk le mind a konvexitas — konkavitds, mind a futamidé vizsgalata soran. Ugy
tinik, hogy a terpeszre szolo opciok nem csupan a Brenner és szerzOtarsai altal is
bemutatott konnyebb eloallithatosag és fedezhetoség miatt lehetnek vonzobbak, mint egy
volatilitasra szolo opcio. Mig ugyanis a volatilitds fliggvényében sok hasonlosagot
mutatnak ahhoz, tobb szempontbdl is egyszeriibben kezelhetdnek tiinnek.

Ugyanakkor ne feledkezziink el arrol sem, hogy az opciok értéke a volatilitdas
volatilitasanak valtozasa és a korrelacio esetleges modosulasa esetén igen sajatos
tulajdonsdagokat mutat, illetve azt se hagyjuk szamitason kiviil, hogy egy ilyen termék

kereskedésével a ket folyamat kozotti korreldcio is kockazatkent épiil be a portfolionkba.
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Dolgozatomban a volatilitds kockazat és a volatilitads kereskedés témdjat jartam koriil.
Bemutattam, hogy a volatilitds kockazata nem korlatozddik az opcids piacra, hanem
azzal minden piaci szereplonek szembe kell nézni. Kiilondsen jelentOs lehet a volatilitas
kockéazatanak a gazdasagra hatasa, ha az orszag devizajanak volatilitdsa novekszik meg
erdteljesen. Ekkor ugyanis miden olyan cég érintettje lesz a problémanak, amelyik
devizaban kereskedik, vagy deviza alapu forrdsa van. Az f{izleti folyamatok
tervezhetdsége, atlathatosaguk csokken. A volatilitds kockdzat novekedésével a

volatilitasra sz0l6 tigyletek iranti kereslet is novekszik.

A volatilitas kockazat egyik legrosszabb tulajdonsaga annak nehéz mérhetdsége. A piaci
szereploket érintd piaci kockdzatok tipikusan ar, illetve arfolyamkockazat formajaban
jelennek meg. Ezek értéke megfigyelhetd, a beldliik szarmazd kockézat hagyomanyos
hataridds és opcios iigyletek felhasznalasaval csokkenthetd. Ezzel szemben a volatilitas
jelenbeli értéke sem mérhetd, rdadasul a volatilitasra sz616 termékek kore is rendkiviil
szik.

A volatilitas jovobeli értéke ugyanakkor az opciok értékét befolyasold egyik
legfontosabb tényezd. Emiatt az opcids pozicioval rendelkezd, illetve opcids jogot
tartalmazo értékpapirokat kibocsato szereplok szamara ennek ismerete rendkiviil fontos.
Amit mérni tudunk, az a volatilitas multbeli értéke. Ha feltessziik, hogy a volatilitas
idében allando, a problémat megoldottuk. Mivel ezt tapasztalatok nem tamasztjak ala,
mas modszerekre volt sziikség a volatilitds meghatarozasara.

Ennek megfelelden a dolgozat elsé részében az idoben valtozd volatilitas feltételezését
elfogad6 opcidarazasi modelleket mutattam be, majd a masodik fejezetben a volatilitas
eldrejelzésével foglalkozo modellek szerepeltek.

A volatilitds kockazat megsziintethetéségének kérdése, illetve a volatilitdsra sz6lo
termékek bemutatdsa a harmadik fejezetben szerepelt. Ennek sordn bemutattam a
volatilitas kockézat kezelésére megalkotott elméleti modelleket. Eldszér a
,hagyomanyos” modszerek keriiltek sorra. Carr és Madan cikke alapjan megmutattam,
hogyan allithat6 elé opcidk delta fedezésével, illetve Osszetett opcios poziciokkal egy
delta semleges volatilitds pozicid. Az utdobbi modell egyidejiileg a volatilitas
eldrejelzésére is alkalmas volt.

A volatilitds kereskedés széleskorii elterjedéséhez azonban ezek az eszkdzok nem
alkalmasak. Nem minden intézmény rendelkezik egy dinamikus pozicio felépitéséhez és

»karban tartdsahoz” sziikséges feltételekkel. Masrészrdl, ahogyan a piaci szereplok
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egy¢b arfolyamkockazatuk kezelése soran derivativ Tligyleteket hasznalnak fel,
természetesnek tlinik az igény, hogy volatilitas kockazatukat is ilyen modon fedezzék.
Emiatt a 90-es évek masodik felében megjelentek a volatilitasra sz6l6 elsé szarmaztatott
tigyletek. Ezek ma még tézsdén kiviili tigyletek, amelyek alapterméke gyakran nem a
volatilitds, hanem a variancia, mivel ezt a bankok konnyebben eld tudjak allitani,
fedezve magukat a bevéllalt kockazat ellen. Igy jutottunk el a volatilitas kereskedés
kozponti kérdéséhez, hogy el lehet-e allitani szintetikusan az eladott terméket. E nélkiil
ugyanis — bar a termék vonzé lehet — a bankok nem lesznek hajlanddak a szerzddés
megkotésére.

A bemutatott termékek kozott voltak hataridds, swap €s opcids ligyletek is. Egyesek az
arfolyam ¢s a volatilitas altal kovetett folyamatokra vonatkozoan ¢ltek feltevéssel,
mashol egy éppen ettdl fiiggetlen ar meghatarozasa volt a cél.

Az elemzés kozéppontjdban a volatilitdsra sz6l6 opciok alltak. Bemutattam Whaley
[1993], Griinbichler és Longstaff [1996], Detemple ¢és Osakwe [2000], valamint
Brenner, Ou ¢és Zhang [2001] megoldasait. A modellek mindegyikében a szerzok a
volatilitas altal kovetett folyamatra vonatkozé feltevésekkel éltek. Whaley klasszikus
Brown-mozgast, mig a masik hdrom cikk szerz6i mean-reverting folyamatot tételeztek
fel. Nem foglalkoztak azonban részletesen az arfolyam és a volatilitas altal kovetett

folyamatok korrelaltsagaval.

Ebbe a gondolatmenetbe illeszkedett az altalam elvégzett kutatdbmunka is. Brenner és
szerzOtarsai cikke volt kutatdsom alapja. Az altaluk javasolt terpeszre szolo opcid
értékelését végeztem el mas, altaluk nem vizsgalt feltételek mellett. EI6bb binomiéalis
(CRR) modellt hasznaltam. Megmutattam, hogy a termék 4razdsa soran az egyes
iddészakok atlagvolatilitdsanak hasznalata hibas eredményre vezet. Ugyancsak rossz lesz
az igy szamitott fedezeti ardny (delta) is. Eredményeim részben 6sszhangban voltak a
Crouhy ¢s Galai [1995] vanilla opcidk vizsgalata soran elért eredményeivel.

Folytonos esetben két modellt vizsgaltam. El6szor Hull és White [1987] modelljét, majd
Detemple ¢és Osakwe [2000] modelljét haszndltam. Az elsé esetben a volatilitas
klasszikus Brown mozgast, a masik esetben logaritmikus mean — reverting folyamatot
kovetett. Mivel ilyen feltételek mellett zart képlet nem adhato, az értékelést Monte
Carlo szimulédcioval végeztem. Bemutattam az arfolyam és a volatilitds kozotti

korrelaltsag hatasat, és elemeztem a terpeszre sz6l6 put opciok értékét is.
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Eredményeim nagy vonalakban megerdsitették a Brenner és szerzétarsai altal tett
megallapitdsokat. Tobb ponton azonban modositani kellett az eredményeiket.

fgy megmutattam, hogy a call opciok esetén a korrelacio fiiggvényében a terpeszre
sz0l6 opcid — azaz a volatilitas termék — értéke a kezdd volatilitas értékének konkav
fiiggvénye lehet.

Ugyancsak Brenner és szerzotarsai eredményeitdl eltérd eredmény az, hogy a volatilitas
volatilitasa csokkentheti a termék értékét. Ez kiilonbézik mind Brennerék
eredményeité], mind a vanilla opciok tulajdonsagaitol. Erdekes, hogy ez a tulajdonsag a
valdsdgot jobban leiré DO modell esetében jellemzdbb.

Dolgozatom egy tovabbi eredménye annak bemutatasa, hogy a korrelacios egyiitthatd
hatdsa jelentds. A hatds ismét a DO modell esetén volt erésebb. Amennyiben ezt
figyelmen kiviil hagyjuk, a terpeszre sz0l6 opcidt félrearazzuk. A probléma egy masik
fontos kovetkezménye, hogy terpeszre sz6l6 opcidt értékesitve, a bank hiaba fedezi
magat, pozicidja nem lesz kockazatmentes. A két folyamat kozotti korrelacio kockazata
Gij elemként jelentkezik. Igy a volatilitas kereskedéssel egy Gjabb teriiletre, a korrelacid
kérdéséhez jutottunk.

A negyedik fejezetben megmutattam azt is, hogy a két kulcsvaltozd, a volatilitas
volatilitasa €s a korrelacio erdsiti egymas hatasat.

Kapott eredményeimet Detemple ¢és Osakwe eredményivel is Osszevetettem. Ebben az
esetben természetesen a DO modell szolgalt alapul, hiszen én is az altaluk javasolt
folyamatot hasznaltam. Eredményeim szerint a terpeszre szoldé opcid a volatilitasra
sz0l6 opciondl jobban viselkedett. Az opcidk iddértéke mind a call, mind a putok
esetében a vanilla opcidkéhoz hasonlé tulajdonsagokat mutatott. fgy a terpeszre szol6
call id6érteke mindig pozitiv, a puté ITM esetben negativ is lehet.

Osszefoglaloan arra az eredményre jutottam, hogy a terpeszre szol6 opcid a volatilitas
kereskedés megfeleld eszkdze, esetenként a volatilitdsra sz6lo opcional is hatékonyabb.
Ugyanakkor a korrelacié kockazata sem hagyhaté figyelmen kiviil. Ez a tényez6 pedig

nem kereskedett. Azaz az egyik probléma megoldéasa egy masikat generalt.

A szimulacioval kapott eredmények megbizhatdsagat teszteltem. Egyrészt a Brenner és
tarsai eredményeire visszavezethetd paraméter beallitdsok felhasznalasaval, masrészt
azon esetek elemzésével, ahol a zaj a kapott eredményekbdl egyértelmiien lathato. A
hiba minden vizsgélat soran elhanyagolhaté volt, az eredményeket nem befolyésolta

jelentdsen.
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A szimulacio elvégzéséhez rendelkezésemre allt szamitégépes eszkdzok azonban
korlatozottak voltak. A bemutatottnal tobb paraméter beallitas vizsgalatara nem volt
moédom. Erdekes lehet ugyanakkor a termék aralakulasat ettél eltérd feltételek mellett is

megvizsgalni.

A volatilitas kereskedés témaja egyre aktudlisabba valik. Mikor a kérdéssel eldszor,
1998-ban elkezdtem foglalkozni, kevés cikk volt fellelhetd, illetve az ezzel a kérdéssel
foglalkozok inkabb egy elméleti, mint egy gyakorlati kérdés megoldasan munkalkodtak.
Ezt j6l mutatja az is, hogy a német VDAX-ra sz616 hataridds tigylet is megbukott.
Manapsag azonban egyre Ujabb €s 0jabb termékek jelentkeznek a piacon. Ahogyan arrol
a III. fejezetben szo esett, az ,,egyszerli” variancia swapok mellett mar tobb variancia és
volatilitds terméket forgalmaznak mar az OTC piacon. 2004 elején pedig véarhatéan a
CBOE ujbdl megprobalja a kereskedést egy volatilitas termékkel.

A piaci aktivitds fokozodasanak jeleként értelmezhetd az is, hogy a VIX index
szamitasat igyekeztek megtisztitani a Black — Scholes modell feltevéseitdl. A piaci
gyakorlat megkovetelte az elmélet modositasat. Azaltal pedig, hogy a VIX és mas
volatilitds indexek értékét mar évek Ota egyfajta barométerként publikaltak, a
spekulansok érdeklddését is fel lehetett kelteni.

Erzésem szerint, ahogyan a kilencvenes években a hitelderivativok ujabb és wjabb
verzioi jelentek meg, a kovetkezd évek termékei a volatilitasra sz616 tigyletek lehetnek.
A kockazattal egyre tobben néznek szembe, és egyre tobben fedezik fel ennek sajat
gazdalkodasukra gyakorolt hatdsait. Ennek megfeleléen valosziniileg mas, eddig még
nem ismert volatilitas termékek jelenhetnek meg, féleg az igényekhez rugalmasan
alkalmazkodd OTC piacon. Igy a terpeszre sz616 opciok is sikeres termékek lehetnek a
jovoben.

Ezek a folyamatok a tovabbi kutatas lehetséges iranyait is kijelolik. Erdekes lesz
megvizsgalni, hogyan hat vissza az opcidk értékére az, hogy a volatilitds t6zsdén
kereskedett termék lesz. Ha egy kockazat konnyen fedezhetdvé valik, a szereplok ezzel
kapcsolatos félelmei is csokkennek. Emiatt ujabb egzotikus opcidk is megjelenhetnek.
Masrészrdl a volatilitas mosoly alakja is megvaltozhat.

Ugyanigy érdekes lenne annak vizsgalata, hogyan arazzék a piacon a volatilitasra sz616
opcidkat, illetve miikodik-e az arbitrazs a CBOE altal bevezetni szandékozott hataridds
¢és opcids tigyletek kozott. Annak, hogy a két terméket egyszerre vezetik be, az egyik

elénye éppen ez lehet. A piacnak persze ebben az esetben is van tanulési ideje.
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A gondot a tovabbiakban vérhatéoan az fogja okozni, hogy a piacon sok opciot
jegyeznek, de csupan az S&P 500 volatilitasdval lehet kereskedni. Ennek a hatasa
kétféle lehet. Egyrészt ujabb volatilitasok valhatnak alaptermékké. A CBOE sikere
esetén ujabb tézsdék donthetnek egy-egy termék volatilitasanak kereskedése mellett.
Masrészt a volatilitds esetén is megjelennek a keresztfedezeti iigyletek. Példaul, ha a
portfolionk értéke a FTSE index értékétdl fiigg, nem 1évén mas termék, az S&P 500
volatilitasaval fedezziik magunkat. A jovOben érdekes tanulmanyok alapja lehet mindez,
¢s felveti a piacok kozotti korrelaltsag kérdést.

Elemzések megmutattdk (Kobor [2003]), hogy a nagy pénziigyi valsagok esetén a
piacok kozotti korrelacio erdteljesen megnd. Ennek megfelelden a tobb piacon operalod
befektetok diverzifikacios lehetéségei csokkennek. A megoldast a volatilitashoz hasonlo
korrelacié pozicidk felvétele jelentheti. A kutatds mar megindult (Carr — Lee [2003]).
fgy a kovetkezd teriilet a volatilitds kereskedés kutatdsa utan vélhetéen a korrelacid
kutatas tertilete lehet.

A kérdés tehat nem tekinthetd lezartnak. A disszertacio tervezet leadasa ota tobb 1 cikk
jelent meg, és a piaci folyamatok is most kezdenek megindulni. Ennek megfeleléen a
dolgozat a jelenbeli allapotot tiikrozi, a fenti kérdések ujabb kutatasok témakdrei

lesznek.
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Mell¢kletek — A szimulaciok paraméter beallitasai és eredményei

1. Melléklet — a Hull — White (HW) modell eredményei

1. Valtozé paraméterek: Kqrg és

€, azaz a kotési arfolyam és a volatilitas volatilitasa

I<STO

0-20

Lépéskoz: 5

g

0-0,5

Lépéskoz: 0,1

Az egyéb paraméterek: u=r=0; Sp=100; 6,=20%; p=0; T,-T=T,=0,5, 1==1/360=0,002777
Ezt 5-szor futtattam p kiilonbdzo értékei mellett. p=-1; -0,5; 0; 0,5; 1

KSTO=0 KSTO=5 KST =10 KST =15 KST =20
VOLVOL | KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST

0,00 -1,00 0,00 11,34 0,00 6,27 0,26 1,43 3,75 0,03 8,75 0,00
0,00 050 000 1128] o000 632] 025] 1,49] 387 002] 875] 0,00
0,00 000 000] 1,11 o000] 626 o022 151 3,72] 0,02] 870] 0,00
0,00 0,50 0,00 11,18 0,00 6,32 0,21 1,51 3,67 0,04 8,66 0,00
0,00 1,00 0,00 11,31 0,00 6,37 0,22 1,59 3,81 0,02 8,74 0,00
0,10 -1,00 0,00 10,99 0,00 5,95 0,11 1,14 4,08 0,00 9,02 0,00
0,10 050 000 1120 o000] 6,04] o021 1,34] 393 001] 88| 0,00
0,10 0,00] 000] 1134] o000 637] 027 148] 358 0,06] 870] 0,00
0,10 0,50 0,00 11,51 0,00 6,50 0,35 1,78 3,72 0,09 8,64 0,00
0,10 1,00 0,00 11,76 0,00 6,69 0,40 1,89 3,53 0,25 8,32 0,01
0,20 -1,00 0,00 10,78 0,00 5,77 0,08 0,82 4,22 0,00 9,21 0,00
0,20 0,50 000 1097] o000] 6,04] o026 138] 402 003] 895 0,00
0,20 0,00] 000] 1138] o000 638] o040 1.68] 3,79 o0,15] 8,79] 0,00
0,20 0,50 0,00 11,60 0,00 6,46 0,49 2,24 3,63 0,30 8,34 0,04
0,20 1,00 0,00 12,24 0,00 6,96 0,52 2,39 3,59 0,54 8,12 0,11
0,30 -1,00 0,00 10,55 0,00 5,53 0,18 0,79 441 0,00 9,40 0,00
0,30 0,50 000 1081 o000 58| 043 136] 413 007] 9,11] 0,00
0,30 0,00] 000] 1124] o000 634] o058 1,97 409] o022] 864] 006
0,30 0,50 0,00 11,98 0,00 6,65 0,57 2,57 3,72 0,72 8,31 0,13
0,30 1,00 0,00 12,45 0,00 7,39 0,59 3,33 3,70 1,08 7,96 0,34
0,40 -1,00 0,00 10,56 0,00 5,42 0,38 0,85 4,54 0,00 9,49 0,00
0,40 050 000 1084 o000] 572] o070 146] 440 o0,13] 9,11| 0,02
0,40 0,00] 000] 11,49 o000] 6,19 0,77 2,03 396] 055] 865| 0,12
0,40 0,50 0,00 11,85 0,01 7,28 0,90 2,72 3,85 1,05 7,95 0,44
0,40 1,00 0,00 13,07 0,01 8,46 0,78 4,29 3,57 2,07 7,53 0,98
0,50 1,001 000 1031 o000 529 o067 1,020] 474 o001 977] 0,00
0,50 0,50 000 1095] o000] 58 09] 1,64] 438 027] 945 0,02
0,50 000 000] 1135 o0,02] 6,14 1,04| 254| 435 o065] 8,88 0,20
0,50 0,50 0,00 12,30 0,02 7,25 1,07 3,53 4,04 1,69 8,25 0,76
0,50 1,00 0,00 14,11 0,04 9,11 0,89 5,06 3,72 2,32 7,48 1,66

2. Valtozo6 paraméterek: Kgro €s 6, azaz a kotési arfolyam és az induld volatilitas

Ksro 0-20 Lépéskoz: 5
Oy 0,1-0,5 Lépéskoz: 0,1
Az egyéb paraméterek: u=r=0; S;=100; E=20%; p=0; T,-T,=T,=0,5, ==1/360=0,002777
Ezt 5-szor futtattam p kiilonbozo értékei mellett. p=-1; -0,5; 0; 0,5; 1
KSTO=0 KSTO=5 KST =10 KST =15 KST =20
SIGMAO KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST

0,10 -1,00 0,00 5,54 0,02 0,56 4,46 0,00 9,47 0,00] 14,46 0,00
0,10 -0,50 0,00 5,57 0,07 0,65 4,43 0,00 9,41 0,00] 14,42 0,00
0,10 000] 000 566 o11] 075] 436] 000] 936 o000] 1436] 0,00
0,10 050 000] 574 o4 o088] 427 000] 925] o0,00] 1428] 0,00
0,10 1,00 0,00 5,85 0,15 1,00 4,15 0,01 9,12 0,00] 14,15 0,00
0,20 -1,00 0,00 10,77 0,00 5,77 0,00 0,77 4,23 0,00 9,23 0,00
0,20 -0,50 0,00 11,03 0,00 6,00 0,22 1,22 4,00 0,01 9,00 0,00
0,20 0,00 000] 1130] o000 631 035 1.66] 385 o,11] 874] 0,00
0,20 050] 000] 11,60] o000] 665 042 207 365 029] 840 0,03
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0,20 1,00 0,00 12,04 0,00 7,00 0,48 2,50 3,49 0,55 8,03 0,11
0,30 -1,00 0,00 15,72 0,00 | 10,72 0,00 5,71 0,28 0,97 4,29 0,00
0,30 -0,50 0,00 16,31 0,00 11,28 0,00 6,26 0,64 1,90 3,97 0,24
0,30 0,00] 000] 168 o000] 11,89] 002] 697 08| 2,78 3,85 0,76
0,30 0,50 000] 17,74 o000 12,73] 004| 764 093] 3,67 3,71 1,39
0,30 1,00 0,00 | 18,60 0,00 | 13,68 0,05 8,77 0,97 4,54 3,60 2,15
0,40 -1,00 0,00 | 20,34 0,00 1545 0,00 10,35 0,07 5,49 1,10 1,43
0,40 050 000] 2142 o0,00] 1635] 000] 1131 o6 651 142 276
0,40 0,00] 000] 2259 o0,00] 1746] 000] 1257 o025 781 1,63 4,12
0,40 0,50 000] 2387 o000 1896] 001] 138 032 916 1,72] 5,67
0,40 1,00 0,00 | 25,36 0,00 | 20,30 0,02 15,50 0,37] 11,00 1,72 7,03
0,50 -1,00 0,00 | 24,81 0,00 | 19,78 0,00 | 14,75 0,08 9,77 0,61 5,24
0,50 0,50 000 2623] o0,00] 2140] o000] 1638] o,00] 11,32] 0,78 7,09
0,50 0,00] 000] 2786 o000] 2306] 001] 1803] 0,15 13,15 0,89 8,90
0,50 0,50 0,00] 3028] o0,00] 2524] 0,00] 2036] 0,17 1527 0,97 11,14
0,50 1,00 0,00 | 33,05 0,00 | 27,68 0,01 22,59 0,20 17,59 1,01 13,73
3. Viltoz6 paraméterek: € és p, azaz a volatilitis volatilitisa és a korrelacios egyiitthatd
£ 00,5 Lépéskoz: 0,1
p |-1-1 |Lépéskoz: 0,2
Az egyéb paraméterek: u=r=0; Sp=100; 6,=20%; Ksro=10; T,-T,=T,=0,5, t==1/360=0,002777
£=0 £=0,05 £=0,1 £=0,15 £=0,2 £=0,25
KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST
-1,00 0,18 1,42 0,11 1,22 0,05 1,05 0,02 0,89 0,00 0,77 0,02 0,69
0,80 0,17 146 o2 128] 0,09 1,14] o008] 1,04] o0 097] 0,15] 095
0,60 0,17 1,43 o4 131 oq12] 123 o4 1,06 o018] 1,13] 026] 1,14
-0,40 0,17 1,44 0,16 1,38 0,16 1,33 0,19 1,29 0,25 1,33 0,35 1,34
-0,20 0,17 1,46 0,17 1,41 0,19 1,39 0,24 1,43 0,33 1,45 0,39 1,58
0,00 0,17 1,44 0,18 1,45 0,21 1,49 0,26 1,55 0,35 1,65 0,45 1,72
020] 0,17 1,43 o020 150 o024 161 031 1,67] o040 1,78] 047 1,94
040 0,17 145 0,21 154] 026] 1,66 033] 1,85] o042 198] o050 2,13
0,60 0,18 1,42 0,22 1,61 0,27 1,77 0,36 1,96 0,44 2,14 0,54 2,36
0,80 0,17 1,45 0,24 1,65 0,31 1,86 0,38 2,09 0,46 2,32 0,56 2,56
1,00 0,17 1,45 0,24 1,68 0,31 1,99 0,39 2,25 0,48 2,49 0,57 2,86
£=0,3 £=035 £=0,4 £=0,45 £=0,5
KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST
-1,00] o710 o,70] o021 0,74 o034 og80] 048] 0,87 o0,60] 0,94
-0,80 0,25 0,96 0,37 0,99 0,49 1,06 0,64 1,09 0,75 1,19
-0,60 0,36 1,18 0,48 1,23 0,60 1,30 0,72 1,40 0,87 1,48
-0,40 0,43 1,40 0,55 1,44 0,66 1,61 0,78 1,65 0,92 1,75
020 0,50 1,64] 0,63 1,75] o071 1,87 0,85 1,93] 1,00] 2,04
0,00] 0,54 1,82] o066 1,95 0,76] 2,15 o091 224 1,02] 240
0,20 0,56 2,13 0,70 2,20 0,80 2,47 0,90 2,67 1,01 2,79
0,40 0,59 2,40 0,68 2,58 0,79 2,80 0,92 2,94 1,04 3,18
0,60 0,64 2,58 0,73 2,80 0,80 3,20 0,91 3,35 1,00 3,80
0,80 063 28] o070 314] 0,82 3,52 089 396 097 434
1,001 065 3,14 o070 3,59 0,78] 401| o086 448] 0091 5,02
4. Valtoz6 paraméterek: G, és p, az indul6 volatilitds és a korrelacios egyiitthato
o, |0,1-0,5 Lépéskoz: 0,1
p |-1-1 Lépéskoz: 0,2
Az egyéb paraméterek: u=r=0; Sy=100; E=20%; Kg10=10; T,-T,=T,=0,5, 1=1/360=0,002777
60=0,1 00=0,15 00=0,2 60=0,25 60=0,3 60=0,35
KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST
-1,00] 446 o000 1,80 o0,00] o000 077] o000] 327] o000] 571 000] 8,09
080 444 o000 1,78 o0,00] o,00] 096 o000] 344] o000 590 o000] 832
-0,60 4,42 0,00 1,74 0,03 0,19 1,11 0,01 3,60 0,00 6,17 0,00 8,74
-0,40 4,41 0,00 1,73 0,06 0,26 1,32 0,03 3,75 0,01 6,37 0,00 9,05
-0,20 4,39 0,00 1,71 0,11 0,31 1,47 0,05 3,94 0,01 6,65 0,00 9,38
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0,00 4,36 0,00 1,70 0,16 0,35 1,65 0,07 4,12 0,01 6,92 0,01 9,73
0,20 4,30 0,00 1,69 0,23 0,39 1,80 0,09 4,41 0,02 7,26 0,01 10,17
0,40 4,28 0,00 1,66 0,28 0,42 1,95 0,10 4,63 0,04 7,48 0,01 10,59
0,60 424 o000 1,65 036 o044 2,18] 0,13 479 o004 794 0,02] 11,05
080 420 o000 1,61 o044 o046 235 o013 s516] 005] 831] 002] 11,49
1,00 4,13 0,00 1,59 0,52 0,48 2,47 0,15 5,45 0,06 8,58 0,03 12,03
6020,4 00=0,45 GOZO,S
KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST
-1,00 0,00 10,35 0,00 | 12,62 0,00 | 14,83
0,80 000] 10,67] 000 13,11 0,00] 1536
0,60 000] 11,03 000 13,56] 0,00] 1587
-0,40 0,00 11,62 0,00 | 14,04 0,00 | 16,65
-0,20 0,00 11,98 0,00 | 14,77 0,00 | 17,45
0,00 0,00 12,43 0,00 | 15,24 0,00 | 18,17
020] o,01| 1311 001 1594 o0,00] 19,03
040 o,01| 13,71 001] 16,72] 0,01 19,69
0,60 0,01 14,09 0,01 17,29 0,01 | 20,48
0,80 0,02 14,62 0,01 18,08 0,01 | 21,69
1,00 0,02 15,39 0,01 18,95 0,01 | 22,63
5. Valtoz6 paraméterek: oy és &, azaz az indulo volatilités és a volatilitas volatilitdsa
o, |0,1-0,5 Lépéskoz: 0,1
€ 0-0,5 Lépéskoz: 0,1
Az egyéb paraméterek: u=r=0; Sp=100; Kgro= 10; p=0; T,-T,=T,=0,5, 1=1/360=0,002777
Ezt 5-szor futtattam p kiilonbdzo értékei mellett. p=-1; -0,5; 0; 0,5; 1
G6,=0,1 00=0,2 6,=0,3 6,=0,4 60=0,5
VOLVOL | KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST
0,00 1,00 436 o000] o0,17] 146] 001] 692 o000 12,49] 0,00] 18,19
0,00 -0,50 4,35 0,00 0,17 1,43 0,01 7,00 0,00 | 12,48 0,00 18,17
0,00 0,00 4,36 0,00 0,17 1,44 0,01 6,87 0,00 | 12,51 0,00 18,12
0,00 0,50 4,35 0,00 0,17 1,44 0,01 6,88 0,00 | 12,45 0,00 18,09
0,00 1,00] 436 o000] 017] 144 o001 6,94 000] 1244] o000 18,15
0,10 1,00 442 o000] o0,05] 1,04] 000 629 o000 11,43] o0,00] 1625
0,10 -0,50 4,39 0,00 0,14 1,28 0,00 6,58 0,00 | 12,04 0,00 17,20
0,10 0,00 4,36 0,00 0,22 1,50 0,01 6,95 0,00 | 12,50 0,00 17,88
0,10 0,50 4,31 0,00 0,27 1,72 0,02 7,26 0,00 | 13,13 0,00 18,88
0,10 1,00 427] o000 033] 1,93 0,02 7.63] o001] 1391 001 2032
0,20 -1,00] 447 o000] o000] 078] 000] 569 o000 1039] o0,00] 14,77
0,20 -0,50 4,42 0,00 0,22 1,22 0,00 6,28 0,00 11,37 0,00 16,17
0,20 0,00 4,36 0,00 0,35 1,62 0,02 6,98 0,01 12,43 0,01 18,00
0,20 0,50 4,27 0,00 0,43 2,08 0,04 7,71 0,01 13,79 0,01 | 20,26
0,20 1,00 414 o001| 048] 255 006| 8,65 002] 1559 o001| 22,54
0,30 -1,00] 449 o000] o,10] 069] 000 524 o000 951] 0,00] 1344
0,30 -0,50 4,46 0,00 0,41 1,30 0,01 6,01 0,00 | 10,84 0,00 15,45
0,30 0,00 4,34 0,00 0,55 1,83 0,04 7,06 0,01 12,57 0,01 18,11
0,30 0,50 4,19 0,02 0,62 2,49 0,09 8,19 0,02 14,42 0,01 | 21,72
0,30 1,00] 404 005] 060 325 o11]| 974 o0,04] 1734 002] 26,15
0,40 -1,00] 447 o000] o034] 0,79] o000 48] o000] 875] o001] 1221
0,40 -0,50 4,45 0,01 0,64 1,43 0,04 5,73 0,00 | 10,30 0,00 14,79
0,40 0,00 4,35 0,02 0,79 2,05 0,10 7,14 0,02 12,61 0,01 18,46
0,40 050 416 007] 081 293] o016 879 005 1585 0,03 22,62
0,40 1,00 395 o015] 0,78] 397 o9 11,30] 0,07] 20,14] 0,04] 3030
0,50 1,00 449 o000] o064] 091 001 443 o000 802] o0,01] 11,10
0,50 -0,50 4,45 0,02 0,88 1,61 0,11 5,56 0,02 9,95 0,01 14,00
0,50 0,00 4,38 0,07 1,02 2,37 0,22 7,21 0,06 12,69 0,03 18,27
0,50 050 417 o016| 099 3,54] 027] 960] 009 1699 0,05 2527
0,50 1,00] 389 034] 091] 506] o028 1325] 0,12] 23,76 006 36,29
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2. Melléklet — a Detemple — Osakwe (DO) modell eredményei

1. Valtozé paraméterek: Kqrg és §_, azaz a kotési arfolyam és a volatilitas volatilitasa
KSTO 0-20 LépéSkOZ 5
€ 0-0,5 Lépéskoz: 0,1
Az egyéb paraméterek: u=r=0; p=0; S¢=100; 6,=20%; A=0,05; 0=A*In(0,2); T,-T,=T,=0,5, 1==1/360=0,002777
Ezt 5-szor futtattam p kiilonbdzo értékei mellett. p=-1; -0,5; 0; 0,5; 1

KSTO=0 KSTO=5 KST =10 KST =15 KST =20
VOLVOL | KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST
0,00 -1,00 0,00 11,27 0,00 6,24 0,18 1,44 3,74 0,02 8,71 0,00
0,00 0,50 o000 1130] o000 625 o018 144 3,77] o002] 874 0,00
0,00 0,00 0,00] 1131 000] 628] 017| 145 3,73] 0,02] 8,74 0,00
0,00 0,50 0,00 11,28 0,00 6,25 0,17 1,46 3,76 0,02 8,76 0,00
0,00 1,00 0,00 11,28 0,00 6,27 0,16 1,47 3,75 0,02 8,73 0,00
0,10 -1,00 0,00 11,32 0,00 6,33 0,21 1,55 3,69 0,04 8,68 0,00
0,10 0,50] o000 11,62] 000 663] 030] 19| 3,56| 0,15] 837]| 0,01
0,10 0,00] 0,00] 11,65] 000] 664] 030 196] 351] 0,19] 839 0,01
0,10 0,50 0,00 11,63 0,00 6,61 0,29 1,89 3,59 0,15 8,40 0,01
0,10 1,00 0,00 11,31 0,00 6,33 0,21 1,53 3,73 0,04 8,68 0,00
0,20 -1,00 0,00 11,45 0,00 6,45 0,30 1,77 3,66 0,11 8,56 0,00
0,20 0,50] 000 12,12] o000 715| o042 254| 3,46] 048] 796] 0,08
0,20 0,00] 0,00] 1220 000] 719 043] 2,65| 341 054 794 o011
0,20 0,50 0,00 12,10 0,00 7,10 0,41 2,53 3,40 0,49 7,98 0,09
0,20 1,00 0,00 11,40 0,00 6,42 0,30 1,78 3,68 0,12 8,59 0,00
0,30 -1,00 0,00 11,65 0,00 6,70 0,44 2,12 3,62 0,32 8,33 0,04
0,30 0,50 000 12,75] o000 7,77 053] 329 3,33] 098] 7,58] 0,32
0,30 0,00] 0,00] 1294 000 790 055 348 322 122 742 o041
0,30 0,50 0,00 12,78 0,00 7,74 0,53 3,32 3,24 1,06 7,47 0,34
0,30 1,00 0,00 11,68 0,00 6,69 0,43 2,11 3,64 0,32 8,33 0,04
0,40 -1,00 0,00 11,99 0,00 7,03 0,57 2,54 3,57 0,62 8,11 0,14
0,40 0,50 o000 138 o001 870 o062 421 3,17] 198] 7,08 0,78
0,40 0,00] 0,00] 1401| 001] 908] 063 455| 3,14] 214| 689 1,02
0,40 0,50 0,00 13,70 0,00 8,64 0,62 4,37 3,22 1,81 7,06 0,83
0,40 1,00 0,00 12,06 0,00 7,02 0,58 2,53 3,61 0,61 8,13 0,13
0,50 1,000 000 1251 o001 745] 068] 3,19] 3,58 1,00] 7.88] 0,34
0,50 0,50 000 1496] 001 99| 068 557 3,02] 304 6,72] 1,57
0,50 0,00] 0,00 1535|] 001] 1036] 068] 597 296 3,56| 6,60 1,86
0,50 0,50 0,00 14,95 0,01 9,80 0,69 5,67 3,10 3,06 6,79 1,59
0,50 1,00 0,00 12,40 0,01 7,48 0,70 3,12 3,59 1,06 7,94 0,31
2. Valtozo6 paraméterek: Kgro és 0y, azaz a kotési arfolyam és az induld volatilitas
Ksro 0-20 Lépéskoz: 5
Oy 0,1-0,5 Lépéskoz: 0,1

Az egyéb paraméterek: p=r=0; p=0; S;=100; E=20%; A=0,05; a=A*In(0,2); T,-T,=T;=0,5, T==1/360=0,002777
Ezt 5-szor futtattam p kiilonbdzo értékei mellett. p=-1; -0,5; 0; 0,5; 1

KSTO=0 KSTO=5 KST =10 KST =15 KST =20
SIGMAO | KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST
0,10 1,001 0,00 587 006] 095 411| o000] 9.13| 000] 14,12] 0,00
0,10 0,50 0,00] 605] o0,10] 1,18] 394 001] 892| 0,00 1395] 0,00
0,10 0,00 000] 6,10 o11] 121| 3,92| 001] 89/ 000] 13,90 0,00
0,10 0,50 0,00 6,05 0,10 1,20 3,95 0,01 8,93 0,00] 13,94 0,00
0,10 1,00 0,00 5,87 0,07 0,95 4,11 0,00 9,12 0,00 14,12 0,00
0,20 1,001 0,00 1146] 000] 648] 030 1,79] 3.67| 0,13] 855| 0,00
0,20 0,50 0,00] 12,00] o000 721 o042 256] 340| 051] 8,07| 008
0,20 0,00 0,00] 12,13 000] 720| o044 262 3,36 062|] 7,9 o011
0,20 0,50 0,00 12,07 0,00 7,04 0,42 2,56 3,40 0,50 8,00 0,08
0,20 1,00 0,00 11,46 0,00 6,44 0,30 1,76 3,65 0,12 8,54 0,00
0,30 1,001 0,00 1695] o000 11,92 o002 686] o082 2,71 3585 071
0,30 0,50 0,00 1840] 0,00| 1328] 005| 827] 0094 432] 3,52| 1,8
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0,30 0,00 0,00 18,54 0,00 13,40 0,05 8,63 0,97 4,56 3,55 2,20
0,30 0,50 0,00 18,42 0,00 13,32 0,05 8,32 0,95 4,26 3,63 1,90
0,30 1,00 0,00 16,83 0,00 11,92 0,02 6,86 0,81 2,75 3,82 0,77
0,40 -1,00] 000 2229] o0,00] 1725] 000] 1231 027 746] 1,63] 3,98
0,40 0,50 000 2469 0,00 1959 0,02] 1492 037] 1020] 1,74 6,53
0,40 0,00 0,00 25,05 0,00 20,13 0,02 | 15,32 0,37 10,49 1,73 6,80
0,40 0,50 0,00 | 24,83 0,00 | 19,56 0,02 | 14,58 0,36 10,09 1,72 6,55
0,40 1,00] 000] 2236] 000] 1735] o001 1222] 025 764| 1,70 3,88
0,50 -1,00] 0,00 2760] o0,00] 2259 o001] 17,60 o0,15] 12,80] 098] 8,44
0,50 050 000 31,52 o0,00] 26,65] 001] 2143 o022 1643] 1,06| 1229
0,50 0,00 0,00 31,79 0,00 27,23 0,01 21,80 0,22 17,41 1,08 13,14
0,50 0,50 0,00 31,20 0,00 | 26,26 0,01 | 21,17 0,20 16,60 1,04 12,31
0,50 1,00] 000] 2757] o000] 22,82 o001 1745] o0,16] 12,68] 0094] 861
3. Valtozo6 paraméterek: Kgyo és 0, azaz a kotési arfolyam és a hosszu tavil volatilitas
Ksro 0-20 Lépéskoz: 5
o 0,1-0,4, azaz Lépéskoz: 0,1
0,05*In(0,1)-t61 0,05*In(0,5)-ig

Az egyéb paraméterek: u=r=0; p=0; S¢=100; 6p=20%; E=20%; A=0,05; T,-T,=T;=0,5, t==1/360=0,002777
Ezt 5-szor futtattam p kiilonbdzo értékei mellett. p=-1; -0,5; 0; 0,5; 1

KSTO=0 KSTO=5 KST =10 KST =15 KST =20
EXP(c) | KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST
-2,30 -1,00 0,00 11,21 0,00 6,19 0,37 1,51 3,94 0,09 8,84 0,00
2,30 0,50 o000 11,77] o000 680 048] 221 3,63] 043 823 0,07
230 0,00] 0,00] 11,96] 000] 685] 050 241 3,62 047] 821| 0,08
2,30 050 0,00] 11,83] 000] 6,70 047| 227 3,63| o042| 824 0,06
-2,30 1,00 0,00 11,20 0,00 6,17 0,36 1,56 3,89 0,10 8,84 0,00
-1,61 -1,00 0,00 11,46 0,00 6,44 0,30 1,75 3,66 0,12 8,57 0,00
1,61 0,50 000 1209] o000 711| o042 255| 3,40] 046] 800 0,10
1,61 0,00 0,00] 12,09 000] 730 043 2.68] 333| 0,58 7.84] 0,10
1,61 050 0,00] 1208] o000] 712 o041| 251 344| o046| 795 0,09
-1,61 1,00 0,00 11,45 0,00 6,47 0,31 1,78 3,64 0,12 8,58 0,00
-1,20 -1,00 0,00 11,61 0,00 6,67 0,27 1,88 3,48 0,14 8,37 0,00
_1,20 0,50 o000 1230] o000 733| 037] 268] 3,530| o054 78] 0,10
1,20 0,00] 0,00] 1238] o000] 739 o040] 2,79 322] o061|] 7.67] 0,13
1,20 050 0,00] 1235 o000] 730 038 265 329| o054 784 0,10
-1,20 1,00 0,00 11,61 0,00 6,58 0,27 1,91 3,51 0,14 8,36 0,01
-0,92 -1,00 0,00 11,76 0,00 6,74 0,24 2,03 3,42 0,15 8,27 0,01
0,92 0,50 o000 1241 o000 738] 037] 2,78] 3,06] o061] 7,70] 0,10
20,92 0,00] 000] 1256] o000 749 037 295 3,15| o0,70] 7.60] 0,14
-0,92 0,50 0,00 12,44 0,00 7,44 0,36 2,81 3,19 0,59 7,69 0,11
-0,92 1,00 0,00 11,77 0,00 6,73 0,25 2,00 3,42 0,17 8,24 0,01
4. Valtozoé paraméterek: o, és &, azaz az indul¢ volatilitas és a volatilitas volatilitasa
o, |0,1-0,5 Lépéskoz: 0,1
& 0-0,5 Lépéskoz: 0,1

Az egyéb paraméterek: u=r=0; p=0; S¢=100; Ks10=10; A=0,05; 0=A*In(0,2); T,-T=T,=0,5, 1=1/360=0,002777
Ezt 5-szor futtattam p kiilonbdzo értékei mellett. p=-1; -0,5; 0; 0,5; 1

00=0,1 00=0,2 00=0,3 6020,4 GOZO,S
VOLVOL | KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST
0,00 -1,00 4,21 0,00 0,17 1,45 0,01 6,62 0,00 11,96 0,00 | 17,14
0,00 20,50 421 000 0,18] 1.44] 001] 664] 000] 11,93] 0,00] 17,08
0,00 0,00] 421 000] 017] 148 001| 667] 000 119] 000] 17,07
0,00 050 421 000] 017 143 001| 669] 000] 11,96] 001] 17,08
0,00 1,00 4,21 0,00 0,17 1,47 0,01 6,63 0,00 | 12,00 0,00 17,11
0,10 -1,00 4,19 0,00 0,20 1,52 0,01 6,73 0,00 11,90 0,00 | 17,26
0,10 20,50 410] 000 028 193] 002] 729 001] 13,06] 0,01| 1898
0.10 0,00] 408 000] 031] 1,98 003 7.46] 001]| 1341] 001] 19,33
0,10 0,50 4,11 0,00 0,29 1,92 0,02 7,25 0,01 13,12 0,01 18,87
0,10 1,00 4,19 0,00 0,21 1,54 0,01 6,73 0,00 11,89 0,00 17,24
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0,20 -1,00 4,12 0,00 0,31 1,74 0,02 6,85 0,01 12,34 0,00 | 17,66
0,20 -0,50 3,95 0,01 0,42 2,54 0,04 8,44 0,02 | 14,76 0,01 | 21,17
0,20 0,00 3,90 0,01 0,44 2,60 0,06 8,63 0,02 | 15,11 0,01 | 21,97
0,20 050 3,93 o000 043] 252] 005 834] o002 1457 o001 21,56
0,20 1,00 413] o000] 031] 1,76] 0,02 687] o001] 1234 000] 17,64
0,30 -1,00 4,00 0,01 0,44 2,12 0,04 7,36 0,01 12,79 0,01 18,09
0,30 -0,50 3,71 0,06 0,53 3,32 0,10 9,67 0,03 | 16,75 0,02 | 24,62
0,30 0,00] 369 007] 053] 3,56] 0,0 1024] o004 1755] 0,02] 2584
0,30 050 3,75] 006] 053] 329] 0,0 968] 003 16,79 0,02] 24,16
0,30 1,00 402] o01] 043] 215 o004 732] o001] 1280 o001] 18,11
0,40 -1,00 3,89 0,04 0,57 2,59 0,08 7,81 0,02 | 13,35 0,01 18,65
0,40 -0,50 3,58 0,19 0,62 4,31 0,15] 11,32 0,04| 19,93 0,03 | 29,42
0,40 000] 347] 023 063] 454] 0,15 1201] 005 2144] 0,03 31,70
0,40 050 356 0,18] 063 422] o0,14] 11,58] 005 19,68] 0,03] 28,74
0,40 1,00] 386 005] 058] 253 007 7.83| 0,02] 1342 o001 19,10
0,50 -1,00 3,73 0,15 0,67 3,15 0,14 8,49 0,04 | 14,11 0,02 | 19,64
0,50 -0,50 3,33 0,49 0,72 5,67 0,19 14,14 0,09 | 23,72 0,05| 35,27
0,50 000] 332 054] o067] 6,12] 020] 1526] 008] 258 0,05] 39,88
0,50 050 335 046| o071 568] 020] 13,77] 0,08 2396 0,05] 35,53
0,50 1,00 378] 0,13] 068] 3,16 013] 845| 004] 1415 002] 2014
5. Valtoz6 paraméterek: ¢, és p, az induld volatilitds és a korrelacios egyiitthato
o, |0,1-0,5 Lépéskoz: 0,1
p |-1-1 Lépéskoz: 0,2

Az egyéb paraméterek: p=r=0; &=20%; S;=100; Ksro=10; A=0,05; o=A*In(0,2); T,-T;=T;=0,5,
7=1/360=0,002777

00=0,1 00=0,2 00=0,3 6020,4 GOZO,S
KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST
-1,00 4,11 0,00 0,31 1,80 0,02 6,96 0,01 12,21 0,00 | 17,66
-0,80 3,99 0,00 0,39 2,26 0,04 7,83 0,01 13,90 0,01 | 2043
20601 3.97] 001 040] 245] 004] 821 001 1455 001 21,07
2040 393 001] 042 261 005] 848] 0,02] 1478 0,01 2149
20201 391 001 042 2.62] 005] 857 002] 1498 0,01 21,92
0,00 3,92 0,01 0,43 2,67 0,05 8,55 0,02 | 15,08 0,01 | 22,13
0,20 3,94 0,01 0,43 2,64 0,06 8,59 0,02 | 15,05 0,01 | 21,55
040 3.8 o001] 042] 256 005 832] 002] 1500] 001] 21,42
0,60] 397 000] 041] 245] 005 820] 001]| 1434] 001] 20,75
080 3,99 000] 040 231| 004 803] 001] 1395] 001] 20723
1,00 4,11 0,00 0,31 1,73 0,02 6,97 0,01 12,30 0,00 | 17,57

6. Valtozo paraméterek: & és p, azaz a volatilitds volatilitdsa és a korrelacids egyiitthato
£ 1005 Lépéskoz: 0,1
p |-1-1 Lépéskoz: 0,2
Az egyéb paraméterek: p=r=0; 0,=20%; S,=100; Ksr0o=10; A=0,05; o=A*In(0,2); T,-T,=T;=0,5,
1=1/360=0,002777

£=0 £=0,1 £=0,2 £=0,3 £=0.4 £=0,5
KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST
1,00 017 45| o021 151 o31] 1,75 043 2,00 057 254 071 3,21
080 o16] 146] 028 1,76] 039] 229 o051 290 o061] 3,72 073 465
0,60 017] 146] 030 1.86] o042] 246] o054 321 065] 413] 071] 5,50
040 o0,18] 144] o030 196] 043 255 053] 335| o064] 438] 066] 5,89
020 017 147] o030 197] o042] 265 o054 342| 062] 466] 067 5,99
000 017 144 o031 200 o044] 267 054 348 065 446| 067 601
020 o017 144 o030 200 o042] 270 o054 351 060 462 069 5,89
040 o018 141 o030 1,95 o042 259| 052 338] o061 448] 067] 585
060 o017 143 029 189 o042 243 053] 3,07| 0064| 412| 0,70 535
080 o017 147] 027] 1771 039 233] 052 288] 064 364| 073 462
ool o018 146| o021 1,53 o030 1,75] o043 215| o058 253] o071 3.6
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7. Valtoz6 paraméterek: T, és 6, azaz az els6 szakasz hossza. és a kezd6 volatilitas. A masodik szakasz (T,-T))

hossza valtozatlanul 180 nap.

T

1/30/90/180/360 nap

Oo

0-0,5

| Lépéskoz: 0,1

Az egyéb paraméterek: 1=0; r=5%; 8=0; S;=100; £=20%; 0=In(0,2); A=0,05; T,-T, =0,5, 1=1/360=0,002777
Ezt 5-szor futtattam p kiilonbozo értékei mellett. p=-1; -0,5; 0; 0,5; 1

Harom verzioban futott le a fenti szimulacio, az els6ben Kgro=0; a masodikban Kgro=10, a harmadikban
Ks10=20. Az elsd kotési arfolyam mellett csak a CoST értékét vizsgaltam, mert PoST-re a legtdbb esetben nulla

érték adodott
Ksro=0
SIGMAO | KORREL | CoST, T=1 |CoST, T;=30 | CoST, T;=90 | CoST, T,=180 | CoST, T,=360
0,10 -1,00 6,00 6,02 6,07 6,14 6,30
0,10 -0,50 6,19 6,23 6,33 6,46 6,72
0,10 0,00 6,23 6,28 6,37 6,50 6,80
0,10 0,50 6,20 6,23 6,34 6,46 6,72
0,10 1,00 6,00 6,02 6,07 6,15 6,31
0,20 -1,00 11,38 11,41 11,42 11,46 11,62
0,20 -0,50 11,72 11,81 12,00 12,21 12,80
0,20 0,00 11,79 11,88 12,08 12,37 13,15
0,20 0,50 11,73 11,78 11,95 12,22 12,78
0,20 1,00 11,38 11,41 11,43 11,46 11,59
0,30 -1,00 16,83 16,83 16,84 16,90 16,83
0,30 -0,50 17,38 17,54 17,86 18,43 19,15
0,30 0,00 17,50 17,68 18,05 18,59 19,83
0,30 0,50 17,39 17,59 17,77 18,32 19,48
0,30 1,00 16,82 16,82 16,81 16,80 16,79
0,40 -1,00 22,24 22,27 22,15 22,04 21,88
0,40 -0,50 23,15 23,39 23,89 24,51 26,49
0,40 0,00 23,28 23,53 24,14 25,22 27,16
0,40 0,50 23,11 23,33 23,93 24,66 26,27
0,40 1,00 22,26 22,24 22,21 22,16 22,00
0,50 -1,00 27,65 27,58 27,40 27,21 26,90
0,50 -0,50 28,88 29,24 30,14 30,96 33,35
0,50 0,00 29,12 29,50 30,61 31,90 35,04
0,50 0,50 28,89 29,15 29,92 30,92 33,65
0,50 1,00 27,64 27,57 27,46 27,43 27,05
KST():IO
T,=1 T,=30 T,=90 T,=180 T,=360
SIGMAO KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST
0,10 -1,00 4,00 0,00 3,94 0,00 3,81 0,00 3,61 0,00 3,23 0,02
0,10 -0,50 3,80 0,00 3,72 0,00 3,55 0,00 3,33 0,01 291 0,13
0,10 0,00 3,77 0,00 3,68 0,00 3,52 0,00 3,27 0,02 2,86 0,14
0,10 0,50 3,80 0,00 3,72 0,00 3,56 0,00 3,33 0,02 2,91 0,13
0,10 1,00 4,00 0,00 3,94 0,00 3,80 0,00 3,60 0,00 3,26 0,02
0,20 -1,00 0,00 1,38 0,02 1,46 0,11 1,70 0,23 1,95 0,38 2,48
0,20 -0,50 0,00 1,73 0,03 1,90 0,15 2,28 0,32 2,83 0,47 3,85
0,20 0,00 0,00 1,79 0,03 1,94 0,17 2,34 0,32 2,95 0,48 4,05
0,20 0,50 0,00 1,72 0,03 1,88 0,16 2,26 0,30 2,79 0,48 3,72
0,20 1,00 0,00 1,38 0,02 1,47 0,11 1,67 0,23 1,95 0,39 2,46
0,30 -1,00 0,00 6,83 0,00 6,85 0,00 7,00 0,01 7,05 0,08 7,48
0,30 -0,50 0,00 7,39 0,00 7,51 0,00 7,98 0,04 8,60 0,14 9,84
0,30 0,00 0,00 7,50 0,00 7,73 0,00 8,10 0,04 8,84 0,15 10,38
0,30 0,50 0,00 7,39 0,00 7,54 0,00 7,90 0,04 8,66 0,14 10,00
0,30 1,00 0,00 6,83 0,00 6,89 0,00 6,96 0,01 7,11 0,08 7,31
0,40 -1,00 0,00 12,26 0,00 12,25 0,00 | 12,27 0,00 12,26 0,06 12,46
0,40 -0,50 0,00 13,11 0,00 13,39 0,00 | 13,83 0,01 14,89 0,08 16,83
0,40 0,00 0,00 13,28 0,00 13,58 0,00 | 14,28 0,01 15,57 0,09 17,78
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0,40 0,50 0,00 | 13,12 0,00 | 1337 0,00 | 14,00 0,01 | 15,00 0,08 | 17,27
0,40 1,00 0,00 | 12,25 0,00 | 12,27 0,00 | 1231 0,00 | 12,30 0,06 | 12,37
0,50 -1,00 0,00 | 17,65 0,00 | 17,60 0,00 | 17,68 0,00 17,59 0,07 | 17,56
0,50 0,50 0,00 1892] 0,00 1927] 0,00] 20,17 o0,01] 2123] 008] 24,71
0,50 0,00] 0,00] 19,15] 0,00] 19,65] 0,00] 2081 o001] 2222 0,08 2575
0,50 0,50 0,00 | 18,92 0,00 | 19,29 0,00 | 20,05 0,01 | 21,42 0,07 | 23,96
0,50 1,00 0,00 | 17,65 0,00 | 17,69 0,00 | 17,58 0,00 | 17,72 0,06 | 17,67
KSTO=20
T1=1 T1=30 T1=90 T1=180 T1=360
SIGMAO | KORREL | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST | POST | COST
0,10 -1,00] 14,00 0,00] 13,89 0,00] 13,68 0,00] 1335 0,00] 12,73 0,00
0,10 -0,50] 13,80 0,00] 13,68 0,00] 13,44 0,00] 13,05 0,00] 12,27 0,00
0,10 0,00] 13,77 0,00] 13,63 0,00] 13,38 0,00] 12,99 0,00] 12,24 0,00
0,10 050 13.80] o0,00] 13,68] o000 1344 o000[ 1304] o0,00] 1233] 0,00
0,10 1,00] 1400 o0,00| 1390] o0,00| 1367 o000| 1336] 000] 12,75] 0,00
0,20 -1,00 8,61 0,00 8,54 0,00 8,33 0,00 8,02 0,01 7,57 0,09
0,20 -0,50 8,27 0,00 8,10 0,00 7,76 0,01 7,30 0,11 6,71 0,60
0,20 000 821 000] 805| o000] 769 o001 723] o012 665 0,71
0,20 050 827 o000] s811]| o000 7,77] o001] 731] o11|] 6,76| 0,56
0,20 1,00 862 o000 853 o000 830 o000| 807 o001] 747] 0,09
0,30 -1,00 3,18 0,00 3,17 0,05 3,31 0,34 3,56 0,78 3,89 1,63
0,30 -0,50 2,61 0,00 2,66 0,28 2,92 1,07 3,24 2,12 3,60 3,86
0,30 000] 2,50 o000] 257 033 293 121 3,18 233 355 424
0,30 050 2,62] 000 266] 028 297] 1,03 320 2,09] 352 3,93
0,30 1,00 3,17] o0,00| 3,15] 005| 327| 036] 350 0,78] 3,80 1,63
0,40 -1,00 0,00 2,26 0,29 2,62 0,89 3,26 1,51 4,06 2,26 5,29
0,40 -0,50 0,00 3,13 0,35 3,79 0,96 4,96 1,57 6,55 2,27 9,55
0,40 0,00 0,00] 328] 034 398 095 542 1,54| 691 225| 1034
0,40 050 0,00] 3,03 033] 3,72 097] 498 158] 6,73] 230 0961
0,40 1,00 000 224 030 2,63] 088 3,32 147 427 229 5,16
0,50 -1,00 0,00 7,66 0,02 7,71 0,32 8,01 0,85 8,67 1,76 9,92
0,50 -0,50 0,00 8,90 0,04 9,32 0,39 | 10,70 0,96 | 12,65 1,72 | 16,09
0,50 0,00] 0,00] 911| 004 977 038] 1127] 094| 1331 1,76| 17,64
0,50 050 0,00] 890 004] 926] 039] 10,68] 0095] 1249 1,76| 1634
0,50 1,00] 000 766 002] 767] 033 79| 083 856] 1,77] 9,64
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