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1. fejezet

Bevezetés

A bevezetések megengednek bizonyos személyes hangvételt. Fzzel a lazasiaggal élve, de nem

visszaélve vazolom a dolgozatom elé gondolt megjegyzéseket.

1.1. A szerkezet

A dolgozat felépitése, hogy egy elcsent kifejezéssel éljek, ,nem linedris", tehat nem szigorian
egymaésra épild eredmények sorozata. Két oka is van ennek a ,nem linearitasnak".

El6szor, a vizsgalt teriiletet nem latom &t eléggé ahhoz, hogy szigora felépitését ismertessem
(a szakirodalmat vizsgalva ugy tlinik, hogy a vizsgalt teriilet még nem hilt ki eléggé ahhoz,
hogy a szerkezetét rétegesen feltarni lehessen).

Maésodszor, célom, hogy az egyes fejezetek onélloan is olvashatdak legyenek. Fontosnak tar-
tom a kiilén olvashatésagot azért, mert a kiilonb6z6 érdeklgdésti emberek kiilonbo6zé utakon
indulhatnak el a téma megismerésére, tehat az ,0nallo fejezetek" szerkezet hasznédlatdval nem
erGltetem ra senkire az én megkozelitésemet. Fontos a kiilon olvashatésig azért is, mert lehet-
nek olvasok, akiket csak bizonyos részek érdekelnek, igy 6k is konnyebben boldogulhatnak a
dolgozatommal.

Természetesen az altalam meghatarozott sorrend nem esetleges. Valamiféle fokozatossagot
probaltam érvényre juttatni a fejezetek sorrendjével. Bar igyekeztem a parhuzamossigokat
kiiktatni a dolgozatbdl, munkdm e szempontbo6l nem lehetett teljesen sikeres.

A masodik fejezetben a tipustér alkalmazasat, szerepét mutatom be példakon keresztiil.
A harmadik fejezetben a tipustér fogalméat, tulajdonsagait vezetem be szabatosan. A negyedik

fejezet a matematikai apparatust ismerteti. Az 6t6dik fejezet a fontosabb eredményeket mutatja
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be. A hatodik fejezetben egy lehetséges altalanositast mutatok meg.

A dolgozathoz egy mellékletet csatoltam, mely a hasznalt magyar szakzsargont kapcsolja az
angol terminolégidhoz.

A hatodik fejezet egy lehetséges altalanositasa teljes egészében sajat eredmény. A dolgozat
tobbi részében a sajat és az ismert eredmények keverednek egymaéssal. Az elkeveredett" sa-
jat eredmények tobbnyire olyan léptékiiek, melyek nem igényelnek sajat fejezetet. Ezen apréd

,jitasok" megtaldlasaban a dolgozat megjegyzései adnak eligazitast.



2. fejezet

A probléma

»Harom hénapon at ostromolta a magyar sereg a
varat, az alatt teljesen elfogyott az élelem a var-
ban is, a taborban is. Ehezett mar mind a két
sereg, de egyik sem akart engedni. Akkor Szent
Laszlonak jo gondolata tAmadt: megparancsolta a
vitézeknek, hogy mindegyik hozzon f6ldet a csiz-
maszaraban. Hordték is a foldet egész éjszaka a
magyar vitézek, és a sok f6ldbél nagy halom ta-
madt a var el6tt. Ekkor a kiraly el6hozatta a ma-
radek lisztet, és ratoltette a halom tetejére. Aki
messzir6l nézte azt hihette, hogy egész liszthegyet
lat maga el6tt. Azt hitték a lengyelek is. Ami-
kor meglattak, hogy a magyaroknak még ekkora
halom lisztjiik van, agy elkeseredtek, hogy a va-
rat feladtak, és a békét a kiraly akarata szerint

megkototték. ']

Szent Laszlo kiraly hadjaratai a - Képes Kronika

nyoman -

Ebben a fejezetben 6t példat mutatunk be, mely példakon keresztiil indokoljuk a dolgozat

témavalasztasat. A dolgozat téméja a nem teljes informacios jatékok vizsgalata. Tehat a kovet-

kezG 0t példa azt illusztrédlja, hogy a nem teljes informacios szituaciok ,uraljak" a jatékelméleti

problémakat.
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2.1. 11-es ragas

Ezen példa Forgotol [34] szarmazik. A 11-es rugast modellezziik, ahol a rago jatékos lehet jobb-,
ill. ballabas, mig a kapus lehet jobb-, ill. balkezes. Ez egy nem teljes informacios szituacio.

A nem teljes informaltsag forréasa az, hogy a riugd jatékos nem tudja, hogy a kapus bal-,
ill. jobbkezes-e, és a kapus nem tudja, hogy a ragd jatékos bal-; ill. jobblabas-e. Mivel ezek
a tulajdonsagok befolyasoljék a jaték kimenetelét, ezért az ezekre vonatkoz6 informélatlansig
meghatarozo, igy a szituicié nem teljes informécios.

Koztudott azonban az, hogy az egyes parositdsok esetében, tehat pl. jobblibas-balkezes,

milyen gyakorisaggal sikeriilnek a 11-esek. Ezeket tartalmazzék a abra tablazatai:

Jobbra vetddik Balra vetddik Jobbra vetddik Balra vetddik
Jobbra rigja 6 9 Jobbra rigja 4 9
Balra rigja 8 5 Balra rigja 74 4
JJ JB
Jobbra vetddik Balra vetddik Jobbra vetddik Balra vetddik
Jobbra rigja /4 4 Jobbra rigja 5 8
Balra rigja 9 74 Balra rigja 9 6
BJ BB

2-1. dbra. A négy jaték
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A R-1] abra négy tablazata, négy matrixjaték. Mivel a labassag-kezesség paroknak négyféle
ban a ,fliggbleges tengelyen" a Rigod jatékos stratégiai szerepelnek a Jobbra rigja, és a Balra
rigja. A ,vizszintes tengelyen" a Kapus jatékos stratégiai taldlhatoak, melyek a Jobbra vetddik,
és a Balra vetddik. Feltessziik, hogy ez a négy jaték koztudott. Az informéciés hiany tehat
abban nyilvanul meg, hogy a jatékosok nem tudjak, hogy a négy jaték koziil melyiket jatsszak.

Az els6 lépés, hogy a fenti ,négy jaték"-os szituéciot irjuk fel egyetlen jatékként, extenziv

forméban (lasd a[2-2] 4brat).

Természet

JJ JB BJ BB

Rigo

— )
AIA /\
RN G- )

ANA

/\/\/\/i/\/\/\/\

2-2. abra. A jaték faforméaban

Ez a jaték abra) egy teljes, de nem tokéletes informéacios extenziv formaban felirt jaték.
A fenti jaték magyarazata a kovetkezs: elGszor a Természet 1ép, és eldonti, hogy melyik jaték
keriil lejatszéasra az eredeti négy matrixjaték koziil, majd szimultan lépnek a Rigd és Kapus jaté-
kosok. Mivel a Rigd jatékos tudja magarol, hogy jobb-, ill. ballabas-e, és a Kapus jatékos tudja
magarol, hogy jobb-, ill. balkezes-e, igy 6k bizonyos Természet dontéseket (vildgallapotokat)
meg tudnak kiilénboztetni egymastol.

A fenti jatékban a lehetséges kimenetelek, a jatékosok tipusaitdl, és az eredeti, méatrixjaté-
kokbani stratégiaktol fiiggenek, pl. egy kimenetel, mikor JB tipuspér van, tehat a Rigd jobb-
labas és a Kapus balkezes, és a Riugd jobbra rugja a labdat, mig a Kapus balra vet6dik. Tehét
az 1j jatékban a jatékosok stratégiai nem a maéatrixjatékokbani stratégiak, hanem olyan ,szaba-

lyok", melyek a kdvetkezGképpen néznek ki: ha jobblabas a Rigd, akkor jobbra rugja a labdat,
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ha balladbas, akkor balra rigja a labdat, vagy ha jobbkezes a Kapus, akkor jobbra vetddik, ha
balkezes, akkor is jobbra vetédik. Ebben a jatékban a stratégidk fiiggvények, mégpedig a Rigd

stratégiai:

{Jobblabas,Ballabas} — {Jobbra rugja,Balra rugja},

mig a Kapus esetében:

{Jobbkezes,Balkezes} — {Jobbra vetddik,Balra vetddik}.

Lathato, hogy mind a Rigo, mind a Kapus jatékosnak véges sok stratégidja van az 1j

jatékban is, tehat a jaték matrixjaték marad.

Jobbkezes Balkezes

Jobbldbas 0.63 0.07

Balldbas 0.27 0.0

2-3. abra. A kezesség és labassag aranya a populéacioban

A Riigo jatékos stratégiai:

R77 : ha jobblabas, ha ballabas jobbra rigja,

R7B : ha jobblabas, akkor jobbra rtigja, ha ballabas, akkor balra rugja,

RPBY : ha jobblabas, akkor balra rigja, ha ballabas, akkor jobbra rugja,

RP5 : ha jobblabas, ha ballabas balra rugja.
A Kapus jatékos stratégiai:
e K77 : ha jobbkezes, ha balkezes jobbra vetsdik,

e K7/B : ha jobbkezes, akkor jobbra vetédik, ha balkezes, akkor balra vetddik,
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e K57 : ha jobbkezes, akkor balra vetGdik, ha balkezes, akkor jobbra vetsdik,

e K BB : ha jobbkezes, ha balkezes balra vetsdik.

Az 4j jatékban a kifizetések meghatarozasa maradt mér csak hatra. Itt is szembesiiliink az
informacidhidnnyal, a nem teljes informéciéval.
Harsanyi megoldasa az informaciohidnyra a kovetkezs: legyen koztudott a kezesség és labas-

sag gyakorisaga a populacidban, melyet a|2-3| abra tartalmaz.

KJJ KJB KBJ KBB
R77 5.50 5.73 8.10 8.43
RB 6.97 7.02 8.32 8.37
RBJ 6.76 6.64 5.68 5.56
RBB 8.23 7.93 5.80 5.50

2-4. abra. A kikevert matrixjatéek

Vildgos, hogy négyféle Rigd-Kapus paros van. A lehetséges kifizetéseket az eredeti matrix-
jatékok fenti tablazat valoszintségeivel valo kikeverésével kapjuk meg (lasd a abrat).

Lassunk példakat a [2-4] abran lathato tablazat elemeinek kiszamitasara. Nézziik hogyan
szamitjuk ki a bal fels6 sarokban 1év6 értéket, az (R’7/, K7/7) kimenetelhez tartozé kifizetést:

A R-5 &bran toroltiik azokat az éleket, amelyek nem kovetkeznek be a vizsgdlt esetben. A

kifizetés:

6+0.63+7x%0.074+4%0.27+5x%0.03 =5.5

Nézziik azt az esetet, mikor a Rigé RP7-t, a Kapus K7B-t jatszik!
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Természet

JJ JB BJ BB

e —

/ Kapq‘,c/
S )
J
e O [ ) [ ) [ ) [ ] o o [ ] [ ] [ ] [ )
6 9 8 5 7 9 7 4 4 7 9 7 5 8 9 6

2-5. abra. Az els6 példahoz tartozo ,csonka" jatékfa

Hasonlban az eléz6 péladhoz, a [2-6] abran is azokat az éleket tordltiik, melyek a vizsgalt

esetben nem érdekesek szamunkra. A kifizetés:

8+0.63+4%0.074+4%0.27+ 8% 0.03 = 6.64

A négy matrixjatékot magdaban foglaldé Bayesi-jaték:

I = {N,{Si}ien;{A}}j=(158,B1BB}, O, '}
e N ={Rigé, Kapus},

® Srugs = {Jobbra rugja,Balra rugja}, Skapus = {Jobbra vetddik,Balra vetédik} stratégia-

halmazok,
e A; a kifizetéseket tartalmazo 2 x 2-es matrix,

® Opygs = {Jobblabas, Ballabas}, © kepus = {Jobbkezes, Balkezes} tipusok,

O = @qugo' X @Kapus tipustér,
e F' valoszintségeloszlas ©-n, mely a kezesség és labassag gyakorisdga a populacidéban.

A kikeveréssel I'g-b6l megkapjuk a fenti jatékot norméal forméaban:

Iy = {N,{S;}icn, A}
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Természet

JB BJ BB

o Rigo )

o o o o o o
6 9 8 5 7 9 7 4 79 7 5 § 9 6

2-6. abra. A méasodik plédahoz tartozo ,csonka' jatékfa

e N = {Rigé, Kapus},
) gRﬁg(j ={R’/ R/B RBJ RBBY §Kapu5 = {K7/ K’/B KB’/ KBB} stratégiahalmazok,

o A a kifizetéseket tartalmazo 4 x 4-es méatrix.

I'p és I'y jatékok ekvivalensek abban az értelemben, hogy I'p és I'y ugyanazon jaték két
kiilénb6z6 formaban.

Lathato, hogy I'y matrixjaték, igy a matrixjatékok esetén alkalmazott fogalmak alkalmaz-
hatoak, tehat a jaték kevert bévitése, és a Nash-egyensiily fogalmak értelmezettek.

I'y matrixjatéknak kiszamithato a kevert Nash-egyensulya: R/P = 0.64, RPP = 0.36,
K’7B = 0.76, KBB = 0.24. Tehat ha Rigé ballabas, akkor mindig balra rugja a labat, ha
jobblébas, akkor 0.64 val6szintiséggel jobbra rigja, 0.36 valoszintiséggel balra rigja a labdét,
ha Kapus balkezes, akkor mindig balra vet&dik, ha jobbkezes, akkor 0.76 val6szintiséggel jobbra
vetddik, 0.24 valoszintiséggel balra vetddik. Mivel minden jatékos tudja sajat tipusat, igy a fenti
stratégidkbol meghatarozhato viselkedése.

Altalanos esetben egy kicsit bonyolultabb a dolog. Legyen egy nem teljes informacios szitu-

acio, melyben a kovetkezd dolgok koéztudottak:

e N a jatékosok halmaza,

e 5; a stratégidk halmaza Vi € N-re,
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e O; az ,i" jatékos tipus halmaza, és © = [[;cn ©s,

o u;(s,0;) az ,i" jatékos kifizetsfiiggvénye, ahol s € H Si, s 6; € O,
1EN

o F valOszintségeloszlas ©-n.

A fenti alapfogalmak koztudottsaga lehet&vé teszi, hogy felirjuk a Bayesi-jatékot:

Ip ={N,{Si}ien, {ui(-) }ien,©, F () }.

A 11-es ragas példajaban latottaknak megfelelen, a Bayesi-jatékban az egyes szereplék
stratégiai, dontési szabélyai fiiggvények, mégpedig s; : ©; — S; Vi € N. Ezen stratégiak halmaza
legyen S;. A fentiek koztudottsdga miatt definidlhatunk egy 0j kifizet6fiiggvényt minden jatékos

szamara:

i(s) = / us(s(8), 0;)dF.

©
Ekkor I'p felithaté Iy = {N, {S;}icn, {Ui(-) Yien } normal forméban, ahol
e N a jatékosok halmaza,
e S a stratégidk halmaza Vi € N-re,

o u;(s;,s_;) kifizetsfiiggvénye Vi € N-re.

1. definicié. A I'p = {N,{S;}ien, {ui(*) }ien, ©, F(-)} Bayesi-jaték tiszta Bayesi-Nash-egyen-

stlyi pontja s*€ [ [;cy Si, ha s*(-)€ H S; tiszta Nash-egyensulyi pontja Ty = {N, {S;}ien, {ti
1EN
(1) }ien} jatéknak, tehat Vi € N-re

ﬂi(sf, S*,l) > ﬂi(si, Siz) Vs; € gz
Héarom megjegyzés kinalkozik még e példa végére:

1. Nem joslasrol szél a nem teljes informacios jatékok tipusokrol alkotott véleményrangsora-

inak a vizsgalata, tehit @ € © nem feltétleniil kdzismert.

2. Tiszta Bayesi-Nash-egyensulyt definidltunk csak, hiszen hidba véges jatékok az egyes ti-

puskombinaciokhoz tartozo jatékok (lasd a négy matrixjatékot), ha a tipusok szama nem
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véges, akkor mar I'y nem véges jaték, igy a kevert stratégidk definicivja nehézségekbe

titkozik (lasd az utolso példat).

3. A tipus fogalmat Harsanyi [38] vezette be. Ez a fogalom a jatékosok lehetséges ,fajtait"
jelenti. Harsényi szerint , igy tekintjik a c; vektort, mint amely az i jatékos bizonyos fizikai,
tdrsadalmi, és pszicholdgiai jellemzdit reprezentdlja, amely vektorban oOsszegyilnek az 1
jatékos hasznossagi fliigguényének f6bb paraméterei, tovdbbd a fébb elképzelései a tdarsadalmi
kérnyezetrdl ... a jaték szabdlyai olyanok, hogy megengedik barmelyik jatékosnak, hogy
egyetlen lehetséges tipusba tartozzon, annak megfelelden, hogy c; vektor milyen értéket vesz
fel ... minden jatékosrdl feltesszik, hogy ismeri énmaga tipusdt, de nem ismeri a t6bbi
jdtékosét."lﬂ Tehéat ha nem ismerjiik a tipusokat, akkor a fent targyalt modellt nem tudjuk

megkonstrualni. Milyen feltételek mellett létezik egyaltalan tipustér?

Milyen ismeret az, melyet mar nem lehet megingatni, mi az abszolut tudés? Milyen az az
informécid, mellyel mar nem lehet manipuldlni, melyet mar nem lehet felhasznélni arra, hogy

tuljarjunk valaki eszén? Aumann [I] definidlta pontosan a koztudas fogalmat.

2. definicié (Ko6ztudas). Egy esemény koztudott, ha mindenki tudja, hogy mindenki tudja,
hogy mindenki tudja, hogy mindenki tudja, .... s.i.t., hogy bekovetkezett az adott esemény.

Ha egy esemény koztudott, akkor annak, hogy valaki tudja, vagy tudja, hogy valaki tudja
stb. ..., nincs jelent6sége. Ilyen szituaciéban nem lehet a tudéssal manipuldlni, itt nem kell a
tudés rangsort (tudja, hogy tudja, hogy ... stb.) elemezni, hiszen az ,csak" ismételgeti Snmagét
(lasd Binmore & Brandenburger [13]).

A koztudott eseményekre példak a nyilvanos események, tehat pl. egy kartyajatékban egy
lap asztalra rakésa (szinnel felfel¢) nyilvanos esemény, maga az esemény, hogy a lap pl. pikk
dama, koztudott. Léathatd, hogy nem minden koztudott esemény nyilvanos esemény, fontos
tovabba, hogy mind a kdztudott, mind a nyilvanos események a szereplSk, vagy jatékosok egy
jol meghatéarozhaté koréhez kapcsolt fogalmak.

A koztudés fogalmanak formalis bevezetése Aumannhoz kothets, tovabbi fontos forras Ge-
anakoplos [36]. A formalis bevezetés ellenére a koztudas fogalmat gyakran informalisan is hasz-

naljuk (pl. Brandenburger & Dekel [22]). Fontosnak tartjuk, hogy informélisan is értsiik a

1171. oldal. Annak ellenére, hogy idézdjelek kizott szerepel a fenti gondolat, természetesen csak egy esetleges
és nem tokéletes/hivatalos forditasrol van szo.
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koztudas alapfogalmat, hiszen barmely formalizmmus megfelel hasznélata nem helyettesiti az
alap intuiciot, mely egy fogalmat jellemez, mely a fogalom bevezetését indokolja.

Az eddig leirtakban a lazabb fogalmazastol haladtunk az egyre-egyre pontosabb nyelvhaszné-
latig. Hasznéltuk szinonimaként az ismer, tud, vélemény szavakat. A kovetkezskben kiilonbséget
tesziink ezen szavak jelentése kozott is, és tudatosan fogjuk haszndalni azokat.

Amikor egy eseményrdl azt mondjuk, hogy egy jatékos tudja azt, akkor ezen a kijelentésen azt
értjiik, hogy biztos, hogy az adott esemény bekdvetkezett. Biztos, tehat lehetetlen az esemény
be nem kovetkezése. Amikor azt mondjuk, hogy a jatékos azt gondolja, az a véleménye, azt
hiszi, akkor azt agy értjiik, hogy az adott jatékos 1 valdszintiséggel biztos abban, hogy az adott
esemény bekdvetkezett.

A fentiek alapjan, ha egy jatékos tud egy eseményt, akkor hiszi, gondolja stb. azt. Tehat
a tudés erdsebb fogalom, mint a gondol, hisz, véleménye van fogalmak. A két fogalomcsoport
kozotti kiilonbség a valoszintiségszamitas biztos esemény/1 valoszintségii esemény, lehetetlen
esemény /0 valoszintségl esemény kapcsolatokkal parhuzamos.

Lathato, hogy a tudas, a vélemények alapvetGen meghatarozhatjak az egyes jatékosok cse-
lekedeteit. Amennyiben valészintiségszamitasi modellt alkalmazunk, akkor a tudés fogalmat
batran kicserélhetjiik a vélemeény fogalmara (lasd pl. Aumann & Brandenburger [7]). Tehat az
1 valoszintiséggel gondolja fogalma, egy valoszintiségszamitéson alapuldé modellben, megfeleltet-
hets a tud fogalmanak. Pl. a fenti példdban fontos, hogy mi a véleménye a Rigo jatékosnak
a Kapus kezességérol, s6t arrol, hogy mi a véleménye a Kapus-nak az 6 (Rigd) labassagéarol,
s.1.t.

Tehat amennyiben a tudéis fogalmét a vélemény fogalmara akarjuk cserélni, akkor be kell
vezetniink némi valészintiségszamitasi formalizmust is. Habar a valdszintiségszamitas 1épten-
nyomon elGjon az interaktiv episztemologia teriiletén, a tudas/véleményrangsorok probléméja-
nak t6bb féle megkozelitése is ismert (lasd pl. Aumann [5], Samet [72], Aumann [6], Heifetz &
Samet [43], Hart & Heifetz & Samet [41], Heifetz & Samet [46], Brandenburger & Keisler [25],
Brandenburger [20], Brandenburger & Keisler [24], Meier [55]), melyek koziil van amelyik egyél-
taldn nem haszndl valészintségszamitasi fogalmakat, van amely csak részben, és van amely alap-
vetden valoszintiségszamitasi, illetve mértékelméleti eszkozokkel kezeli a tudas/véleményrangso-
rok problémaéjat.

Hangsilyozzuk, hogy a tudas és az 1 valoszintséggel gondolja fogalmak nem egyeznek meg,

csak a kévetkezményeket tekintve egy valoszintiségszamitasi modellben ekvivalensek. A tovabbi-
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akban hasznalni fogjuk a kovetkezd fogalmat:

3. definici6 (Kozismert). Egy esemény kozismert, ha mindenki 1 valoszintiséggel azt gondolja,
hogy mindenki 1 valészintséggel azt gondolja, hogy mindenki 1 valészintiséggel azt gondolja,

hogy mindenki 1 val6szintiséggel azt gondolja, .... s.i.t., hogy bekovetkezett az adott esemény.

A kozismeret és a koztudas fogalmaknak kapcsolata analog a fent ismertetett a vélemény
és tud fogalmak kapcsolataval. A két fogalom kapcsolatdnak részletes ismertetése megtaldlhatod

Brandenburger & Dekel, Vassilakis & Zamir [79] cikkekben.

2.2. Epit nem épit

A kovetkez6 példa Fudenberg & Tirole [35]-t6l valo. Legyen két vallalat, egy mér piacon levd, és
egy, mely most kivan belépni a piacra. A piacon levg véllalat kiszorithatja a potencialis belépst
egy Uj lizem épitésével, a piacra igyekvd véllalat pedig piacot szerezhet a belépéssel. A piacon
levg vallalat 1j iizemének épitési koltsége hatarozza meg azt, hogy érdemes-e a piacon 1évé
véallalatnak 0] tizemet épitenie. Kétféle koltséghelyzetet kiilonboztetiink meg: ,magas koltség"
és alacsony koltség".

A -7 abran a két lehetséges allapothoz tartozo modelleket lathatjuk. A fiiggsleges ,tenge-
lyen" a piacon 1év§ vallalat lehetséges stratégiai lathatéak, mig a vizszintes ,tengelyen" a piacra
igyekvg véllalat lehetséges stratégiai jelennek meg. A piacon 1évs vallalatnak két stratégiaja
van: vagy épit egy uj lizemet (E), vagy eltekint ett6l (IV E) A piacra igyekvd jatékosnak is
két lehetséges stratégiaja van: a piacra valo belépés (BL), és a nem belépés (NLB). Mivel
a lehetséges kifizetések nem csak a jatékosok stratégiditol fliggenek, hanem attél is, hogy az
épitési koltségek magasak vagy alacsonyak, igy az épitési koltségek is paraméterei a jatéknak,
befolyasoljak a jaték kimenetelét (lasd a . abra tablazatait).

Ebben a szituaciéban a piacon lév§ vallalat épitési koltségei azok, melyek nem kéztudottak.
Ha ezek koztudottak lennének, akkor a jatékosok tudnak, hogy melyik jaték az, mely lejatszasra
keriil. Vegyiik észre tovabba, hogy a piacra belépni igyekvs jatékost nem a koltségek érdeklik
els6sorban, hanem az, hogy a piacon lévs vallalat épit-e 14j iizemet vagy sem. Tehét ebben a
megfogalmazisban nem azt elemezziik mit tesz a piacon 1év§ jatékos, hanem, hogy mi az a
jelenség, ami meghatarozza magatartasat.

Harséanyi feltevése lehetGvé teszi, hogy minden magatartas forrasat valamely objektiv ténye-

z6 hatasaként irjuk le. Ebben az esetben ezen objektiv tényezéknek a természettudomanyos
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BL NLB BL NLB

E 0,-1 2,0 E 1.5,-1 3.5,0
NE 2,1 3,0 NE 2,1 3,0

Magas kéltségek Alacsony kéltségek

2-7. abra. A jatékok

gondolkodas szellemében, 1étezik valamilyen objektiv eléfordulédsi valdszintisége, tehat az épitési

koltség egy valdszintiségi valtozo.

Természet

Magas kéltségek (p)

Alacsony kéltségek (1-p)
Piacon lévd jatékos

NE

A ANATA

(0,-1)  (2,0) (2,1) (3,0) (1.5,-1) (3.5,0) (2,1) (3,0)

2-8. abra. A jatékfa

Harsanyi javaslata szerint, a fenti valdszintiségi valtozd, mely meghatirozza a koltségek tu-
lajdonsagat, tehat a piacon lévs vallalat tipusat (,magas koltseg"-es vagy ,alacsony koltség"-es a
vallalat) létezik, tovabbé ez a valoszintiségi valtozo a természet megnyilvanulasa, tehat koztudott
és felfoghato tigy, mint a Természet jatékos altal jatszott stratégia.

A szituacio ugy tekinthetd, mint egy extenziv formaban megadott jaték, ahol a természet
lép elGszor, és eldonti a piacon 1évé vallalat épitési koltségeit. FEzek utan a piacon 1évé vallalat

felismeri Természet lépését, tehat tudja, hogy a sajat maga épitési koltségei milyenek, és ennek a
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tudéasnak a fiiggvényében dont az épitésrél. Ezzel a lépéssel szimultan teszi meg lépését a piacra
igyekvd vallalat, tehat a piacon 1év§ vallalat nincs tisztaban az el6z§ két jatékos 1épéseivel. Ez a
modell a két legutobbi jatékost tekintve megegyezik az eredeti szituacioval. A természet lépése
véletlen jellegii, ekkor p-vel jeloljiikk annak a valoszintségét, hogy az épitési koltségek magasak.

A [2-6] abran lathato jaték egy teljes, de nem tokéletes informécios jaték, amelyet harom
jatékos jatszik, a piacon 1éve, a piacra igyekvé vallalat, és a természet.

A piacon lévé vallalat stratégiai:

o PNEE .y, magas az épitési koltség, akkor nem épit, ha alacsony az épitési koltség, akkor

épit 1j iizemet,
o PEE . ha magas az épitési koltség, ha alacsony mindenképp’ épit 4j iizemet,

o PENE .y, magas az épitési koltség, akkor épit, ha alacsony az épitési koltség, akkor nem

épit 1j iizemet,
o PNENE . pa magas az épitési koltség, ha alacsony semmiképp’ nem épit 1j iizemet.
A piacra igyekvs vallalat stratégiéi:

e IB : belép a piacra,

e IVB :nem lép be a piacra.

Mivel aszimmetrikus informacios esettel dllunk szemben, és a példa is eltérd, igy a 11-es
rigas példajanal alkalmazott ,természettudomanyos" megoldas nem kielégitd.

Mi hatarozza meg a piacon 1év§ vallalat magatartasat? A koltségviszonyok?

Tegyiik fel, hogy az épitési koltségek alacsonyak, de p = 1, tehdt koéztudott, hogy a piacra
igyekvg jatékos azt gondolja, hogy az épitési koltségek magasak. A normadl formaba valo atiras
lathato a 291 4bra téblazataban.

A . adbran lathatoé bimétrix-jaték tanulmanyozéasa arra vezet, hogy a PEE, és a PENE
stratégidk térélhet()’ekﬂ Az igy maradd stratégdk esetén azonban a piacra igyekvs vallalat
IB_t 1ép, amely esetben a piacon levé vallalatnak az N E lépés az optimalis (lasd az alacsony

koltséghez tartozé bimétrix-jatékot).

2 A racionalitas kérdésére kés6bb mutatunk példat.
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]B INB
pNEE 2,1 3,0
PFE 0,-1 2,0
PENE 0,-1 2,0
PNENE | p{ 3,0

2-9. abra. A kikvert jaték

Tehat a piacon 1évs jatékos magatartdsat nem csupan a koltségviszonyok hatarozzak meg,
hanem az is, hogy mit gondol a mésik jatékos a koltségviszonyokrol, s6t, mit gondol arrél, hogy

a mésik jatékos mit gondol arrél, hogy 6 mit gondol a koltségviszonyokroél s.i.t.

4. megjegyzés. Ebben a példaban sikeriilt megjosolni, hogy mit fog a masik fél lépni. Tehat
meg lehetett josolni a jaték kimenetelét, ez altaldban nem lehetséges. Ebben a példaban a

joslassal csak a vélemények fontossagat illusztraltuk.

A fenti példankban a lehetséges tipusok csak a piacon 1évs vallalatra vonatkoznak (az 6
jellemzdinek tekintetében nem teljes informécios a jaték), annak tipusa lehet Mktg vagy Aktg.
Feltessziik, hogy p koztudott, igy valik modellezhet&vé a szituacio.

A tipus fogalménak leirdsara léteznek mas megkozelitések is. A formalis nyelvek fel6li meg-
kozelitésre példa: Heifetz & Mongin [42].

Altalanosan felirva egy nem teljes informécios szituaciot, egy Bayesi-jatékot kapunk:

g = {N;{Si}tien;{fitien,{Oi}ien; P()}
e N a jatékosok halmaza,

e S; a stratégia halmaz Vi € N-re,
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e f; a kifizetSfiiggvény Vi € N-re,
e ahol @E az ,,i" jatékos lehetséges tipusainak halmaza,

e P egy valoszintségeloszlas © = H @ halmazon.
iEN

Legyen 6 € [];cn ©; tetszdleges, ekkor ebbdl a tipus vektorbol, és P-bél teljeskorten le-
vezethet$ tetszlleges jatékos, tetszbleges véleményrangsora. Tehédt a fenti modell alkalmas
arra, hogy kezeljiikk a véleményrangsorokat, meghatarozzuk, hogy mit gondol egy jatékos egy
eseményrdl, mit gondol arrol, hogy a tobbi jatékos mit gondol az esemény valoszintiségérsl, s.i.t.
Megint megemlitjiik, hogy a modell célja nem a ,,joslas", tehat &ltalaban a 6 vildgallapot nem
koztudott, a jatékosok nem ismerik egymas gondolatat, véleményét,  csak" véleményiik van rola.

Harsanyi zsenialitidsa abban a tényben 6lt testet, hogy atvigta a gordiuszi csomoét, megfogal-
mazott egy olyan objektumot, a tipusteret, melybdl kovetkeznek a véleményrangsorok. Tehat a
tipus fogalméaval Osszetomoritjiik a véleményrangsorokat egyetlen, jol kezelhets objektumba.

Vegyiik észre ennek az eredménynek a fogyatékossigait is. ElGszor is a gondolat az, hogy
minden esetben valamely objektiv tényez6k hatarozzak meg a magatartast. Ezt a filozofiai ma-
gassagokat surolo kijelentést el lehet fogadni vagy el lehet vetni, de mindkét esetben arra jutunk,
hogy konkrét problémak elemzésekor nem minden esetben tudjuk melyek ezek a tényezsk, csak a
véleményrangsorokat észleliink mést nem. Mi van ezekben az esetekben, ekkor is létezik (esetleg
megkonstrualhato) a tipustér?

Egy masik ,fogyatékossidga" a fenti modellnek, hogy egyetlen P val6sziniiségi mértéket tételez
fel. Ez azt jelenti, hogy minden jatékos bizonyos értelemben egyetért (Harsanyi Doktrina).

Elkeriiljiik ezt a felvetést, amennyiben &tirjuk a fenti modellt a kovetkezs formaba:

I'p = {N;{Si}ien; {Oi}tien; { fitien, Pi(Xien©i)}.

A fenti lehet&séget mar Harsanyi is felvetette, a fent vazolt alapgondolat (a Természet jate-
kos) azonban azt sugallta Harsanyinak (lasd (I1I/14)-et), hogy mindig at lehet ugy fogalmazni
a paraméterek, tipusok halmazat, hogy egyetlen P-t kapjunk.

A fenti példa utan lassuk a Harsanyi-féle tipustér definiciojat:

3Harsanyi R" térben gondolkodott.
*Itt még nem definidljuk pontosan, hogy milyen mérhetd struktirat hasznalunk.
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5. definici6. Legyen T = Il;cp 75, ahol T; az ¢ jatékos lehetséges tipusainak tere, és M a
jatékosok halmaza. Ha T minden pontja egyértelmtien meghataroz egy-egy valdszintiségi mérté-
ket minden jatékos szdmara S x T-en, ahol S a természet lehetséges allapotait tartalmazzaﬂ
gy, hogy mindenki a sajat tipusit pontosan tudja, akkor S x T egy Harsanyi-féle tipustér, és

at; € T; elemet az ,i" jatékos egy lehetséges tipusdnak nevezziik.

6. megjegyzés. Mas szoval: A Harsanyi-féle tipustér nem més, mint S x T, és P; Vi € M,

azzal a specidlis tulajdonsaggal, hogy P; T;-n egy pontra koncentral Vi-re.

A definiciot a késébbiekben élesitjiik, most csak az eddig bemutatott gondolatok dsszefogla-

lasa volt a cél. Lassuk azonban, hogy mit is tudunk val6jaban egy Harsanyi-féle tipustérrdl:

o A tipustér eléggé skizofrén valami, hiszen 6nmaga tartalmaz énmagarél tulajdonsdgokat.

Egy pontja meghatirozza, hogyan nézziink kiviilrél réa.

e Fgy igazi Harsanyi-féle feltétel, mely a modell logikai felépitéséhez sziikséges: minden
jatékos pontosan ismeri a sajit tipusat. Ez a feltétel, ahogyan majd a késGbbiekben
latni fogjuk, matematikailag nem relevans, tehit nem segit és nem akadalyoz a tipustér

létezésének bizonyitasban.

A tipustér fogalmanak sikerességét és sziikségességét jol mutatja az a tény, hogy sokaig
anélkiil hasznaltdk jatékelméleti problémak vizsgilatdhoz, hogy bizonyitva lett volna létezése,

illetve fel lettek volna tarva létezésének feltételei.

2.3. Tipustér

Az eddig leirtakbol kideriil, hogy a tudas-, vélemény- rangsorok (mit gondolnak a jatékosok
arrol, hogy mit gondolnak a jatékosok arrdl, stb.) vizsgdlata megkeriilhetetlen bizonyos dontési
szitudciok elemzésekor. Kérdés: lehet-e valahogy tomoriteni ezen rangsorokat, lehet-e olyan fo-
galmat talalni, melybdl levezethetdek a tudas/véleményrangsorok, és az a fogalom jol kezelhetd.
Erre a kérdésre adott valaszt Harsanyi Janos.

A példa Aumann & Heifetz [8]-t61 valo, bar azt jelentGsen atalakitottuk. Az el6z6 két
példa egyrészt megmutatta, hogy a tipustér fogalma miként alkalmas a nem teljes informécios

szitudciok modellezésére, masrészt, megmutatta a véleményrangsorok fontosségat.

5A termeészetet felfoghatjuk tigy, mint egy jatékost, akinek nincs véleménye semmirdl.
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A most kovetkezs példa azt mutatja, hogy egy kéztudott nem teljes informacios modell-
ben miként hatarozhatdéak meg a véleményrangsorok. Ez a példa mér egy komolyabb tipustér
fogalomra épitlﬂ7 amit késébb definidlunk.

Legyen két jatékos Anna és Robert. A lehetséges tipusok Anna esetén Q = {AA, AB, AC},
Robert esetén @ = {RA, RB, RC'}. PAnna jeloli Anna véleményét arrol, hogy mi a lehetséges
vilagéllapot, mig ARdébert Robert esetében jeldli azt.

Nézziik a abrat.

N= RA RB RC N= RA RB RC
AA | 1/2| 1/2 0 AA 1 0 0
Q= AB| 1/4]| 1/4| 1/2 Q= AB 0 1/2| 1/2
AC 1/4 1/4 1/2 AC 0 1/2 1/2
PAnna PRdbert

2-10. abra. A véleménymatrixok

A abra téblazatai a feltételes valoszintiseg alapfogalomra épiilnek (lasd Rényi [69]),
tehéat pl. a PRobert matrix elsd oszlopa azt mutatja, hogy ha Robert tipusa RA akkor e feltétel
mellett mit gondol Rébert Anna tipusarol.

Legyen a vilagéallapot {AA, RB}.

Minden jatékos pontosan ismeri tipusat, igy Anna véleményét Robert tipusarél a PAnna
méatrix els6 sora tartalmazza. Ez Anna els6rendii véleménye:

PA(RA) = PA(RB) = 1/2, P{A(RC) = 0.

Anna masodrendid véleménye az a vélemény, mely Rébert Anna tipusardl alkotott vélemé-
nyérdl alkotott véleménye Annanak. Ekkor PAnna méatrix elsé és mésodik oszlopabol sulyozzuk
ki a véleményt:

P (AA) = PARA)PE(AA) + PA(RB)PE(AA) + PA(RC)PE(AA) = 1/2, PNAB) =
PARA)PE(AB)+ P (RB)PF(AB) + P{A(RC)P['(AB) = 1/4, P§*(AC) = P{A(RA)PF(AC) +
PARB)PE(AC) + PA(RC)PE(AC) = 1/4.

6 Arrol van sz6, hogy nem egy valosziniiségeloszlasbol vezetjiik le az egyes jatékosok vélemeényét a tobbi jatékos
tipusarol, hanem adottnak tekintjiik azokat.



2. FEJEZET. A PROBLEMA 24

Anna harmadrendd véleménye, tehéat, hogy mi Anna véleménye arrél, hogy mi Robert véle-
ménye arrél, hogy mi Anna véleménye Robert tipusarol.

P{(RA) = P (AA)1/2 + P§(AB)1/4 + PN(AC)1/4 = 3/8, P{(RB) = P{(AA)1/2 +
P{(AB)P*1/4 + PNAC)P1/4 = 3/8, P{(RC) = P (AA)0 + P5*(AC)1/2 + P§{(AC)1/2 =
1/4.

s.1.t.

Tehat a tipustér segitségével meghatarozhatoak a véleményrangsorok.

7. megjegyzés. Nem egyetlen eloszlas van a tipustéren, tehat kdztudott, hogy a jatékosok prior

véleményei eltérnekﬂ.

2.4. A racionalitas

Ez a példa Brandenburger [21]-t6] valo, és a targyalasa is Brandenburgerre tamaszkodik.

Anna Robert Anna
@ @ L ® 36
Be Be Be ’
Ki Ki K
{ ] o [ J
2,1 1,4 4,3

2-11. abra. A ,jharomlabu" jaték

A abran lathato jatékot, amelyet Rosenthal [70] vezetett be a koztudatba, szazlabu
jatéknak, illetve a mi esetiinkben, harom labu jatéknak nevezziik (elég ranézni az abréara, hogy
megértsiik miért). A jatékhoz kothets a kovetkezd torténet: két jatékos il egy asztal mellett,
amin két csomag pénz van, az egyik halom egy, mig a masik két egység pénzt tartalmaz. ElGszor
Anna 1ép, aki ha a K17 lehetséget valasztja, akkor & kapja a nagyobb halmot és Roébert a

kisebbet. Ha Anna a Be lehetséget valasztja, akkor a nagyobbik halomhoz hozza tesz egy

"Harsanyi feltette, hogy egyetlen, kéztudott valoszintisegeloszlas van a tipustéren, ezt a feltevést nevezziik
Harsanyi Doktrinanak.
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kiils6 szerepls (jatékvezets) két egység pénzt, a kisebbik halomhoz pedig nem nyul. Ekkor
Robert ha a Ki lehetGséget valasztja, akkor § kapja a nagyobb halmot, és Anna a kisebbet. Ha
Robert a Be lehet&séget valasztja, akkor jatékvezets a kisebbik halomhoz tesz két egység pénazt,
s.1.t.

A jaték megoldasa VL-lel (visszafelé 1épegetés) az, hogy Anna, ahogy lehet a Ki lehetGséget
valasztja. Az ember intuicidja, és kisérletek is azt mutatjik (McKelvey & Palmfrey [53]), hogy
nem a VL a tipikus kimenetele a jatéknak. Mibdl adodik az eltérés? Esetleg nem raciondlisak a
szereplSk, vagy masrol van sz0? Itt is a véleményrangsorok vizsgélatdaval keriilhetiink kozelebb
a valaszhoz.

A fenti példa esetén, a VL alkalmazasa soran a kidvetkezd tipusu kijelentéseket tessziik: ,ha
Anna abban a pontban lenne, akkor ..." vagy ,ha Rébert abban a pontban lenne, akkor ..." tehat
olyan kijelentéseket hasznalunk melyek hipotézisszertdek. Az ilyen hipotetikus tudéas bevezetése
Samet [73] nevéhez fiizddik. A gondolat kicsit mas formaban, de felbukkan extenziv forméaban
megadott jatékok esetén Battigalli & Siniscalchi [9)]-ben is.

Egy jatékost tekintsiink racionalisnak, ha mindig azt a dontést hozza, ami neki nagyobb
kifizetést eredményez. A példanknal maradva, ha Anna racionélis, akkor ha az utolso elagazasnal
van akkor a K7 irdnyt valasztja.

Ha Robert raciondlis, és azt gondolja, hogy Anna is raciondlis, akkor az utolso el6tti ela-
gazasnal a Ki iranyba 1ép. Ha nem teszi fel Annérdl, hogy az racionélis, akkor esetleg arra is
bazirozhat, hogy Anna majd az utolso eldgazasnal a Be iranyt valasztja, mely esetben érdemes
Robertnek is a Be-t valasztania az utolso el6tti elagazasnél.

Anna az els6 elagazasnal ha raciondlis, és azt gondolja, hogy Rébert is racionalis, s6t azt
gondolja, hogy Robert azt gondolja, hogy & racionéalis, akkor a K7 irdnyba lép. Ha Anna nem
teszi fel, hogy Rébert racionalis vagy, felteszi hogy Rébert azt gondolja, hogy 6 nem racionélis,
akkor esetleg majd Robert a Be iranyt valasztja az utolsd el6tti elagazasnal, mely esetben
Annanak érdemes a Be iranyba lépnie az els6 elagazasnal.

Lassunk egy példat a fent ismertetettekre.

A abra tablazatai Anna és Robert lehetséges tipusait tartalmazzak.

Lathato, hogy Anna lehetséges tipusa t4, mig Robert lehetséges tipusai ¢/, uf. Legyen a
vilagallapot: ((Be— Ki,t4), (Ki,t")). Lathato, hogy egy vilagallapot a jatékosok egy cselekvés-
vélemény péarosabol all.

Anna racionélis, hiszen K-t valasztja méasodszorra, az utolso ,elagazasnal".
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tR
Ki Be-Ki Be-Be
Ki Be
t4 0 1 0
tR 0 0
Ki Be-Ki Be-Be
u® 0 1 t4 0 1/2 1/2
tA uft

2-12. abra. Anna és Robert tipusai

Robert raciondlis, hiszen azt gondolja, hogy Anna az utolso ,eldgazasnal" Ki-t valasztja, igy
6 a Ki-t valasztja.

Anna azt gondolja, hogy Robert raciondlis, hiszen szerinte Robertnek érdemes Be-t jatszani-
a, és arra szamit, hogy Robert Be-t fog jatszani.

Roébert azt gondolja, hogy Anna racionélis, hiszen Robert szerint Annanak érdemes Be-Ki-t
jatszani, és arra szamit, hogy azt is fog Anna jatszani.

Anna azonban azt gondolja, hogy Robert azt gondolja réla (Annérol), hogy nem racionélis.
Léassuk miért is: Anna szerint Robert azt gondolja, hogy 6 (Anna) 1/2 valészintiséggel jatszik
Be-Be-t és Be-Ki-t egyarant, mely nem lenne racionalis Annatol.

Tovabbi vélemények nem befolyasoljak a jatékot.

A racionalitasrol alkotott véleményrangsorok ebben a példaban meghatarozzak a jatékosok
cselekedeteit. Tehat a racionalités is lehet téargya a véleményrangsorok eszkozének. Aumann [2]
megmutatta, hogy VL akkor alkalmazhato, ha a jatékosok racionalitasa kozismert (CBR).

Lathato, hogy ebben a példankban nem kell, hogy a racionalités koztudott /kozismert legyen
(CBR), ennél kevesebb is elég a VL hasznalatdhoz. Altaldban azonban, mikor csak azt tudjuk,
hogy egy jaték véges sok 1épésbdl &ll, akkor fel kell tenniink VL hasznélatakor, hogy a racionalitas
koéztudott/kozismert.

8. megjegyzés. 1. A témahoz kapcsolodnak még Aumann [4], [3], Binmore [12], [10], [11]

munkak.
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2. Vegyiik észre, hogy pl. Annénak racionélis magarol elhitetni, hogy nem racionélis.

2.5. Végtelen tipustér

A kovetkezs példa Simonovits [77] kéziratabol valo, mely kézirat ezen példaja Szatmari [78]
cikkére épiil.

Legyen n szerepld, akik egyméstol fliggetleniil, azonos értékeléssel, titkosan tesznek ajanlatot
valamilyen joszagra. Aki a legmagasabb ajanlatot adja, az kapja meg a joszagot, és az ajanlata
lesz a joszag ara. Az egyes jatékosok kifizetése fiigg a t6bbi jatékos ajanlatatol is, melyeket nem
ismer (itt jon be a nem teljes informécids szituacio).

A Bayesi-jaték:

I'p ={N,{Bi}ien, {ui() }ien, Xien'Vi, P}.

N ={1,2,...n} a jatékosok halmaza,

B; az ,i" jatékos lehetséges licitjeinek halmaza,

e u;(+) az ,i" jatékos hasznosséagi fiiggvénye,

Vi az ,i" jatékos lehetséges értékeléseinek halmaza,

P egy valoszintiségeloszlas X;enVi-n.

A normal forméaban felirt jaték:

I'y = {N,{Bitien, {ti(") ien }-
e N ={1,2,...n} a jatékosok halmaza,
e B; az ,1" jatékos lehetséges értékel§ modszereinek b; : V; — B; fliggvények halmaza,

e u;(-) az ,i" jatékos hasznossagi fiiggvénye, u;(-) = / u;(-)dP, ebben a modellben:

XieNVi

wi(bi, b—;) = P(bi(-) > b;j(-)Vj # i)(v; — b;), ahol P(b; > bj ¥j # i) annak a valoszintsége,
hogy i jatékos b; ajanlata a legnagyobb, és v; az i jatékos értékelése a joszagrol (az i jatékos

tipusa).
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Tegyiik fel, hogy kéztudott, hogy

o b; fliggvények minden jatékos esetén megegyeznek, invertalhatoak és az inverz fliggvény

derivalhato,
o v; értékelések egyenletes-eloszlast valoszintségi valtozok [0, 1]-n.

Az inverz fiiggvényt jeloljiik V-vel (b; inverze), ekkor
ﬁi(bi, b_z‘) = V(bi)nil(’l)i - bi),

Az indexeket elhagyva, az optimalis stratégia valasztasa, a megfelel6 ajanlat kivalasztasa,

egy szélsGérték-szamitasi feladat megoldasa.

@(b) = (n=1)VO)" V' (b)[v — b = V(0)"

Tehat a stacionarius pontban, beirva v helyére V (b)-t:

(n—=LVE)" 2V OV () b = V(o)
(n = )V'(B)[V(b) — b] = V()

differenciglegyenletet kapjuk, aminek megoldasa: V(b) = b-"=, igy b = b(v) = v2L. Mivel a

n—1’ n

jatékosok ,azonosak", igy

-1
bz’:Uin

Vi-re.
n

9. megjegyzés. Hirom megjegyzést tesziink:

1. Ebben a modellben a tipustér a [0,1] intervallum, tehat végtelen sokféle tipusa lehet a

jatékosoknak.

2. A tipustér végtelensége miatt a teljes informacios jatékban El halmaz, melynek elemei b;
fiiggveények, szamossaga végtelen (kontinuum), tehat a kevert bévités a szokasos modon

(lasd matrixjatékok, bimatrix-jatékok) nem vezethets be.

3. Ezen példa fontos kovetkezménye, hogy minél tobb szerepld vesz részt a jatékban, annél

inkédbb érdemes a jatékosoknak az értékelésiiket licitalni (kb. igazat mondani).



3. fejezet

Alapfogalmak

salmomban két macska voltam és jatszottam egy-

méssal'll

Karinthy Frigyes

Az el6z6 fejezetben bevezettilk a Harsényi-féle tipusteret. A kévetkez6kben maradunk a
Bayesi megkozelitésnél, tehat a valoszintségszamitas alapfogalmaival éliink, de Harsanyi megko-
zelitésénél absztraktabb forméban definialjuk a tipusteret. A tipustér most kdvetkez6 definicioja

Heifetz & Samet [44] munkajabol szarmazik, bar nem kovetjiik pontosan a [44] munkat.

3.1. Alapok

Az alapfogalom az dtmenetvaloszintiség.

10. definici6. Legyen (X, M) tetsz6leges mérhets tér, és legyen f : X x M — [0, 1] leképezés.
Ha

e = € X tetszllegesen rogzitettre f(x,-) valoszintségi mérték (X, M)-en,
o A € M tetszélegesen rogzitettre f(-, A) mérhets fiiggvény,
akkor f fiiggvényt atmenetvaldszintiségnek nevezziik.

Az adtmenetvaldsziniiség a feltételes valdszintiség fogalmanak altalanositasa, tehat a mi ese-

tiinkben is valamiféle feltételes valoszintségrsl van szo.
11. definicid. Vezessiik be a kiovetkezd fogalmakat:
1. M a jatékosok halmaza, hogy 0 ¢ M,

29
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2. 0 a Természetet jatékos,
3. (Ti, M;) mérhets terek Vi € M U {0},

4. (T, M) = (Wiepufoy T, iemufoyMi),

5. i € M tetszolegesen rogzitettre f; : T; x M — [0, 1] d&tmenetvaloszintiség.

A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy a (7;, M;) mérhets terek az egyes jatékosok tipusait
tartalmazzak. Specialisan (S, .A) = (T, M) a Természet jatékos tipusait tartalmazza, melyet
paramétertérnek neveziink. Az atmenetvaloszintiségek modellezik a jatékosok kovetkeztetési
modszereit.

Ezen objektumok a modell inputjai, tehat ezeket adottnak vessziik. Harsanyi [38] és Heifetz
& Samet is adottnak veszi a tipustereket. Tehat ebben az értelemben nem meriil fel a tipusterek

megszerkesztésének igénye, vagy maganak a létezésnek a bizonyitasa.

12. definici6. Legyen m; = (Ilacm fi(+s A))|giagrmy, tehdt m; : diag(TM) — A(T, M), azaz
m; Ty — A(T,M) Vie M.

Az m; leképezések mutatjak meg, hogy az egyes tipusokhoz milyen vélemények tartoznak.

13. példa. Legyenek M = {(), T}, és T; = {t1,t2}. Ekkor acm fi(-, A) = fi(+,0) x fi(-,T),
tehat pl. m;(t1) = {u(0)} x {u(T)}, ahol u egy valoszintiségi mérték M-en.

14. segédtétel. Tetszileges i € M rogzitettre m; mérhetd [0,1]M-re nézve.

Bizonyitds. A b : diag(TM) — T/M természetes beagyazas, igy mérhets. f;(-,A) — [0,1]
mérhets VA € M-re, tehat ITacaqfi(-, A) is mérhets [0,1]M-re nézve. Tudjuk, hogy m; =
(ITaem fi(-, A)) o b, igy m; mérhetd. Q.E.D.

15. definici6. Legyen (X, M) tetsz6leges mérhets tér. (A(X, M), Ags) mérhetGségi struktu-
raja legyen az O = {u € A(X, M) | n(A) > a} halmazok generalta o-algebra, ahol A € M és

a € [0, 1] tetszélegesen rogzitettek.
A 15 definicioban bevezetett Aps mérhetSségi struktirat Heifetz & Samet-hoz kothetd.

16. segédtétel. (T, M)-en a Heifetz & Samet mérhetdségi struktira Ags . definicio) egybe

esik a [0, 1] mérhetdségi struktirdval.
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Bizonyitds. Legyen A € M tetszéleges, rogzitett. Ha A = (), vagy A = X, akkor kész is
vagyunk. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy A nem esik egybe a fenti halmazok egyikével sem.

Legyen O = {u € A(T, M) | n(A) > a}, ekkor 0O = {u € A(T, M) | n(A) < a}. Tudjuk,
hogy v € A(T, M), hogy v(A) = 0, ekkor U(v, A) = {p € AT, M) | [v(A) — p(4)| < a}ra,
U = (O, tehat O = CU (v, A).

Legyen U(v, A) ={pn € A(T,M) | |[v(A) — u(A)| > a} tetszbleges v-re, a-ra. Legyenek p; =
min{v(A) + a, 1}, és ps = mar{v(A) — a,0}. Legyen O1 = {u € A(T, M) | u(CA) > 1 — po}.
Konnyen lathato, hogy O1 = {u € A(T, M) | u(A) < p2}. Legyen a,, szigortian monoton fogyo6
sorozat, hogy a, € [0,1] Vn, és a, — p1, és legyen Oz = Up{pn € AT, M) | u(A) > a,}. Ekkor
Oy = {u € A(T, M) | u(A) > p1}, tehat U(v, A) = C(O1 U O2).

Mivel a két mérhetGségi struktira general6 rendszerei mérhet6ek mindkét struktiaraban, igy

a két mérhetGségi struktira megegyezik. Q.E.D.

17. megjegyzés. A[I6] segédtétel bizonyitasdban nagyon fontos szerepe volt annak, hogy valos
értékd halmazfiiggvényekkel dolgozunk.

A tovabbiakban a Heifetz & Samet definicid) mérhet@ségi strukturat hasznaljuk.

3.2. A tipustér

A kovetkez§ definicid a tipustér fogalméat rogziti.

18. definici6. Az S paramétertérre épiils tipustér < (T3, Mi)ierrufoy, Miem > ( réviden <

(T, M), m) >) (ahol a definici6 fogalmait hasznaljuk):
1. To = S, (T;, M;) mérhetd tér Vi € M U {0}-re,
2. m; : T; — (A(T, M), Aps) mérhet6 fliggvény Vi € M-re,
3. mi(ti)|a(r, M) = Ot;, ahol &y, a ti-re koncentrédlt Dirac-mérték, Vi; € Ti-re.

Fontos latni, hogy csak mérhetéségi fogalmak szerepelnek a[I8 definicioban, tehat tisztan
valészintiségszamitédsi fogalmakra épiil§ tipusteriink van.

A[I8] definici6 1. pontja Harsanyi eredeti gondolatéat adja vissza, tehat azt, hogy a Természet
jatékos bevonésaval, a nem teljes informacios szituicié nem tokéletes informéciés szituacionak
feleltethet6 meg. A 2. pont magénak a tipusnak a jellemzGje, mig a 3. pont azt fejezi ki, hogy

minden jatékos tisztaban van sajat tipusaval.
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T pontjai a vilagallapotok, mig T; egy eleme, az ,,i" jatékos egy lehetséges tipusa. Harsanyi
tipus definicidja tetten érheté a fenti definicidban, hiszen m; leképezés egy lehetséges jatékos

tipusdhoz egy a tipusok halmazan értelmezett valoszintiségi mértéket rendel.

19. megjegyzés. A[I8 definicionak megfelel6en az alapfogalom, ahonnan elindulunk, a kiilon-

bo6z6 tipusterekre tamaszkodo dtmenetvaldészintségek fogalma.

20. definicié. Legyenek (X;, M;) i = 1,2 tetszbleges, rogzitett mérhetd terek, és legyen ¢ :
Ty — Ty mérhetd leképezés. Legyen ¢ : A(Xq, M1) — A(Xa, Ms) leképezés p(u) = po @,
ahol u € A(X7, My) tetszGleges.

21. definici6. A tipusmorfizmus ¢ olyan mérhet6 fiiggveny < (T, M), m > és < (T', M), m' >
tipusterek kozott, hogy ¢ = Wienruo(p; : Ti — T7), tehat meérhets fiiggvények szorzataként 4ll

eld, mely fiiggvények a kovetkezd tulajdonsigokkal birnak:
1. Yo = ’Lds‘,

2. m}oyw; =@pom; Vi€ M-re.

1

 tipusizomorfizmus, ha ¢ és ¢~ is tipusmorfizmus.

A struktara, amire a morfizmus, izomorfizmus kifejezések vonatkoznak, nem mas, mint a
vélemény. A 2. pontban meghatérozott tulajdonsag azt jelenti, hogy ¢ morfizmus altal generalt
@ tartja a tipusokhoz tartoz6 valoszintiségi mértéket, tehat egy lehetséges tipushoz tartozo
valdszintiségi mértéket ¢ nugy véltoztatja, hogy az adott tipus képéhez tartozo tipus, illetve
a képhez tartozé valoszintiségi mérték nem maés, mint az eredeti tipushoz tartozé valdszintiségi
mérték képe az 1Uj lehetséges tipusok terén. A paramétertér mérhetdségi szempontboél ekvivalens

a két tipustér kozott.
22. segédtétel. A[20 definicidban bevezetett ¢ leképezés mérhetd.

Bizonyitds. Azt fogjuk belatni, hogy A(X’, M’) mérhet6 rendszerét A%, -t generalé halmazai-
nak inverzképei benne vannak A(X, M) mérhetdségi strukturajaban Agg-ben.

Legyenek o € [0,1] és A’ € M’ tetsz6legesen rogzitettek. Legyen O = {€ A(X', M) |
p(A") > a}. AR0 definicié miatt

p7HO) ={n e AX M) [ p(p) = p= ¢~ (A) > a} (3.1)
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¢ mérhetd fiiggvény, tehat A = p~1(A") € M. Ekkor (3.1)) a kévetkezd format &lti:

PH0) = {ne A(X, M) | ¢} (4) 2 a},

tehat ¢~ 1(0) € Ags.
Mivel A és o tetszélegesen rogzitett volt, igy A’ ¢ generalorendszer tetszéleges elemének

inverzképe benne van Agg-ben, tehat ¢ mérhetd leképezés. Q.E.D.

A fontos a vélemény struktura tartasa (¢, ®)-nek, de a mérhetGség szintén nagyon fontos

tulajdonsag, nem hagyhato el.

23. definicio. < (T*, M*), m* > egyetemes tipustér, ha tetsz6leges < (T, M), m > tipustérhez

letezik ¢, < (T, M), m >-t a < (T*, M*), m* >-ba viv§ tipus morfizmus.

Az egyetemes tipustér tehat olyan tipustér, melybe az adott modell minden més tipus tere

bedgyazhato (természetesen a mérhetdségi struktira rogzitett).

3.3. Véleményrangsor és véleménytér

Amint azt a nem teljes informéciés jatékok bemutatésakor elmondtuk, a modellezhetdség {6
problémaja a véleményrangsorok vizsgalataban rejlik. Harsanyi a tipus meghatarozasakor nem
feltétleniil a véleményrangsorokra gondolt, hanem olyan lefrasra, mely meghatérozza a vélemény-
rangsorokat. Atfogalmazhatjuk ugy Harsanyi felfogasat, hogy a tipus nem mas, mint vélemény-
rangsor. Ebben az esetben kérdés, hogy milyen kapcsolat van a tipustér és a véleményrangsorok

kozott. Ehhez nézziik a kovetkezd definicidkat.

24. definici6 (Véleménytér). Legyen (S, M) mérhetd paraméter tér, ekkor az elsrendd
vélemények halmaza az (S, My) halmazon értelmezett valoszintiségi mértékek halmaza, jeloljiik
ezt A(S, My)-lal.

A mésodrendii vélemények halmaza:

A((S, M) ® (A(S, Mo)™, Aps))

A mérhetd struktura a Heifetz & Samet mérhetéségi struktara (lasd a definiciot).

A harmadrendd vélemények halmaza pedig:
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A((8, M) @ (A(S, Mo)™, Ans) @ (A((S, Mo) @ (A(S, Mo)™, Ars)), Ans))

s.i.t..

A véleménytér tehat az (S, My)-an értelmezett valoszintiségi meértékek halmazén értelme-
zett valoszintiségi mértékek halmazéan értelmezett valoszintiségi mértékek halmazéan értelmezett
valoszintiségi mértékek halmazan értelmezett s.i.t. valoszindségi mértékek halmaza. Minden

jatékosnak természetesen véleménye van a tobbi jatékos véleményérdl is.

(X0, Mo) = (S, M)
(X1, M1) = (Xo,Mo) ® (A(Xo, Mo)™, Aps)

(XnuMn) = (Xn—laMn—l)®(A(Xn—17Mn—1)M7-AHS)
= (S, Mo) @)= (AX;, Mj)M, Aps)

Xoo = X502, X, egy pontjanak egy meghatarozott jatékoshoz kotheté komponenseit, az adott

jatékos véleményrangsoranak nevezziik.

Egy pont Xg-ban egy lehetséges paraméter érték. Egy pont Xi-ben egy paraméter érték,
és minden jatékos egy-egy elsérendid véleménye. Egy pont Xs-ben egy lehetséges paraméter
érték, minden jatékos egy-egy elsérendd véleménye, és minden jatékos egy-egy masodrendi
véleménye, s.i.t. Minket X, érdekel, hiszen ennek minden pontja leir minden jatékos szdmaéara
egy véleményrangsort. X, .-nek egy pontjit vilagallapotnak nevezziik, hiszen a vilagallapot
nem mas, mint a természet egy allapota, tovdbba a vélemények egy lehetséges allapota egy

véleményéllapot.

25. megjegyzés. Legyen t € X, egy pont, ezen pont komponensei (s,d1,6%,...,05,03,...),
ahol 5§—vel jeloljiik a i-ik jatékos j-ed rendd véleményét. Tehat, minden pont X..-ben teljes

kortien leir egy olyan allapotot, amely minden jatékos véleményrangsorat tartalmazza.

Ebben a modellben X, egy szorzattér, melynek pontjai irjak le a szereplsk, jatékosok véle-
ményeit, és a lehetséges paraméter értéket (értékeket). Tehat minden pont csak egy lehetséges
allapotot ir le, az Osszes allapot adja a szorzatteret magéat. A cél ennek a szorzattérnek a

megkonstrualasa.
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A véleményrangsorok terének definicidja rekurzioval adott. A paraméter térbdl kapjuk az
els6 rendd véleményeket, majd ezekbdl a méasod rendd véleményeket s.i.t. Ezen fajta rekur-
ziv vélemény definicionak nem csak Bayesi megkozelitése létezik. Ezen, méas megkozelitésekre
példak: Brandenburger [20], Heifetz [40)], és Epstein & Wang [31].

A szerepl6k véleményeirdl feltesziink némi kévetkezetességet. Nem engediink meg minden
véleményt csak olyanokat, melyeket kdvetkezetes gondolkoddas generalt. Matematikailag a felté-

telek a kovetkezSképpen irhatdak le:

26. definicio. A véleményrangsornak ki kell elégitenie két kovetkezetességi feltételt. Ezek a

feltételek formalisan a kovetkezdk:

7

i
® margx, 0, = 0y,_1,

[ marg[A(anl)]i(S; = 53, ,

n—1

Vn > 2, Vi € M, és ahol 6! € A(X,,_1)’, tovabba margr, ,0% jelentése, hogy 6, megszoritasa

X, _1-re az i jatékosnak. 6%, a (5;_1 pontra koncentralt Dirac-mértéket jelenti.
n—1

Az els6 feltétel azt koveteli meg, hogy a vélemények kovetkezetesek legyenek, tehat egy adott
dologrol, pl. egy mésik jatékos elsd rendid véleményérdl a véleményrangsorban minden vélemény
megegyezzen. Tehat ne valtozzon a vélemény. Ez nagyon természetes feltevés. A masodik feltétel
azt mondja, hogy minden jatékos pontosan ismeri a sajat véleményét. A masodik feltétel nem
sziikséges a matematikai bizonyitashoz, csak a kdzgazdaséigi érthetGséget er6sitﬂ

Amennyiben a jatékosok gondolkodésarol feltessziik, hogy kovetkezetes, akkor csak specialis
pontok érdekelnek benniinket X.-b6l. Azt is mondhatjuk, hogy X, egy alterét keressiik. A

tovabbiakban jeloljiik ezt a az alteret XS -vel.
27. axioma. A jdtékosok kovetkezetessége kozismert, tehdt XS, kozismert vélemény altér.

Az mar lathato, hogy valamiféle szorzatteret szeretnénk megkonstrudlni. Mi azonban speci-
alis teret szeretnénk kapni, olyan teret, mely az 0sszes lehetséges vilagallapotot tartalmazza,
tehat tartalmazza az Osszes lehetséges jatékos tipust, és ezen tipusok Gsszes lehetséges kombi-

naciojat.

!Pontosan ez Harsanyi azon feltétele, mely szerint minden jatékos pontosan ismeri a sajat tipusat.
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3.4. A tipustér tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben a tipus és a kivetkezetes véleményrangsor fogalmak kapcsolatat vizsgal-

juk.

28. definicié. Egy < (7, M), m > tipustér korrekt, ha minden tipus megfeleltethets egy ko-

vetkezetes véleményrangsornak.

A matematikai logika nyelvébdl ered a korrekt kifejezés. Ebben a témaban ez a kifejezés azt
mutatja, hogy a valdsig, a tapasztalat a kovetkezetes véleményrangsor, mig a tipus az modell

fogalma.
29. allitas. Tetszdleges < (T, M), m > tipustér korrekt.

Bizonyitds. Legyen s : A(T) — A(S), hogy s(u) = margsp. Legyen tovabba b; = s om;
Vi € M-re, és legyen b = Il;cprb;.

Legyen i € M tetszéleges, rogzitett, és legyen t; € T; szintén tetszdleges, rogzitett.

Ekkor az ,,i" jatékos els6rendii véleménye:

vl(t:i)(Ag) = bi(t;)(Ap), ahol Ay € My, ami egy valoszintiségi mérték (S, 7p)-on.

Az 1" jatékos masodrendi véleménye:

V7 (i) (Ao X A1) = [i1)-1(a,) 01 (- Ao)dmy(ti, ), ahol Ag € Mo, és Ay € (AT, M)M, Aprs).
Descartes-szorzat téren vagyunk, igy a mérhets téglakrol egyértelmiien kiterjeszthetSek a vé-
ges mértékek a szorzat mérhetdségi struktirara, tehat vZ(¢;)(+) valészintiségi mérték (S, Mp) ®
(A(S, Mo)M, Apg) téren.

Altalanosan, az ,,i" jatékos n-ed rendd véleménye:

vl (i) (Ao X A1 X ... X Ap_q1) = f(bnfl)fl(An,l) V(o Ag X Ay X ... x Ay_o)dmy(t;, -), ahol
Ay € Mg, Ay € (AT, M), Ans),..., An_1 € (A(Xp_1, Mu_1)M, Afs). Descartes-szorzat
téren vagyunk, igy a mérhets téglékrol egyértelmiien kiterjeszthetSek a véges mértékek a szorzat
mérhetGségi strukturara, tehat vl (¢;)(-) valoszintségi mérték (X, M,,) téren.

Azt kell még latnunk, hogy az igy kapott véleményrangsor kovetkezetes. A [26] definicio elss
pontja teljesiil, hiszen v} (t;)(Ag x A1 X ... X Ap_1)|Agx A x..xA, » = VI H(t)(Ag X Ay X ... %
Ap—2). A definicié6 méasodik pontja pedig m; definiciéjanak definicio) harmadik pontjanak
kozvetlen kovetkezménye.

Mivel 1, és t; tetszGlegesen valasztottak voltak, igy a fentiek igazak Vi € M-re és Vt € T-re
is, tehat kész vagyunk. Q.E.D.
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30. kbvetkezmény. A[29 dllitds miatt tetszéleges < ((T, M), m) > bedgyazhats (XS , MS,)-
be.

A tipustér és a véleményrangsorok fogalmanak kapcsolata tehat a kovetkezd: legyen ¢ € T
egy < (T, M), m > tipustér tetsz6leges pontja. Ekkor ¢ meghataroz minden jatékos szaméra
egy kovetkezetes véleményrangsort, tehat ¢ helyére beleképzelhetiink egy vilagallapotot, igy
minden tipustér < (T, M), m > felfoghat6 ugy, mint kovetkezetes véleményrangsorokra épiils
< X&,m > tipustér. Kérdés persze ennek a jelenségnek a megforditasa: tetszéleges XS -bdl

lehet tipus teret épiteni?

31. definici6. Egy < (T, M),m > tipustér teljes, ha minden kivetkezetes véleményrangsor

megfeleltethetd egy tipusnak.

A fenti definiciokbol kovetkezik, hogy olyan modellt szeretnénk felépiteni, ami korrekt és
teljes.

Lathato, hogy a Bayesi esetben a probléma a teljességben van. Nem Bayesi esetben a
teljesség probléemajat targyalja pl. Brandenburger [20], Meier [55].

Most mar megfogalmazhatjuk a problémat pontosan, ha a véleményrangsorbdl akarunk tipus
teret épiteni. Milyen koriilmények esetén lesz XS tipustér? Masképpen fogalmazva, ha van egy
szorzatteriink, és minden véges indexhalmazu alszorzatan van egy valésziniiségi mértékiink ugy,
hogy azok ,0sszeillenek" ebben az esetben mikor 1étezik az egész szorzattéren értelmezett olyan
valoszintiségi mérték, hogy annak megszoritésai a véges indexhalmazi alszorzatain pont az el6re
adott valoszintiségi mértékek. Ezzel a kérdéssel mashol is taldlkozhatunk.

Legyen adott valészintiségi valtozok egy olyan sorozata, hogy tetszéleges véges sok valdszint-
ségi valtozo egyiittes eloszlasat ismerjiik. A kérdés ekkor az, hogy létezik-e egyetlen olyan elosz-
l4s, melynek ezek a véges egyiittes eloszlasok perem-eloszlasai. Masképpen fogalmazva, létezik-e
olyan sztochasztikus folyamat, melynek elemei az adott valoszintségi viltozok, az adott véges
dimenzios egyiittes-eloszlasokkal. Erre a kérdésre Kolmogorov [48] adott vélaszt valoszintségi
valtozok (valos értéki mérhetd fiiggvények) esetén.

Tehat a tipustér megkonstrualasahoz Kolmogorov tételét (Kolmogorov-féle Kiterjesztési Té-

tel) kell altalanos forméban felhasznélni.
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3.5. Direktrendszer és direktlimesz

Ezen alfejezetben a direkt- (induktiv-) rendszer és a direkt- (induktiv-) limesz fogalmat vezetjiik

be.

32. definici6. Legyen I egy halmaz, melyen legyen < egy bindris relacié. Birja < a kovetkezd

két tulajdonsagot:
1. < tranzitiv,
2. i<j=(i<iesj<j),

ekkor <-t elgrendezési relacionak mondjuk, illetve (I, <)-t el6rendezett halmaznak nevezziik.
A tulajdonsigok kozott a tranzitivitas a hangsulyos.

33. definici6. Egy (I, <) elérendezett halmazt jobbrol (balrdl) irdnyitott halmaznak mondunk,

ha minden kételemi részhalmazanak van halmazbeli felsg (als6) korlatja.

34. definicio. Legyen (I, <) egy felfelé (jobbrol) iranyitott halmaz, és legyen (X;);er halmazok
egy csaladja I-vel indexelve. Legyen tovabba f;; : X; — X, V(i < j).

l.i<jeésj<k= fri= frjo [,

2. Viel f; =idx,.

Az 1.,2. pontoknak eleget tevé (Xj, (I, <), fjili<j) rendszert direktrendszernek nevezziik.

A direktrendszer szisztematikusan egymasba dgyazott halmazok rendszere.
35. definici6. Legyen (X;, (I, <), fjili<;) direktrendszer, ahol (X;, M;) mérhets terek egy csa-
ladja.

1. fj; mérhetd Vi < j.

Az 1. pontnak eleget tevs ((X;, M;), (I, <), fjili<j) rendszert mérhetd direktrendszernek

nevezziik.

A mérhet§ direktrendszerek esetén a szisztematikus egymaéasba agyazottsag a mérhetd struk-

tardk egymashoz valé viszonyéara is kiterjed.
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36. definicié. Legyen (X, (I, <), fji|i<;) direktrendszer. Legyen X = . ; X;.

Tetsz6leges x € X-re, legyen A(x) = i, hogy = € X.

Legyen E(-,-) binaris relacio X-en, hogy E(a,b) pontosan akkor ha 3k, hogy k > i = A(a),
és k > j = A(b), hogy fri(a) = fi;(D).

Legyen D = X \ E héanyados tér. Ekkor D-t (Xj, (I, <), fjili<j) direktrendszer direktlime-
szének nevezziik és D = lim(X;, (I, <), fjili<j)-vel jeloljiik. Legyen f; : X; — D kanonikus

beagyazas, tehat melyre fj; o fi = f; V(i < j)-re.

A definiciobol 1athato, hogy a direktlimesz mindig létezik, és ha csak egy halmaz is a direkt

rendszer halmazai koziil nem iires, akkor a direktlimesz sem {ires.

37. definici6. Legyen ((X;, M;), (I, <), fjili<j) mérhet6 direktrendszer, és legyen D = lim(X;

—

(I, S), fji‘iSj) direktlimesz.
1. Legyen (D, M), ahol M a legfinomabb c-algebra, melyre f; mérhets Vi € I-re.

Az 1. pontnak eleget tevé (D, M) mérhetd teret meérhetd direktlimesznek nevezziik, és

(D, M) = lim((Xi, M;), (I, <), fjili<j)-vel jeloljiik.

Ha csak egy X; halmaz is nem iires, akkor a mérhets direktlimesz mindig létezik. Probléma

csak az lehet a mérhets direktlimesszel, hogy esetleg tul kevés mérhet6 halmaz van benne.

3.6. Az egyetemes tipustér létezése

Ebben az alfejezetben az egyetemes tipustér létezésére koncentralunk. A véleménytérnek egy
olyan alterét keressiik, mely tipustér, tehat amelyben minden kovetkezetes véleményrangsorhoz
tartozik egy tipus. Matematikailag a probléma az, hogy hidba valasztjuk ki a véleménytér
alterébdl az 6sszes olyan kovetkezetes véleményrangsort, mely tipusnak feleltethet6 meg, ezt a
tipust (valoszintiségi mérték a véleménytéren) ha megszoritjuk erre at altérre, akkor nem marad

meg feltétleniil a valoszintiségi mérték o-additivitésa.

38. definici6. < (T, M),m > relacioban van < (T', M’),m’ >-vel (< (T,M),m > R <
(T', M),m’ >), ha Jp :< (T, M),m >—< (T, M), m’ > tipus morfizmus.

Tehét két tipustér akkor van relacioban egymassal, ha a két tipustér kozott van tipus mor-

fizmus.
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39. segédtétel. A tipusterek halmaza R-rel felfelé (jobbrol) iranyitott halmaz.

Bizonyitds. R tranzitiv, legyen ¢, :< (11, M1),m1 >—< (To, Ma),ma >, ¢y :< (T, Ma),
me >—< (T3, M3),ms >, akkor @y 0 ¢ :< (T, M1),m1 >—< (T3, M3), ms > tipus morfiz-
mus.

R reflexiv: legyen ¢ = id (1 a)m)>-

Tetszoleges kételemd halmaznak van halmazbeli fels6 korlatja: Legyen < (77, M1),m; >
és < (T, M2), mg > tipusterek. Ekkor X (T1) és XS (T5) alterek XS -ben, tehat XS (T1) U
XS (Ty) is altér. Legyen t € Ty U Ty tetszSleges. Ekkor ha t € Ty de t € Ty, vagy t € Ty
de t € Ty, akkor konnyen lathato, hogy m;(t) kivetithets A(XS , M€) elemévé. Legyen t €
T N Ty, ekkor XS (t) kivetithetS p-vé. Ekkor p*(Th NTh) = 1, tehat p € A(XS,, M€). Ebbdl
kovetkezik, hogy < ((T1 U Ty, M®|1um,), mryuty) > tipustér, és < (11, My),m; > R < ((T1 U
Ty, Ml1yum, ), mryur,) > és < (T3, M3),m3 > R < ((T1 UTe, M®|ryum, ), mmyur,) > Q.E.D.

40. segédtétel. Legyen ((X;, M;),(I,<), fjili<j) és ((Yi,N;), (I, <), gjili<j) mérheté direkt-
rendszerek.

Legyen tovdbbd

(X, Mi) = (Y3, Ni)
fii l gji |

uj

(X5, M) = (Y3, N))
diagram kommutativ V(i < j)-re, és u; mérhetd figgvény Vi € I-re.

Ekkor Ju egyetlen fliggvény, hogy

fil gi l
(X, M) = (V,N)

kommutativ, és u mérhetd.

Bizonyitds. Bourbaki [I7] 205. oldal miatt létezik és egyetlen wu.

Tudjuk, hogy u o f; = g; o u;. Indirekten tegyiik fel, hogy v nem mérhets. Ekkor 3A € N,
hogy u=!(A) ¢ M. Mivel f; ' ou=1(A) € M, Vi-re, és M a legfinomabb o-algebra, melyre f;-k
mérhetéek, igy ellentmondésba keveredtiink, hiszen u=!(A)-vel M bévithets lenne, finomithato

lenne. Q.E.D.
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A kovetkezs 1épés az egyetemes tipustér létezésének bizonyitésa.
41. tétel. Egyértelmien létezik az eqyetemes tipustér

Bizonyitds. Létezés: A B9 segédtétel miatt a tipusterek halmaza felfelé iranyitott halmaz az R
relacioval (I, R) (ahol I a tipusterek osztalya).

Ekkor a tipusterek halmaza mérhet§ direktrendszert alkot, sét a segédtétel miatt
(A(T?), Ags)-k is mérhet direktrendszert alkotnak.

Legyenek

(Xi, M;) =T,

(Y, Ni) = A(T),

U; = m}C k € M tetszbleges rogzitett,

(X, M) = lim((Xs, M), (I, R), fiili<j),

(V. ) = lm((Yi, M), (1. R). Fylics),
ekkor a[40] segédtétel miatt u meérhetd.

Legyenek

(T, M) = (X, M),

(AT, M), Aps) = (Y, N),

mE = U.
Mivel k tetszsleges rogzitett volt a[l8 definici tulajdonségai teljesiilnek, tehdt < (T, M), m >
tipustér. A mérhetd direktlimesz definicija miatt pedig < (7', M), m > a lehets legb6vebb, igy
< (T, M), m > tipustér egyetemes tipustér.

Egyértelmiiség: Legyenek < (11, M1),m1 > és < (T, Ma), ma > egyetemes tipusterek. Ek-
kor XS (Th) C XS (Th) és X<, (Tb) € XC(T1), tehat X< (T1) = X< (Ty), igy < (T1, M1),m1 >

és < (Ty, M3), ma > egyetemes tipusterek izomorfak egyméssal. Q.E.D.

3.7. Ellenpéldak

A kovetkezékben egy olyan ellenpéldat mutatunk, mellyel azt kivanjuk demonstralni, hogy a
tisztan mértékelméleti tipusterek nem feltétleniil teljesek.
Az irodalomban ismert ellenpélda a teljességre Heifetz & Samet [45]-t6l. A mi ellenpéldank

azért érdekes, mert mas ,probléméra" épiil, mint [45].

42. példa. Legyenek [ =N, X,, = [0,1] Vn-re, és fi, = idy, Vm < n-re. Legyenek tovibba
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o= {05, (3,10
Yo = {[0’i]’(%’%h(%’%]?(%?l]}

Legyen A, = (5, % 1“ Vn € N-re. Ekkor A,, € ¥, Vn-re.

ha A=A,
Legyen pu,,(A il Vn-re.
ilénben

Legyen M,, = o(%,) ekkor Ly, egyértelmien kiterjeszthet6 M-re, mint valoszintiségi mérték
(lasd a[L06] tételt).

Az (X, M, 11,), N, frnn|m<n) mérték inverzrendszer sorozatmaximélis, tehat (X, A, p) =
w —Um((Xn, M, p,); N, frnn|m<n) gyenge meérték inverzlimesz létezik (lasd az definiciot és
a[92] segedtételt).

Tudjuk, hogy N, A, =0, de pu(Ay) =1 Vn-re, igy lim pu(A4,) - 0, tehat u nem o-additiv.

A matematikai példa alkalmazasa a véleményrangsorok esetére:

43. példa. Tegyiik fel, hogy egy pénzérme van letakarva az asztalon, és két személy (i, j) azon

spekuldl, hogy eltalaljak, hogy fej vagy drds néz felfelé.

Legyen
(To, Mo) = ({0,1}, B({0,1}4,))
(T, M) = ({0,1} > {0, 1}, B(({0, 1} x {0,1})a,))
= ({0,132, B(({0,1}*)a,))
(T, M2) = ({0,1} x {0,1} x {0, }, B(({0, 1} x {0, 1} x {0, 1})a,))
= ({0,1}%, B(({0,1}%)a,))

(T, M) = ({0,1}", B(({0,1}")a,))
ahol B({0,1}4,) a {0,1} halmaz diszkrét topologidjara épiil6 Borel halmazokat jeldli.
T = {0,1}N = x,T), tetszéleges t pontja a kovetkezéképpen értelmezhets. Legyen t =
(0,1,0,0,0,0,...), ekkor az ,i" jatékos szemszogébdl nézve:
A pénzérme irds (elsé komponens).
Az i" jatékos szerint a pénzérme fej (masodik komponens).
Az 1" jatékos szerint a ,,j" jatékos azt gondolja, hogy a pénzérme rds (harmadik kompo-

nens).
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Az i" jatékos szerint a 5" jatékos azt gondolja, hogy az ,,i" jatékos szerint a pénzérme irds
(negyedik komponens).

s.1.t.

Konnyen lathato, hogy ha ,,i" azt gondolja, hogy fej néz felfelé, akkor (%, 1] halmazt felelteti
meg ennek a véleménynek, ha azt gondolja, hogy irds néz felfelé, akkor [0, %] eseményt felelteti
meg ennek a ,véleménynek".

Ha ,,i" azt gondolja, hogy fej és, hogy ,j" azt gondolja, hogy fej, akkor ennek (%, 1] halmazt
felelteti meg.

1] halmazt

Ha ,,i"" azt gondolja, hogy irds és, hogy j azt gondolja, hogy fej, akkor ennek (i,
felelteti meg

s.i.t.

Legyen t; = (1,0,...) az ,i" jatékos tipusa. Mivel T minden eleme kovetkezetes vélemény-
rangsor, igy t is kovetkezetes véleményrangsor. Ekkor ,¢" kiilonb6z6 rendd véleményei megfe-

lelnek f1,,-eknek (az n-ed rendd vélemeény p,,-nek) afi2] példdban definialt mértékeknek. Ebben

az esetben, a példa miatt ¢ nem tipus, hiszen a mérték inverzlimeszben p nem o-additiv.

A példa azt mutatja, hogy sok esetben véges modellt szeretnénk kidltaldnositani nem véges
modellre, ami ,természetesen" nem mindig sikeriilhet. Figyeljiik meg, hogy u,,-ek csak additivak
(hiszen véges algebran az additivitas és a o-additivitas egybe esik). Tehat az a tény, hogy a
mérhet§ inverzlimeszen a halmazfiiggvény csak additiv, nem is olyan meglepd, hiszen ,tisztan"

additivak inverzlimeszeként all elé.



4. fejezet

A Kolmogorov-féle Kiterjesztési Tétel

»A harmadiktol azt kérdezte melyik allat a legra-
vaszabb a f6ldon. Amelyet az ember mindmosta-

ndig nem ismer - volt a valasz'|

Plutarkhosz: Péarhuzamos életrajzok, Alexand-

rosz - Julius Caesar

Ebben a fejezetben latszolag kitérst tesziink, bemutatjuk azokat a matematikai eredménye-
ket, fogalmakat, melyek segitségével értékelni tudjuk a teljes egyetemes tipusterek létezésnek
problémajaban eddig elért eredményeket. Fontosak a pontos ismeretek azért is, hogy lassuk
milyen lehetséges altalanositdsok képzelhetGek még el, illetve az egyes eredmények miért nem
altalanosabb forméban keriiltek kimondéasra.

A kovetkezGkben tobbszor, konkrét utalas nélkiil hasznaljuk Bourbaki [17], [18], [I5] és M.
M. Rao [65], [68], [67], [66] munkait.

4.1. Alapfogalmak

Ezen alfejezet az inverz- (projektiv-) rendszer /limesz fogalmét széndékozik bemutatni, illetve jel-
lemezni. Az inverzlimesz fogalma fontos a sztochasztikus folyamatok létezésének bizonyitasakor,
igy pénziigyi kérdésekben, illetve jatékelméleti kérdések episztemologiai (informaltsagelméleti)

vizsgalatakor.

4.1.1. Inverzrendszerek

44. definicié. Legyen I egy halmaz melyen legyen < egy binaris relaci6. Ha < birja a kovetkezd

két tulajdonsagot:

44
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1. < tranzitiv,
2i<j= (i<iés j<j),

akkor <-t el6rendezési relacionak mondjuk, illetve (I, <)-t elérendezett halmaznak nevezziik.

Fontos latni, hogy < ,igazi" ereje a tranzitivitasa, méasik tulajdonsiga csupéan arra szolgal,
hogy az olyan elemek, melyek relacioban vannak mas elemmel(ekkkel), azok esetén < reflexiv

legyen.

45. definicié. Legyen (I, <) el6rendezett halmaz, és legyen (X;);c;r halmazok egy csaladja
indexelve I-vel. Legyen tovdbbd f;; : X; — X, ha ¢ < j.

L (i<jeésj<k)= fi=fijo [
2. Vi € I-re f“ = Z'dXi.
Az 1., 2. pontoknak eleget tevs (X;, (I, <), fijli<j) rendszert inverzrendszernek nevezziik.

Az inverzrendszerek fogalma nem kot6dik feltétleniil topologiahoz vagy mérhetséghez, elég

halmazelméleti fogalmakkal operalni.
46. definici6. Legyen ((X;,7;), (I, <), fijli<j) inverzrendszer, ahol (X;, 7;)-k topologikus terek.
1. f’ij . Xj — Xz folytonos \V/(Z S ])

Az 1.-nek eleget tevs ((X;, 7;), (I, <), fijli<j) rendszert topologikus inverzrendszernek nevez-

ziik.
Lehet tisztan mérhetd inverzrendszert is definidlni.

47. definici6. Legyen ((X;, A;), (I, <), fijli<j) inverzrendszer, ahol (X;, A;)-k mérhet6 terek.
L. fij : X; — X, mérhet6 V(i < j).
Az 1.-nek eleget tevé ((X;, A;), (I, <), fijli<;) rendszert mérhetd inverzrendszernek nevezziik.
A topologia és a mérhetdség fogalmak Gsszekapcsolhatdak.

48. definicio. Legyen ((X;, 1;), B(Xi,7:), (I, <), fijli<;j) inverzrendszer, ahol (X;, 7;) topologi-

kus tér, B(X;, ;) a Baire/Borel halmazok osztalya Vi € I-re.
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L. fij : X; — X, folytonos V(i < j),
2. fz'j : Xj — Xl mérhetd V(’L < ])

Az 1., 2. pontoknak eleget tevs ((Xj,7;), B(X;,7:),(I,<), fijli<;) rendszert Baire/Borel

mérhetd inverzrendszernek nevezziik.

Vil4dgos, hogy nem mindegy, hogy Baire, vagy Borel halmazokat tekintiink mérhetgségi struk-

turaként.
49. definicié. Legyen ((X;,As, 1), (I, <), fijli<j) mérhets inverzrendszer, ahol (Xj, A;, p;)-k
véges mértékterek.

Loy = pjo fi;1,9(i < j).

Az 1.-nek eleget tevs ((Xi, As, 1), (I, <), fijli<j) rendszert mérték inverzrendszernek nevez-

zik.

Ebben az esetben egy tisztan mérték inverzrendszerrdl beszéliink, hiszen csak mértékelméleti

tulajdonsagokkal ruhazzuk fel az inverzrendszert.
50. definicié. Legyen ((X;,7;), B(Xs,74), 1t3), (I, <), fijli<;j) Baire/Borel mérheté inverzrend-
szer, ahol p; véges mérték a B(X;, ;) Baire / Borel halmazokon Vi € I-re.

L. p; = pjo figl,wi <j).

Az 1.-nek eleget tevs ((X;,7;), B(Xs,7:), 1), (I, <), fijli<;) rendszert Baire-/Borel- mérték

inverzrendszernek nevezziik.

A fenti rendszer egy vegyes, topologiailag megalapozott mérték inverzrendszer.

4.1.2. Inverzlimeszek

Az inverzlimesz fogalma tisztan halmazelméleti fogalom.

51. definici6. Legyen (X;, (I, <), fijli<j) tetszGleges inverzrendszer. Legyen X = [[,o; Xi,
tovabba legyen P = {z € X | pri(x) = fij oprj(x), V(i < j)}, ahol pr; a koordinata leképezés
X-bsl X;-be. Ekkor P-t (X;, (I, <), fijli<;j) inverzrendszer inverzlimeszének nevezziik és P =

@(Xi, (1, <), fijli<j)-vel jeloljiik. Legyen tovabba p; = pri|p, ekkor p; = fij opj V(i < j).
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A definici6bdl lathato, hogy az inverzlimesz mindig létezik, legfeljebb az lehet a probléma,
hogy az inverzlimesz az iires halmaz (lasd a példat).

Az inverzlimesz, mint fogalom, a halmazszorzat fogalom altalanositésa.

52. példa. Legyen (I, <) olyan, hogy (i < j) = (i = j), tehat (I, < minden eleme legfeljebb

csak dnmagdval van relacioban (f;; = idx;). Ekkor [[,c; Xi = lim(X;, (1, <), fijli<j)-

53. definici6. Legyen ((Xi, 75), (I, <), fijli<;) topologikus inverzrendszer és legyen P = lim(X;,
(I, <), fijli<s)-

1. (P,7), ahol 7 a legdurvabb (legsziikebb) topologia, melyre p; folytonos Vi € I-re.

Az 1.-nek eleget tevd (P, 7)-t topologikus inverzlimesznek nevezziik, és (P, 7) = lim ((X;, 7;),

(I, S), fij \igj)—vel JelolJuk

Mivel az iires halmazon nem tudunk ,érdekes" topologiat csinélni, igy az inverzlimesz ne-

miiressége fontos kérdés.

54. definici6. Legyen ((X;,A;), (I, <), fijli<;) mérhetd inverzrendszer és legyen P = lim(X;,
(1, <), fijli<j)-

1. (P, A), ahol A a legdurvabb (legsziikebb) o-algebra, melyre p; mérhets Vi € I-re.

Az 1.-nek eleget tevé (P, A)-t mérhets inverzlimesznek nevezziik, és (P, A) = 1i

(X5, Ai),
—
(I, S), fij ‘iSj)—Vel JelOlJuk

A mérhet§ inverzlimesz problémaja megegyezik a topologikus inverzlimesz esetén targyaltak-

kal.
55. definici6. Legyen (((X;,7:), B(Xs,7:)), (1, <), fijli<;) Baire/Borel mérhetd inverzrendszer.
1. ((P,7),B(P, 7)) a topologikus inverzlimesz Baire/Borel mérhetd tere.

Az 1.-nek eleget tevs ((P,7), B(P,7))-t Baire/Borel mérhets inverzlimesznek nevezziik, és

((P, 7'), B(P, 7')) = (((Xl, Ti); B(XZ, 7'1‘)), (I, S), fij\igj)—vel Jeloljuk

A Baire/Borel mérhetd inverzlimeszekkel ugyancsak az a probléma, hogy esetleg @(Xi,

(I,<), fijli<j) = 0.

56. definicio. Legyen ((X;, A;, 1;), (1, <), fijli<j) mérték inverzrendszer.
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1. p, (P, A)-n, a mérhetd inverzlimeszen értelmezett olyan mérték, hogy uop;1 =pu,; Vi € I-

re.

Az 1.-nek eleget teve (P, A, p1)-t mérték inverzlimesznek nevezziik, és (P, A, p) = lim((X;, A;,
1), (I, <), fijli<j)-vel jeloljiik.

57. megjegyzés. A mérték inverzlimesz létezése tobb okbdl is kérdéses:
1. itt is felmeriil az alaptér tirességnek kérdése,

2. lehetséges, hogy az alaptér nem iires, de mégsem lehet rajta mértéket konstrudlni, mert

pi-k ,08szemosnak" kiilonb6z6 mértéki halmazokat,

3. (P, A)-n additiv halmaz fiiggvény melyre po pjl = u; Vi sok esetben konnyen definialhato,

de, hogy p mérték-e, az mar kérdéses.

58. definici6. Legyen (((X;, 7:), B(Xi, i), 1), (I, <), fijli<;j) Baire-/Borel- mérték inverzrend-

szer.

1. u((P,7), B(P,T))-n, a Baire/Borel mérhetd inverzlimeszen értelmezett olyan mérték, hogy

,u,opi_1 = u; Vi € I-re.

Az 1.-nek eleget tevs ((P,7), B(P,T),p)-t Baire-/Borel- mérték inverzlimesznek nevezziik,

és ((P7 7_)7 B(P7 T)7 IU/) = @(((Xza Ti)7 B(Xla Ti): Mz)a (Iy S): fzy”bf])_vel JelOI.]Uk
A Borel-mérték inverzlimesszel még tobb probléma van, mint a mérték inverzlimesszel:
1. itt is felmeriil az alaptér tirességnek kérdése,

2. lehetséges, hogy az alaptér nem iires, de mégsem lehet rajta mértéket konstrudlni, mert

pi-k ,Osszemosnak" kiilonb6z6 mértéki halmazokat,

3. ((P,7), B(P,7))-n additiv halmaz fiiggvény melyre p o p; ' = ; Vi sok esetben konnyen

definiadlhato, de, hogy p mérték-e, az probléma,

4. a Borel halmazok esetén felmeriil a probléma, hogy ki lehet-e terjeszteni u-t a Borel hal-

magzokra,

5. kérdés tovabb az is, hogy egyértelmii-e a Borel-mérték inverzlimesz (t.i. a mérték az

inverzlimeszen).
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59. definicié. Legyen ((X;, My, 1;), (4, <), fijli<;j) mérték inverzrendszer.

2. AD Uipi_l(/\/li) algebra,

3. po pi_l = p,; Vi € I-re, additiv halmazfiiggvény.

Az 1., 2., 3. pontoknak eleget tevs (P, A, u)-t gyenge mérték inverzlimesznek nevezziik, és

(P A ) = w = Hm((Xy, My, 1), (1, <), fijli<j)-vel jeloljiik.

Lathato, hogy a gyenge mérték inverzlimesz alapvetGen abban kiilénbézik a mérték inverz-
limeszt6l, hogy p nem feltétleniil o-additiv az el6bbiben.

“ e,

meszben elég sok pont legyen, tehat, hogy az inverzlimesz elég gazdag legyen.

4.2. Az inverzlimesz gazdagsaga

Az el6z6ekben emlitettiik, hogy az inverzlimesz mindig létezik, legfeljebb az lehet a kérdés, hogy
az inverzlimesz mikor nem az iires halmaz. Intuitiven szemlélve rogton lathatjuk, hogy az egyik
kulcskérdés az f;; fiiggvények tulajdonsaga. Ha fj;-k nem raképezések (sziirjekciok, onto-k),

akkor kénnyen tudunk olyan inverzrendszert definialni, melynek az inverzlimesze iires halmaz.

60. definici6. Egy (I, <) elérendezett halmazt jobbrol (balrdl) irdnyitott halmaznak mondunk,

ha minden két-elemt részhalmazanak van halmazbeli fels6 (also) korlatja.

10)

61. példa. Legyen (/, <) indexhalmaz a természetes szdmok halmaza N, és legyen X,, = (;,

Vn € N. Legyen fnm, = idx,, V(n < m), ekkor P = liin(Xn,N, Frmln<m) = 0.

Bizonyitds. P = li_m(Xn, N, fam|n<m) elemei konstans sorozatok lehetnek, de tetszéleges kons-

tans c-hez, In € N, hogy ¢ ¢ (%, 0), tehat Hm(Xn, N, fumln<m) = 0. Q.E.D.

A fenti példa azt mutatja, hogy ha ugy definidlunk inverzrendszert, hogy az ,dobalja" el
az elemeket, akkor kitirithetjiik az inverzlimeszt. A szubjektivitds megakadalyozza az ilyen
,csunyasagokat".

Konnyen lathato, hogy attél még, hogy egy inverzrendszerben f;;-k nem sziirjektivek, attol

még lehet az inverzlimesz nemiires halmaz (lasd a[62] példat).



4. FEJEZET. A KOLMOGOROV-FELE KITERJESZTESI TETEL 50

62. példa. Legyen (I, <) indexhalmaz a természetes szamok halmaza N, a szokésos rendezéssel,

és legyen X, = [+,0] Vn € I. Legyen fun41 = idx,,,. Ekkor lim(X;, (I, <), fijli<j) = {0}-
Bizonyitds. Lasd a[61] példat. Q.E.D.

Az a kérdés, hogy sziirjektiv inverzrendszer esetében lehet-e az inverzlimesz az iires halmaz,

az messze nem ilyen egyszert kérdés. Lassuk az erre vonatkozo ellenpéldat Bourbaki [17]-tol.
63. példa. Létezik sziirjektiv inverzrendszer, aminek az inverzlimesze az iires halmaz.

64. definici6. Legyen (I, <) nemiires felfelé (jobbrol) irdnyitott halmaz, melynek nincs legna-
gyobb eleme. Legyen F' C I, hogy F elemei a kivetkezs forméjuak (n € N) z = (i1, 9, . .., i2n—1,

i2n), és ezen elemek a kovetkezdket tudjak (k,m € N):

1. tom—1 < iom, m < n,

2. 19m-1 ﬁ fok_1, k <m < mn.
65. definicié. Legyenek r(x) = iop—1, s(x) = ign, és nevezziik n-t az x hosszanak.
66. segédtétel. F' nemdiires Vn € N.

Bizonyitds. (Teljes indukcioval). Legyen n = 1, ekkor két-elemi halmazunk van, ki tudunk
valasztani megfelels két elemeket (I felfelé iranyitott és nincs legnagyobb eleme). Legyen ez a
halmaz A;.

A kovetkezd lépésben vegyiink I egy elemét tugy, hogy a 64} definicioban a 2. feltétel
teljesiiljon (ezt megtehetjiik, hiszen I-nek nincs legnagyobb eleme). Legyen az igy kivalasztott
elem i3. Ekkor i9, i3 kételemii halmaz, van fels6 korlatjuk iyq, hogy is < i4 (itt is kell, hogy I-nek
nincs legnagyobb eleme). Ez a négyelemii halmaz megfelel a definicio 1. és 2. feltételének.
Jeloljiik ezt a halmazt As-vel.

Legyen A, halmaz, melyre teljesiil a [64] definici6 1. és 2. feltétele. Ekkor bovitsiik ezt a
halmazt, ugy ahogyan azt A; esetében tettiik, de z € A,, esetén iy szerepét vegye at r(x) és io
szerepét pedig vegye at s(z). Az igy kapott A,11 halmaz szintén megfelel a definicio 1. és
2. feltételének, tehat kész is vagyunk. Q.E.D.

67. definici6. Legyen E; = {x € F' | r(z) = j}. Ekkor a segédtétel miatt Ej # 0 Vj e T

esetén.
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Legyen fji, : By, — E; j < k a kovetkez6: Vo = (i1,42,...,k,i2,) € Ep-ra, legyen fj(x) =
(11,42, ..., l29m—2, J,i2m), ahol m = min {t € N | j < iy 1}, (tehat x ,elejébdl" csindlunk egy E;

elemet).

68. segédtétel. A[67 definicidban megadott

(Eiﬁ(Iv S)afij‘iﬁj) (4'1)

rendszer inverzrendszer.

Bizonyitds. Léassuk el6szor a [I5 definicio 1. pontjat: legyen j,k,l € I tetszlegesen rogzi-
tett, hogy j < k < I, és legyen © = (i1,42,...,%i2n-2,1,12,) € Fj szintén tetszblegesen rogzi-
tett. Ekkor fj(z) = (1,92, .. ,%2m;—2,J,i2m;) ahol m; = min{t e N|j <ig 1}, fu(z) =
(11,92, . . ., i2my—2, Ky i2m, ), ahol my = min{t € N | k <ig_1}. my minimalitdsa miatt &k el6tt
nincs mar k < iy tulajdonsagn paratlan indexi elem. F tulajdonsiga a[64] definicio 2. pont-
ja, és j < k miatt teljesiil iy, # im,, tehat fir o fu(z) = (i1,4, .. i2m;—2, J, lom,) = fu(x).
Mivel 7, k,l, és x tetsz6legesek voltak, igy kész is vagyunk.

A definici6 2. pontjanak belatasa: Legyen j € I, és = (i1,i2,...,7,%2,) € Ej
tetszdlegesen rogzitettek. (I, <) felfelé iranyitott, igy < reflexiv. Ekkor a definici6 2. pontja
miatt, nem létezik [ € I paratlan indext elem, melyre | < j, tehat j = min{t € N | j < ig_1},
igy © = fjj(x). Q.E.D.

69. segédtétel. f;;-k szirjektivek.

Bizonyitds. Legyenek j,k € I j < k tetszGlegesen rogzitettek, illetve legyen = = (iy,i9,...,
ion—2,J,%2n) € Ej szintén tetszolegesen rogzitett. Legyen i* € I, hogy k < i*, ilyen elem létezik,
mivel [ felfelé iranyitott és nincs legnagyobb eleme. Legyen y = (iy,i2,..., %202, J, i2n, k,1%).
Ekkor y € Ej, C F. Szintén konnyen lathato, hogy = = fji(y). Mivel x tetszélegesen vélasztott
volt, igy kész is vagyunk. Q.E.D.

70. segédtétel. Ha x; € Ej-hez és x € Ey-hoz Jl € I, hogy j <1 és k <1, tovdbbd Jx; € Ej,
hogy x; = fu(x)) és x, = fu(xy), €s rdaddsul x; és xy, hossza megegyezik, akkor s(x;) = s(xy),

tehdt x; és xj, utolso elemei megegyeznek.

Bizonyitds. A . és a |67, definicio miatt r(z;) = j, s(x;) = ig,), T(7k) = k, s(xg) =

i2n(k), ahol igy(;y x; utols6 komponense, és ig, 1) @k utolsé komponense. Mivel x; és xj hossza
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megegyezik, igy h = 2n(j) = 2n(k). Lathato, hogy s(x;) = in) = ing) = inwk) = s(xk), ahol
ih(m) Tm h-adik komponense m = j, k, [. Q.E.D.

71. definici6. Legyen (I, <) el6rendezett halmaz, ekkor A C I halmaz kofinalis, ha Va € I-hez

Jy € A (z-t6l fiiggs), hogy = < y.

72. allitds. Ha y € Um(E;, (1, <), fijli<j) (tehdt a (4.1) inverzrendszer esetén lim(E;, (I, <),
fijli<j) #0), akkor A = {s(xz;) € I |3j € I, hogy x; = pj(y)} halmaz megszémldlhatéan végte-

len és kofindlis (I,<)-ben.

Bizonyitds. Megszamlalhatosag: A [65] definiciobol tudjuk, hogy az egyes kezdészeletek, z;-k
hosszai megszamlalhatoan sokan vannak (természetes szamok). Ekkor (7, <) iranyitott halmaz
mivolta, a5 definicio, és a[69] segédtétel miatt teljesiilnek a [70] segedtétel feltételei, tehat a
hosszak halmazanak szamossaga nem kisebb, mint az s(z;)-k szamossaga (card(A) < card(N)).
A segédtétel miatt A-nak végtelen sok eleme van, tehat A ekvipotens N-nel.

Kofinalitas: Legyen tetszéleges j € I, ekkor a . definici6 1. pontja miatt j < s(p;(y)),
ahol s(p;j(y)) € A. Q.E.D.

Most pedig megadunk egy konkrét I halmazt, mely megfelel az eddig feltett feltételeknek.

73. kovetkezmény. Legyen IE| egy nem megszamldlhato S halmaz véges halmazainak rendszere.
Ekkor (I, <) felfelé irdnyitott halmaz a tartalmazds reldcidval, és nincs mazimdlis eleme. (I,<)-
nek azonban nincs megszdmldlhato kofindlis részhalmaza, tehdt erre az (I,<)-re a fent definidlt

lim(E;, (1, <), fijli<j) = 0.

Bizonyitds. (I,<) tulajdonsagai konnyen lathatoak, kivéve a kofinalis részhalmazra vonatkozo
allitast.

(Indirekt) Legyen A megszamlalhatoan végtelen kofinélis részhalmaza I-nek. Ekkor az A
legaldbb egy elemének, o € A-nak, végtelen sok (s6t nem megszamlalhato) egy elemii halmazt
kell tartalmaznia, kiilonben A nem lenne kofinalis (I, <)-ben. Ebben az esetben azonban « ¢ I,

ami ellentmondas. Q.E.D.

Bizonyitds. A példa bizonyitasa. A allitasbol kovetkezik, hogy lgl(El (1, <), fijli<j) =
0. Q.E.D.

! Lehetne I egy nem megszdmldlhaté halmaz megszimldlhatd halmazainak rendszere, vagy hasonléan egy meg-
szamldlhaténdl nagyobb szdmossdgu halmaz kisebb szdmossdgu halmazainak rendszere is.
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A @ példa mutatja, hogy f;;-k sziirjektivitdsa nem elégséges feltétele az inverzlimesz ne-

miirességének, tehat a sziirjektivitast tovabb kell erdsiteni.

74. definici6. Az (X, (I, <), fijli<;) inverzrendszer sorozatmaximalis (s.m., sequentially ma-
ximal), ha tetszGleges i1 < 1o < ... € I sorozatra, és tetsz6leges x;, € X, -re, hogy x; =

finini1(Tipyy) Yrore, 3z € im(X;, (1, <), fijli<s), hogy pi, () = i, Vn.

A sorozatmaximalitas tulajdonsagot Bochner [14] vezette be.

Lathato, hogy egy sorozatmaximélis inverzrendszerben f;;-k sziirjektivek. A sorozatmaxi-
malitas, mint a kdvetkezGkben latni fogjuk elégséges, de nem sziikséges feltétele az inverzlimesz
nemiirességének.

A sorozatmaximalitas feltétel automatikusan teljesiil ha fj;-k koordinata leképezések (lasd
a[75] segédtételt).

75. segédtétel. Az (X;, (I,<), fijli<;j) inverzrendszer, ahol X; = [[jer X;, Xi # 0 Vi € I-re,
J<i

és fij = pri; V(i < j). Ekkor (X;, (I,<), fijli<j) sorozatmazimdlis.

Bizonyitds. Lathato, hogy yLn(Xi, (I,<), fijli<j) = [ Lier Xi, tehat teljesiil a. definici6 tulaj-

donsaga, igy (Xi, (1, <), fijli<j) inverzrendszer sorozatmaximalis. Q.E.D.

A sorozatmaximalitas feltétel szintén automatikusan teljesiil topologikus inverzrendszerben

ahol az alapterek nemiires kompakt halmazok, és fj;-k sziirjektivek (lasd a segédtételt).

76. segédtétel. Az ((X;, 1), (L, <), fijli<j) topologikus inverzrendszer, ahol (I,<) felfelé ird-
nyitott halmaz, és (X;, 7;)-k nemiires kompakt topologikus terek (Hausdorff), ekkor a topologikus
inverzlimesz nemiires kompakt topologikus tér. Ha rdaddsul f;;-k sziirjektivek is, akkor az in-

verzrendszer sorozatmazimdlis.

Bizonyitds. A Tyihonov-tétel miatt X = [],.; X; kompakt (Hausdorf), nemiires.

Legyen G;j = {x € X | pi(z) = fij o pj(x)}|i<j. Mivel fi;-k folytonosak és X;-k Hausdorff
topologikus terek, ezért Gy;-k zart halmazok V(i < j). X kompakt halmaz, tehat G;;-k kompakt
halmazok V(i < j). Az inverzrendszer definicidja miatt Vm € N-re M7ty = GJi # 0 (itt kell
(I, <) felfele irdnyitottsiga). A véges metszet tulajdonsag miatt ekkor Ni<;Gi; # 0, tehét
P =Ni<;Gij # 0.

Legyen i1 < i < ... € [ egy tetszGleges sorozat, és legyen z; € X; , hogy z;, =

Jining1 (@i, ) Vn. Legyen C' = ﬁnpl-_nl({xin}), ekkor f;;-k sziirjektivitasa, p;-k folytonosséga, és
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X kompaktsaga miatt C' # () kompakt halmaz. Azt is tudjuk, hogy Vm € N-re Cﬂ(ﬂf;lGéj) # 0,
tehat C' N (Ni<;Gij) # 0. Legyen Iz € C N (Ni<;Gij) tetszleges, ekkor x;, = p;, () Yn. Mivel

11 <19 < ... €1 tetsz6legesen valasztott sorozat volt, igy kész is vagyunk. Q.E.D.

A [76] segédtételben (I, <) felfelé iranyitottséga artatlan feltételnek ttinik, pedig nem az.

Ennek a ténynek az illusztralasara nézziik a kovetkezd példat:

77. példa. Legyen I = {iy,i2,i3,14}, hogy i3 < i1, i3 < 19, iq4 < i1, ig4 < i9, i1 ne legyen
reldcidban is-vel, és i3 ne legyen relacioban iy-gyel.
Xi, = Xi, = Xiy = X;, = {1,2}. Ekkor X;, a diszkrét topologidval kompakt tér n =
1,2,3,4.
1, ha x =2

Legyen figiy = idx, , figio = idx,,, [izi, = idx,,, €8 fiyi, (¥) = :
2 kiilbnben

Kénnyen lathato, hogy lim(X;, (I, <), fijli<j) = 0.

A fent targyalt esetekben nem kell tartanunk attol, hogy az inverzlimesz nem lesz elég nagy
ahhoz, hogy valamiféle ,értelmes" mérhets strukturat definidljunk rajta.

Az inverzlimesz gazdagsidganak biztositasahoz egy maésik feltételcsoport is hasznélatos az
irodalomban. Ez a feltételcsoport az inverzrendszer I indexhalmazara, és az f;; leképezésekre
tett feltételek.

A kovetkez6 eredmény M. M. Rao [68] 274. oldalarol valo.

78. allitas. Legyen (X;, (I, <), fijli<j) inverzrendszer ahol X; # 0 Vi € I, ekkor ha a kovetkezd
két pont kozil az egyik feltételei teljesiilnek, akkor X = lim(X;, (1, <), fijli<j) # 0, és X; = pi(X)
Viel.

1. fij-k sziirjektivek, (I,<) felfelé irdnyitott, és (I,<)-nek van megszdmldlhaté szdmossdgi

kofindlis részhalmaza,
2. (Xi,(I,S), fijli<j) inverzrendszer sorozatmazimdlis.

Bizonyitds. 1. pont: Konnyen lathato, hogy elég az N indexhalmazon megmutatni, hogy X; =
p1(P).

Legyen 1 € X tetszéleges. Ekkor f;;-k sziirjektivitdsa miatt, 3zo € Xo, hogy x1 = fia(x2).
Ezt az érvelést kovetve definidlunk pontok egy sorozatét, hogy x,, € Xy, és xp, = frunt+1(Tnt1) V0
(teljes indukcid). zy = fam(zm) V(n <m), igy x € im(X;, (N, <), fijlicj). Mivel 21 tetszoleges
volt, igy X1 = p1(X).
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2. pont: A[74] definici6 kozvetlen kovetkezménye. Q.E.D.
79. megjegyzés. A[78 allitas 1. és 2. pontjai nem Gsszevethetdek.

A példa jol illusztralja az a . allitas 1. feltételben (I, <) felfelé iranyitottsaganak

fontossagat.

80. példa. Inverzrendszer ahol f;;-k sziirjektivek, (I, <) felfelé iranyitott, (I, <)-nek
van megszamlalhaté szamossagu kofinalis részhalmaza, de nem sorozatmaximalis.

Ezen példa otlete Millington & Sion [57]-t6l valo.

Legyen X = (2 C RN, a valos szamsorozatok terének egy részhalmaza az ||z| = /202,22
norméval, mint normalt tér. Legyen e; az a sorozat, melynek elsé eleme 1, a tobbi 0. Ertelem-
szertien e, az a sorozat, melynek n-ik eleme 1, a tébbi 0. Vilagos, hogy (Lin({e1,e2,...,en}),
| |I) altere (X, || ||)-nek Vn.

Legyenek (* a duélist jeloli)

2 = Lin*({e1})
Qo = Lin*({e1,e2})

Q. = Lin*({e1,ea,...,en})

Q, = X*
Lathato, hogy az indexhalmaznak (N U {w}) van legnagyobb eleme w.

Legyen fij : Qj - Qz 1 < j, hogy fl](/\) = )\|L’L'7’L({61,62,...,67;}) és VA € Lin*({el, €2, ..., ej}).
81. segédtétel. f;;-k szirjektivek.

Bizonyitds. Legyen n tetszéleges, és legyen A € (), szintén tetszéleges. Ekkor A folytonos,
tehét korlatos, igy a Hahn-Banach-tétel értelmében kiterjeszthetd korlatos, igy folytonos lineéris

funkciondlla ,-en. Mivel n és A\ tetsz6leges volt, igy kész is vagyunk. Q.E.D.

Bizonyitds. példa bizonyitasa. A[BI] lemma miatt fi;-k sziirjektivek, NUw teljesen rendezett
és megszamlalhato.
Legyen \* lineéris funkcional X-en, hogy \*(e,,) = n Vn. Ekkor \* p € Qy Vn,

de A\* nem korlatos, igy nem is folytonos, tehat \* ¢ €. Q.E.D.

82. megjegyzés. Ha p;-k sziirjektivek, akkor im(X;, (I, <), fijli<j) # 0.
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83. megjegyzés. Vegyiik észre, hogy nekiink a véleményrangsorok elemzésekor az indexhalmaz
felfelé iranyitott és van megszamlalhaté kofinalis részhalmaza. Igy elég fij-k sziirjektivitaséra

koncentralni.

A . allitas két feltételének kiilonbségét a Bochner-tétel tétel), a Prohorov-tétel
tétel) és a Bourbaki-tétel tétel) Gsszehasonlitasa, ugyan egy mas szempontbol, de szintén
megmutatja.

Lathato, hogy f;;-k sziirjektivitdsa nem feltétele az inverzlimesz nemiirességének (lasd a
példat). fi;-k sziirjektivitasa azonban sokszor ,elvarhato", igy a hangsuly az inverzrendszer méas
tulajdonsagain van.

A @ allitas 1. pontja fj;-k sziirjektivitasat kombinalja az indexhalmaz tulajdonsagaival,
annak érdekében, hogy p;-k sziirjektivek legyenek. Ha elhagyjuk f;;-k sziirjektivitasat, akkor

nem tudjuk biztositani az inverzlimesz nemiirességét (lasd a példat).

84. megjegyzés. Ahhoz, hogy a mérték inverzlimeszen valdszintiségi mértéket tudjunk definial-
ni nem csak, hogy nem iiresnek kell lennie az inverzlimesznek, hanem nem szabad ,6sszemosnia"
kiilénb6z6 mértékd halmazokat. Ehhez nem elégséges, ha p;-k sziirjektivek, tovabbi tulajdonsé-

gokat is fel kell tenniink a mérték inverzrendszerrsl. Ennek illusztralasara lasd a példat.

A sorozatmaximalitds segitségével biztosithatd p;-k sziirjektivitasa. A sorozatmaximalitas
azonban nem sziikséges feltétele a p;-k sziirjektivitasdnak (lasd a példat).
Millington & Sion [57] gyengitette a sorozatmaximalitas fogalmat, mely &ltalanositast majd-

nem sorozat maximalitasrnak nevezzik.

85. definicié. Az ((X;, My, 1;), (I, <), fijli<j) mérték inverzrendszer majdnem sorozatmaxi-
malis (almost s.m., almost sequentially maximal),

ha tetsz6leges i3 < iy < ... € [ sorozathoz 3A4;, C X;, halmazok, hogy

o« [l (A)CA

inim = im

Y(n < m),
e 17 (Ai,) = 0Vn, ahol yf (Z) = infzcaea, p;, (A) VZ € P(X;,) kiils6 mérték Vn,

ha z;, € Xin \Alna T, = finin+1($in+1) Vn, akkor dr €¢ P = 1i (XZ,(I, S))fij|i§j); hOgy

pinininin

x;, = pi, (x) Vn.

86. megjegyzés. Minden sorozatmaximadlis mérték inverzrendszer majdnem sorozatmaximélis

is.
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Egy mérték inverzrendszer kb. akkor majdnem sorozatmaximalis, ha negligalhaté halma-
zoktol eltekintve sorozatmaximalis.
A kovetkez§ példa egy olyan mérték inverzrendszert mutat be, mely nem sorozatmaximaélis,

de majdnem sorozatmaximaélis és van mérték inverzlimesze.

87. példa. Legyen (I, <) indexhalmaz a természetes szamok halmaza N a szokéasos rendezéssel,
és legyen X, = [+,0] Vn € I, legyen tovébba f,, = idx,,. Ekkor ({0},d0) = Hm((Xy, B(Xy),

90), (N, <), fam|n<m), ahol dg a O-ra koncentralt Dirac-mérték.

Bizonyitds. A . példaban lattuk, hogy liin(Xn,(N,S),fanSm) = {0}. Mivel §p mértéek
minden n-re, igy a limeszben is dg van.

Az fpom-k nem sziirjektivek, igy ((Xn, B(Xy),d0), (N, <), fumln<m) nem sorozatmaximélis.
Mivel az elhagyott pontok (X, \{0}) mértéke 5o(X,,\{0}) = 0Vn, és f,,1((X,\{0}) = (X, \{0}
V(n <m), igy ((Xn, B(Xn),d0), (N, <), fam|n<m) majdnem sorozatmaximalis. Q.E.D.

A [78 allitasban lattuk, hogy miként biztosithaté az inverzlimesz megfelels gazdagsiga.

Most ezt altalanositjuk mérték inverzrendszerek esetén.

88. definicio. ((X;, My, u;), (I, <), fijli<j) mérték inverzrendszer esetén p;-k majdnem sziir-
jektivek, ha pf(X; \ pi(X)) = 0 Vi € I, ahol uf(Z) = infzcaem, ;(A) ¥Z € P(X;) kiilsé
mérték Vi.

Tudjuk, hogy ha p;-k majdnem sziirjektivek, akkor @(XZ-, (I,<), fijli<j) # 0, de p;~k majd-

nem sziirjektivitdsa ellenére megtorténhet, hogy a mérték inverzrendszer kiilonb6z6 mértékd

halmazokat ,0sszemos" (lasd a . példat).

89. segédtétel. Ha ((X;, My, 1;), (I, <), fijli<j) mérték inverzrendszer majdnem sorozatmazi-

malis, akkor p;-k majdnem sziirjektivek.

Bizonyitds. Legyen i tetszéleges, rogzitett. Az ((X;, M, p;), (1, <), fijli<j) mérték inverzrend-
szer majdnem sorozatmaximalitds, ekkor a [78] allitas miatt p;(X) D (X; \ A;) (ahol A; a
definiciobol valo), igy pf(X;\pi(X)) = 0. Mivel 7 tetsz6legesen valasztott volt p(X;\p; (X)) =0
Vi, Q.E.D.

A kovetkez6 allitas a[76] segédtétellel analog.
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90. segédtétel. Tetszdleges

(((XivTi)7B(XivTi)7Hi)’(I’S)vfiﬂiﬁj) (4'2)

Baire-mérték inverzrendszer esetén, ahol (I,<) felfelé iranyitott halmaz, (X;, ;) nemiires, kom-

pakt topologikus tér Yi, a (4.2) mérték inverzrendszer majdnem sorozatmazimdlis.

Bizonyitds. A . segédtételbsl kovetkezik, hogy P = lim((X;, i), (I, <), fijli<j) # 0 kompakt
halmaz. Tudjuk, hogy p;(P) C X; kompakt halmaz Vi, és f;l(pz(P)) D pj(P) V(i < j). Szintén
a segédtételbdl kovetkezik, hogy a (p;(P), (I, <), fij |p;(P)) inverzrendszer sorozatmaximalis

(hiszen p;(P)-k kompaktak és f,-j p)-k sziirjektivek). Vegyiik észre, hogy ha p;, (p;(P)) = 1 Vi,

o (
ahol pu;, a p,; generalta bels§ mérték, akkor kész is vagyunk, hiszen kozvetleniil alkalmazhatjuk
a majdnem sorozatmaximalitas definici6jat.

Indirekt tegyiik fel, hogy 3i* € I, hogy p«, (pi(P)) = o < 1. Ekkor 3Bjx € B(X,Tix),
hogy Bix 2 (X4 \ pir(P)) és puu(Bix) = 1 —a > 0. Mivel p,;. Baire-mérték, igy regularis,
tehdt X;» kompaktsdga miatt kompakt reguléris, tehat 3A4;+ kompakt halmaz, hogy A;» C B«

és i* (Al*) == ﬂ > O, tovabba, Ai* N (Xz* \pi* (P)) ?é @

Fird(Ap), ha i* < i
Legyen A; = fi(Aw), ha i < * . A definiciobol kévetkezik,
fij(45) kiilénben, ahol ¢ < j és i* < j

hogy A; # 0 kompakt halmaz Vi (a nemiirességhez kell p;.(A+) = 8 > 0), és fij(4;) = A;
V(i < j), ekkor
(Aia(lvg)afiﬂAj) (43)

a [76] segédtétel miatt sorozatmaximélis inverzrendszer. Legyen wix € A N (X \ pix(P))
tetszoleges, rogzitett. Ekkor sorozatmaximalitdsa miatt Jz € A = lim(A;, (I, <), fijla;),
hogy zix = pix|a(x). Azt is tudjuk azonban, hogy p;(z) € A; C X; Vi, tehat x € P, de ekkor
x+ € P (P), ami ellentmondés. Q.ED.

91. megjegyzés. A segédtételben a Baire-mérték inverzrendszer regularis Borel-mérték

(ami ebben az esetben Radon-mérték) inverzrendszerre cserélhetd.

A kovetkez§ allitdsban azt mutatjuk meg, hogy az eddigi feltételek, fogalmak segitségével

mire mehetiink egy tisztdn mérték inverzrendszer vizsgalatdnak kapcséan.
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92. allitas. Ha ((X;, My, 1), (1, <), fijli<j) majdnem sorozatmazimdlis mérték inverzrendszer,
ahol (1, <) felfelé iranyitott halmaz, akkor (P, A, p) = w—lm((X;, My, u;), (1, <), fijli<j) gyenge

meérték inverzlimesz létezik és egyértelmd.

Bizonyitds. A mérhet6 struktarat P-n pfl—ek definialjak. Ez a struktura algebra, hiszen le-
gyen Aj, Ag, ..., A, halmazok M-ben, ekkor (I, <) iranyitott halmaz volta miatt 3i € I, hogy
pi_l(Bl) = Al,pi_l(Bg) = A, ... ,pi_l(Bn) = A,, B1,Bs,...,B, € M;. De M; o-algebra, és p;
mérhetd, igy A algebra.

Definialjuk p-t, u(p; *(B)) = p;(B) Vi € I, B € M;. A majdnem sorozatmaximalitas feltétel
miatt p;-k majdnem sziirjektivek, igy u jol definialt. Tegyiik fel az ellenkezdjét, tehédt, hogy
nem egyértelmd. Ekkor 34 € M; és 3B € M, hogy p; ' (A) = pj_l(B), de p1;(A) # p;(B).
Ekkor azonban p;-k majdnem sziirjektivitasa, és (I, <) felfelé iranyitottsaga miatt 3k € I, hogy
fi_l(A) = fﬁcl(B), de 1, (C) # p,(C), ahol C = fizl(A) = fﬁcl(B), ami ellentmondas.

v additivitdsanak bizonyitasa a kdvetkezs: legyenek Aj, Ao, ..., A, paronként diszjunkt hal-
mazok A-ban, ekkor (I, <) iranyitott halmaz volta miatt 3i € I, hogy p;l(Bl) = Al,p;l(BQ) =
Ao, ... ,pi_l(Bn) = A,, B1,Bs,...,B, € M;,. De M; o-algebra, p, o-additiv, és p; mérhetd,
igy p A algebran additiv. Q.E.D.

Osszefoglalva, az eddig leirtakat, ha mérték inverzrendszert vizsgalunk, akkor két megkeriil-

hetetlen problémaéaba titkdziink bele:

1. milyen sok mérhet6 halmaz van az inverzlimeszben,

2. létezik-e a kivant mérték az inverzlimesz mérhet§ halmazain, tehat p o-additiv-e az el6z6

allitasban (a[02] segédtételben).

A . példaban lattuk, hogy (I, <) felfelé iranyitottsaga fontos tulajdonsag. A kovetke-
76 példa azt illusztréalja, hogy a sorozatmaximalitds/majdnem sorozatmaximalités feltétel nem
valtja ki (I, <) felfelé iranyitottsagat, tehéat a allitdsban nem hagyhato el (I, <) felfelé

irdnyitottsaga.

93. példa. Legyen I = {iy,i9,13,14}.
Legyen i3 < 41, i3 < 49, ig4 < 11, 94 < 19, 11 ne legyen relacidban is-vel, és i3 ne legyen
relacioban i4-gyel.

Legyenek Xi1 = XiQ = {1,2,3,4}, XZ'3 = Xi4 = {1,2}
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Legyenek
1, haz=1,2
fi3i1 (x) = )
2, ha z =3,4
1, haz=2,3
fiSiQ(x) = I
2, hax=1,4
1, haz=1,3
fi4i1 (x) = )
2, haz =24
1, hax=1,3
fi4i2(x) = .
2, ha xz =2,4
(17 3’ 1’ 1)
' (2,2,1,2)
Ekkor P = lim(X;, (1, <), fijli<j) =
(3,1,2,1)
\ (47 4’ 2’ 3)

Koénnyen lathato, hogy (X, (I, <), fijli<;) inverzrendszer sorozatmaximalis.

Legyenek

94. megjegyzés. A gyenge mérték inverzlimesz létezésével kapcsolatban megallapithatjuk,
hogy ha a mérték inverzrendszer majdnem sorozatmaximalis, akkor p;-k majdnem sziirjekti-
vek, és igy az inverzlimesz nem iires. Ekkor azonban még el6fordulhat, hogy kiilonb6z6 mértéki
halmazokat Osszemos a mérték inverzrendszer. Ha azonban feltessziikk még, hogy (I, <) index-

halmaz felfelé iranyitott, akkor a gyenge mérték inverzlimesz mar létezik.

95. megjegyzés. A allitasban nem csak létezést, hanem egyértelmiiséget is kimondtunk.
A késobbi fejezetekben, az alkalmazés soran latjuk majd, hogy az egyértelmiiség szintén nagyon

fontos kérdés.
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4.3. A kompaktsag fogalma és szerepe

A kompaktsag fogalmanak hasznalata elterjedt az inverzrendszerek irodalméban. A kompaktséig
talan azért is olyan sikeres, mert szerepe nem egyértelmi. Az elézd alfejezet vége felé emlitett

mindkét kérdés esetén felmeriil a kompaktsag fogalma a valaszokban.

96. definicio. Jelolje B(X, 7) az (X, 7) topologikus tér Borel halmazait. Legyen p: B(X, 1) —

R o-additiv halmazfiiggvény.

1. Vx € X-hez 30 € 7 nyilt halmaz, hogy = € O, és u(0) < oo,
2. u(A) =sup(C | C C A), C kompakt, zart VA € B(X, 7).
Az 1.,2. tulajdonsaggal rendelkezs halmazfiiggvényt Radon-mértéknek hivjuk.

A Radon-mértékek olyan mértékek, melyek szorosak a kompakt, zart halmazokon. Mas sza-

vakkal, a Radon-mérték altal hordozott informacié a kompakt, zart halmazokra koncentralddik.

97. definicié. Legyen C halmazrendszer. C o-kompakt halmazrendszer, ha tetszéleges C,, € C

n € N esetén, ha N,C,, = 0, akkor Im € N, hogy N"™_,C,, = 0.
98. kovetkezmény. A o-kompaktsdg burok tulajdonsdg.

Bizonyitds. Azt kell csak latni, hogy Cy o-kompakt halmazrendszerek metszete is o-kompakt.
Legyen C = Ny\Cy, és legyen C,, € C n € N, hogy N,C,, = 0. Ekkor C,, € Cy VnV\, igy \*
rogzitettre is, tehat Im € N, hogy N, C,, = 0. Q.E.D.

A tovabbiakban C o-kompakt halmazrendszer o-kompakt burkat oc(C)-vel jeldljiik.
99. allitas. Legyen C o-kompakt halmazrendszer. Ekkor

1. 0¢(C) tartalmazza a véges szamossdgi halmazokat,

2. 0c(C) Ug-re, a véges unidra zdrt,

3. oc(C) Ne-re, a megszamldlhato metszetre zdrt.

Bizonyitds. A bizonyitasokat pontonként latjuk:

1. Lasd a definiciot.
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2. Legyenek C,,, hogy C,, = Uk(:nl)an, és Cpj € C Vn, Vj, k(n) € N. Legyen FF = {f:N — N |
F(n) < k(n) ¥n}, ekkor N,Cy = N (US7)Cos) = Uper(MuCopny)-

Tth. NuCpr = 0, ekkor NyCppiny = O Vf € F. Mivel C,, f(,,y-ek o-kompaktak, igy Vf € F-re
3k(f) € N, hogy NYC;505) = 0.

Tudjuk, hogy F = Xpen{l,...,k(n)}, igy a Tyihonov-tétel miatt F kompakt halmaz.
Legyen G : F' — N, hogy G(f) = k(f) Vf € F. Legyenek f, g € F tetszélegesek, és legyen

d(f,g) = w, ahol dg(+,) az Euklideszi-metrikat jeloli. Legyen f € F tetsz6leges,
rogzitett, és legyen O = {g € F | d(f,g9) < ﬁ}, ekkor ha g € O, akkor g és [ els6
k(f) komponense megegyezik. Ebbdl kovetkezik, hogy G fiiggvény folytonos.

A G folytonos fiiggvény F' kompakt halmazon felveszi maximumat, legyen ez a maximum
m* € N. Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy N7 " C; ity = 0 Vf, tehdt Ugerp NJLy Cipgy = 0,
igy Nty USY) Oy = 0.

3. Legyenek C,, € C, hogy C;, = NgCri Cni € o¢(C) Vn, k. Ekkor N,,Cp, = Ny Nk Cri = 0, mivel
Cni halmazok megszamlalhatéan sokan vannak és o-kompaktak, igy Im, 35, m,j € N,

hogy Ny M1_, Cpx = 0, tehat N7, C,, = 0.
Q.E.D.

100. definici6. Legyen C C M halmazrendszer A félgytrd, és legyen u A-n értelmezett mo-
noton halmazfiiggvény. Legyen p* P(X)-en értelmezett kiils¢ mérték. Ekkor C halmazrendszer
p*-majdnem o-kompakt, ha tetszéleges C),, € C, n € N esetén, 34 C X p*(A) = 0, hogy ha
NnCp = 0, akkor 3m € N, hogy CA N (N™_,C,,) = 0.

101. kévetkezmény. Egy (X, M, ) mértéktér o-kompakt halmazrendszere p-majdnem o-kom-

pakt halmazrendszer.

A p-majdnem o-kompaktsag ilyetén definiciojanak oka a majdnem sorozatmaximalitas fo-

galmabol (a definicio), és a[129] allitasbol érthets meg.

102. segédtétel. Legyen A C P(X) gyird, C C A p-majdnem o-kompakt halmazrendszer, ahol
u A-n értelmezett, véges, additiv halmazfigguény, mely szoros C-n. Ekkor p o-additiv A-n.

Bizonyitds. A bizonyitas arra a gondolatra épiil, hogy gytrtin, a (-ban feliilrél folytonossag

ekvivalens a o-additivitassal.
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Legyen A, halmazsorozat, hogy A, 2 Apy1, MwA, = 0, A, € A, Vn € N. Tifh.

lim, oo (Ay) - 0, tehdt Je > 0, hogy lim, oo (A,) > €. p szorossiga miatt, tetszole-

ges £ > 0, esetén, YA,-hoz 3C, € C, hogy C, C Ap, és u(A, \ Cn) < gayr. Vilagos, hogy

Vm € N-re, """, C,, C A,,, és

m

(A \ (M1 Cn)) < (U (A \ Co)) < 7 (A \ Cr) <

n=1

Mivel N, A4, =0, C, C A, igy N,C, = 0. C u-majdnem o-kompakt halmazrendszer, tehét

JA C X, hogy pu*(A) =0, és Im* € N, hogy CAN (N™,C,,) = 0. Legyen « = ¢, ekkor
1 (A \ (CAN (NIZ1C))) < (A \ (NI1C)) <€ Ym €N,

ahol p, a bels§ mértéket jeloli.
Jim g (A \ CAN (0,C))) < T (A \ (M7, C)) < 6

Tim g, (A \ (BAN (M2 Co)) = lim gy (A) = lim p(Ay) < e,

m—00 m—0o0

de u(Ay,) > €, ami ellentmondés, tehat lim,, o p(A4,) — 0.

Legyen A, € A diszjunkt halmazok, hogy A = U, A4,, és A € A. Legyen B, = A\(U},

ekkor B, D Bp11, B, € AVn, és N, B, = 0.

1(A) = p(Br) + m(Up—14m) Yn €N

w additivitdsa miatt:

limy, 00 pt(Byp,) — 0 miatt:

:1Am);

Q.E.D.

103. megjegyzés. Sajnos oc(-) nem gyiirt, igy a o-additivitas kérdése kiilon elemzést igényel.
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A kompakt halmazok szerepét a kovetkezd allitas vilagitja meg:

104. kovetkezmény. Jelolje B(X,T) az (X, T) topologikus tér Borel halmazait. Legyen A C
B(X,T) gyird, legyen tovdbbd u : A — R véges, additiv halmazfiggvény, mely szoros a kompakt,
zdrt halmazokon. Ekkor u o-additiv A-n.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy egy topologikus tér kompakt, zart halmazai o-kompakt halmazrend-
szert alkotnak, igy [I02] segedtételbd] kovetkezik az allitas. Q.E.D.

105. kévetkezmény. Jelolje B(X, 1) az (X, T) Hausdorff topologikus tér Borel halmazait. Le-
gyen A C B(X,7) gytrd, tovdbbd u : A — R wvéges, additiv halmazfiigguény, mely szoros a
kompakt halmazokon, ekkor p o-additiv A-n.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy egy Hausdorff topologikus tér kompakt halmazai o-kompakt halmaz-
rendszert alkotnak, igy a[102] segédtételbsl kovetkezik az allitas. Q.E.D.

Tehat a végesség, a kompakt regularitds és az additivitas egyiittesen o-additivitast eredmé-
nyez.

Fontos latni, hogy a[102] segédtétel bizonyitdsaban a kompakt, zart halmazok tulajdonséga,
hogy NxeaCh = B-bél kovetkezik, hogy Fk € N, melyre N¥_,C,, = 0, tal erds. A bizonyitasban
csak azt hasznaljuk fel, hogy ha N,enCy, = 0-bol kovetkezik, hogy 3k € N, hogy Nf_,C,, = 0.
Tehat csak a megszamlalhaté sok metszet {irességébdl kovetkezik a véges metszet tulajdonsag.

Ezt az utobbit, a megszdmlalhatd metszet kompaktsagot neveztiik el o-kompaktsagnak.

4.4. A mértékkiterjesztés problémaja

A mértékkiterjesztési tételek jol dokumentalt részei az irodalomnak. A kovetkezGkben speci-
fikusan, a minket érdekl6 formaban, mondjuk ki azokat a tételeket, melyekre a késGbbiekben

hivatkozni szandékozunk.

106. tétel. Legyen p valdszinidségi mérték (illetve legyen pn(X) = a < o) A félgydrin. Ekkor

w kiterjeszthetd o(A)-ra, és a kiterjesztés egyértelmd.
Bizonyitds. Lasd pl. Medvegyev [54]. Q.E.D.

Fontos, hogy ha u szoros a zart halmazokon, tehat A mogott topoldgia van, ekkor a kiter-

jesztésen, o(A)-n, is szoros p a zart halmazokon.
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107. segédtétel. Legyen (X, T) topologikus tér, A C B(X,T) félgyiri (B(X,7) (X,7) Borel
halmazait jeloli), hogy X € A, és legyen p véges mérték A-n. Ha p szoros a zdrt halmazokon,

akkor p egyértelmien kiterjeszthetd o(A)-ra, mint olyan mérték, mely szoros a zdrt halmazokon.

Bizonyitds. A tétel miatt p kiterjesztése létezik és egyértelmid. Legyen ez a kiterjesztés v,
ekkor természetesen (o(A),v) valoszintiségi mértéktér.

Legyen A € A tetsz6leges, ekkor CA = UF_, A, A, € A, és k € N. Ekkor Ve > 0 esetén
szorossaga miatt 37, € A zért halmazok, hogy v(A, \ Z,) < 753 Vn, igy Z = UF_,Z, zért,
Zeco(A),esv(A\ Z) <e Tehat a generalt algebran v mérték szoros a zart halmazokon.

Azt mutatjuk meg, hogy azon halmazrendszer, ahol v szoros a zart halmazokon, az monoton
osztaly. Legyen M azon halmazrendszer, ahol v szoros a zart halmazokon. Vildgos, hogy
A C M.

Legyen A,+1 C A, halmazsorozat, A, € M Vn. Legyen € > 0 tetszéleges, Vn-re létezik
Zn € M zart halmaz, hogy v(A, \ Z,) < sapz- Legyen A = N, Ay, és legyen Z = N, Z, zért,
ekkor Z C A, és Ym € N-re

m

V(Am \ (Mpt1Zn)) = v(Upti(An \ Z5)) < Z V(An \ Zy) <

n=1

Vm € N.

|

v(A\Z)=v(A) —v(Z) = lim v(N,Ay) — lim v(Np,Zy,) = lim (v(NpA4y) — v(MnZy)) =

n—oo n—oo n—oo

= lim (v(An) — v((nZn)) = lim v(Ay \ NpZn) < g <e

o0 n—o0
Legyen A, C A,y halmazsorozat, A, € M Vn. Legyen € > 0 tetszblegesen rogzitett,
A = UpAp. Mivel limy, .o v(A,) = v(A), igy Im, hogy v(A) — v(An,) = v(A\ Ap) < §, &5
3Zn € M zart, hogy v(Am) —v(Zm) = v(Am \ Zm) < §.
A két egyenldséget Osszegezve: v(A) — v(Zy,) = V(A\ Zy,) < § <e Q.E.D.

Természetesen hasonléan megmarad a szorossag a kompakt, zart halmazokon.

108. kovetkezmeény. Legyen (X, T) topologikus tér, A C B(X, 1) félgyiri (B(X,7) (X,7)
Borel halmazait jeloli), hogy X € A, és legyen pu véges mérték A-n. Ha p szoros a kompakt,

zdrt halmazokon, akkor p egyértelmien kiterjeszthets o(A)-ra, mint olyan mérték, mely szoros
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a kompakt, zdrt halmazokon.

Bizonyitds. Lasd a[I07 segédtétel bizonyitasat. Q.E.D.
Hasonl6an megmarad a szorossag a kompakt halmazokon Hausdorff-terek esetén.

109. kovetkezmény. Legyen (X, ) Hausdorff topologikus tér, A C B(X, 1) félgyird (B(X, )
(X,7) Borel halmazait jeloli), hogy X € A, és legyen u véges mérték A-n. Ha p szoros a
kompakt halmazokon, akkor u egyértelmien kiterjesztheté o(A)-ra, mint olyan mérték, mely

szoros a kompakt halmazokon.
Bizonyitds. Lasd a[I07} segédtétel bizonyitésat. Q.E.D.
A kovetkezSkben a Henry-féle kiterjesztési tételt készitjiik eld.

110. segédtétel. Legyen (X, T) topologikus tér, A C B(X,T) félgyiri (B(X,7) (X,7) Borel
halmazait jeloli), hogy X € A, és u additiv, véges halmazfiggvény. Legyen u szoros a zdrt
halmazokon, és legyen Z € B(X) tetszéleges zdrt halmaz, hogy Z ¢ A. Ekkor u kiterjeszthetd

subring(AU{Z})-re, mint olyan additiv halmazfiggvény, mely szoros a zdrt halmazokon.

Bizonyitds. Legyen

B={B=(A1Nn2Z)u(42nC2) A, A€ A} (4.4)
Ha A; = X és Ay = 0, akkor B = Z, tehat Z € B, tovabba ha A; = As, akkor B = Ay = A,
tehat A C B, igy B C subring(AU{Z}).
Legyen

By = (A1 N Z) U (AQ N CZ),

ahol A, As € A. Legyen tovabba

By = (Ag N Z) U (A4 N EZ),

ahol A3, Ay € A.
Azt fogjuk belatni, hogy B félgytirt.

1. 0 € B nyilvanvaloan teljesiil.
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2. BiNBy = ((A1NZ)U(A2NC2))N((A3nZ)u(A4NC2)) = (A1NAsNZ)u (42N A4NCZ).
Mivel A félgytirt, igy (Ay N As), (A N Ag) € A, tehat By N By € B.

3. B\ By =B1NCBy = (41N Z2)u(A2nC2))n(CA3sulz)n (CA,U2Z)) = (AN 2Z)U
(A2NC2)u (A1 NCAsulAynZ2)u (A1 NCA3nN Z2) U (A2 NCA3NCAsNCZ) U (42N
CAsnCZ) = (A1NCA3NZ)u (42N LA, NCZ)). A tulajdonsagai miatt Ing,ny € N,
hogy CAs = U2, A% és CAy = U?ilAi, ahol A%, Ai € A Vi, Vj, tovibba A}k is és Ai—k is
paronként diszjunktak. Tfh. ng > n4 (ha ngy > ng eset targyalésa teljesen megegyezik a

ns > ny eset targyalasaval.) Ekkor legyen

A = Ay, haZ—j§n4.
0 kiilonben
Legyen B; = (A1 NA,N2Z)U(A2nA;NCZ) i = 1,2,...,n3. Ekkor B;-k paronként

diszjunkt halmazok, B; € B Vi, és By \ By = U}, B;.

Az 1., 2., 3. pontokbol kovetkezik, hogy B félgytrid, tehat subring(AU{Z}) C B, igy
B = subring(AU{Z}).
Legyen

pp = W (BNZ)+pu (BNCZ) (4.5)

VB € B-re.

Elgszor azt mutatjuk meg, hogy ug additiv. Legyen € > 0 tetszleges. Legyenek tovabba
Bi N By =0, hogy BiUBs € B, ekkor A1 N A3 =0 és Ao N Ay = 0, tovabba A; U A3 € A és
AsUA, € A. Ekkor miatt I(Fy, Fy, F3, Fy) € A, hogy Fi D A1NZ és u(Fy)—p*(A1NZ) <
I C AsNCZ s p, (A2NC2)—pu(Fy) < 5, 3D AsNZ és w(Fs)—p*(AsNCZ) < T Fi C A,nCZ
és pu, (A4 NCZ) — p(Fy) < §. Tudjuk, hogy

lup(BLU By) — p((A1NZ) U (A3 N Z)) — 1, ((A2NCZ2) U (A4nC2Z))| <

(4.6)
is(B1 U Ba) — i (A1 1 Z) — jr"(A3 1 Z) — 1, (A2 02) — (A0 C2)| < §

Azt is tudjuk, hogy

15(B1) + pp(By) = i (A N Z) = p* (As 1 Z) = (421 02) — (A4 N C2) < 5 (47)
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és miatt:

lnp(B1) + pp(B2) — up(B1U Ba)| < e

Mivel e tetszélegesen valasztott volt, igy kész is vagyunk.

Most azt mutatjuk meg, hogy gz szoros a zart halmazokon. Legyen B; halmaz, ekkor p zart
halmazokon val6 szorossaga miatt 371 € A zart halmaz, hogy Z1 C Ay és pu(Ar) — pu(Z1) < 5.
Ekkor (Z1NZ) € Bés p*(AiNZ)—p*(Z1NZ) < §. ([A5) miatt 3A3 € A, hogy A3 C A,NLZ,
és p, (A2 NCZ) — u(As) < £. p zért halmazokon valo szorosséga miatt 37, € A zért halmaz,
hogy Z C Ag és pu(As) — p(Za) < £. A két egyenlétlenséget dsszeadva: p, (As NCZ) — pu(Zy).
Vilagos, hogy Z1NZ és Zy zért halmazok (Zo C [Z), és diszjunktak. Legyen Z3 = (Z1NZ)U Za,
ekkor (4.4) miatt Z3 € B. miatt pug(B1) — ug(Z) = w*(BiNZ) — u*(Zs N Z) + pu, (By N
CZ) — u,(Z3nLZ) < e. Mivel € tetszolegesen valasztott volt, igy kész is vagyunk. Q.E.D.

111. kovetkezmény. Legyen (X, T) topologikus tér, A C B(X,T) félgyiri (B(X,7) (X, 1)
Borel halmazait jeloli), hogy X € A, és u additiv, véges halmazfiggvény. Legyen u szoros a
kompakt, zdrt halmazokon, és legyen Z € B(X) tetszéleges zdrt halmaz, hogy Z ¢ A. Ekkor u
kiterjeszthetd subring(AU{Z})-ra, mint olyan additiv halmazfiggvény, mely szoros a kompakt,

zdart halmazokon.
Bizonyitds. Lasd a[I10] segédtétel bizonyitasat. Q.E.D.

112. kovetkezmény. Legyen (X, 7) topologikus tér, A C B(X,T) félgyiri (B(X,7) (X,T)
Borel halmazait jeloli), hogy X € A, és p additiv, véges halmazfiggvény, (X, ) Hausdorff topo-
logikus tér. Legyen p szoros a kompakt halmazokon, és leqyen Z € B(X) tetszdleges zdrt halmaz,
hogy Z ¢ A. Ekkor u kiterjeszthetd subring(A U {Z})-ra, mint olyan additiv halmazfiggvény,

mely szoros a kompakt halmazokon.
Bizonyitds. Lasd a segédtétel bizonyitasat. Q.E.D.
A kovetkezs tétel a Henry-féle kiterjesztési tétel.

113. tétel (Henry-féle kiterjesztési tétel). Legyen (X, T) topologikus tér, és legyen A C
B(X, 1) félgyird (B(X,7) (X,7) Borel halmazait jeloli), hogy X € A. Ha p A-n additiv, véges
halmazfiiggvény, mely szoros a zdrt halmazokon, akkor p kiterjeszthetd B(X, T)-re, mint véges,

additiv halmazfiiggvény, mely szoros a zdrt halmazokon.
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A bizonyitast darabokra szedjiik:

114. definicié. Legyenek (Aq,p,,) rendszerek, ahol A, C B (X,7) félgytird, hogy Vo-ra:
X € Aa, 1y An-n additiv, véges halmazfiiggvény, mely szoros a zéart halmazokon, és p,|4 = p.

Ekkor (AOH :ua) S (Aﬁmuﬂ) ha "404 g -’457 es Ho = luﬂ|./4a'
115. segédtétel. ((Aq, p,,), <) induktivan rendezett halmaz.

Bizonyitds. Legyen a, tetszbleges lanc, és legyen p/ halmazfiiggvény A’ = U, A, -en, hogy
p(A) = py, (A), A € Ay, . Vilagos, hogy p additiv, véges halmazfiiggvény, mely szoros a zért
halmazokon, és (Aq,, fle,) < (A1) Va. Q.E.D.

116. kévetkezmény. Zorn-Lemma miatt ((Aa, o), <)-nek van mazimdlis eleme (N, v).

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsa. A [L10] segédtétel és a kovetkezmény miatt (N, v)

maximélis elem esetén N' 2 B(X, 1), v additiv, szoros a zart halmazokon, és v|4 = u. Q.E.D.
Fontos latni, hogy a kiterjesztés nem egyértelmi, hiszen a bizonyitds a Zorn-lemman alapul.

117. kdvetkezmény. Legyen (X, T) topologikus tér, és legyen A C B(X, ) félgyird (B(X,T)
(X, 7) Borel halmazait jeloli), hogy X € A. Ha p A-n additiv, véges halmazfiigguény, mely
szoros a kompakt, zdrt halmazokon, akkor u kiterjeszthetd B(X, T)-re, mint olyan véges, additiv

halmazfiiggvény, mely szoros a kompakt, zart halmazokon.
Bizonyitds. Lasd a[I13] tétel bizonyitésa. Q.E.D.

118. kovetkezmény. Legyen (X,7) Hausdorff topologikus tér, és legyen A C B(X,T) olyan
félgyird (B(X,7) (X,7) Borel halmazait jeloli), hogy X € A. Ha p A-n additiv, véges hal-
mazfiigguény, mely szoros a kompakt halmazokon, akkor p kiterjeszthetd B(X, T)-re, mint, olyan

véges, additiv halmazfiggvény, mely szoros a kompakt halmazokon.
Bizonyitds. Lasd a[I13] tétel bizonyitasa. Q.E.D.

119. kovetkezmény. Legyen (X,7) Hausdorff topologikus tér, és legyen A C B(X,T) olyan
félgyird (B(X, 1) (X,7) Borel halmazait jeloli), hogy X € A. Ha p A-n o-additiv és szoros a

kompakt halmazokon, akkor p kiterjeszthetd B(X, T)-re, mint Radon-mérték.

Bizonyitds. Lasd a[06] definiciot, a tétel bizonyitasat, és a segédtételt. Q.E.D.
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Tudjuk, hogy a kiterjesztés nem egyértelmi. Azonban ha pl. (X, 7) bazisa benne van A-ban,

akkor a kiterjesztés egyértelmi (lasd a segédtételt.).

120. segédtétel. Legyen (X, T) topologikus tér, és legyen A C B(X, ) olyan félgyird (B(X, 1)
(X, 1) Borel halmazait jeloli), hogy X € A. Ha p A-n additiv, véges halmazfiggvény, mely szoros
a kompakt, zdrt halmazokon, és A tartalmazza (X, T) bdzisdt, akkor p kompakt, zdrt requldris

kiterjesztése B(X,T)-re egyértelmi.

Bizonyitds. A[I17 kovetkezmény miatt u kiterjesztése létezik.

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik p, p19 Borel halmazokon értelmezett mértékek, hogy |4 =
tola. Ekkor a kompakt, zart szorossag miatt 3C kompakt, zart halmaz, hogy 1, (C) # ps(C).
Legyen § = |1 (C) — uy(C)|, ekkor mivel a kompakt, zart szorossagbol véges mértékeknél ko-
vetkezik a kiviilr6l nyilt regularités, igy C-hez létezik O nyilt halmaz, hogy ©; (O \ C) < g és
(O \ C) < g. Mivel A tartalmazza (X, 7) bazisat, igy O = UyO,, ahol O, € A Ya. C
kompaktsaga miatt azonban létezik véges fedés, tehat létezik O' = Uy<wOq, hogy C C O,
igy p11(0') = pp(0"), de 1y (0" \ C) < § és pp(O'\ C) < §, amib6l |1 (C) — pp(C)| < 6, ami
ellentmondas. Q.E.D.

121. kovetkezmény. Legyen (X,7) Hausdorff topologikus tér, és legyen A C B(X,T) olyan
félgydard (B(X,7) (X, 7) Borel halmazait jeloli), hogy X € A. Ha p A-n additiv, véges halmaz-
fiigguény, mely szoros a kompakt halmazokon, és A tartalmazza (X, 7) bdzisdt, akkor u kompakt

requldris kiterjesztése B(X,T)-re egyértelmi.
Bizonyitds. Lasd a segédtétel bizonyitasat. Q.E.D.

122. kovetkezmény. Legyen (X,7) Hausdorff topologikus tér, és legyen A C B(X,T) olyan
félgyird (B(X,7) (X,7) Borel halmazait jeloli), hogy X € A. Ha p A-n additiv, véges hal-
mazfigguény, mely szoros a kompakt halmazokon, és A tartalmazza (X, T) bdzisdt, akkor

egyértelmien terjeszthetd ki Radon-mértékké.

Bizonyitds. Léasd a definiciot, a segédtételt, a kovetkezmeényt, és a[120] segédtétel
bizonyitasat. Q.E.D.

123. megjegyzés. Vegyliik észre, hogy a kompakt, zart szorossag feltétele nem csak a o-additi-

vitast befolyasolja, hanem az egyértelmtiséget is.
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4.5. A Bochner-tétel Altalanositasa

Ebben az alfejezetben Bochner [14] és Choski [26] tételét jarjuk korbe, és altalanositjuk ki.

124. segédtétel. Legyen I = {j,k}, X; halmazok, C; C P(X;) o-kompakt halmazrendszerek
Viel. Ha

1. fi;(C5) € Ci V(i <),
2 il . 4 . < i
- fij ({wi}) NCj o-kompakt halmazrendszer Va; € X;, V(i < j),
akkor C = p; H(Ci) Upj_l(Cj) o-kompakt halmazrendszer P(P = lim((X;, (1, <), fijli<;))-ben.

Bizonyitds. Azt fogjuk latni, hogy ha C,, € C, és N, C), # 0 ¥Ym € N, akkor N,,Cy, # 0.

Két esetet kiilonboztetiink meg:

1. Az i és j elemek nincsenek relacioban egymaéssal.

Ebben az esetben P = X; x X; Descartes-szorzat, VC,, € C, a definicié miatt vagy 3Ci € ¢,
hogy Cp, = p; *(C%), vagy 307 € C;, hogy C), = pj_l(C’%). Ekkor C,, = C! x X vagy
Cn = X; x CJ ¥n. Legyen N; = {neN|C, = p; H(CL), C% € C;}, hasonloan legyen N
definidlva. Ekkor N,,Cy, = (Mpen,CL) X (Npe N, Cﬂ;), ha N; és N; halmazok nemiiresek. Ha
Nj iires, akkor N,Cp, = X; X (Nnen; C%), ha pedig Nj iires, akkor M, Cy, = (Nyen, CY) x X
Mivel C;, C; o-kompakt halmazrendszerek, igy Npen,Ch # 0 és ﬁneN].C’% #+ (), tehat
NnCn # 0.

2. Legyen i < j (j <1 eset targyalasa teljesen azonos).

Ebben az esetben P = X, és az 1. feltevés miatt p;(Cy,) = fi;(Cpn) € C; Vn. Mivel
N Cp #0VYm e N, N, f;:(Cpn) # 0 Vm € N, igy C; o-kompaktsdga miatt Ny, fi;(Cr) #
0. Legyen z; € Ny, fi;(Cy) tetszoleges, ekkor a 2. feltevés miatt f;l({xl}) NCy Vn € N;
o-kompakt halmazrendszer. x; valasztasa miatt ﬂ?zl(figl({:ci}) NCy) # 0 Vm € N, igy
ﬁn(fgl({:nz}) NCy) # 0. Legyen z; € ﬂn(f;l({xz}) N Cy), ekkor:

a: x; = fij({x;}),

b: IS ﬂnCn,
tehat, N, Cy, # 0. Q.E.D.

A kovetkez6 két példa az 1. és 2. feltevések sziikségességét mutatjak.
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125. példa. A segédtételben az 1. feltevés nem Aall, a 2. feltevés all.
Legyen X; = X; = [0, 1].

Legyen ¢ < j.
, hax=0

Sl

Legyen fij = . .
T kiilonben

Legyenek C; = C; [0, 1] kompakt halmazai.
Az 1. feltevés nem 4ll, hiszen (0, 2] = f;([0, 2]).

A 2. feltevés all, hiszen barmely pont inverz képe véges sok pontot tartalmaz.

Legyen
Cr = f;(0.5) = (03]
C: = f7(0,5) = (0,5

C, = fi_'l([ovgin]) = (073%]

Ekkor N ,C,, # 0 Ym € N, de N,,C,, # 0.

126. példa. A segédtételben a 2. feltevés nem all, az 1. feltevés all.
Legyenek X; = X; =[0,1].

Legyen 7 < j.
1, ha z € (0,1)
fij = .
0 kiilonben

C; = C;j legyenek [0, 1] kompakt halmazai.
Az 1. feltevés all, hiszen a véges sok pontbol 4ll6 halmazok kompaktak.

A 2. feltevés nem 4ll, hiszen (0,1) = f;l({l}), és (0,1)NC;j nem o-kompakt halmazrendszer.

Legyen

o= £ =0,
Cy = [07%]

Cn = [O’%]

Ekkor Vm € N-re N\_,C,, # 0, de N,,C,, # 0.

A. segeédtétel bizonyitasabol lathato, hogy ha (I, <) az tires relacio, vagy ha (I, <) mind-
egyik eleme csak onmagéval van relaciéban, akkor I szamossagatol fiiggetleniil C = Uipi_l(C)

o-kompakt halmazrendszer.
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127. kovetkezmény. Legyenek X; halmazok, C; C P(X;) o-kompakt halmazrendszerek, (I, <)
az ures reldcio, vagy olyan halmaz, hogy mindegyik eleme csak onmagdval van reldcicban. Ekkor

C = Uierp; 1(C;) o-kompakt halmazrendszer P(P = im(X;, (1, <), fijli<j))-ben.

Bizonyitds. Azt fogjuk latni, hogy ha C,, € C, és N, C,, # 0 VYm € N, akkor N,,C,, # 0.
Ebben az esetben X = [[;c; Xi, és Vn-hez Ji(n) € I, és 30t ¢ Ci(n), hogy C,, =
pi_(i)(Cﬁ(")). Legyen N; = {n € N | (), = pz._(}z)(C',i(")), i e Ci(n)}, ekkor Cp, = i
Mieng X ¥n. Tehat NuCo = (O™ X Tliep gigy X5) = [ier(Muen,Ci™) N X;). Mivel
C; halmazrendszerek o-kompaktak, és N, C,, # 0 Vm € N, igy Nypen; cim) # (Vi € I, tehat a
Kivalasztasi Axioma miatt N, C, # 0. Q.E.D.

Ha i, 5 € I, hogy ¢ < j, akkor C mar nem feltétleniil o-kompakt halmazrendszer.

128. példa. Ha 3i,j € I, hogy ¢ < j, akkor C mar nem feltétleniil o-kompakt halmaz-
rendszer.

Legyenek X; = X; = X, = [0, 1].

Legyen ¢ < j, k < j, és i, k elemek ne legyenek reldcidban egyméssal.

Legyenek fi; = idjg 1), fr; = id[p,1)-

Legyenek C; = {(0,1),{0}}, C; = {0}, Ci a kompakt halmazok.

A segédtétel 1. pontja teljesiil, hiszen az iires halmaz képe az iires halmaz.

A [124] segédtétel 2. pontja teljesiil, hiszen tetsz6leges halmaz metszete az iires halmazzal
az iires halmaz, mely o-kompakt halmazrendszer.

Legyen
C, = fi_'l((oﬂl)):(()?l)
Gy = fi(0.4) =[0,4]

Cn = [t (10,£]) = [0, 1]

Ekkor N™_,C,, # 0 ¥Ym € N, de N,C, # 0.

129. allitas. Legyen (X, My, Ci, 1), (I, <), fijli<j) mérték inverzrendszer, és legyen C; C M;

o-kompakt halmazrendszer Vi € I. Ha
1. (I,<) rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

e van legkisebb eleme,
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o teljesen rendezett,

o minden elemhez van rakovetkezd elem,
2 fy(C)cC V<)),
3. fzgl({:zzz}) NC; Y(i < j) o-kompakt halmazrendszer Va; € X;,
4. (X5, MG, Ciy ), fijs (1, <)))i<j mérték inverzrendszer majdnem sorozatmazimdlis,

akkor C = Uigp;l(Ci) u-majdnem o-kompakt halmazrendszer M-ben, ahol (P, M,u) =
w — Iim((X5, M;, Ci, 1), (1, <), fijli<j)-

Bizonyitds. Az 1., a 4. feltétel és a allitds miatt (P, M, p) = w — Um((X;, My, Gy, py),
(1, <), fijli<j) létezik és egyértelmd.

Azt fogjuk latni, hogy tetsz6leges C), € C-re, A C liLn(Xi, (1, <), fijli<j), hogy p*(A) =0,
és, hogy ha Vm € N-re CA N (N™,C,,) # 0, akkor N,C,, # (.

Az 1. feltétel miatt i; legkisebb elem. Tudjuk, hogy Vn-hez Ji(n) € I, és EiC’fL(n) € Ci(n), hogy
Cn = Py (CA™). Bkkor (I fii (Ci™) # 8 ¥m € N. A 2. feltétel miatt f;,i0)(Cn) € Ci,
Vn € N, a C;, o-kompaktsaga miatt ﬂnf,;li(n)(CfL(n)) # 0.

Legyen N; = {n € N| Cy = p; {(Ci™), Ci™ € iy}, Vi € 1.

Legyen z;, € ﬂnfili(n)(Cﬁ(n)) tetsz6leges. Ekkor a 3. feltétel miatt fi:ilQ({x,;l}) NG, o-
kompakt halmazrendszer. z;, valasztasa miatt ﬂ,’lnzl(fi;-lz({@l}) N (Nnen;, C’fl(n))) # (0 Vm e N,
igy N (fis, ({2 }) N (Nnen, C™)) # 0. Legyen z;, € (fi o {zi )N (Nnen,, CH™M)Y) tetszoleges,
ekkor:

a: ;= fiyin({Tin})s
b: 2, € Piy (NnCh).

Alkalmazva ezt az eljarast az iy < io < i3 < ... lancra, kapunk pontok egy halmazat, mely

pontok a kiévetkezd tulajdonsdgokkal birnak Vn € N-re:

C: Z;, = finin+1({xin+1})’

d: Zi, € Di, (ﬂnCn)

A d: pontbol a Kivalasztasi Axioma miatt 3z € [[;c; Xi, hogy @iy = prigm)(v) Vn.
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A 4. feltétel miatt, 34;, C X;, , hogy pf (A;,) =0 Vn, és pi_n%m(Ain) C A, Y(n<m).

ip =

Legyen A = ﬂnpi_nl(A ). Ekkor vilagos, hogy pu*(A) = 0. Tegyiik fel, hogy ¥m € N-re

in
CANn (N™,C,) # 0. Ekkor z;,-ek valaszthatéak a kovetkezéképpen: z;, € X, \ A;, (itt
hasznaljuk ki, hogy pi_nlim (Ai,) C A, Y(n <m)).

A c:pont és a 4. feltétel miatt 3z € [[, X;, mely kielégiti ;, = fi i1 (Tin,) = Di, (),
i, € (Xi, \ (4i,)) Vn €N, és z € im(X;, (1, <), fijli<))-

Igy C(Mnp; ' (4i,)) N (MnCr) = CAN (NKCr) # 0, tehat Np,Cr # 0. Ebbél kovetkezik, hogy

C p-majdnem o-kompakt halmazrendszer M-ben. Q.ED.

130. kovetkezmény. Legyen (X;, (I, <), fijli<;j inverzrendszer, és legyen C; C P(X;) o-kom-

pakt halmazrendszerek. Ha
1. (I, <) rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

o van legkisebb eleme,
o teljesen rendezett,

e minden elemhez van rdkévetkezd elem,
2. fij(C) CCi V(i <)),
3. f;l({xl}) NC; Y(i < j) o-kompakt halmazrendszer Va; € X;,
4. (Xi, (I, <), fijli<y)) sorozatmazimadlis,
ekkor C = U;erp; 1(C;) o-kompakt halmazrendszer P(P = Hm (X, (1, <), fijli<j)))-ben, és P # 0.
Bizonyitds. A[29] allitas bizonyitasabol kozvetleniil lathato. Q.E.D.
A két uj feltétel (1., 4.) szerepének illusztralasara ime két példa:

131. példa. A allitas 1. feltétele nem all, a tobbi all.
Legyen I = {1, %, i, ce %, ..., 0}, a szokasos rendezéssel.
Legyen X; = (0,1] Vi € I\ {0}, Xo = {0}.
Legyen f;; = id(o 1) Y(i < j), i # 0. foi =0 Vi€ I-re.
Ha i # 0, akkor legyen C; = oc{(0,1], (1, 2],... (221 1]}, ahol n = 1 Vi véges halmazrend-

szer, tehat o-kompakt halmazrendszer Vi € I\ {0}. Cp pedig legyen a véges sok pontbol allo

halmazok osztélya.
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Az 1. feltétel nem teljesiil, hiszen a szokasos rendezést vettiik.
A 2. feltétel teljesiil, hiszen egyre finomabbak a o-kompakt halmazrendszerek.
A 3. feltétel teljesiil, hiszen barmely pont inverzképe véges sok pont.
A 4. feltétel teljesiil, hiszen (0, 1] = lim(X;, (1, <), fijli<))-
Legyen
Cio= (0,3 =" {4
Cy = (0,4]=pi ({0, 51})

Co = (0,5;] =15 (£(0,35]})

Ekkor N, C,, # 0 Ym € N, de N,C,, # 0.

132. példa. A [129] Allitas 4. feltétele nem 4all, a tobbi All.

2"—1
on s+

Legyen I = {0, %,%,...,
Legyen X; =[0,1] Vi € I.

.., 1}, a szokésos rendezéssel.

1—1, ha x = 12—;5 meN ) )
Legyen f;1 = Vi € 1. A tobbi f;;-t generdljik ezek a
id[O,l} kiilénben
leképezések.

C; elemei legyenek a véges sok pontbol allo halmazok Vi.
Az 1. feltétel teljesiil a szokasos rendezés hasznalata miatt.
A 2. feltétel teljesiil, hiszen véges sok pont képe véges sok pont.
A 3. feltétel teljesiil, hiszen barmely pont inverz képe elmetszve véges sok pontbol 4llo
halmazokkal o-kompakt halmazrendszert alkot.
A 4. feltétel nem teljesiil, hiszen f;;-k nem sziirjektivek.
Vilagos, hogy [0,1] = P = lim(X;, (1, <), fijli<;)-
Legyen
Ci = po ({1 ={Lg 5}
o = WD = {34

Co = p3 ({ow}) = {gws gvrs -}

L
271

Ekkor N, Cy, # 0 Vm € N, de N,,C,, # 0.
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133. allitas. Legyen ((Xi, M;,Ci, 1), (I, <), fijli<j) mérték inverzrendszer, ahol C; C M; o-

kompakt halmazrendszer Vi € I. Ha
1. (I, <) felfelé irdnyitott halmaz,
2. (X, A p) = w—lm((X;, My), (I, <), fijli<y) létezik,
3. V(i1 <ig <,...) sorozatra, Unp;n1 (Ci,)) p-magdnem o-kompakt halmazrendszer,

4. w; szoros Ci-n Vi € I,

akkor (X, ./\/l, M) = @((XZ, MZ‘, Mi)? (I, S), fij|i§j) létezik.

Bizonyitds. Azt mutatjuk meg, hogy p o-additiv Uierp; ' (M;)-n.
A 4. feltételbsl adodik, hogy p megszoritva, Uigpl-_l(./\/li)—re SZOTos Uie[pi_l(ci)—n.
Legyenek Ay, Ao, ..., Ap,... € Uig]p;l(Mi) diszjunkt halmazok. A,-ek definicija miatt
Ji(n) € 1, és JAL™ ¢ Mi(n), hogy Ay, = pi_(}@) (Afl(n)) Vn. Legyen i1 = i(1). Az 1. feltétel miatt
3i* € I, hogy i1 < i*, és i(2) < i*. Legyen ip = i*. Definidljuk az i; < is < ... sorozat t6bbi
elemét hasonléan. Konnyen lathato, hogy Vn-hez 34,4,y € M;,, hogy A, = p;}(Ai(n)). Ekkor
a 3. tulajdonsag, és a m segédtétel miatt p o-additiv Uie[pi_l(Mi)—n. Ekkor a m tétel

miatt (X, M, ,u) = lln((Xz, ./\/li, /,Li), (I, S), fij‘igj) létezik. QED

A kovetkezd allitas Metivier [60] (269. old.) és Mallory & Sion [51] eredményeinek éaltalano-

sitasa.

134. allitas. Legyen ((Xi, Mi,Ci, 1), fij, (I, <))li<j mérték inverzrendszer, ahol C; C M;, o-

kompakt halmazrendszer Vi € I. Ha
1. fi;(C;) € C V(i <),
2. f;l({xl}) NC; V(i <j) o-kompakt halmazrendszer Vx; € X;,
3. (X3, My, Ci, 1), fig, (I, <))li<j majdnem sorozatmazimdlis,
4. p; szoros C; halmazrendszeren Vi € I,
5. 1 felfelé iranyitott,

akkor (X, M, p) = Um((X;, My, 1), (1, <), fijli<;) létezik és egyértelmd.
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Bizonyitds. A . allitds miatt tetszéleges i1 < iy < ... sorozat esetén Unpi_nl (Ci,)) p-majdnem
o-kompakt halmazrendszer. A allitas, a m allitas, és tétel miatt (X, M,pu) =
Um((Xy, My, 1), (1, <), fijli<y) 1étezik és egyértelmd. Q.E.D.

A bizonyités tanulméanyozasabol kideriil, hogy a [I34] allitas feltételei mellett o-kompakt
halmazcsalad inverzképei altal alkotott halmazcsalad nem feltétleniil o-kompakt. Tehét csak p
o-additivitasa kaphatd meg a ilyetén feltételekkel.

A kovetkez6 tétel Bochner [14] és Choski [26] eredménye.

135. tétel (Bochner-Choski-tétel). Ha (((X;,7:), B(Xi,74), 1), (I, <), fijli<j) olyan majd-
nem sorozatmazimdlis, Radon wvaldszintiségi mérték inverzrendszer, ahol (X;,7;)-k Hausdorff
topologikus terek, és (I, <) felfelé irdnyitott halmaz, akkor (X, M, u) = lim(((X;,7:), B(X;,7i),
1), (I, <), fijli<j) mérték inverzlimesz létezik, és egyértelmi (M = o(Uip; 1 (B(X;,74))))-

Bizonyitds. Csak megjegyzéseket tesziink.
1. (I, <) felfelé iranyitott,
2. Hausdorff topologikus tér kompakt halmazai o-kompakt halmazrendszert alkotnak,
3. fij-k folytonosak, és kompakt halmaz folytonos képe kompakt halmaz,

4. zart halmaz inverz képe zart, és Hausdorff topologikus tér esetén zart halmaz metszete

kompakt halmazzal kompakt halmaz,

5. a Radon valdszintiségi mértékek szorosak a kompakt halmazokon, és végesek.

A fenti megjegyzések szerint teljesiilnek a allités feltételei, igy (X, M, pu) = lm(((Xn,

Tn)s B(Xn, Tn), ttn), (I, <), fijli<j) mérték inverzlimesz létezik, és egyértelmd. Q.E.D.
Az eredmény meglehet&sen régi és alapvets. Két megjegyzést fiiziink hozza:

136. megjegyzés. Fontos latni, hogy u nem feltétleniil szoros a kompakt halmazokon, igy nem

feltétleniil Radon-meérték.

137. megjegyzés. M-ban a mérhet6 halmazok szama nem ,elég nagy" (csak szorzatmérhets-

ségi struktura van).
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Mar Bochner is megjegyzi, hogy nyitott az a kérdés, hogy p mikor Radon-mérték. A radonsag
fontossidga a mérhetd halmazok megfelel§ szaménak biztositasa miatt fontos. A sztochasztikus
folyamatok elemzésekor fontos, hogy bizonyos halmazok, pl. a mintadsvény, mérhetGek legyenek.

Ezt biztositja 1 Radon-mérték volta.

138. kovetkezmény. Legyen (((X;,7;), B(Xi, i), 1), (I, <), fijli<j) majdnem sorozatmazimd-
lis Baire-mérték inverzrendszer, ahol (X;,7;)-k Hausdorff topologikus terek, u;-k szorosak a
kompakt halmazokon, és (I,<) felfelé irdnyitott halmaz, ekkor ((X,7), B(X,7),p) = Im(((X;
i), B(Xi,7i), 1), fijs (I, <)) Baire-mérték inverzlimesz létezik, és egyértelmi (M = o(U;p; '(B

(Xi,70))))-

Bizonyitds. Lasd a[I35] tétel bizonyitasat, és a[136], [I37} megjegyzéseket. Q.E.D.

4.6. A Prohorov-tétel altalanos formaja

A mérték inverzlimeszben a Radon-meérték biztositasara a Prohorov-tétel ad sziikséges és elég-

séges feltételt. A feltétel definicidja a kivetkezd:

139. definicié. Egy (((X;,7:), Mi, 7i), ;). (I, <), fijli<j) mérték inverzrendszer egyenletesen
szoros a kompakt halmazokon, ha Ve > 0-hoz 3C¢ € 7 kompakt halmaz, ahol (P, 7) = lim((X;,
7i), (1, <), fijli<j), hogy

1. pi(Ce) e M; Viel,
2. pi(X \ pi(Ce)) <, Vi.

A fogalom azt mondja, hogy az inverzrendszer elemei, egyenletesen szorosak a kompakt

halmazokon. A kovetkezé tétel a Prohorov-tételel [64].

140. tétel (Prohorov-tétel). Legyen (((Xi,7i), Mi, 1;), (1, <), fijli<j) olyan mérték inverz-

rendszer, ahol p; szoros a kompakt halmazokon Vi € I-re. Ha Vi € I-re
1. (X;, 1) Hausdorff topologikus terek,
2. M, tartalmazza (X;,7;) kompakt halmazait,

3. (I,<) felfelé irdnyitott,
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akkor (P, M, p) = Um(((X;,7:), Mi, 1), (1, <), fijli<j) mérték inverzlimesz, ahol p szoros a
kompakt halmazokon, pontosan akkor létezik, ha (((Xi, i), M, 1), (I, <), fijli<j) egyenletesen

szoros a kompakt halmazokon.

Bizonyitas. Sziikségesség: Tth. ((P,7), M, pu) = Um(((X;, ), Mi, 1), (1, <), fizli<j) 1étezik,
és u szoros a kompakt halmazokon. Ekkor Ve > 0 esetén, 3C. € 7 kompakt halmaz, hogy
w(P\ Ce) <e.

Mivel p; folytonos, igy p;(C¢) kompakt Vi € I. A 2. feltétel miatt p;(C,) € M; Vi. Vilagos,
hogy u(p; (pi(C))) > 1(Co), igy p(Xi \ pi(Ce)) < € Vi, tehat (((Xi, 72), My 1), (I, <), fslics)
egyenletesen szoros a kompakt halmazokon.

Elégségesség: A (((Xi,7i), Mi, ;). (I, <), fijli<;j) mérték inverzrendszer egyenletesen szoros
a kompakt halmazokon. Hasonloan az elébbiekhez: Ve > 0 esetén, 3C, € 7, hogy u(X;\pi(Ce)) <
eViel.

Legyen

(((pi(CG)v Ti)v ./\/l;, :ui)’ (L S)v fij |pj(C€)|i§j)v (48)

kompakt mérték inverzrendszer, ahol M = M; N p;(Ce) és fij|c.-k sziirjektivek, tehat a
segédtétel miatt a rendszer sorozatmaximaélis.

Mivel e tetsz6leges volt, igy (((Xi, i), Mi, ;). (I, <), fijli<;) mérték inverzrendszer majd-
nem sorozatmaximalis, tehat a (((Xi, 7:), My, 11;), (I, <), fijli<;) rendszer kielégiti a[134] allitas
feltételeit, igy (P, M, p) = Um(((Xs, 73), My, 1), (1, <), fijli<y) letezik.

Azt kell még latnunk, hogy p szoros a kompakt halmazokon. Legyen § > 0 tetszélegesen
rogzitett, és A € N tetszGleges, ahol N = U;p; 1 (M;). Ekkor 3i € I, JA’ € M; halmaz, és
3C" € M; kompakt halmaz, hogy A = p; '(A4), és p;(A'\ ") < %. p; folytonossaga miatt
p; H(C") € N zart halmaz, tehat p szoros a zart halmazokon N-n. Ekkor am segédtétel miatt
u kiterjesztve M-re szintén szoros a zart halmazokon.

Legyen o = pu(P). Mivel (((Xi,74), M, 1), (I, <), fijli<j) egyenletesen szoros a kompakt
halmazokon, igy ElC% € M kompakt halmaz, hogy pu(P\ C%) < % (hiszen VA € Uerp; (M),
hogy A D Cg—re w(A) > a— %, tehat p o-additivitdsa miatt M(Cg) >a— g)

Legyen A € M tetszdleges, ekkor g esetén EIZg zért halmaz, hogy p(A\ Zg) < g (zart
halmazokon valo szorossag). Az 1. feltétel miatt (P,7) Hausdorff-tér, igy Z% N C% kompakt
halmaz, és u(A \ (Zg N C%)) < 4. Mivel § tetszblegesen valasztott volt, igy u szoros a kompakt
halmazokon. Q.E.D.
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A Prohorov-tétel altalanosithato additiv csoportértéki meértékekre Isd. Millington & Sion
[57]. Kikovetkeztethets tovabbé, hogy nem csak a o-additivitast biztositja a mérték inverzrend-

szer kompakt halmazokon szorossaga feltétel.

141. kovetkezmeény. Legyen (((Xi, 7i), My, 1;), (I, <), fijli<;) mérték inverzrendszer, ahol pi;-k

szorosak a kompakt halmazokon. Ha Vi € I-re

1. (X, 7;) Hausdorff topologikus tér,
2. M; tartalmazza (X;,7;) kompakt halmazait,
3. (I,<) felfelé irdnyitott,

akkor (P, M, p) = Um(((X;, 7:), My, 1), (1, <), fijli<j) Radon-mérték inverz limesz pontosan
akkor létezik, ha (((X;,7i), My, 1), (I, <), fijli<j) egyenletesen szoros a kompakt halmazokon.

Ha rdaddsul
4. M; tartalmazza (X;,7;) Borel halmazait,

akkor (P, M, p) = Um(((X;, 7:), Mi, p;), (1, <), fi)li<j Radon-mérték inverzlimesz pontosan ak-
kor létezik és egyértelmd, ha (((Xi,7:), Mi, ;). (I, <), fijli<j) egyenletesen szoros a kompakt

halmazokon.

Bizonyitds. A[140] tétel miatt u szoros a kompakt halmazokon, igy a[I19] kovetkezmény miatt
kiterjeszthetS (X, 7) Borel halmazaira.
A 4. feltétel teljesiilése esetén a [I2I] kovetkezmeény miatt a kiterjesztés egyértelmd, igy a

Radon-mérték inverzlimesz egyértelmii. Q.E.D.

A Bochner-Choski-tétel tétel) kapcsan emlitettiik az inverzlimesz mérhets halmazainak
gazdagsiganak kérdését. Fzen tétel altaldnositdsai ami az inverzlimesz megfelel§ gazdagsdga-
nak biztositasat illeti, két csoportba oszthatéak. A Metevier-féle altalanositds és a Mallory &
Sion-féle altaldnositas kiilonbozdsége abbdl a ténybdl fakad, hogy Metevier eredetileg nem a
sorozatmaximalitast tette a feltételek kozé, hanem p;;-k sziirjektivitasat, (I, <) felfelé iranyi-
tottsagat, és azt, hogy (I, <)-nek van megszamlalhato kofinélis részhalmaza, mig Mallory &
Sion a majdnem sorozatmaximalitast, és (I, <) felfelé iranyitottsagat teszi fel. Ez a kicsi eltérés

azonban nem kovetkezmények nélkiili. Erre lassuk a Bourbaki-tételt [18] (53. old.):
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142. tétel (Bourbaki-tétel). Legyen (((Xi, i), Mi, 1), (1, <), fijli<j) olyan mérték inverz-

rendszer, ahol p; szoros a kompakt halmazokon Vi € I-re, és ahol Vi € I-re
1. (X;,71;) Hausdorff topologikus tér,
2. (I,<)-nek van megszdmldlhatd kofindlis részhalmaza,
3. fij-k szirjektivek,
4. (I,<) felfelé irdnyitott,
5. M; tartalmazza (X;, ;) kompakt halmazait,

ekkor ((P,7), B(P,7), ) = Um(((Xi, 7:), Mi, 1;), (I, <), fijli<j) Radon-mérték inverzlimesz lé-
tezik.

Bizonyitds. A 2. és a 4. feltétel miatt (I, <)-t tekinthetjiik N-nek.

Legyen € > 0 tetsz6legesen rogzitett. Ekkor a feltételek miatt létezik Cy € 71 kompakt
halmaz, hogy (X1 \ C1) < §. S6t IC,11 € Tp41 kompakt halmaz, hogy /Ln(fn_nlJrl(Cn) \
Cny1) < gagz- Kis szdmolassal lathato, hogy i, (X, \ Cp) < € Vn.

Bourbaki [15]-bél tudjuk, hogy P = lm(X;, (I, <), fijli<;) zart halmaz [],, .y Xn-ben, igy a
3. feltétel miatt C = P N [], oy Cn = Muenpy '(Cr) kompakt halmaz. Bourbaki [15] 89. old.
miatt pp(C) = Nm>nPm(C) 8 fum(Cm) 2 pns(Cs), ahol s > m > n, igy 1, (Xn \ pa(C)) =
limy,— 00 o, (X \ Prm(Cm)), ahol m > n. Ebbdl az eredménybol és a p,, (X \ Cn) < €
V(m > n) eredménybdl kovetkezik, hogy 1, (Xn \ Prum(Cm)) <t (Xm \ Cm) < € Vn, tehat
fi (X \ pn(C)) < € V.

Ekkor alkalmazhatjuk a Prohorov-tételt tétel), igy kész is vagyunk. Q.E.D.

143. kovetkezmény. Legyen (((Xi,7:), B(Xs,7i), 1), (I, <), fijli<j) olyan Radon-mérték in-

verzrendszer, ahol
1. (X;,7;) Hausdorff topologikus tér Vi € I,
2. (I,<)-nek van megszdmldlhato kofindlis részhalmaza,
3. fij-k szirjektivek,

4. (I, <) felfelé irdnyitott,
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ekkor (P, 7),B(P,7),1) = Um(((X;,7:), B(Xs,74), 143), (L, <), fijli<j) Radon-mérték inverzli-

it

mesz létezik, és egqyértelmi.

Bizonyitds. Lasd a [T42] tétel bizonyitasat. Ekkor a [ITI9] kovetkezmény miatt u kiterjeszt-
het6 (P,7) Borel halmazaira, mint kompakt regularis mérték, és [122] kovetkezmény miatt a

kiterjesztés egyértelmii. Q.E.D.

Hasonlitsuk 6ssze a Bochner-Choski-tételt és a Bourbaki-tételt. Lathato, hogy a feltételek
kozotti kiilonbség latszolag" csak az inverzlimesz gazdagsaganak két kiillonb6z6 mdodon vald biz-
tositasat célozza. A két tétel allitasdnak Ssszehasonlitdsakor azonban kideriil, hogy a Bourbaki-
tétel tobbet mond, mint a Bochner-Choski-tétel, tehat a feltételek nem egyenl§ erejiek.

A Bourbaki-tételt alkalmazza a teljes egyetemes tipustér létezésnek bizonyitasakor Mertens

& Sorin & Zamir [59], illetve Heifetz [39].



5. fejezet

Korabbi eredmények

»Ha ebben a konyvben kemény szavakkal illetem
az emberiség néhany legnagyobb szellemiségét, cé-
lom - hitem szerint - nem az, hogy hirneviiket
megtépazzam. Inkabb abbdl a meggyszsdésbdsl
taplalkozik, hogy civilizacionk fennmaradasanak
érdekében szakitanunk kell a nagy emberek iranti

feltétlen tisztelet szokasaval.'l

Karl R. Popper: A nyitott tarsadalom és ellensé-

gei
Ebben a fejezetben a teljes egyetemes tipustér létezésének eddigi eredményeit mutatjuk be.

Az egyes eredmények a paramétertérre kikotott feltételekben térnek el egymaéstol. Ahhoz, hogy
egységes keretben tudjuk targyalni az eredményeket, fogalmakat kell bevezetniink, allitdsokat
kell kimondanunk. Hangsulyozzuk, hogy a targyalt eredmények nem ebben a formaban jelennek
meg az eredeti cikkekben, tehat nem a cikkek bemutatasa a célunk.

Torténetileg, a tipustér fogalma Harsanyi [38] cikksorozatédban jelenik meg elGszor. Harsanyi
ebben a munkajiban nem ad bizonyitast az egyetemes tipus létezésére vonatkozolag, nem is ez
volt a célja cikksorozatanak. Az elsg, késébbi fogalmi keretet jelentGsen befolyédsold tovabblépés
Bége & Eisele [19] nevéhez fiizddik.

1984-bem egy maig alaperedménynek szamit6é munka jelent meg Mertens & Zamir [58] tolla-
bél. Ez a munka kijel6lte azt a fogalmi keretet melyben vizsgalhatjuk a teljes egyetemes tipustér
(6k véleménytérnek hivjak) létezésének probléméjat, tovabba itt keriiltek kijelolésre a lehetséges
altalanositasi lehetGségek. Erre az eredményre kb. tiz évre ra, kozel egyidében jelent meg Bran-
denburger & Dekel [23], és Heifetz [39] munkai. Mindkét munka jelentds altalanositéast jelent.

Brandenburger & Dekel munkéija a Kolmogorov-féle Kiterjesztési Tétel egy édltaldnositasanak

84
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explicit hasznalataval nagyon szép bedgyazasat adja a probléménak a matematikdba. Heifetz
munkaja, lathatélag egy lehetd legaltaldnosabb megkdzelitést targyal, és itt jelenik meg elGszor a
Bourbaki-tétel (a tétel) hasznalata. Ebben a kérdéskorben tovabbi jelentGs munka Mertens
& Sorin & Zamir [59] munkaanyaga. Ez a munka szamos megkozelitést targyal, de szaklapban
publikaciéra nem keriilt.

A legujabb, téméban megjelent munka Meier [56] nevéhez fizédik. Ebben a munkiban a
szerz6 csak additiv halmazfiigvényekkel dolgozik, és kiilonb6z6 mérhetdségi strukturak tulaj-
donsagait vizsgalja. Ugyanebben az évben jelent meg egy attekintés Aumann & Heifetz-t6l a
Handbook of Game Theory with Economic Applications III. [§]-ban. Ez az attekintés ugyan nem
kapcsolédik szorosan a mi altalunk vizsgalt Bayesi megkdzelitéshez, mégis fontos, és ebben a
megkozelitésben is érvényes eredményeket ismertet.

A tovabbiakban Mertens & Zamir, Brandenburger & Dekel, Heifetz munkék eredményeit
ismertetjiik, egy kozos keretben. Kitériink még Mertens & Sorin & Zamir munkéjara, de nem
érintjiik minden eredményét. A kozos keret hasznéalatanak megfelelGen, sokszor jelentGsen elté-
riink a fenti cikkek targyalasatol, s6t eredményeikre, formailag mindenképp, 0j bizonyitésokat

adunk.

5.1. Alapfogalmak

A vélemények, melyek a targyalt modellben valoszintiségi mértékek, strukturaja alapvets. Tud-
juk, hogy a véleményrangsorok (lasd a definiciot) rekurzivan definidltak. Az itt ismertetett
munkikban a véleményterek valamilyen dudlis strukturaval rendelkeznek, igy egyrészt fontos a
paramétertér struktirdja, masrészt fontos, hogy milyen dudlis struktiridt adunk a véleményte-

reknek.

144. definici6. Legyen A((X,7), M) az ((X,7), M) mérhets téren értelmezett valoszintseégi
meértékek halmaza. Ekkor A((X, 1), M)) tér M SZ gyenge* topologidja az a topologia, melynek

bazisat az

0= {,u € A((X,7),M) | [ fdu < a, ahol a € R tetszdleges, és Vf e A C Cg(X, T),

A véges halmaz}

nyilt halmazok adjak, ahol C’g (X,7) az (X, 7)-n értelmezett feliilrsl felig-folytonos korlatos
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fiiggvények halmaza. Masképpen fogalmazva, A((X,7), M)) tér MSZ gyenge* topologidja az
a leggyengébb (legsziikebb) topolégia, hogy a

MHMﬂé/ﬁm

fiiggvény feliilrsl félig-folytonos, Vf € Cg (X, 7) rogzitettre.

A MSZ gyenge* topologiaban vett konvergenciat MSZ" Jal jeloljik.

145. kévetkezmeény. A [1/]) definiciéban bevezetett MSZ gyenge* topoldgia haszndlhaté Ac
(X, 1), M)-re, az (X, ), M) mérhetd téren értelmezett kompakt, zdrt halmazokon szoros vald-
szintségi mértékek halmazdra is.

A MSZ gyenge* topoldgidval struktirdt adhatunk a valds szimok halmazdnak is. Ekkor a

valds szamok halmazdn a MSZ gyenge* topoldgidt a

O={reR|z<a, ahol a € R} (5.1)

nyilt halmazok generdljdk (tehdt MSZ gyenge* topoldgidt a (—oo,a) nyilt intervallumok gene-
rdaljdk).

146. megjegyzés. A[[44] definicioban bevezetett struktirat Heifetz, és Mertens & Sorin & Za-
mir munkak hasznaljdk. Szép tulajdonsdga ennek a topolégidnak, hogy nagyon ,,jol" viszonyul
az alaptér topologiajéhoz, hiszen (X, 7) tetszéleges nyilt (zért) halmaza megkaphato R vala-
mely nyilt (zart) halmazénak inverzképeként valamilyen f € Cg (X, 7) feliilrdl felig-folytonos
fliggvénnyel. Tehéat mig egy tér topologidjat a rajta 1évd folytonos fiiggvények altaldban nem

karakterizaljak, addig a feliilrsl (alulrol) félig-folytonos korlatos fiiggvények igen.
A fiiggvények korlatossaga a generdlt struktira tekintetében nem relevans.

147. segédtétel. Az (X, 7) topologikus téren a Cp(X,7) és a C(X,7) dltal indukdlt mérhetd

rendszerek megegyeznek.

Bizonyitds. Azt kell latnunk, hogy A € Ufecb(X,T)f_l(B(R)) pontosan akkor, ha A € Usco(x )
S7HB(R)). Mivel Cy(X,7) C Cy(X, 7), igy elég azt belatni, hogy ha A € Usecx,r) f~HB(R)),
akkor A € Usec,(x,r) /" (B(R)).

Indirekten tegyiik fel, hogy 34 € Usecix.nf H(B(R)), hogy A ¢ Usco,x.nf H(BR)).
Ekkor 3D € B(R), és 3f € C(X,7) de f ¢ Cy(X,7)], hogy A = f~1(D). Tudjuk azonban,
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hogy arctan homeomorfizmus R és (-7, T) kozott, tehat 3D’ € B(—7, ), hogy tan D’ = D.
Ezzel viszont ellentmondasra jutottunk, hiszen arctanof € Cy(X,7), és A = (arctanof)~1(D’).

Q.E.D.

148. kovetkezmény. Az (X, 7) topologikus téren a CI{(X,T) (CH(X, 1)) figguényosztdly és
a CH(X, 1) (C*(X,T)) fiigguényosztdly dltal indukdlt mérhetd rendszerek megegyeznek a Borel

mérhetd rendszerrel.
Bizonyitds. Lasd a[146] megjegyzést, és a[I47] segédtételt. Q.E.D.

Tehat a kovetkezdkben nem kell kiilonbséget tenniink a korlatos folytonos és a nem korlatos
folytonos fliggvényosztalyok kozott. Ez a tulajdonsdg azért fontos, mert ezen fiiggvényosztalyok
dualisaiban fogunk vizsgalédni.

Ahhoz, hogy a teljes egyetemes tipus teret felépitsiik, sziikség van a megfelel6 inverzrend-
szerek definidlasara. Ezen definiciok ugyan méar megsziilettek altalanos értelemben, de konkrét
modellek tekintetében csak most keriilnek sorra. Ezen modellekhez van sziikség a kovetkezd

fogalmakra, allitasokra.

149. segédtétel. Legyen (X, T) topologikus tér, és legyen p,, dltaldnositott sorozat, hogy u,,,
we A((X,7),B(X,7)). Ekkor a kivetkezé hdrom dllitds egyenértéki:

MSZ*
Lopy =

2. limsup p,(Z) < u(Z)VZ € T zdrt halmazra,
3. 1(0) < liminf p,(O) YO € 7 nyilt halmazra.

Bizonyitds. 1. = 2.: Legyen Z € 7 tetszbleges zart halmaz, és legyen

0, hax ¢ Z
1, haxeZ .

Ekkor f € CJ(X,7), [ fdu, """ [ fdpu, tehat limsup p,(2) < p(2).

2. = 3.: Legyen O € T tetszéleges nyilt halmaz, ekkor p,(0) = 1 — u,(CO), és u(0) =
1 — pu(CO).
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w(CO) > limsup p,(CO) > liminf p,(CO)
—n1(CO) < —liminf u,,(CO)
1 — u(CO) <1 —liminf u,(CO)
1 — p(CO) < liminf p, (1 — CO)
w(0) < liminf u,(0).

3. = 2.: Legyen Z € 7 tetsz6leges zart halmaz, ekkor p,(Z) = 1 — u,(CZ), és u(2) =
1—u(C2).

w(CZ) < liminf p,(CZ) < limsup p,(C2)
—u(CZ) > —limsup 11, (C2)
1—u(CZ) >1—limsupp,(C2)
1—pu(CZ) > limsup u,(1 - CZ)
w(Z) > limsup p,,(Z).

2. = 1. Legyen s = > 1 ; a;la,, ekkor Z; = f~ (o, 00) € 7 zart halmaz i = 1,2,...,n.
limsup p,(Zi\Zi—1) < w(Z;\Zi—1) i = 2,...,n, és limsup u,,(Z1) < p(Z;), tehat limsup [ sdu,,
, MSZ*
< [dp, igy p, = p. Q.E.D.
150. definicid. Legyen ((X, 1), B(X, 1), 1) Borel-mértéktér, és legyen A € B(X, 7) tetszbleges,
ekkor A p-zart, ha p(intA) = u(A) = u(A).

151. segédtétel. Legyenck a, — a dltaldnositott valds sorozatok N € A, ekkor infy{a)}

MSZ" infy {a’}.

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszélegesen rogzitett. Ekkor I\ € A, hogy o < infya* + 5. Ekkor
a konvergenciaja miatt Jw’, hogy a) € (a* — s N + §) Vw > w'-re. Ekkor a) <infya* +e

VYw > w'-re, tehat inf,\{a;\,} < infy a® + € Yw > w'-re. Mivel € tetsz6legesen valasztott volt, igy

infy{a}} M5z infy{a}. Q.E.D.

152. definici6é. Egy (X, 7) topologikus tér T'R tulajdonsagu, ha Vg, és VO z( nyilt kornyeze-
téhez 3f : X — [0, 1] folytonos fiiggvény, hogy
0, ha x = xg

flx) = :
1, ha z € CO

A kovetkez6 allitas Parthasarathy [62] (40. oldal) eredményének altalanositasa.
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153. allitas. Legyenek (X,7) TR tulajdonsdgi topologikus tér, és u,, dltaldnositott sorozat,
Uy it € A((X,7), B(X,7T)). Ekkor a kivetkezé négy dllitds eqyenértéki:

1. p,(A) — u(A) YA € B(X,T) p-zdrt halmazra,

gyenge*
—

2. [ I

MSZ*
3 phy = M,

4. limsup p,(Z2) < w(Z), YZ € 1 zdrt halmazra, és liminf p,(0) > w(O), VO € T nyilt

halmazra.

Bizonyitds. Lancban bizonyitunk.
1. = 2.: Legyen f € Cj tetszbleges, rogzitett, és legyen v = o f~1, tehat v valoszintiségi
mérték B(R)-en. Ve > 0-hoz, 3t; € R, j =1,2,...,m, hogy

e a < f(x) <bVx ( f korlatos, igy Ja,b € R, hogy f(X) C [a, b)),
] a:t0<t1<...<tm_1<tm:b,tj—tj_1<€,
o v({t;}) = po fH({t;}) =0.

Legyen A; = {z | t;—1 < f(z) < t;}. Vilagos, hogy A; halmazok paronként diszjunktak, és
X = U;A;j. Az is lathato, hogy (A \ intA) C f~1({t;—1}) U f71({t;}), tehat u(A\ intA) = 0,
igy Aj-k p-zartak.

Legyen s; = >, tj—11a; lépesos fiiggveny. [s;(x) — f(z)| < € Vx, ekkor

‘ffdﬂw_ffdu‘ gf‘sj_f|d:uw+f|8j_f|d:u’+‘f8jd:uw_fsjdu‘
<2+ 35 o (Ay) — p(Ay)[ [tj-1] -

Tehét,

lim sup

[ rano— | fdu’ <2,

Mivel € tetszolegesen vélasztott, és 0 < limsup | [ fdu,, — [ fdu| < 2¢, igy [ fdu, — [ fdp,

. enge*
tehat p,, ey

2. = 3.: Bourbaki [16] (Theorem 2., Proposition 5. 144-146. oldal) miatt Vf & C’,{(X,T)—re,

f=inf{g|g>f, g€ Cpy(X,7)}. Tudjuk, hogy [ fdu, — [ fduVf € Cp(X,7)-re. Ekkorm

segedtétel miatt [ fdu,, Msz> [ fduVf e Cg, tehét u,, Mszr
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3. = 4. Lasd a[[49] segédtetelt.

4. = 1.: Legyen A € B(X,7) tetsz6leges p-zéart halmaz. p,,(intA) < u,(A) < u,(A), igy

u(intA) < liminf p,(intA) < limsup p,(A) < p(A). A hataratmenet gyenge-relacio tartésa, és
A p-zértsaga miatt p(A) — p(intA) = u(A) = u(A). Q.E.D.

154. definici6. (X, 7) Hausdorff topologikus tér teljesen reguléris, ha T'R tulajdonsagu.

155. kévetkezmény. Legyen (X, T) teljesen reguldris topologikus tér, és u, dltaldnositott soro-

zat, p,, p € A((X,7), B(X,7)). Ekkor a kovetkezd négy dllitds egyenértéki:

1. p,(A) — u(A) YA € B(X,T) p-zdrt halmazra,

gyenge*
—

2. Py I

MSZ*
3oy, =

4. imsupp,(Z2) < w(Z), YZ € 1 zdrt halmazra, és liminf p,(0) > p(0), VO € T nyilt

halmazra.
Bizonyitds. Lasd a[I53] allitast. Q.E.D.

A[I53] &llitas azért fontos, mert igy a teljesen regularis terek esetén hasznalhatjuk a ,szoka-
sos" gyenge* topoldgia eredményeit, és a u-zart halmazokon vett konvergenciét.

A kovetkezGkben azt a kérdést vizsgaljuk, hogy ha egy szorzattér véges elemi alszorzatain
valoszintiségi mértékek egy altalanositott sorozata tart egy adott valészintiségi mértékhez, akkor

vajon az egész szorzattéren is tart-e.

156. segédtétel. Legyenek (X, Ty) topologikus terek, n € N, és legyen p,, dltaldnositott sorozat,
MSZ*

hOgy :u’wnu’ € A((HH(XN7T7L))7 B(HW(X7“ Tn))) EkkO’f’ ,"LUJ|Hn6A(Xann) - M|Hn€A(Xan) VA -
N, card(A) < oo pontosan akkor, ha p,, M3z L.

: y ; MSZ*
Bizonyitds. Azt kell csak latnunk, hogy ha |, 4 (x,m)  — e (X)) VA CN, card(A)

MSZz*
< oo, akkor p, =" p.

Legyen Z C I1,,(X,, ) tetszélegesen rogzitett zart halmaz. Ekkor Z = UM, Nyep, Z%, ahol
Z% olyan zért halmaz, hogy 34 C N, card(A) < oo, és Zi = e apry(CL) C4 C Mpea(Xn, 7n)
zart halmaz.

Legyen F' = {Al | f(i) € A;ji € I}, ahol I = {1,2,...,m}, és A = U™ A;. Ekkor

Z =Nger ULy Z}(i). Mivel UZ’LIZ}(Z.) szintén benne van valamilyen véges szorzatban, és az egy
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szorzatbol valo elemek tetszéleges metszete is benne marad a véges szorzatban, igy Z = NpenZn,
ahol Z, olyan zart halmaz, mely benne van valamilyen véges szorzatban. Legyen Z = N¥_, Z;.

Legyen € > 0 tetsz6legesen rogzitett. p o-additiv, igy u(Zg) — w(Z), tehat § > 0-hoz Ja*,
hogy u(Zy) — u(Z) < 6 k = a*. Azt is tudjuk (sl u(xomn) ol a(xnm) VA C N,
card(A) < 00), hogy Vv > 0-hoz, 3b*, hogy 1, (Za+) < p(Za+) +v w > b°tar. Legyen v = = §,

ekkor

po(Zax) < p(Z) +€  w > b~

Mivel p,, mértékek monotonok, igy

1o(Z) <pm(Z) +e w=>0b"

€ tetszGlegesen valasztott volt, igy lim sup p, (1) < p(2).

Z tetszélegesen valasztott zart halmaz volt, igy a miatt M5z - Q.E.D.

157. megjegyzés. A segédtételben az indexhalmaz olyan elérendezett halmaz is lehet

(ekkor mérték inverzlimeszben vagyunk), melynek van megszamlalhato kofinélis részhalmaza.

158. kovetkezmény. Legyenek (X, Ty) teljesen reguldris topologikus terek, n € N, és legyen
1, dltaldnositott sorozat, hogy pi,, i € A((Tly(Xn, 7r)), B(Iln(Xn, 7n)))- BREOT fiy|1m, o o (X ,r0)

Pt a (X ) VA CN, card(A) < oo pontosan akkor, ha gyenge

gyenge*
—5
Bizonyitds. Lasd a[I50] segédtételt, és a[I55] kovetkezmeényt. Q.E.D.

159. megjegyzés. A[I58] kovetkezményben, tulajdonképpen, a cilinderhalmazokon vett gyen-
ge* konvergenciabol kovetkeztettiink a szorzattéren valé gyenge* konvergenciara. Ismert el-
lenpélda (Shiryayev [75] 313. oldal) arra, hogy &altalaban a cilinder halmazokon valo gyenge*
konvergencidbol nem kovetkezik a szorzattéren vald gyenge* konvergencia.

A[158] kovetkezmeény esetére nem azért nem mikddik Shiryayev ellenpéldaja mert az index-
halmaz az utébbiban nem megszamlalhato (Shiryayev ellenpéldaja atalakithato megszamlalhato
indexhalmazu esetre), hanem azért, mert az ellenpélda arra épiil, hogy két kiilonb6z6 topologia is
generalhat egyazon o-algebrat. Mivel a gyenge* konvergencia topologiara épiil, igy természetes,
hogy a két eltérs topologia méas-méas gyenge* konvergenciat eredményez.

Megéllapithatjuk, tehat, hogy a gyenge* konvergencia alapvetéen két ok miatt romolhat el

a szorzattéren:
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1. két kiilonboz6 topologia is generalhat azonos o-algebrat (Shiryayev ellenpéldaja),

2. elképzelhetd, hogy a cilinderhalmazok generalta o-algebra sziikebb, mint a szorzattéren
értelmezett mérhetGségi struktura, és az adott mértékek nem egyértelmien terjeszthetsek

ki a b6vebb o-algebrara.

Az 1. pont elkeriilése végett a szorzattéren a szorzattopologiat haszndltuk, mig a 2. pont

kikiiszobolésére megszamlilhaté indexhalmazt hasznaltunk.

5.2. Mertens & Zamir(1984)

Mertens & Zamir [58] cikke attorést jelentett a teljes tipusterek létezésének kérdéskorében. Ez
a munka hasznalja el6szor az inverzrendszer és inverzlimesz fogalmakat. Bar a munka kom-
pakt terekkel dolgozik, ami az inverzrendszereknél latottaknak megfelelGen elég egyszert eset,
a dolgozat djszertisége miatt a mondanivalé igen bonyolult nyelven van kifejtve.

A kérdés targyalasa kapcsan nem keriilhetd el a komoly technikai apparatus, de célunk, hogy

minden elem szerepe pontosan lathato legyen a bizonyitas soran.

160. definici6. (X, 7) Hausdorff topologikus tér normalis, ha barmely két diszjunkt zart hal-

maznak vannak diszjunkt kornyezetei.
161. megjegyzés. Minden kompakt tér, és minden metrikus tér normalis.

162. megjegyzés. Egy alternativ definici6ja a normalis topologikus térnek: (X,7) Hausdorff
topologikus tér normélis, ha barmely két diszjunkt zart halmazhoz Z1, Zs, 3f € Cjo11(X, 7)

fliggvény, hogy
1. f(x) =1Vx € Zy-re,

2. f(z) =0Vz € Zyre.

c s,

A kovetkezd segédtétel a meértékek reprezentéiciojahoz sziikséges.

163. segédtétel (Reprezentacios tétel). (X, 7) normdlis topologikus téren, a A(f) = [ fdu
egyenldséggel definidlt megfeleltetés izomorfizmus Cy(X, T)* és rba(B(X, 1)) elemei kézitt, ahol
rba(B(X, 1)) a reguldris, korldtos, additiv, (X, T) Borel halmazain értelmezett halmazfigguények

halmaza.
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Bizonyitds. Lasd Dunford - Schwartz [30] 262. oldal 2 Theorem. Q.E.D.

164. segédtétel (Banach-Alaoglu-tétel). Legyen X Banach-tér, ekkor X*-ban az egység-
gomb gyenge* kompakt.

Bizonyitds. A bizonyitas kozismert (lasd a[3] definiciot). Q.E.D.

165. segédtétel. Ha (X, 7) kompakt topologikus tér, akkor Ar((X, 1), B(X,7)) ahol Ar((X,
7), B(X, 7)) az (X, T) topologikus tér Borel halmazain értelmezett requldris valdsziniségi mérté-

kek halmaza M SZ* kompakt.

Bizonyitds. A . megjegyzés miatt (X, 7) normadlis topologikus tér, a Banach-Alaoglu-tétel
segédtétel), és a Reprezentacios tétel segédtétel) miatt M = {\ € rba(B(X, 7))
| [AM(X)] < 1)} halmaz gyenge* kompakt.

(X, 7) kompakt, tehat rba(B(X, 7)) elemei kompakt regularisak. A allitas miatt N =
{Ae€rba(B(X)) | MX) =1)} gyenge* zart halmaz, igy (X, 7) Hausdorff volta és M gyenge*
kompaktsaga miatt N gyenge* kompakt.

A kovetkezmeény rba(B(X, 7)) elemei miatt o-additivak, tehatAr((X,7), B(X,7)) =
Agr((X,7),B(X, 7)) = N gyenge* kompakt.

Mivel (X,7) teljesen regularis, igy [I55] kévetkezmény miatt Ar((X,7),B(X,7)) MSZ*
kompalkt. Q.E.D.

A kovetkez6 allitas Mertens & Zamir f6 eredménye.

166. tétel (Mertens & Zamir tétele). A paramétertér legyen kompakt topologikus tér (S, 7),
a vélemények legyenek requldris Borel valdszinidségi mértékek. Ekkor a korrekt és teljes egyetemes

tipustér létezik.

A bizonyitast darabokra szedjik.
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167. definici6. A 24 definicionak megfelelgen a véleménytér a kovetkezs format olti:

(To, Mo) = (S,B(S,7))
(Ti,M1) = ((To x (Ar(To))™), B((To x (Ar(Tv), Tmsz+)™))
(To, M) = (T x (Ar(T)™), B(T1 x (Ar(T1), Tmsz+)™)
= ((To x (Ar(To)™ x (Ar(T))M), B(To x (Ar(To), Tarsz=)"

X(AR(T1), Tasz)M))

(Tns Ma) = (Tn-1 X (AR(Tr-1))™), B(Tn—1 X (AR(Tn-1), Tarsz)™)
= ((To x X720 (AR(TH)M), B(To x xI=0(AR(T}), Trmsz+)

Lathato, hogy
(((Th, 1), My), (NU {0}, S)’prnm|n§m)

Borel mérheté inverzrendszer, ahol

® prum koordinéata leképezés (tehat sziirjektiv),

e (NU{0},<) esetén 0 < n Vn € N.

94

(5.2)

168. segédtétel. Legyen i € M tetszblegesen régzitett, és legyen TP = {t' € X220 A (T, W

t" kdvetkezetes véleményrangsor), ekkor T' az i € M jdtékos tipustere.

T' C xZA(Ty),

(T, 7pi) = X;-’iO(AT(Tj)i,TMSZ*), és (T', M%) = (T*, B(T*,Tpi)), tehdt T struktirdja szdr-

maztatott struktira.
Bizonyitds. A[L8 definici6 harom tulajdonsagét kell belatnunk.

1. A definiciobol kozvetleniil kovetkezik.

2. Legyen ((T,7), M) = lim(((Ty, 7), M), (NU {0}, <), prom|n<m) Borel mérhets inverzli-

7),

mesz. Legyen Agr((7T,

M) strukturdja a kovetkezs: (Agr((T,7), M), Trsz+)

Legyenek i € M, és t' € T tetsz0leges rogzitettek, ekkor (S,7) kompaktsiga, és a m

segédtétel miatt (T}, 7), My, %), (NU{0}, <), promln<m) Radon valoszintiségi mérték in-

verzrendszer. A kovetkezmény miatt ((T,7), M, u(t')) = lim((7,

{0}, <), prnmln<m) Radon valoszintségi mérték inverzlimesz létezik, és egyértelm.

,T), M, 13,), (N U
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Legyen f: T — Ag((T,7), M) leképezés, hogy f(t') = u(t') Vt' € T're.

f folytonos: legyen t!, € T altalanositott sorozat, hogy ¢! z t', t* € T'. Ekkor

(). M5z tt ¥n € NU{0}-re. Ekkor azonban a segédtétel miatt u(t?)) M5z w(th).

Mivel f folytonos, és a mérhetdségi struktirak a Borel halmazok, igy f mérhets leképezés.
3. A mérték inverzlimesz definicigjabdl kozvetleniil lathato.

Q.E.D.

A[I66 tétel bizonyitdsa. Legyen f a segédtételben definidlt fiiggvény, és legyen ¢ € M
tetsz6legesen rogzitett.

f injektiv: ha t # #7, akkor In € NU{0}, és A € M, hogy ti (A) £ th(A). t& = u(t))|r,,
és th = u(t))|r,, igy u(t') £ u(t).

f szirjektiv: Y € Ag((T,7), M) esetén t = (u|zy, pbl7y,s -5 plz,, - - .) kovetkezetes véle-
ményrangsor, és T tartalmazza az Gsszes lehetséges kovetkezetes véleményrangsort, igy ¢ € T°.

Mivel f bijektiv, igy invertalhato.

*

f~1 folytonos: legyen p, € Ar((T,7), M) altalanositott sorozat, hogy u, M5z W, p €
Ar((T,7), M). Ekkor p,l|z, M5z plr, ¥Yn € NU{0}-re. Ekkor azonban 77 definicidja, és
V|, VlTys - - v, - - -) kovetkezetes véleményrangsor Vv € Ag((T,7), M) volta miatt (|1,
HolTs ot ) 5 (ilm), plmys i)

Mivel f és f~! folytonosak (lasd a m segédtétel bizonyitasat), igy f homeomorfizmus.
ARr((T,7), M) tartalmazza az Osszes véleményt (regularis valoszintiségi mérték), és T homeo-
morf vele, igy 7% egyetemes tipustér (lasd a . definiciot).

T tartalmazza az osszes lehetséges kovetkezetes véleményrangsort, tehat minden tipus meg-
hataroz egy véleményrangsort, igy 7" korrekt (lasd a definiciot) és teljes (lasd a defini-
ciot). QED.

A nem teljes egyetemes tipusterek létezésének vizsgilata azt mutatja (lasd a . fejezetet),
hogy a teljesség vizsgalata eszkdzigényes. Sokkal kisebb apparatussal vizsgalhaté a nem teljes
egyetemes tipustér 1létezése, mint a teljes egyetemes tipustér létezése.

Torténetileg azonban forditott a helyzet. ElGszor a teljességen keresztiil probaltdk meg bi-
zonyitani az egyetemes tipustér létezését, tehat nem is valasztottak szét a teljes és nem teljes
eseteket. Kés6bb, mikor latszott, hogy milyen nehézségekbe iitkozik a vizsgalat (lasd fent Mer-
tens & Zamir), akkor fordultak konnyebb,  fifikisabb" utak felé.
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5.3. Brandenburger & Dekel(1993)

Brandenburger & Dekel [23] cikke olyan inverzrendszerre épiil, melynek elemei Polish-terek.

169. definici6. (X, d,) metrikus tér Polish-tér, ha teljes és szeparabilis. Tehat (X, d,) metrikus

tér Polish-tér, ha teljes és ha 34 C X megszamlalhato szamossagi halmaz, hogy X = A.

A matematikai feladat most az, hogy megmutassuk, hogy ha (X,d,) Polish-tér, akkor
(A((X,dp), B(X,dp)), Tmsz+) is Polish-tér.

A kovetkezd allitas a metrizalhatosag, és a szeparabilitds kapcsolatat mutatja.

170. segédtétel. Legyen (X, ||-||) szepardbilis Banach tér, ekkor a gyenge* topoldgia metrizdl-
haté X* zdrt eqységgombjén.

Bizonyitds. A bizonyitéas kozismert (lasd a[3] definiciot). Q.E.D.

171. megjegyzés. A fenti 4llitas élesithet6, X Banach-tér esetén, X*-ban a zart egységgémb

pontosan akkor metrizalhatd, ha X szeparébilis.

172. segédtétel. Legyen (X, 7) kompakt metrizdlhato topologikus tér, ekkor Cy(X,T) szepard-
=sup|f(z)| f e Cp(X,T) ).

bilis az egyenletes konvergencia topoldgidban (|| f|

Bizonyitds. Lasd Bourbaki [16] 155. oldal Definition 4., 156. oldal Proposition 12., 298. oldal
Theorem 1.. Q.E.D.

173. kovetkezmény. Tetszdleges (X, ) kompakt metrizdlhaté topologikus téren A((X, 1), B(X,

7)) gyenge* kompakt metrizdlhato tér.

Bizonyitds. A [165] segédtétel, és a kovetkezmény miatt Ag((X,7), B(X, 7)) gyenge*
kompakt. A . segedtétel miatt Cy(X,T) szeparabilis Banach-tér, igy a m segédtétel
miatt Ar((X,7),B(X, 7)) gyenge* metrizalhat6. Tudjuk, hogy metrizalhaté tereken min-
den o-additiv halmazfiiggvény regularis, igy A((X,7),B(X,7)) = Ar((X,7),B(X,71)), igy
A((X,7), B(X,T)) gyenge* kompakt metrizalhato tér. Q.E.D.

174. segédtétel. Legyen (X,dy) Polish-tér, ekkor tetszdleges p € A((X,dp), B(X,dp)) halmaz-

fiiggvény kompakt reguldris.

Bizonyitds. Lasd Medvegyev [54] 142. oldal 4.2. &llitas. Q.E.D.
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175. kovetkezmény. Ha (X,d,) Polish-tér, akkor A((X,d,), B(X,d,)) = Ar((X,d,), B(X,
dp)) = Ac((X, dp, B(X, dp)).

Bizonyitds. Lasd a[I74] segédtételt. Q.E.D.

Sajnos az nem igaz, hogy Polish-terek esetén regularis additiv halmazfiiggvények kompakt
regulérisak, igy o-additivak.

A kovetkez6 példa sok mindenre enged kovetkeztetni. Ez a példa Jacobs [47] (53. old., 273.
old.) kényvében talalhato, de feladatként ki van ttzve Dunford-Schwartz [30]-ban is.

176. példa. Létezik teljes szeparabilis metrikus téren, csak végesen additiv regularis
(nem kompakt regularis) valészintiségi halmazfiiggvény.
Legyen N a diszkrét topologiaval (ami nem més, mint a R-bol 6rokolt struktira, tehat met-

rizalhato), ekkor

1. (N, 7) szeparébilis, teljes, metrikus tér, tehat Polish-tér,

Legyen [*° a korlatos, valés sorozatok halmaza.
Ekkor {* normélt tér a ||x|| ., = sup,, || norméval.
Legyen m : [*° — R linearis funkcional, melyre m(0) =0, m(1) = 1.

A Hahn-Banach-tétel miatt létezik m’ Banach-limesz, tehat:
1. M'(x) >0Vxel® x>0,

2. m'(1) =1,

3. m/(x1,xa,...) =m/(xg,21,...) Y(zo,21,...) € 1.

Legyen p(A) =m/(14) A € B(N), ekkor

1. p additiv, hiszen m’ linearis,

2. p(N) =1, a Banach-limesz definici6ja miatt,

3. u pozitiv, a Banach-limesz definicioja miatt,

4. p szoros a zart halmazokon, hiszen minden halmaz zart,
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5. p nem o-additiv, hiszen az egy elemd halmazok 0 mértékiek.
177. megjegyzés. A példabol tébb dolog is kovetkezik:

1. a o-additivitds garantal regularitast a Baire struktiran de a regularitds nem feltétlentil
biztosit o-additivitast. Tehat, egy regularis additiv halmazfiiggvény, mely egy teljesen
reguléris téren van értelmezve, kivetitése egy kompakt halmazra nem feltétleniil lesz (kom-

pakt) regularis. Ez a tény fontos a késébbi allitasunk meggondoléasakor (204 allitas),

2. egy regularis kiterjesztés nem lesz feltétleniil o-additiv. Tehat s [II3] tételben még ha p

o-additiv is, akkor sem lesz feltétleniil a kiterjesztés o-additiv,

3. lattuk, hogy Polish-téren a Borel halmazokon értelmezett o-additiv véges halmazfiiggvé-
nyek kompakt regularisak, és a kompakt regularis additiv halmazfiiggvények o-additivak.
Lathat6 azonban, hogy Polish-téren sem igaz, hogy minden véges, regularis halmazfiigg-

vény kompakt regularis.

178. megjegyzés. Meg kell tovabba jegyezniink, hogy a Banach-limesz 1étezése Hahn-Banach-

tétellel megy, tehat nem konstruktiv.

179. segédtétel. (X,d) szepardbilis metrizdlhato tér bedgyazhato (C,d) kompakt metrizdlhato

térbe.

Bizonyitds. (X,d) teljesen regularis topologikus tér, igy bedgyazhato (C,7) kompakt topologi-
kus térbe, mint stirt részhalmaz (Cech— Stone kompaktifikacio). (X, d) szeparabilis topologikus
tér, igy (C, ) is szeparabilis topologikus tér.

Legyen e : X — C' a fent emlitett bedgyazas. Kelley [50]. 116. oldal 5 Embedding lemma
miatt e nyilt leképezés.

Tudjuk, hogy egy normalis tér pontosan akkor metrizalhato, ha megszamlalhato bazisa (M2),
lasd Schuebert [74] 109. oldal 2. tétel (Uriszon). Tehét azt kell latnunk, hogy JA megszam-
lalhato halmaz, és 30, € 7 nyilt halmaz, hogy VO € 7 nyilt halmaz esetén 9\ € A, hogy
O, CO.

Tudjuk, hogy (X,d) megszamlalhato béazisu tér. Legyen O, (X,d) béazisa. Azt mutatjuk
meg, hogy e(O,,) bazis (C,T)-ban (e nyilt leképezés, tehat e(Oy,)-ek nyilt halmazok).

Legyen O € 7 tetszélegesen rdgzitett nyilt halmaz. Ekkor e=(O) € d nyilt halmaz. Mivel
O,, bazisa (X, d)-nek, igy 3n, hogy O, C e 1(0). Ekkor e(O,) C O, tehat O tetszSlegesen

véalasztott volta miatt kész is vagyunk. Q.E.D.
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180. segédtétel. Legyen (X,d,) Polish-tér. Ekkor A((X,d,), B(X,d,)) MSZ* Polish-tér.

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhato (nem kirészletezve) Dellacherie-Meyer [28] 73. oldal (60),
és (részben) Parthasarathy [62] 46. oldal Theorem 6.5.

(X, 7) szeparébilis metrikus tér, igy a[I79] segédtétel miatt beagyazhato (C, ) kompakt
metrikus térbe. A kovetkezmény miatt Ag((C, 1), B(C,T)) gyenge* kompakt metrikus
tér. Kompakt metrikus tér teljes (lasd Kolmogorov-Fomin [49]) 112. oldal 2.7.2. tétel), tehat
A((C,1),B(C,T)) gyenge* Polish-tér.

A 174 segédtétel miatt A((X,dp), B(X,dp)) elemei kompakt regularisak. Legyen i :
X — C a Cech — Stone kompaktifikicional hasznalt beidgyazas. Legyen v = po4~!, ahol
p e A((X,dy), B(X,dp)) tetszéleges, ekkor v € A((C, 1), B(C, 1)), tehat A((X,dp), B(X,dp))-t
felfoghatjuk, mint A((C, 1), B(C, 7)) alterét.

Bourbaki [I6] 197. oldal Theorem 1. miatt 30,, € 7 nyilt halmazok, n € N, hogy X = N,,0,,.
Legyenek

AT = [ € A((C,7), BIC,7) | (80) < -},

ahol m € N.

CA™ zart Vn,m € N-re. Legyenek n, m tetszélegesen rogzitettek. Ekkor

CA™ = {v € A((C,7), B(C,7)) | v(CO,) > —1.

1
m
Legyen v, gyenge” tetszGleges konvergens dltalanositott sorozat A((C, 1), B(C,7))-ben. Ekkor
a . allitas miatt L < limsup v, (CO,) < v(CO,), tehat v € CAT'. Mivel n,m tetszolegesen
valasztott volt, igy CA™ gyenge* zéart halmaz.

Lathato, hogy A((X,dp), B(X,dp)) = Ny Ny, A)?, tehat Bourbaki [16] 197. oldal Theorem
1. miatt A((X,d,), B(X,dp)) gyenge* Polish-tér.

A [155] kovetkezmény, és (X, d,) teljesen reguléris volta miatt A((X,d,), B(X,dp)) MSZ*
Polish-tér. Q.E.D.

A kovetkez6 tétel Brandenburger & Dekel [22] £6 allitésa.

181. tétel (Brandenburger & Dekel tétele). A paramétertér legyen Polish-tér (S,d,), a
vélemények legyenek Borel valdsziniségi mértékek, és a jatékosok halmaza megszamldlhato szd-

mossagi. Fkkor a korrekt és teljes egyetemes tipustér létezik.

A bizonyitas a [L66] tétel bizonyitasaval analég modon torténik.
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182. megjegyzés. A[180] segedtétel, M megszamlalhato volta, és (S, 7) Polish-tér volta miatt
(5-2)-ban T),-ek Polish-terek. Metrizalhato tereken A((X,d,), B(X,dp)) = Ar((X,dp), B(X,
dy)), igy a definicioban Ag-ek A-ra cserélhetdek.

183. megjegyzés. A megjegyzés, a[I74l segédtétel miatt a segédtételben Ag-ek

A-ra cserélhetgek.

A[I8]) tétel bizonyitdsa. A[182], és a[I83] megjegyzések miatt a[5.2] bizonyitasban Ag-ek A-ra
cserélhetGek. Q.E.D.

Brandenburger & Dekel cikke harom szempontbol is fontos tjitasokat tartalmaz:

1. kozvetleniil hivatkozik a Kolmogorov-féle Kiterjesztési Tételre,

2. a modelliikben kozismert, hogy a vélemények kovetkezetes véleményrangsorok (bar nem
kozvetleniil a mérték inverzrendszer vizsgéalatakor épitik be ezt a tulajdonsigot a modell-

jlikbe),

3. a vélemények valoszintiségi meértékek (igaz, hogy Polish-tereken a valoszintiségi mértékek

kompakt regularisak, de ennek ellenére tjitasnak tartjuk ezt a megoldast).

Mindhéarom pont fontos abbél a szempontboél, hogy pontosan megértsiik milyen problémat

is vizsgalunk val6jaban, amikor a teljes egyetemes tipusterek létezését vizsgaljuk.

5.4. Heifetz(1993)

Heifetz [39] munkaja a lehets legaltalanosabb feltételeket probalta megtalalni, melyeket ha fel-

teszlink a paramétertérre, akkor még biztosithato a korrekt, teljes egyetemes tipustér létezése.

184. segédtétel. Legyen C1,Co € 7 két kompakt halmaz (X, 7) Hausdorff topologikus téren,
hogy C1 N Cy = 0, ekkor 301, Oy € T nyilt halmazok, hogy O1 2O C1, Oy D Co, és O1 N Oy = 0.

Bizonyitds. Legyen ¢ € C tetsz6leges rogzitett. (X, 7) Hausdorff topologikus tér, igy Vb € Cy
30(c),0(b) € 7 nyilt halmazok, hogy O(c) N O(b) = (. Vilagos, hogy Upec,O(b) 2 Co, és
31,2, ...,n, hogy U ;0(b;) D Cs, hiszen Cy kompakt. Ekkor legyen O(c*) = N ,0(¢), és
O(b*) = U ,0(b;). Koénnyen lathato, hogy O(c*), és O(b*) nyilt halmazok, O(b*) D Cs, és
O(a*) NO(b*) = 0.
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Oldjuk fel ¢ rogzitettségét. Ekkor U.ec, O(a*) 2 Cy, és 31,2,...,m, hogy U, 0(c}) 2 Cy,
hiszen C; kompakt. Legyen O; = U™ ,0(c}), és Oz = N, 0(bf). Ekkor O; D C1, és Oz D Oy,
hiszen O(b*) D Cy Vb*. Q.E.D.

185. segédtétel. Ha (X, 7) Hausdorff topologikus tér, akkor (Ac((X,7),B(X, 7)), Tymsz*) is

Hausdorff topologikus tér.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 3A € 7, hogy p,v € Ac((X,7), B(X,7))-re u(A) > v(A). Ekkor
i, v kompakt regularitasa miatt 3C1,Co € 7 kompakt halmazok, hogy A D Cy, és 0A D Oy,
tovabba u(Ci) + v(C2) > 1. A segédtétel miatt 301,09 € 7 nyilt halmazok, hogy
01 20,0920 68 0,N03 =0, és Ja,8 € R, hogy a+ 3 > 1, és u(01) > a > v(0y),
v(O2) > B > p(02).

i 1, ha 2z € 0O, . 1, ha x € (O,
Legyenek f(x) = , és g(x) = , ekkor f,g €
0 kiilonben 0 kiilonben
CJ(X). Az is lathato, hogy O(p) = {ve Ac | [ fdv < a}, és O(v) = {v e Ac | [gdv < B}
esetén O(u) N O(v) = 0. Q.E.D.

186. tétel (Heifetz tétele). A paramétertér legyen Hausdorff topologikus tér (S,T), a véle-
mények legyenek Radon valdsziniségi mértékek. Ekkor a korrekt és teljes egyetemes tipustér

létezik.
A bizonyitéas a[I66] tétel, és a[I81] tétel bizonyitasaval analog modon torténik.

187. megjegyzés. A . segedtétel, és (S, 7) Hausdorff topologikus tér volta miatt (5.2)-ben
T,,-ek Hausdorff topologikus terek. Kompakt tereken Ac((X,d,), B(X,dp,)) = Ar((X,dy), B(
X,dp)), igy a[l67] definicicban Ag-ek Ac-re cserélhetdek.

188. megjegyzés. A megjegyzés miatt a segédtételben Ag-ek Ao-re cserélhetGek.

A[186 tétel bizonyitdsa. A [187], és a [I88] megjegyzések miatt a bizonyitasban A g-ek
Ac-re cserélhetdek. Q.E.D.

Heifetz munkdija agy 1ép a lehetd legaltalanosabb feltételek felé, hogy a Radon-mérték in-
verzlimesz létezését kimondo tételt kovetkezmény) nem vizsgalja. Nem nézi meg, hogy az
egyes feltételek miként dolgoznak" a tételben, tehat ,fekete doboz"-ként kezeli azt.

Igaz, hogy sem Heifetz, sem Mertens & Zamir, sem Brandenburger & Dekel nem vizsgalja az

inverzlimesz létezését kimondo tételeket, de ezen munkék elsGdleges célja nem az altaldnositas
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volt. Ezen munkak arra irdnyultak, hogy elég tipikus esetekben megmutassak, hogy a tipustér

fogalménak hasznalata nem tul erds feltételezés.

5.5. Mertens & Sorin & Zamir(1994)

Mertens & Sorin & Zamir [59] munkajabol csak a teljesen regularis paramétertér esetét vizsgal-

juk.

189. segédtétel. Legyen (X, 7) teljesen reguldris topologikus tér, ekkor (Ac((X,7), B(X,T)),

Tmsz+) teljesen requldris.

Bizonyitds. (X, 7) teljesen regularis, tehat Ji : X — C beédgyazés, ahol (C,7 kompakt tér
(Cech — Stone kompaktifikicio). Legyen p € Ac((X,7), B(X,7)) tetszoleges, legyen ' =
poi~t ekkor u' € Ac((X,7), B(X,T)), hiszen tetszéleges A € B(C,7)-re, és tetszbleges € > 0-
ra, i '(A) € B(X,7). p € Ac((X,7),B(X,7)), igy 3Z € B(X,7) kompakt halmaz, hogy
Z C i YA), és pi Y (A)\ Z) < e. i(Z) € B(C,7) kompakt halmaz, hiszen i folytonos,
i(Z) C A, igy p/ definicioja miatt pu(A \ i(Z)) < e. A, € tetszblegesen valasztott volt, igy
W € Ac((X,7), B(X, 7))

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy Ac((X, 1), B(X, 7)) ugy tekinthets, mint Ac((C, 1), B(C,
7)) egy altere.

A segédtétel miatt Ao ((C,7)B(C,T)) gyenge* kompakt, igy Ac((X,7), B(X,1))
gyenge™ teljesen reguldris, hiszen kompakt tér tetszéleges altere teljesen regularis.

A [155] kdvetkezmény miatt Ac((X,7), B(X,T)) MSZ* teljesen reguléris topologikus tér.

Q.E.D.

A kovetkezd allitas az alapja Mertens & Sorin & Zamir teljesen reguléris paramétertér esetére

vonatkozo6 f6 eredménye.

190. tétel (Mertens & Sorin & Zamir tétele). A paramétertér legyen teljesen requldris
topologikus tér (S,7), a vélemények legyenek Radon valdsziniségi mértékek. Ekkor a korrekt és

teljes egyetemes tipustér létezik.

Bizonyitds. Mivel minden teljesen regularis tér Hausdorff, igy a [5.4] bizonyitds hasznalhato.

Q.E.D.
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191. megjegyzés. Lathato, hogy a[I86] tétel dltalanosabb, mint a[I90] tétel. A kiilon targyalés
oka az, hogy a . tétel feltételeinek teljesiilésekor (5.3))-ben a Borel mérhetd inverzrendszer

inverzlimeszében az alaptér teljesen regularis topologikus tér.

Hangsilyozzuk, hogy Mertens & Sorin & Zamir munkija a teljes egyetemes tipustérre vo-
natkozo vizsgalatok sokkal szélesebb teriiletet fed le, mint amit mi itt ismertetiink (targyalja

tobbek kozott az analitikus halmazok kérdéseét is).



6. fejezet

Egy lehetséges altalanositas

Kiindulasképpen legyen S paramétertér, mely paramétertér tartalmazza az Osszes lehetséges
tényt, amelyeknek befolyasa lehet a jatékra. Ekkor a jatékosok véleményének modellezéséhez
az S generdlta véleményteret kell venniink, tehat figyelembe kell venni, hogy miként vélekednek
az egyes jatékosok S-rél, miként vélekednek az egyes jatékosok arrdl, hogy miként vélekednek a

jatékosok S-rél, s.i.t.
192. definici6é. A paramétertér mérhetd tér (S,.Ag), ahol Ag az S téren definialt o-algebra.

A paramétertérrél csak azt tessziik fel, hogy mérhets. Modelliinkben a jatékosok olyan
fogalmakkal operalnak, mint esemény, kimenetel, valoszintiség, tehat egy tisztdn mértékelméleti
modell tinik alkalmasnak. Tudjuk azonban, hogy tisztan mértékelméleti modell nem feltétleniil

eredményez teljes egyetemes tipusteret (lasd Heifetz & Samet [45])-t, és a példat).

193. definicié. Jelolje A(S, Ag) az (S, Ag)-en értelmezett valoszintiségi meértékek halmazat, és
legyen d(piy, f19) = sup ge a4 [t (A) — pa(A)|. Ekkor (A(S, As),d) roviden (A, d) metrikus tér.
(A, d) Baire mérhetdségi strukturajat jeloljilk B(A,d)-vel.

Ahol ez nem vezet félreértéshez, ott A(S, Ag) helyett a révidebb A(S) vagy A jeloléseket
hasznaljuk. Hasonléan jarunk el B(A(S),d) és B(A(S)) esetében is.

194. definicid. Definidljunk terek egy sorozatat rekurziv médon, ahol M a jatékosok halmaza:

9Ezen fejezet forrasa: [63].

104
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To = (S, Ag)
T = Ty® (A(TH)M
T, = Tie(AT)M, BAM)M)
= To @ (A(To)™, B(A(To)™)) @ (A(T)M, B(A(T1)M))

T, = Tuot ®(A(Th1)™, BA(T,-1)M))
= Ty ® @3 (AT)M, BAT)M))

ahol ® a szorzat mérhetd struktarat jeloli.

Th egy pontjat paraméter értéknek nevezziik, egyszertien egy lehetséges paramétere a jaték-
nak. T} egy pontja nem mas, mint egy lehetséges paraméter érték, és a hozzé tartozé elsé rendi
vélemények (a jatékosok véleménye a lehetséges paraméterekrol), s.i.t.

Vegyiik a Too, = S X x;’iOA(Tj)M végtelen szorzatot. Ha t € T, akkor ¢ nem més, mint
t=(s,pd,p3,...,ud,u3,...), ahol '“;’ jelentése, hogy az ;1" jatékos j-ed rendd véleménye. Tehat
T minden eleme felfoghaté tgy, mint egy véleményrangsor i.e. (%, u?,...) minden jatékos-
ra, és még egy lehetséges paraméter, ami nem méas, mint egy lehetséges vildgallapot. Too-t

véleménytérnek nevezzik.

195. megjegyzés. (s,ul,p2,...,ud, p3,...) elemei tekinthetsek gy, mint egy altaldnositott

sorozat elemei, ahol a rendezés: az els6 elem s, és u? < ,ui pontosan akkor ha j < k.

196. definici6. Legyen i € M tetsz6legesen rogzitett. Egy vélemény sorozat (ui,ub,...) ko-

vetkezetes ha n > 2-re

T 0
L. margr, o, = fy—1;

2. Marga(r, )ity = ML;_I,
ahol p?, [A(T,—1)]-bol valo ([A(T,—1)]* az i-ik masolata A(T},_1)-nek), tovabba, margr, jeloli

P T P P i . Loz i P
a Ty-en 1évé margindlis mértéket, és i Dirac-mérték mely a p;,_; pontra koncentral.

n—1
Az els6 feltétel azt rogziti, hogy az adott jatékos véleménye egy adott dologrol nem valtozik
a véleményrangsorban. A méasodik feltétel szerint az adott jatékos pontosan ismeri a sajat véle-
meényét (lasd Harsanyi [38]). A fenti két feltétel felfoghato, mint a jatékosok logikédja, feltessziik,

hogy ez a logika kézismert.
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197. megjegyzés. A mérhetSségi struktira [A(T),—1)]*n Vi,Vn Baire halmazokkal definiélt,
mely strukttra egybeesik a Borel struktiraval metrizalhat6 terek esetén, igy minden egyes pont

mérheté halmaz.

198. definicid. Vegyiink azokat a pontokat (s,,u%,u%, el u%,,u%, ...) Too-b6l, melyek esetén a
véleményrangsorok (u, u?,...) kovetkezetesek Vi € M. Legyen az Gsszes ilyen pont halmaza

TS, és hivjuk TS -t kévetkezetes alterének.

A € jelolést, més terek esetében is haszndljuk, és jelentése megegyezik a [I98] definiciéban

elmondottakkal.

199. definici6. Legyen i € M tetsz6legesen rogzitett, és vegyiik a kovetkezd halmazt

T = (xRl AT .
Ekkor T az ,i" jatékos tipustere, T* egy pontja az ,i" jatékos egy lehetséges tipusa.

Az i" jatékos tipustere tartalmazza az Osszes lehetséges kivetkezetes véleményrangsort.
Tehat, ha t € T, akkor t = (uﬁ,ué,ué, ...), és t kivetkezetes. Ezen tulajdonsigok miatt 77

segyetemes tipustér".

200. kovetkezmény. T metrizilhatd, hiszen altere megszimldlhaté sok metrikus tér szor-

zatinak. Ez a metrika a dy(p, i) = 3, e d(pn, 1) tdvolsdggal adott, ahol p,p/ € T°, és
s 1, € [A(TE_))]E (d-t a. definiciéban adtuk meg).

201. megjegyzés. Ha M szamossaga nagyobb, mint megszamlalhato, akkor A(T,)" Baire
halmazrendszere gyengébb, mint Borel strukturaja. Masrészt, ez a struktura (Baire halmazok)
egybe esik ®penrB(A(T),))™-mel, a szorzat mérhetdségi strukturaval. Fontos latni, hogy ez a
konstrukci6 nagyon hasonlit egy tisztidn mértékelméleti felépitéshez, hiszen nem hasznaljuk a

topoldgiat, hogy finomitsuk a mérhetGségi strukturat.

202. kovetkezmény. Legyen i € M tetszdlegesen rigzitett,

((Tﬁ’B(TS)uuihLl)v(NU {O}ag)’prmn|m§n) (61)
mérték inverzrendszer, ahol pry,, koordindta leképezés TC-bol TS, -be ¥(m < n), és (ui, ..., pui 1,

L) ETE
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Bizonyitds. A mérték inverzrendszerének definicioja megtalalhato a9 definicioban.

® Drinn = Prmk © Pren V(m < k < n), a koordinata leképezések definicioja miatt,

® pron = tdpe Vn kozvetleniil adodik a koordindta leképezések definiciojabol,

® proy, mérhets V(m < n), a szorzat mérhetSségi struktiura kozvetlen kovetkezménye,

o by (prom(A)) = ph 1 (A) Ym < nés VA € B(T,) a véleményrangsorok kivetkezetessége

miatt.

Q.E.D.

A 202] kovetkezmény kapcsolatot teremt a véleménytér és a mérték inverzlimesz fogalmak
kozott. A tovabbiakban tehdt az a kérdés, hogy létezik-e a megfelel§ tulajdonsigokkal biro
mérték inverzlimesz (lasd az megjegyzést).

Mar emlitettiik, hogy ha M szamossaga nagyobb, mint megszamlalhatoéan végtelen, akkor a
Baire strukttura durvabb, mint a Borel struktira. Ebben az esetben egy pont T)*-ben (n > 0) nem
mérhets. Ezt a jelenséget ugy interpretdlhatjuk, hogy a jatékosok ebben az esetben nem tudjak
pontosan, hogy mik a tobbi jatékosok véleményei. A jatékosok csak megszamlalhatd szamossagi
mésik jatékos véleményét tudjik pontosan. Gyakran talalkozunk a kdvetkezg kijelentéssel: . Nem
tudom ki, de valaki tudja ezt a dolgot ....!". A valosziniiségszamitas nyelvén megfogalmazva:
X tudja azt a dolgot" a kimenetel, ,valaki tudja azt a dolgot" az esemény. Ebben a példaban
egy jatékos nem ismer olyan eseményt, hogy ,i-nek a véleménye ez ..., j véleménye az ..., "
minden jatékosra, de olyan eseményt ismer, hogy ,,1-nek a véleménye ..., 2-nek a véleménye ...,
..., valakinek a véleménye ...", tehat egyszerre ,csak" megszamlalhato sok jatékos véleményének
pontos ismerete esemény. Ez a tulajdonsig tipikus mérhetségi tulajdonsag.

A kovetkez6 allitds azt mutatja, hogy az igazi kérdés a o-additivitdsa p’-nek, tehat hogy

létezik-e a mérték inverzlimesz.

203. allitas. Legyen i € M tetszdlegesen rogzitett. A (6.1)-ban definidlt mérték inverzrendszer
esetén létezik (T, Ar, ') gyenge mérték inverzlimesz (ldsd az . definiciot), hogy T =TS, .

Bizonyitds. Lasd a[92] allitast, és a[I98] definiciot. Q.E.D.

A [203| allitas g additivitasara koncentral. Altaldaban a meérték inverzlimesz létezése két

problémaba litkbzhet. Az els§ az inverzlimesz , gazdagsiga', tehdt az a kérdés, hogy az inverzli-
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mesz elég sok pontot tartalmazzon, a Heifetz & Samet [46] cikkbeli ellenpélda erre a probléméra
épiil. A masodik tipikus probléma ' o-additivitésa, erre tdmaszkodik a példa.

Az els6 fajta probléma elkeriilésére koordinata leképezéseket hasznédlunk, mig a masodik
tipusu probléma kezelése a valoszintiségi mértékek valami fajta regularitdsat koveteli meg.

A kovetkezd allitas a legfontosabb 1épés {6 eredményiink bizonyitdsdhoz.

204. allitas. Definidljuk a csonka véleményterek kévetkezd sorozatdt (ldsd a . definiciot):

Co = (Ac(To)™,B(Ac(To)M)
Cr = Co® (Ac(T))M, B(Ac(T)M))
= (Ac(To)™, B(Ac(To)™)) @ (Ac(T)M, B(Ac(T1)™M))

Cp = Cno1®(Ac(Th-1)M, B(Ac(Th-1)M))
= @5 (Ac(T)™, B(Ac(Ty)M))

ahol Ac(-) a kompakt requldris valdszindségi mértékek halmazdt jeloli.

Legyen i € M tetszdlegesen rogzitett, és vegyik a gyenge mérték inverzlimeszt:
(C, Ac, Vi) =w-— m(((crcw B(Cy), V;il)’ (Nu {0}, S);prmn‘mgn)7

Ekkor v* o-additiv.
Bizonyitds. Lasd a Bourbaki-tételt (142 tétel). Q.E.D.

205. megjegyzés. A 204 allitdasban a kompakt regularitas feltétel nem hagyhato el. Ennek
illusztralasara nézziik a kovetkezd gondolatmenetet:

HA . allitds azt mondja, hogy Ac algebra és v* additiv halmazfiiggvény. Tovabba, Ac C
B(C), hiszen minden p,, folytonos C' szorzat topologiajara nézve (amely a leggyengébb topologia
amire minden p,, folytonos).

Teljesen regularis topologikus terek szorzata teljesen reguléris, ezért C' is teljesen regularis
topologikus tér.

Konnyen lathato, hogy v! regularis halmazfiiggvény.

A teljesen regularis tereket jellemzi az a tulajdonsag, hogy bedgyazhatjuk egy kompakt térbe,

mint mindeniitt stirti halmaz (Cech — Stone kompaktifikécio).
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Legyen b egy injektiv fliggvény, mely bedgyazza C-t K kompakt térbe, és legyen l/% =vlob~!
egy halmazfiiggvény Ag-an, K részhalmazainak egy rendszerén, amelyet Ax = {X C K |
b~ 1(X) € Ac} definial.

Konnyen lathato, hogy I/Zk regularis. Mivel K kompakt halmaz, igy Iﬂk kompakt regularis.
A . kovetkezmény miatt v% o-additiv.

Masrészrél, C tartalmazza 1/"K tartdjdat, és v* megszoritdsa u"K—nak C-n, igy V' is o-additiv.

Kovetkezmeény: ¢ o-additiv Ac-n Vi."

Az 4ll6 betiivel kiemelt résszel van a probléma. Elképzelhet§ ugyanis, hogy a bedgyazott
halmaz kiils6 mértéke (v%(C) < 1) kisebb mint egy, tehat annak megszoritdsa (v') nem feltét-
leniill o-additiv. A példaban 1évs Polish-tér bedgyazhato kompakt metrikus térbe (lasd a
179] segédtételt). Ekkor a ,pusztan" additiv halmazfiiggvény (u) kivetitése a kompakt térbe
o-additiv. Az eredeti tér (N) mértéke a kompakt térben azonban 0, igy a kivetitett o-additiv

mérték megszoritasa az eredeti térre (N-re) ,természetesen" csak ,pusztan" additiv.

A kompakt regularitéas feltételének szerepe a mérték inverzlimesz létezésében harom helyen
jelentkezik. Egyrészt a kompakt regularitids biztositja a o-additivitast, masrészt biztositja az
inverzlimesz megfelel§ gazdagsagat, harmadrészt a kompakt regularis mértékek kiterjeszthetGek
a Borel halmazokra, mégpedig tobbnyire egyértelmten.

Az utolso tulajdonsag nagyon fontos a sztochasztikus folyamatok elméletében (a mintads-
vény mérhetéségét biztositja), de a mi probléméankban nem relevans. A mi célunk, hogy egy
olyan modellt épitsiink, mely a lehetd leginkdbb hasonlit egy tisztan mértékelméleti modellhez.

A kovetkezd tétel a f6 eredményiink.

206. tétel. T% egyetemes tipustér, igy létezik egy homeomorfizmus f : T' — (Apc(Ar),Tp),
ahol Apc(Ar) a Ap-n értelmezett olyan valdszinidségi mértékek halmaza, hogy marg(c,Ac)i €

Ac(C,Ac) Y € Apc(Ar), és (Apc(-),Tp) a pontonkénti konvergencia topoldgia Apc(-)-n.
A tétel bizonyitasat két alapvetd részre osztottuk.

207. definicié. Legyen g : Apc(Ar) — T Vu mértékhez azt a t = (u, b, ..., ub,...) pontot
rendel T%-bél, ahol

pl, =margr, _u VYn e N.

208. segédtétel. Legyenek (M, A, pips), (N, AN, ) valdszindiségi mértékterek, és legyen p
additiv halmazfiggvény Ay & An-en, legyen tovdbbd pps és py koordindta leképezések. Ha
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I op]T/[1 =l €S 1 opj_\,1 = uy, akkor p o-additiv A-n, mely a cilinder halmazok dltal generdalt

algebra.

Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy A elemei felirhatok a kovetkezs formaban: UL, (M; x Nj),
ahol m € N, M; € Ay, Nj € Ay. Ismert (lasd Jacobs [47] 274. oldal 3.1. Proposition) hogy,
u o-additiv A-n pontosan akkor, ha tetszéleges 4,41 C A, halmazsorozatra (N, A, = () =
(limp—oo u(Ap) = 0).

Legyen A, tetszGleges halmazsorozat, hogy A,+1 C Ay, és N, A, = (0. Ekkor Vn € N-hez
legyen k, € N, hogy A, = U?gl(Mj” x NI'). Legyen F = {f € NN | f(n) < k, Vn, ekkor
NnAn = User N (M x NI™). Tudjuk, hogy

(NnAn = 0) = (a(Mf) x Nj) =0 Vf € F —re). (6.2)

Osszuk az ﬁn(M}L(n) X N}L(n)) halmazokat két csoportba. Tartalmazza az els§ csoport, F}
azokat az f elemeket, ahol ﬁnM}‘(n) = (), és a maradék elemek alkossdk a masodik csoportot
Fy-6t.

Legyen M, = Utcp MJ?(”), ahol n tetsz6legesen rogzitett. Minden n-re véges sok MJ’}(”)
halmaz van, tehat M, € Ap;. Konnyen lathatod, hogy M, O M,1 Vn, tehat M, monoton
halmazsorozat. Azt kell még latnunk, hogy N, M, = ()

MMy = User, Nn M7, . )-b6l Ny M,y Vf € Fi-re, tehat N, My = 0.

A fentiekbdl kovetkez1k, hogy Ny (My, x N) D Ugep, My (M]?(n) X N}CL(”)). wyy o-additivitasa

miatt pp(M,) — 0, tehat

lim gy (My) = lim p(My x N) 2 lim p(Uger, Nn (M7 ) X N¥i)),

igy M(UfeF1 MNn (M?(n) X N}l(n))) — 0.
Az F5 halmazra teljesen hasonléan lathato, hogy pu(Urer, Ni ( Mg,y < N¥, ))) — 0.

v additivitasa miatt

pUser Nn (M7 X Nfoy)) + 1(User, On (M) X Ni,))
> 1((Uger, N (M % N7 U (Uger, Nn (M7 % Ni))-

(6.3)

Legyen € > 0 tetsz6legesen rogzitett. Ekkor Iny € N, hogy u(Urer, Ny (M?(n) Nf(n))) <3,
ahol n > nq, és Ing € N, hogy pu(Urer, Mn (M}‘(n) X N;}(n))) < §, ahol n > ny. Ekkor
w(Uger Ny (M;}(n) X N}‘(n))) + p(Uger, Ny (M Foy X N, ))) < €, ahol n > max{ni,na}. (6.3)
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egyenlGtlenség, és e tetszblegesen vélasztott volta miatt u(A,) — 0. Q.E.D.
209. segédtétel. g bijekcio.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy ¢ injektiv. Ha u € Apc(Ar) adott, akkor p egyértel-
miien meghatirozza a perem mértékeit, tehat, meghataroz egy pontot 7%-ben.

Most azt mutatjuk meg, hogy g sziirjektiv. Legyen t € T? rogzitett. A . allitas, és a
204 allitas miatt Ag x Ac C Ap. Legyen ¢ : (T, Ar) — (S, Asg), és q2 : (T, Ar) — (C, Ac)
koordinata leképezések. Definialjuk u-t a cilinder halmazokon a kovetkezé modon (lasd a
definiciot, és 204 allitast):

p=pioq, é p=viog.

A cilinder halmazokon u és i’ egybeesnek (u° a gyenge mérték inverzlimeszbél valo, lasd a
m. allitast) és p' additiv halmaz fiiggvény, igy p kiterjeszthetd a cilinder halmazok generalta
algebrara, ngy, hogy p és p' egybeesnek azon. A . segédtételbdl tudjuk, hogy p o-additiv
halmazfiiggvény ezen az algebran, tehat egyértelmien kiterjeszthet6 Ap-ra (lasd a[L106] tételt).

Azt kell még bizonyitanunk, hogy u = u* Ap-n. Indirekt tegyiik fel, hogy 3A € Az, hogy
1(A) # pi(A). Ekkor 3k, és 3B € B(TY), hogy A = p,'(B). Tudjuk azonban, hogy [l

o-additiv, igy margrep = ’uiTlﬁ’ ami ellentmondas, tehat g bijekcié. Q.E.D.

210. definicié. Legyen f = g '.

211. segédtétel. f homeomorfizmus.

Bizonyitds. f folytonos (tx % t = f(ty) 2 f(£)): tx 2 ¢ melybdl VI, VA, € B(TF) t(A;) —
t1(Ay), tovibba p; ' (Ar) € Ar, és f(tx) o py ' (Ar) = th(A), fgy f(tx) = f(t) Ap-n.

J=1 folytonos (i % = [~ () % F~1(1): py % p Ar-n, amely azt jelenti, hogy py
perem mértékek konvergalnak p-hoéz pontonkeént, tehat f=1(u;) % ~Hp). Q.E.D.

A[208. tétel bizonyitdsa. Legyen f definialva a[210] definicioval.
A [209] segédtétel miatt f bijekcio.
A segédtétel miatt f homeomorfizmus. Q.E.D.

212. megjegyzés. A tétel egyetemes tipustere korrekt és teljes (lasd a , és a
definiciot).
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213. megjegyzés. A homeomorfizmus létezését Apc(Ar)-re és nem Apc(o(Ar))-ra bizonyi-

tottuk, mert az utobbira nem feltétleniil 1étezik (lasd a példat).
A kovetkez§ ellenpélda a[206] tételhez fiizott 213 megjegyzést tamasztja ala.

214. példa. Legyen Q = [0, 1]{1’1/2’1/3""’1/""“}, tehat az 1,1/2,1/3,...,1/n,... pontokon értel-

mezett fiiggvények halmazat.

1, haz=1/n
Legyen fn(z) = ,
0 kilénben
1, ha f, € A
legyenek tovabba dy, (A) = Dirac-mértékek. Ekkor Q2 kompakt metrikus
0 kiilonben

tér, mérhetGségi strukturajat a koordinéta leképezések generaljak (szorzattopologia), és lathato,
hogy a Borel és Baire halmazok egybeesnek.

Az is lathato tovabba, hogy a koordinata leképezések segitségével megadott algebra (cilinder
halmazok) generalja a Borel mérhetGségi struktirat.

Legyen fo = 0 konstans fiiggvény, és legyen dy, a fent definidltaknak megfeleléen Dirac-
mérték. Lathato, hogy 0y, — &y, pontonként az algebra (cilinder halmazok) Osszes elemén, de
a B = {fo} (minden pontban nulla fiiggvény) halmazon, ami nem eleme az algebrénak csak a

o-algebranak, dy, (B) = d7,(B).

215. megjegyzés. A [200] tétel a pontonkénti konvergencia topoldgia fontossagat is mutatja.
Tetsz6leges topologikus tér mérhet6 halmazain értelmezett valoszintiségi mértékek halmazéan a

MSZ gyenge* vagy a gyenge* topologia gyengébb, mint a pontonként konvergencia struktiarank.

A kovetkezd példa (216 példa) azt demonstralja, hogy a mi modelliink mennyiben lehet
elérelépés a kordbbi modellekhez képest (1asd az[f| fejezetet).

216. példa. Legyen két jatékos, mindkét jatékosnak legyen két-két stratégidja. Ez a jaték
normél formaban egy pont R3-ban. Van két valoszintiségi valtozo, melyek meghatarozzak a
jatékosok kifizetéseit. Tehat, a paraméter tér legyen S = ]RSR2 (a paraméterek fiiggvények R2-
b6l R®-ba). S nem kompakt, nem Polish-tér, igy Mertens & Zamir és Brandenburger & Dekel
modelljei nem miik§dnek ebben az esetben. Legyen S mérhetd struktiraja a Borel halmazai. A
mi modelliinkben, a lehetséges vélemények az Osszes valoszintiségi mértékek halmaza S-en, de
ezek kozott lehetnek olyanok, melyek nem kompakt regularisak, tehat Heifetz, Mertens & Sorin

& Zamir modelljei kevésbé dltalanosak, mint a miénk.
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A fent ismertetett modellnek f6 ,erénye" az, hogy a kiilonb6z6 rendd vélemények terén olyan
topologiat definial, mely fliggetlen az alacsonyabb rendii vélemények topologiajatol. Raadasul
ezen tér a vélemények gazdagabb abrazolasat teszi lehet6vé, mint a megel6z6 munkak, tovabba
ezen tér egy teljesen regularis topologikus tér, tehat hasznalhatjuk a Kolmogorov-féle Kiterjesz-

tési Tétel egy altalanos formajat (204 allitas, tétel).



7. fejezet

Osszefoglalas

Mar a jatékelmélet legegyszertibb problémai kapcsin is felmeriilnek a jatékosok informaltsé-
géra vonatkozo feltevések. Altalaban ,elsiklunk" ezen kérdések felett, hiszen vizsgalatuk igen
,messzire" vezet. Nos, e munka egy ilyen lehetséges kitérst igyekezett bemutatni.

Felmeriilhet a kérdés: Mire ez a sok apparatus, biztosan kellenek ezek az eszkozok, vagy
csupéan a kérdés egy tulbonyolitasa az ami itt torténik? A probléma bemutatasara a dolgozat
leginkabb hangstulyozott fejezete. Azt gondoljuk, hogy a problémak ismertetése sordn minden-
ki meggy6zédhet arrol, hogy valéban elkeriilhetetlenek a bonyolultabb matematikai fogalmak
hasznélata.

A [63] munkara épiils fejezet tovabb finomitotta a teljes tipusterek létezésének bizonyitasakor
a topologia szerepét. Nem csupéan arrél van szo, hogy éaltalanosabb ezen modell (PMP), mint a
korabbiak (Mertens & Zamir [58], Brandenburger & Dekel [23], Heifetz [§], Mertens & Sorin &
Zamir [59]), hanem abban is, hogy ravilagit arra tényre, hogy a gyenge* (gyenge M SZ*) topo-
logia szép tulajdonsagai mellett (lasd a kovetkezmeényt) milyen ,felesleges" megkotéseket
tartalmaz a paramétertérre vonatkozbéan. Tehét, a paramétertéren topoldgiara csak azért van
sziikség, hogy meglegyen a gyenge* (gyenge M SZ*) topologia a kiillonb6zd rendi vélemények
terén.

Végezetiil, egy fontos eredményre hivjuk fel a figyelmet, mely eredmény réavilagit arra, hogy
az e dolgozatban targyalt probléma korantsem tekinthets lezartnak.

Nem tudjuk, hogy mit is jelent valojaban egy a dolgozatban targyalt tipustérrel rendelke-
z6 modell. Simon [76] példédja mutatja, hogy nem feltétleniil igaz, hogy egy Bayesi-jatéknak

van mérhet6 Bayesi-Nash-egyensulya Mertens & Zamir-féle tipustér esetén. Tehét, kapunk egy

114
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létezést (koztudott jaték normal forméaban), de elvesztettiink egy fontos eredményt, t.i. a Bayesi-
Nash-egyensuly létezését.
Simon példaja az egyetemes tipusterek vizsgalatanak egy 4j irdnyat mutatja. Rendben van,

hogy létezik, de mennyiben hasznalhaté egy egyetemes tipustér?



8. fejezet

Melléklet

egyetemes vélemény tér
egyetemes tipustér
vélemény altér

hipotetikus tudés

korrekt

kovetkezetes véleményrangsor
kozismert

kozismert racionalitis
koztudott

koztudott racionalités
majdnem sorozatmaximélis
mintadsvény
sorozatmaximalis

teljes egyetemes tipustér
tudés rangsor
véleményéallapot
véleményrangsor
véleménytér

visszafelé lépegetés

VL

universal beliefs space
universal type space

beliefs subspace

hypothetical knowledge
sound

coherent hierarchy of beliefs
common belief

common belief of rationality
common knowledge

common knowledge of rationality
almost sequentially maximal
sample path

sequentially maximal
complete universal type space
hierarchy of knowledges

state of mind

hierarchy of beliefs

beliefs space

backward induction

BI
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