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1. fejezet

Bevezetés: a hozamgorbebecslés

problémakorének ismertetése

A kotvények jovébeli pénzaramlasra vonatkozo kovetelések megtestesitéi, a
pénz iddértékét mutatjak. A kiilonb6z6 idGpontbeli pénzaramlasok kozott
a hozamgorbe biztositja az atjarhatosagot. Hidba kiemelt fontossagal, a ho-
zamgorbe kozvetleniil nem megfigyelhets. Azon tul, hogy nem megfigyelhetd,

felmeriil a kérdés, hogy egyaltalan mi is az a hozamgorbe? A hozamgorbe nem

IKit foglalkoztat a téma, miért j6 ismerni a hozamgdrbét? A hozamgdrbe vizsgalata

fokozott igényként meriil fel az alabbi teriileteken:

1. A jovebeli hozamok eldrejelzése, dontéstamogatas a gazdasagi szerepl6k részére (cé-

gek beruhazasi dontései, maganszemélyek megtakaritasi dontései),
2. monetéaris politika, valamint annak hatasmechanizmusa,
3. allamkincstéari adossdgmenedzsment (pl. lejarati szerkezet kérdése),

4. kamatlabderivativok arazéasa és hedgelése (pl. a legbonyolultabb kamatlabderivati-

vok és a vanilia kotvények (14sd: Arrow-Debreu arak) értéke egyarant a hozamoktol

fiigg).



1. fejezet

mas, mint kiillénbo6z§ lejarathoz tartozé hozamok futamidé szerint folytonos
fiiggvényeként torténd abrazolasa. Devizanként, termékenként (pl. kotvény,
kamatlabswap), modszertanilag (pl. zérokupon, par, forward) egyarant kii-

16nb6z6 gorbék 1éteznek, illetve becsiilhetsk.

A hozamgorbe becslése a pénziigytan két kiillonbo6z6, am egymashoz még-
is kapcsolodd probléméajava fejlédott. Az els6 megprobal egy, a lejarati id6
fiiggvényében folyamatos fliggvényt elgallitani valamely piacon megfigyelt,
kereskedhets arak felhasznalasaval. Ez a statikus becslés: a gorbe egyfajta
pillanatképnek tekinthet egy adott piacrél, mint ahogy azt a 1.1. aAbra mu-

tatja a magyar kotvénypiacra vonatkozoan.

7.80%

\ —— zc hozamok az idé fliggvényében

7.40% \

7.20% \

7.00% \

6.80% \

\____/

7.60%

6.60%

6.40%

L2000 i o e

1.1. dbra. AKK zérckupon hozamgérbe 2008. janudr 2-dn

Tegyiik fel, hogy zérokupon hozamgorbe szamitasat tiiztem ki célul. Egy
folytonos gorbét szeretnék kapni a lejarat fliggvényében, de akadalyokba tit-
kozom. Egyrészt a piacon kamatfizetd kotvényekkel kereskednek YTM? vagy

arfolyam jegyzéssel, mésrészt a lejaratok még a leglikvidebb piacok esetén is

2lejaratig szamitott hozam



Bevezetés: a hozamgdrbebecslés problémakdrének ismertetése

ritkak, azaz folytonossagrol szo sincs. A piac egészét tekintve a CF?-datumok
szama meghaladja a kotvények (arfolyamok) szamat, raadasul az egyes &r-
folyamok illetve hozamok megfigyelési hibat tartalmazhatnak a piaci szok-
vanyok kovetkezményeként (pl. bid-ask spread, kerekités, on-the-run? és off-
5

the-run

stb.).

sorozatok kozotti kiilonbségek, adozasi szabalyok eltérité hatasa,

6 ¢s altalanosi-

A gorbe szamitdsa torténhet bootstrap modszerrel, egyszert
tott” legkisebb négyzetek modszerével torténd linearis regressziéval, a ho-
zamgorbe alakjat modellezni probélé eljarassal® (pl. harmadfoka spline fiigg-

vény).

A dinamikus szemléletd becslés soran a strukturalt kamatlab modell kiva-
lasztasa az els6 lépés. A megfelels kamatlab modell kivalasztasa dnmagaban
felettébb bonyolult feladat, hiszen csupan a jegyzett pénziigyi irodalomban
tobb tucatnyival talalkozhatunk. , Jolly Joker” kamatlab modell nem létezik,
ezért el6fordul, hogy a kutatok, illetve piaci szerepl6k a becslés részeként
hatarozzak meg magat a modellt is (nemparaméteres vizsgalat). Az iddsorok
felhaszndldsa a becslés soran szintén kiilonbozd lehet. Végezhetiink egyszert
idGsorelemzést és panelvizsgéalatot is. A modell kivalasztasakor fontos szem-
pont, hogy a kivalasztott idGsor 1épéskoze és a kamatldb modell mogotti

sztochasztikus folyamat 6sszhangban legyen egymassal.

Ez a dinamikus szemlélet(i probléma a jelen értekezés targya. A becslés so-

ran a kovetkez6 a kérdés: hogyan irhatjuk le a hozamok idébeli alakulasat?

3cash-flow

4A jovebeli kibocsatasi tervben szerepls, éppen aukcionalt kotvény.
5Korabban aukcionalt kotvény, aminek esetében rabocsatis mar nem lesz.
50Ordinary Least Squares (OLS)

"Generalized Least Squares (GLS)

8Ezek a kiilonféle yield curve fitting, azaz hozamgérbe illesztési modszerek.
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Hasonl6 koncepcid ez, mint amikor egy részvény vagy éppen deviza arfo-
lyaméanak idébeli alakulasat akarjuk megérteni. Azért csak hasonlo, mert a
hozamgorbe — a részvény- és devizaarfolyammal ellentétben — természetét
tekintve nem skaldr mennyiség. A hozamgorbe egyes pontjai k6zott nem &ll-
hat fent akarmilyen kapcsolat, iigyelni kell arra, hogy az arbitrazsmentesség
elve érvényesiiljon. Ez utobbi nézépontot szemléltetendd, az 1.1. dbra hozam-
gorbéje az 1.2. abran jelzett modon alakult 2008. januar 2-a és marcius 3-a

kozott.

zc hozamolc

lejarat (év)

1.2. dbra. AKK zérckupon hozamgérbe alakuldsa 2008. janudr 2-a és mdrcius 3-a

kozott

A — dolgozatban is alkalmazott — strukturalt modellalapt becslés célja a
kamatlab modellben szerepld sztochasztikus véaltozo(k) eloszlasanak megha-
tarozésa, amennyiben ez nem megvalosithato (a legtobb esetben az arazo
differencialegyenlet megoldhatatlan), az eloszlas egyes momentumait szokas
megbecsiilni. A sztochasztikus valtozo maga gyakran nem figyelhet6 meg (pl.
volatilitas a tobbfaktoros modellekben), ekkor el@szor azt is becsiilni kell va-

lamilyen modszerrel. A vizsgalati modellek felallitasanak csak a sziik fantazia

4



Bevezetés: a hozamgdrbebecslés problémakdrének ismertetése

vagy a csillagos ég szab hatart.

A becslési eljaras lefolytatasat kovetGen még nem pukkan a pezsgd, hiszen
a becsld modellt statisztikai és kozgazdasagi szempontbol egyarant értékelni
kell. Statisztikailag meg kell vizsgalni, hogy a becslési hibak tulajdonsagai
megegyeznek-e az eldre feltételezettel (pl. varhato érték zérus). Kozgazdasa-
gilag azt kell ellenérizni, hogy a modell j6l magyarazza-e a kétvény hozamo-
kat illetve arfolyamokat a vizsgalt piacon. Ha eltérés mutatkozik, annak oka
kettds lehet. Egyrészt kideriilhet, hogy rossz modellel szamoltunk, masrészt

kétely meriilhet fel a piac hatékonységat illetGen.

A dolgozat felépitése roviden a kiovetkezd. Elsként egy ismertets kovetkezik
a hozamgorbe statikus becslésére szolgald eljarasokbol. Ezutan a dinamikus
strukturalt modellalapti becslés kiinduldépontjait és feltételezéseit ismertetem
(feltételezések a sztochasztikus folyamatokra vonatkozoan, a kétvénydrazds

menete, a kockdzat piaci dra, stb.).

A gondolatmenet folytatasaként a megfelel§ hozamgorbe modell kivalasztasa
koriili dilemmét mutatom be. A t&bb tucat irodalomban hasznélatos modell
kozil vizsgalatom a folytonos idejd modellekre koncentralodik. A dolgozat
ezen részében bemutatom a figyelmem koézéppontjaban szereplé modellcsa-
ladot, az affin modelleket. Vélasztasomat az affin modellek viszonylagosan
kezelhet6bb (azaz alacsonyabb szamitasigényti) becslési problematikaja mo-
tivalta. Az ismertetés logikdja Dai és Singleton [2000] cikkét koveti, elsGsor-
ban azért, mert példaértékd pontossiaggal mutatja be az affin modellcsaladon
beliili lehet&ségeket és korlatokat. Ezek utan réviden ismertetem, milyen to-

vabbi modellezési lehetGségek allnak a kutatok rendelkezésére.

A modellvalasztasi kérdéskor targyalasat egy rovid betekintés koveti a becslé-

si eljarasok vilagaba, illetve kérdéseibe. A dolgozat ezen része kevésbé hang-



1. fejezet

sulyos, mint a modelleket taglald, hiszen a dolgozat pénziigyi szempontbol
irodott. Ennek megfelelen az 6konometriai modszerek kizarolag alkalmaza-

silag, illetve alkalmazhatosigilag szerepelnek a gorcss alatt?.

A modellekre vonatkozo irodalométtekintés és modszertani betekinté utan
sajat empirikus vizsgalatom motivaciojat, modszertanat, hipotéziseit és az
azok tesztelésére kidolgozott modszereket ismertetem. Empirikus vizsgéala-
taim sorén, zérokupon mintam leir6 jellemzését és faktorelemzését kovets-
en, el6szor egy félparaméteres (Semi Non-Parametric, SNP) tesztnek vetem
ald a hozamgorbe dinamikajat, majd affin, azon beliil is Vasicek tipust mo-
delleket! kalibralok Kalméan-filter segitségével, végiil értékelem a kalibralt

modellek el6rejelzé képességét.

Az értekezés empirikus téren tillép a kutatasi el6zményeken, hiszen a ma-
gyar kdtvénypiacra vonatkozoéan még nem sziiletett atfogd dinamikus hozam-
gorbebecsl tanulmény. A kutatas 6nalloé eredménye, hogy az egyik gyakori
hozamgorbemodellt (Vasicek modell) raszabja a magyar mintara majd kvan-

titativ médon megméri annak elérejelzs erejét.

Empirikus kutatasi tapasztalataim kapcsan gyakorlati javaslatokkal is szol-
galhatok a témaban elmélyiilni kivano kutatoknak. A magyar hozamgirbe
dinamikus vizsgdlatdra a 3-faktoros Vasicek modell, a modell kalibrdldsdra

pedig a Kdlman-filter haszndlatdt javaslom.

9Kétségtelen tény, hogy remek dkonometriai dolgozatot lehetne irni a hozamgorbe becs-
lésérdl.
Ohivatkozasokért és részletekért lasd a 34. oldalt



2. fejezet

Lehet6ségek a statikus becslés

gondolatmenetére

A statikus hozamgorbe becslésének célja egy olyan diszkontfiiggvény elGalli-
tdsa a kotvénypiac adott allapotara vonatkozoéan®, amely Ad 1) a visszasza-
mitott kdtvényarfolyamokat kozel helyezi el a valos piaci kotvényarfolyamok-
hoz, Ad 2) biztositja a becslés pontossagat mérd mutatok (pl. eltérés négyzet-
Osszeg) szamithatosagat, Ad 3) a becsiilt diszkontfiiggvény esetében biztositja
az arbitrazsmentes arazéas alapelveit, azaz C/Z; pozitiv, monoton csokkend és
3(0) értéke 1, Ad 4) a diszkontfliggvénybdl szamithato forward hozamgorbét

és annak derivaltjat kellGen stabil és sima formaban éllitja el valamint Ad

5) a becslési eljaras nem tulzottan szamitasigényes.

A hozamgorbe statikus becslése alapvetGen haromféleképpen térténhet: boot-
strap modszerrel, linearis regresszidval és illesztési eljarassal. A kovetkezdk-

ben ezeket mutatom be a teljesség igénye nélkiil.

Makara [2000]
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2.1. A bootstrap médszer

A bootstrap eljaras?, amelyet csak a kozos név kot dssze a statisztikai mod-
szerrel, diszkontfaktorok rekurziv szamitasi eljarasa. Altalaban a par gorbére
alkalmazzak®. Alkalmazasanak fontos feltétele, hogy a szamitasi feladat jol
definialt legyen. Ehhez az kell, hogy az arfolyamok szama megegyezzen a
CF-id6pontok szamaval. Ha d(n)-nel jeloljik az n év mulva lejaré par kot-
vény arfolyamét, a kbtvény lejaratig szamitott hozamat, ami definici6 szerint
megegyezik a kupon mértékével, pedig c(n)-nel, akkor az alabbiakat irhatjuk
fel:

n—1

100 = ¢(n) > d(i) + [100 + c(n)]d(n),
i=1 (2.1.1)
100 — e(n) Yo d(i)
din) = 100 +c(n)

A fenti szamitast valamennyi lejaratra elvégezve megkapjuk a par hozamgor-

bét, ami tokéletesen illeszkedik a mintaadatokra.

2.2. Becslés linearis regresszioval

A linearis regresszioval torténé becslés a minta szintjén dinamikus, azonban

szemléletében statikus, hiszen egy adott napi hozamgorbét becsiil.

A kétvényhozamokra, vagy azok valtozasaira felirhatunk egyszertd VAR?-

modelleket, amiben a magyarézé valtozok lehetnek maguk is a hozamgorbe

2Efron [1982]
3gyakran, de nem egyediilalléan a kamatswap piacon
4yektor autoregresszios



Lehetdségek a statikus becslés gondolatmenetére

pontjai vagy éppen makrookonoémiai valtozok. A hozamok azonban szamos
tulajdonsaggal birnak, amivel az atlagos VAR-tanulmanyokban szerepld vél-
tozok nem. Az egyik ilyen, hogy a kotvények kereskedett eszkozok, a piacon
pedig valamennyi lejaratra szimultan sziiletnek iizletek. A hosszabb futam-
ideji kotvények rovid befektetési idGhorizonton kockézatosabbak, mint a ro-
vid futamidejd kotvények, ezért alapesetben a kockazatkeriils befekteték a
rovid papirok felett tobblethozamot varnak el a hosszabb lejarati papirok
tartasaért, kompenzalandd ezt a tobblet kockazatot. A spot hosszu hoza-
mok a jovébeli révid hozamok kockazattal stulyozott varhato értékei, ellenke-
76 esetben a piacon arbitrazsra nyilik lehetGség. Emiatt a hozamgorbe egyes
pontjainak relativ elmozdulasai szorosan Osszefiiggenek egymassal. Fzek az
Osszefiiggések egy VAR-modellben megszoritasok forméjaban jelentkeznek a
becsls egyenletek egymés kozotti viszonyara vonatkozoan. A VAR-modellek
alkalmazhatosdgéat tovabb neheziti, hogy a hozamok eloszlasa nem tekinthetd
normélisnak, ami megneheziti a kockazattal silyozott varhato érték szamit-

hatosagat.

A hozamokra, illetve diszkontfaktorokra felirt modellek tekintheték idében
az elsének az irodalomban. A kotvények arat a benniik foglalt CF-k jelen-
értékeinek Osszege adja ki. Linearis regresszios becsléshez felirhatunk egy
egyenletet, amiben a kétvények arfolyama ezen CF-k jelenértékeinek és egy

normélis eloszlast kovets hibatag osszege:

p=bd+e (2.2.1)

ahol p a kotvények arfolyamait tartalmazé vektor, b a CF-matrix, d a disz-
kontfaktorok sorozata lejaratonként, € pedig a hibatagok vektora. Ezt az

egyszer(i megkozelitést alkalmazta Carleton és Cooper [1976], a hozamgorbe

9
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vektort pedig GLS-sel becsiilte meg. McCulloch [1975] egyszert négyzetek

modszerével (OLS) becsli a linearis regressziot.

A SR’ valtozasaira futtat regressziot Fama és Bliss [1987] anélkiil, hogy bér-
miféle megszoritast alkalmazna a hozamgorbe egyes pontjainak viszonyara
vonatkozoan. Evans és Marshall [1998] monetaris politikai sokkok hatésat
vizsgalja hosszu futamideji kotvényekre hozamgorbe modell felallitasa nél-

kiil.

2.3. A hozamgorbe illesztése

Az illesztés mint eljaras valamilyen gorbe (ez lehet a spot hozamgorbe, a disz-
kontgorbe vagy éppen a forward hozamgorbe) elGallitasat tiizi ki célul. Fel-
tételezi, hogy az elsallitando fiiggvényre tetszbleges pontossaggal® illeszthetd
egy, bizonyos bazisfiiggvények kombinécidjabol adodo fiiggvény. A becslés so-
ran altalaban el6re rogzitik a bazisfiiggvények feltételezett alakjat, majd ezek

koefficienseit szamitjak valamilyen tavolsagminimalizalo kritérium mellett.

Tegytik fel, hogy n darab kétvényt vizsgédlunk egy adott piacon, melyek b;;
CF-kal rendelkeznek, ahol 7 a kotvények szerinti, j pedig a CF-datumok sze-
rinti szamlalo. Ekkor ¢ = 1,...,n, 7 = 1,...,m;, az egyes CF-datumokat
jelolje t;;, p a kotvény netto arfolyama, a; pedig a felhalmozott kamat. Fel-
tételezziik tovabba, hogy a megfigyelt arak e; mérési hibat tartalmazhatnak,

ekkor az arazo egyenlet alakja a kdvetkezs:

j=1

5short rate: pillanati kamatlab
61asd: Weierstrass-tétel

10



Lehetdségek a statikus becslés gondolatmenetére

Amennyiben a fenti d;-re illesztett fliggvénynek k paramétere van és k < n,
nemlinearis regressziéval konnyen becsiilhet6k a paraméterek. Az egyes ide
tartoz6 modellek abban kiilonboznek, hogy melyik hozamgorbét veszik célke-
resztbe (spot, forward, diszkont), illetve, hogy milyen parametrizéaciot alkal-
maznak az illesztés soran. A leggyakoribb az egyszert polinomialis valamint
a spline alapu becslés. A spline-ok elénye, hogy a kiilonb6z6 bazisfliiggvények
alkalmazasa révén elkeriili a tilzottan magasfoki polinomok alkalmazéasanak
sziikségességét. A magasfoki polinomok ugyanis, bar jol illeszkedhetnek a
mintaadatokra, az interpolalt részeken indokolatlan hullamzast mutathatnak.
A béazisfiiggvények illesztésénél, az un. csomoépontoknéal elsGdleges fontossa-
g, hogy a fiiggvény maga, annak elsé és masodik derivaltja egyarant létezzen
és folytonosak legyen”. Egy egy csoméponttal rendelkezé harmadfoki spline

a [0, 73] intervallumon az alabbi format olti:

T1 (t) = ayo + a11t + a12t2 + a13t3, te [0, ’7‘1]
(2.3.2)

Tg(t) = a9y + a9t + a22t2 + a23t3. t e [7—17 7'2]

McCulloch [1971] és McCulloch [1975] a diszkontgorbére illeszt harmadfoka
spline-t, Vasicek és Fong [1982] exponencialis spline-t illeszt a diszkontgor-
bére, Chambers, Carleton és Waldman [1984| a spot hozamgorbére illeszt
egyszer( polinomialis modszerrel, Fama és Bliss [1987| a forward hozamgor-

bét illeszti linearis iteracios eljarassal.

A fentiekkel ellentétben Nelson és Siegel [1987] kozvetleniil a forward hozam-
gorbére feltételez egy konkrét fiiggvényformat. Az altaluk javasolt modellben

a forward hozamok palyajat egy mésodfoku differencialegyenlet irja le:

"Mindezt gy nevezziik, hogy a fiiggvény megfelelden sima.

11
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fe(T) = Bie + Bar exp(—=AeT) + Bas AT exp(—M\7), (2.3.3)

ahol f;(7) a t id6pontbdl T idgszakra eldre ugro forward kamatlab, By, B,

(3¢ és T pedig a forward hozamgorbe alakjat befolyasolé paraméterek.

12



3. fejezet

Hozamgorbebecslés dinamikus

strukturalt modellekkel

A kovetkezSkben a modellvalasztasi dilemmaba talal bevezetést az olvaso. El-
s6ként a modellezés trade-off kapcsolatait és feltételezéseit ismertetem, majd
érint§ jelleggel bemutatom a leggyakrabban alkalmazott modellcsaladokat.
Végiil kifejtem, hogy miért az affin modelleket valasztottam empirikus vizs-

galataimban.

A szemléletében dinamikus strukturalt modellalapi® becslés egy hozamgorbe

modellt vesz alapul?, majd ennek paramétereit szamitja ki, illetve becsli.

LA témaban az els6 lépéseket Sargent [1979] tette meg, amikor VAR-modellel becsiilte
a varakozasi elmélet teljesiilését. Pearson és Sun [1994] a SR mellett az inflaciot azonositja
mint latens faktort; Litterman és Scheinkman [1991] széles korben ismertté valt cikkében
harom latens faktorral, nevezetesen hozamszinttel, meredekséggel és pupossaggal magya-
razza a mintabeli hozamvaltozasok 97 szazalékat; Dai és Singleton [2000] hozamszintet,
meredekséget és egy un. pillangé faktort kiilonboztet meg, ami gyakorlatilag egyenértéki

a hozamgorbe pupossagaval. A téméban lasd a 50. oldalon irottakat.
2A nemparaméteres eljarasnal nincs a priori modellvdlasztds, hanem a becslés eredmé-

nye maga a modell is.

13



3. fejezet

A hozamgorbe modellek megszoritdsokat vezetnek be a hozamgorbe egyes
pontjainak relativ valtozésai vonatkozéasaban, igy biztositva az arbitrdzs men-
tességet, tovabbéa normadlistol eltérd eloszldsokat is megengednek a hozamok
vonatkozésaban. Az emlitett megszoritdsok a magyarazd valtozok allapot
dinamikajabol és a kockazat piaci aranak modellben szerepls alakjabol ve-
zethetdk le. Szerepiik rendkiviil fontos: egyrészt biztositjak a konzisztenciat
a hozamok dinamikajaban, mésrészt lehetévé teszik a kockdzati prémiumok
levalasztéasat a jovdbeli kamatldbak vdrhatd értékétsl®. Sargent [1979] korai
cikke a varakozasi hipotézis kovetkeztetését vonja le, ahol a befektets hosszu
kotvények tartdsaval varhatoan nem realizalhat extraprofitot. Az ujabb vizs-
galatok (pl. Bekaert és Hodrick [2001]) ezzel szemben tgy latjak, hogy a be-
fektetsk hosszu futamideji kotvények tartésaval szisztematikusan nagyobb
extraprofitot érhetnek el, mint révid futamidejd kotvényekkel, azonban ez a
szisztematikus kiillonbozet id6ben nem allandé. A hozamgorbe konzisztenci-

ajabol fakado megszoritasok ezt a kockdzati prémiumot is modellezik.

A hozamgorbe modellek szamos trade-off szempont szerint csoportosithatok,

ezek:

1. A modell idébeli felfogasa alapjan: folytonos ideji, illetve diszkrét

idejd modellek,

2. A modellezés elsédleges célja szerint: egyensilyi, illetve no-

3A hozamgoérbe pontjainak relativ dinamikajara vonatkozé megszoritasok egyben meg
is nehezitik a becslési folyamatot. Mar a meglehetsen egyszeri affin modelleknél is — ahol
a modell az allapotvektorra nézve affin — megjelennek a linearistol eltérd fliggvényformék
a modell paramétereinek vonatkozasaban. A nemlinearis fliggvénykapcsolat miatt az OLS
becslés nem alkalmazhato. A maximum likelihood (ML) modszer szintén nem alkalmaz-
hat6, mert a hozamok stirtiségfiiggvénye nem ismert zart képlet formajaban. A becslés

témakorét az 5. fejezet részletezi.

14



Hozamgorbebecslés dinamikus strukturdlt modellekkel

arbitrage modellek,

3. A modellben szereplé valtozok szama szerint: 1,2,..., N valto-

z6s modellek,

4. A modellvaltozok koézotti fiiggvénykapcesolat szerint?: affin,

kvadratikus, rezsimvalto és ugro-diffuzios modellek.

Folytonos ideji modell valasztasa mellett szol, hogy: Ad 1) Nincs idealis
idSintervalluma a vizsgalodasnak, a folytonos idejid modellben egyszertien
megkeriiljiik a valasztas problematikajat. Ad 2) A folytonos ideji modellek
modszertana rendkiviil b6ven dokumentélt az irodalomban. Kevés, de fontos
esetben zart képlettel szamithato a kotvények, illetve kamatlab derivativok
ara. Ad 3) Ha mégsem szamolhatok az arak zart képlettel, szamos becslési
eljarés és numerikus modszer koziil valaszthat a modellezs. Ezzel szemben a
diszkrét ideji modellek elénye, hogy: Ad 1) A valésag nem folytonos idében
zajlik, az arak egyik idépontrol a masikra valtoznak (az idgbeli tranzakcios
koltségeknek van elméleti also hatara). Ad 2) A diszkrét modelleket sok-
szor kénnyebb megérteni (pl. binomiélis modellek). Ad 3) Mire megytink a
folytonos modellekkel, ha azokat tugyis diszkrét modellekkel kell becsiilniink

(numerikus eljarasok)?

Az egyensilyi modellek® elsédleges célja a hozamgorbe eldrejelzése, illetve
kitvénykereskedési stratégidk kidolgozasa®. Az 1ttéré hozamgdrbemodellek
ebbe a csoportba tartoznak, ezért az egyensilyi modelleket gyakran klasszi-
kus modellek néven illetik. F6bb alkotoelemei a SR sztochasztikus dinamiké-

jara, valamint a befektetSk preferencidira (pl. kockdzati prémiumok kérdése,

1A teljesség igénye nélkiil.
Spl. Vasicek [1977], Cox, Ingersoll és Ross [1985] és Brennan és Schwartz [1979)
5Tuckman [1995]
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kockazat piaci ara) vonatkozo feltevések. A modell endogén modon hatérozza
meg a hozamgorbét, az igy kapott eredmény és a piaci mintaadatok kozott
gyakran eltérés van. Mindemellett az egyensilyi modellek kétségtelen els-
nye a bels6é konzisztencia, azaz a modellparaméterek viszonylag allandok az

idében.

A no-arbitrage modellek” definicié szerint tokéletesen illeszkednek a piaci
mintaadatokra. Az arbitrdzsmentes érvelés legf6bb elénye, hogy a kamatlab
derivativok arara nem hatnak a befektetsi preferencidk. A pontos illeszkedés
héatranya viszont, hogy a modellekre nem jellemz6 a belsé konzisztencia: a
modell paramétereket minden egyes becslésnél djra kell becsiilni, azok heve-

sen ingadozhatnak az id6 mulasaval.

Kevés modellvdltozo és viszonylag egyszerd fiigguénykapcsolat mellett szol,
hogy igy a modellezés egyszeriibb, valamint nagyobb az esélye annak, hogy
az arfolyamok zart képlettel szamithatok. T'6bb modellvdltozo és bonyolultabb
fiigguénykapcsolat bevezetése akkor szokott elGtérbe keriilni, ha mashogy nem
lenne biztosithaté a modell megfelel§ komplexitasa és rugalmassaga, azaz

csak némi bonyolitas dran névelheté a modell valosagot leird képessége.

Az affin modellekben (lasd: Duffie és Kan [1996], Dai és Singleton [2000])
linearis kapcsolat van a modellvaltozok kozott, a kvadratikus modellek (1asd:
Ahn et al. [2002], Ahn et al. [2003], valamint Leippold és Wu [2002]) ezzel
szemben tullépnek a linearitas hatarain és — legalabbis utobbi szerzék szerint
— jobb a valésagot leiro képességiik. A rezsimvalto modellek (lasd: Bansal és
Zhou [2002| és Bansal, Tauchen és Zhou [2004]) és az ugro-diffuzios modellek
(lasd: Duffie, Pan és Singleton [2000]) a hagyoményos diffaziés dinamikat

kiegészitik sokkhatasokkal, ezzel is novelve a modellek valoszertiségét.

"pl. Heath, Jarrow és Morton [1992], Ho és Lee [1986]
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3.1. A kotvényarazas logikai menete

Altalanositva egy tobbvaltozos hozamgorbe modellben az 7, kockédzatmentes
pillanati kamatlab egy N-dimenzios Xy allapotvektor determinisztikus fiigg-

vénye. Jelolésben:

re =1r(Xy; 0); (3.1.1)

a () ekvivalens martingal mérték szerint az allapotvektor dinamikajat az

alabbi egyenlet irja le

dX¢ = pu?(Xy; 0)dt + o (Xy; ) dW2, (3.1.2)

ahol Xy és pu(Xy;0) N x 1 vektorok, o (Xy; 0) egy N x N dimenzioju matrix,
0 a modell fliiggvényében valtozé p-dimenzios paraméter, Wy pedig fliggetlen

Wiener-folyamatok N x 1-dimenzi6s vektora.

Arbitrazs mentességet feltételezve a T idSpontban lejard, 7 hatralévs ideji®
zérokupon kétvény P, o arfolyama ¢ id6pontban a Feynman-Kac formuléval

irhato fel:

P,r(x,0) = EP [exp(— /t ' reds) | Xy = x] , (3.1.3)

a fenti egyenletben EtQ a t id6pontban vett varhato értéket jelenti a kocka-

zatmentes () mérték szerint.

A kovetkezs logikai 1épés az opcidarazasbol ismert Black-Scholes (BS) szer-

9

zéparoshoz kapcsolodik. BS uttord felismerése” az volt, hogy ha az alap-

Sazaz T =t+7
9Black és Scholes [1973]
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termékbdl és egy hozzé kapcsolt feltételes kovetelésbdl elGallitunk egy tn.
onfinanszirozo portfolict, akkor a portfolié sulyok megfelel6 megvélasztasaval
Jkitithetjiik a rendszerbdl” a kockazatot. Az igy kapott portfoli6 hozama az
arbitrazsmentes érvelést felhasznélva nem mas mint a kockdzatmentes ho-
zam. Emiatt irhatjuk fel a Black-Scholes parcialis differencidlegyenletet a

kétvények arara vonatkozoan.

A kotvényarfolyam tehét kielégiti a Black-Scholes parcialis differenciélegyen-

letet!:

0’°P
0x0x’

oP 0P 1

— + p(z;0) — + 5 tr {v(m; 0) } —ri(z;0)P =0, (3.1.4)

ahol tr[-] a matrix nyomét, azaz sajatértékeinek Osszegét jelenti. Tekintet-
tel arra, hogy a kétvények lejaratkor névértékiiket érik, a végss érték feltétel
Prp(x;0) = 1 valamennyi z-re és f-ra. Amennyiben a fenti feltételek teljesiil-
nek, a Black-Scholes parcialis differencidlegyenletnek jol definialt megoldasa

van.

3.2. A kockazat piaci ara

A Black-Scholes parcialis differencidlegyenlet rendkiviil fontos pontja a mo-
dellalaptu kotvényarazasnak, hiszen a no-arbitrage feltétel mellett ez teszi
lehet6vé, hogy a SR mozgasa egymaga leirja a teljes hozamgorbe viselkedé-
sét. Ergs allitas ez, ezért kitérek a magyarazatra. A 3.1.4. egyenlet a teljes
hozamgorbe mentén fennall, megoldasa pedig nem mas mint a zérékupon
kotvényar. Azaz a Black-Scholes parcialis differencidlegyenletet alkalmazva a

teljes lejarati spektrumra megkaphatok az azt kielégité kotvényarfolyamok,

104 részletekért lasd: Duffie [2001] 5. és 6. fejezetét
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azok pedig egyértelmten definialjak a lejaratig szamitott hozamokat, azaz a

hozamgorbét.

A hattérben azonban megbujik egy tjabb fontos fogalom: a kockdzat piaci
dra, ami a valos mérték szerint értelmezett problémékban jelentkezik. Az 6n-
finanszirozo portfolié hozamat jel6ls kockdzatmentes kamatlab, a SR ugyanis
egy elméleti kategoria, nem pedig egy piacon kereskedett termék. Ennek ko-
vetkeztében mas modot kell talalnunk a kockazati forras megsziintetésére: két
zérokupon kotvényt kivalasztva onfinanszirozé portfoliot (jeloljiik ezt V-vel)
hozunk létre, majd ezen két kétvény stlyat valasztjuk meg tigy, hogy megsza-
baduljunk a kockézattol. Az eredményiil kapott portfoli6 hozama szintén az
elméleti SR, azaz dV/V = r,dt. Ebbgl Bolder [2001] levezetését felhasznalva

megkapjuk a kockazat piaci aranak (jeloljiik ezt A-val) Gsszefiiggését:

U (3.2.1)

01 09

ahol a szamozott indexek V portfolio elsé és masodik elemét jelolik. A koc-
kazat piaci ara tehat nem méas mint a kockdzatmentes hozam feletti standar-
dizalt tobblethozam (az irodalom a Sharpe mutatd elnevezést is alkalmazza),
amit az adott zérokupon kotvény tartasédért varnak el a befekteték. Bevezeté-
sére a piac nem teljes volta miatt van sziikség, hiszen a SR nem kereskedett.
A gyakorlatban a kockézat piaci ara a Radon-Nikodym derivdltként jelent-
kezik, ami lehet6vé teszi az ekvivalens martingal mérték meghatarozasat, és
technikailag atszamitja a kockazatot jelenté Brown-mozgas driftjét a kocka-

zatmentes mértékbdl a valos mértékbe.
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3.3. Varakozasi elméletek

Erdemes egy pillantast vetni a varakozasi elméletre, a tiszta varakozasi el-
méletre, valamint ezek hozamgorbemodelleket befolyasolo tulajdonsagaira,
illetve kovetkezményeire. Alt-Sahalia és Hansen [2004] jol mutat ra a két

elmélet kiilonbozdségére. A tiszta vdrakozdsi elmélet'! szerint:

e () = QQ*, azaz a Feynman-Kac egyenlet a kockdzatos mérték szerint is
fennall (az adatgenerdle mérték és a kockdzatmentes mérték megegye-

zik), azaz a LEH alkalmazasa kockdzatmentes arazashoz vezet,

T

o 1. = —log Eylexp(— [ r.ds)]/T,

e a hosszu futamideji kotvények varhato tobblethozama zérus, azaz a
hozamgorbe vizszintes.

t12

A vdrakozdst elmélet'* szerint:

T

® i, = Et[ft ryds|/T,

e a hosszu futamidej hozamok a jovébeli révid hozamok varhato értékei,
azaz a mindenkori forward hozamgorbe szerint alakulnak a j6vébeli spot

hozamok.

A LEH és az EH kozotti kiilonbség a Jensen-egyenlStlenségre vezethetd
vissza. Ha ugyanis a SR @ = @Q* mérték szerint egyarant normalis el-
oszlas, ftT rsds szintén normalis eloszlasu (hiszen normalis eloszlasu ele-

mek Osszege). A normalitas ezen feltételezésével a LEH egyenlete r,, =

"Tocal Expectations Hypothesis, LEH
2Expectations Hypothesis, EH
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Ey ftT ryds] /T — § var,[mryds] /T, amely a variancia tagban kiilonbézik az EH

egyenletétdl.

A LEH teljestilését feltételezd modellek alkalmazésa egyszeriibb a gyakor-
latban, hiszen nem jelentkezik a mértékvaltasi probléma. A folytonos ideji

modellek elénye, hogy az allapotvektor volatilitdsa azonos a valés és a kocka-

zatmentes mérték szerint még abban az esetben is, ha a LEH nem &ll fent!3.

3.4. Affin modellek

Altalanossagban egy N-faktoros affin hozamgérbemodell két feltételezésre

épit. Az egyik, hogy a SR valamely X;'* allapotvektor affin'® fiiggvénye:

N
Ty = 6[) + Z 5iXi,t = (S() + (S;Xt, (341)

=1

a masik, hogy az X allapotvektor dinamikaja az alabbi moédon irhaté le:

dXy = K(© — Xy )dt + £+/S¢dW, (3.4.2)

BEz az Gn. diffizids invariancia elve.
4 Az irodalomban ismert modellek egy része kozvetleniil meg nem figyelhets allapotval-

tozokra van felirva, méasik részében az allapotvaltozok kozott szerepel a kockdzatmentes
kamatlab. Az invarians transzforméciok segitségével megmutathato, hogy csupan formalis
kiilonbség, hogy egy adott modell r-re vagy X-re van felirva (a kamatlabra felirt modelle-
ket Ar médon, azaz r-ben affinként jeloljiik, a kozvetleniil nem megfigyelhets X-re felirt
modelleket pedig AX-ként), az egyik a masikbol némi szamolgatas utan levezethets (lasd:
Dai [1998] A.5 fluggelékét). A dolgozat 4.3. pontjaban részletezett Dai és Singleton [2000]
cikk Y-nal jeloli az allapotvaltozot, én a dolgozaton beliili egységes jelolésrendszert szem

el6tt tartva X-szel.

=4 . ’, .
5konstans plusz lineéaris
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ahol Sy egy N x N diagonalis matrix, aminek i-edik atlobeli eleme

[Selii = o + B X (3.4.3)

alakd. Az N darab ) mérték szerinti Brown-mozgas (Wt) fliggetlen, az X4
innovacidinak egyiittmozgasat az N x N dimenzi6ju 3 matrix irja le, K
szintén N X N métrix.

Fontos megjegyezni az allapotvaltozok dinamikijara vonatkozoan, hogy a
3.4.2-o0s egyenletben szerepld driftek és a 3.4.3-es egyenletben szerepld fel-

tételes varianciak egyarant affinok Xi-re nézve, azaz leirhatok annak affin

fiiggvényeként.

A 7 hatralévé futamideji P, p zérokupon kotvény arfolyamat a ¢ idépontban

az

Pt7T = eXp[AT + BT,Xt] (344)

egyenlet!® irja le. Itt A, egy skalar, B, pedig egy m x 1 vektor. Tovabbmenve

A, és B, vonatkozasaban az alabbi differencidlegyenletek irhatok fel:

dA 1
T _9KB.+-S [YB.]2q; —§ 4.
- +2;[ -Ji i — do, (3.4.5)
és
dB Y
T KB, - [¥B,]?8; + 6.. 4.
. P 5 D IEBIB + 6 (3.4.6)

i=1
A fenti differencidlegyenletek numerikus integralassal oldhatok meg, a kez-

deti értékekre vonatkozoan Ay = 0 és By = Onx1 adhatok meg. Lényeges

16Duffie ¢s Kan [1996]
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latni, hogy a differencidlegyenleteket az r; kockazatsemleges dinamikajara

vonatkozo feltételek hatarozzak meg, az 3.4.1 - 3.4.3 egyenletek szerint.

Ha val6s adatokon akarjuk probara tenni a 3.4.4. egyenletben szereplé arazo
képletet, a valés P mérték szerint is ismerniink kell Xy és P, 1 eloszlasat.

Ehhez a kockazat piaci arara, A¢-re, vonatkozoan kell nyilatkoznunk. Feltéve,

hogy

At =\ StA, (347)

ahol A egy konstansokbol all6 N x 1 vektor, X; valos P mérték szerinti

dinamikajara vonatkozoan szintén affin'” egyenletet kapunk:

A fenti egyenletben W P mérték szerint fliggetlen Brown-mozgasokbol allo
N-dimenzios vektor, K = K — Y, 0= Kfl(ﬁg—l— Yap), ® matrix i-edik

sora /\i,B; formaban irhato, ¥» N-elemi vektor i-edik eleme \;a; alaku.

Az affin modellek alkalmazéasanak gyakori eldnye a kotvényarfolyamok ana-
litikus szamolhatosagal®, tovabba a viszonylag egyszert felépités és becslési
folyamat. A konnytd szamithatosag ara azonban az allapotvektor kockazat-
mentes dinamikajara vonatkozé megszoritdsok forméajaban jelentkezik. Az
allapotvektor kockazatmentes mérték szerinti dinamikaja affin diffuzio kell,
hogy legyen. Ez azt jelenti, hogy esetében mind a pillanati varhato érték,

mind pedig a variancia felirhat6 affin fiiggvény formajaban. Az allapotvektor

I"El6fordulhat az is, hogy X @ mérték szerint affin, a valés P mérték szerint viszont

sziikség, 1lasd Duffee [2002].

Berre admissibility, illetve tractability néven hivatkozik az irodalom
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adatgeneralo folyamatéanak fiiggvényalakjara vonatkozdan nincsenek megszo-
ritasok. Ez azonban egyben azt is jelenti, hogy konfliktus meriilhet fel az
allapotvektor dinamikaja és az adatgenerald folyamat kozott. Elsfordulhat
ugyanis, hogy az allapotvektorra vonatkoz6 megszoritasok eredményeképp
olyan adatgeneral6é folyamathoz jutunk, ami képtelen a mintdban szerepld
hozamokat produkalni'®. Ait-Sahalia és Hansen [2004] szerint akkor all fent
az emlitett szerencsétlen eset, ha a kockézati prémiumok szigorian pozitiv
tobblethozamot eredményeznek a varhato kockazatmentes hozam felett. Az
affin modellek hdtrinya, hogy linearis voltukbol adéddéan gyakran képtele-

t20

nek kezelni a hozamgorbe jol ismert*" stilizalt tényeit: nemlinedris drift és

diffizios eqyiitthatok*', heteroszkedaszticitds®®, stb.

3.5. Kvadratikus modellek

Egy N-faktoros kvadratikus modellben a SR az allapotvektor négyzetes fligg-

vénye.

N N N
Te = 0 + Z 0; Xit + Z Z Gij X1 X
i=1

i=1 j=1 (3.5.1)
= 0p + 0/ X + X PXq,

ahol ® az alabbi N x N dimenziéju konstansokbol allo pozitiv szemidefinit

matrix.

19 Azaz a vizsgalat eredménye az, hogy a mintédban szerepls adatok el sem fordulhattak

volna.
20]egalabbis az amerikai adatokra vonatkozoéan
2asd: Ait-Sahalia [1996a], Ait-Sahalia [1996b]
22p]. kiilonféle GARCH-modellek
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1 G o duy)
®— ¢.12 ! @V (35.2)
_¢1N pon -1 |

Amennyiben feltessziik, hogy dg — id; ®-16, > 0, akkor biztositott a SR

nemnegativitasa.

Az allapotvektor dinamikajat leird sztochasztikus differencidlegyenlet atlag-

hoz visszahtizo tobbvaltozos normalis eloszlastu folyamat:

dX, = K(© — KXy)dt + SdWy, (3.5.3)

ahol K és & N x N dimenzi6ji matrixok, KO pedig egy N-elemii vektor.

A kockézat piaci ara az allapotvektor lineéris fiiggvénye:

At - )\0 + A]_Xt. (354)

A 7 hétralévs futamidejd P, ; zérokupon kétvény arfolyamat a ¢ idépontban

az

P, = exp[A; + B X + X{C, X] (3.5.5)
egyenlet irja le. A fenti egyenletben A egy skalar, B egy N x 1 vektor, C
pedig egy N x N elemii méatrix.

A kvadratikus modellek akkor jelentek meg az irodalomban, amikor a kuta-
tok egyre tobb és tobb illeszkedési alkalmatlansagot véltek felfedezni az af-

fin modelleknél. A négyzetes modellek alkalmazasédnak a legnagyobb eldnye,
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3. fejezet

hogy ezek a modellek — legalabbis a témaban aktiv szerzdk szerint — gyogyirt
jelentenek az affin valtozatok valos adatok reprodukalasakor mutatott gyen-
geségeire, tudjak kezelni a hozamgorbe stilizdlt tényeit (nemlinearis drift és
diffazios egyiitthatok, heteroszkedaszticitas); valamint valtozatos korrelacios
struktirat engednek meg az allapotvaltozok kozott. A négyzetes formébol
fakadoan az allapotvaltozok korrelacios strukturajara vonatkozoé megszorité-
sok nélkiil biztosithaté a hozamok pozitivitasa. A kvadratikus modellekrdl

Ahn et al. [2002] nyoman részletesen irok az értekezés fliggelékében.

3.6. Tovabbi lehet6ségek a modellezésben

A kvadratikus modelleknél nem &llt meg a fejlédés a hozamgodrbe modellezé-
sében. A kutatok novelik a valtozok szaméat a modellekben, egyre bonyolul-
tabb fliggvényformék felé fordulnak. Az alabbiakban harom cikket mutatok
be érinté jelleggel, mindharom a legfrissebb kortars irodalom terméke, to-
vabba mindharom az affin és a kvadratikus folyamatokat tekinti kiinduld

pontnak.

3.6.1. Jiang és Yan [2006] affin-kvadratikus modellje

Jiang és Yan [2006] cikke az affin, a kvadratikus, valamint az ugr6 folya-
matok egyesitésével probalkozik a hozamgoérbe modellezésében. Modelljiik
tobb, benchmarknak tekintheté modellt foglal magaba speciélis bedgyazott
esetként?. Az igy egyesitett modellt AQTSM-nek* nevezik: ez, allitasuk
szerint, ugré folyamatok nélkiil tekintve Ahn et al. [2003] hibrid (affin és

23 A minél atfogobb modell iranti igény mint modellezési filozofia megfigyelheté mind

Dai és Singleton [2000] esetében, mind pedig Ahn et al. [2002]-nél.
24 affin-kvadratikus hozamgérbemodell

26



Hozamgorbebecslés dinamikus strukturdlt modellekkel

kvadratikus elemeket egyarant tartalmazo) modelljével ekvivalens. Ez a ro-
konsagi szal segit abban, hogy az AQTSM-et egy altalanosabb modell ugréd
folyamatokkal torténd kibévitésének tekintsiik, és igy megkiséreljiik felmérni

az ugré folyamatok hasznossagat a hozamgorbe modellezésében.

A cikk harom hozamgorbemodellt vizsgal empirikusan. A kiindulépont egy
kétfaktoros affin, sztochasztikus volatilitasi modell, ami Dai és Singleton
[2000] altalanos, haromfaktoros affin modelljébdl szarmaztathaté. A masodik
modell az elsé allandé intenzitasa ugré folyamattal bévitett valtozata. Utobbi
Das [2002] allandé volatilitasa, ugréd folyamatokat tartalmazo modelljét fog-
lalja magéaba specialis esetként. A harmadik modellben az ugrasokat is egy
sztochasztikus folyamat vezérli, ami raadésul korrelal a pillanati kamatlab és
a sztochasztikus volatilitas folyamataival. Ebben a hozamok linearisan fiig-
genek a SR-t6l, azonban egyuttal az allapotvaltozok kvadratikus fliggvényei

(a sztochasztikus volatilitason és ugro folyamaton keresztiil).

A szerz6k empirikus vizsgalatai azt mutatjak, hogy az 6nallo folyamattal leirt
ugrasok hozzédadéasa a modellhez hatarozottan javitja a hozamgorbe illeszke-
dését a valos adatokra. FEzzel szemben a sztochasztikus volatilitas, illetve az
alland6 intenzitésu ugré folyamatok onmagukban torténé megjelenése a mo-
dellben nem javitja latvanyosan annak illeszkedését az amerikai adatokra.
Jiang és Yan [2006]| tovabbi megfigyelése, hogy az altaluk vizsgalt idGszak-
ban az ugrasokat leir6 folyamat negativan korreldl a kamatlab valtozéasaival,
évente 9-10 ugras kovetkezik be. Az idében valtozonak modellezett kockazati

felar pozitivan korrelal a kockazati faktorok volatilitasaval.
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3.6.2. Cheng és Scaillet [2007]| linearis-kvadratikus mo-
dellje

Cheng és Scaillet cikke az ugré folyamatokkal bévitett affin® és az altalanos

kvadratikus modelleket?® tekinti kiindulé pontnak.

A Cheng és Scaillet [2007] altal javasolt modellben (LQJD: linear-quadratic
jump-diffusion) az allapotvektor egy lineéaris ugrofolyamatbol, és egy linearis
és kvadratikus elemeket egyarant tartalmazé diffazios taghol all, valamint
a kockazat piaci dra sem feltétleniil linearis alakda. A cikkben a szerzdk azt
allitjak, hogy az LQJD-modellek pszeudo-allapotvaltozok bevezetésével kol-
csonosen megfeleltetheték az affin modellesaladdal, igaz nem pontosan Dai

és Singleton [2000] értelmében.

3.6.3. Ahn et al. [2003] invertalt négyzetgyokos modellje

Ez a cikk lényegében a kvadratikus modellspecifikicio részletes ismertetését
végzi el. Ujitasa az, hogy az affin és a kvadratikus épitGelemeken tul fel-
hasznéalja Ahn és Gao [1999] invertalt-négyzetgyokos (ISRM) modelljét is. A
szerzGk kozponti kérdése a hozamadatokban megfigyelhets valtozoé volatili-
tas kiilonb6zd modellekben valé reprodukalhatosaga. A volatilités vizsgéla-
takor elGrelépést jelent az invertalt gyokfolyamat alkalmazéasa, hiszen ez a
tag lényegében megoldja az affin modelleknél jelentkezd volatilitas vs fakto-
rok kozotti kovariancia trade-off-ot. Az illeszkedési képességben mért javulas
ugyanakkor a becsiilhetGség kiarara megy: jelentGsen emelkedik a numerikus
becslés munkaigénye. Nem lesz tovabba teljesen szabad a valtozok kozotti ko-

varianciamatrix szerkezete sem, bar a megkotések szama joval kevesebb mint

25]asd: Duffie és Kan [1996], Duffie et al. [2000]
261asd: Ahn et al. [2002] és Leippold és Wu [2002]
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az affin csalddban. A cikk ilyen modon affintél kiilonb6z6 modellek esetén
igazolja Dai és Singleton [2000] 4allitasait a sztochasztikus volatilitasra és a

valtozok korrelacios szerkezetére vonatkozodan.

3.7. Az affin modellvilasztas magyarazata

A bevezetGben mar emlitettem, hogy ,Jolly Joker” kamatlabmodell nem 1é-
tezik, emellett jelen fejezetben bemutattam, hogy a paletta rendkiviil széles.
Felmeriil a kérdés: melyiket célszerd valasztani? A modellvalasztas e fejezet
els6 részében bemutatott trade-off kapcsolatait felhasznalva olyan modellt
keresek, ami Ad 1) elfogadhatoan illeszkedik a mintaadatokra (ennek érté-
kelése az empirikus vizsgalat feladata); Ad 2) analitikusan szamolhato, jol
becsiilhetds és konnyen értelmezhet; végil Ad 3) a becslés lefolytatasa nem

kiilonosebben szamitasigényes.

A fent jelzett célfiiggvények metszetében az affin modellekre, azon beliil a
részletes empirikus vizsgalatok terén a Vasicek tipust modellekre esett a
valasztasom?’. Elfogadva az affin modellekkel szemben felhozott kritikai al-
litasokat (lasd a fejezet korabbi alfejezeteit), fontos hangsiulyozni, hogy az
affin modellek sem ,butédk” s6t, Cheng és Scaillet [2007] tanusaga szerint

meglehetdsen atfogoak.

2TA valasztashoz kozel két évnyi aktiv empirikus kutatas utan jutottam el, kiilonbozé
bonyolultsagt modellek és becsls eljarasok kostolgatéasa utan. Fzalatt kb. kétezer éranyi
processzorid6t hasznaltam fel becslések futtatasara egy manapsag atlagosnak mondhato
szamitogépen. A legjobban illeszkedd modelljeim esetében a modellbeli és a minta adatok
eltérése nagysagrendileg a piaci bid-ask spreaddel egyenértékii. Elképzelhets, hogy bonyo-
lultabb modellekkel még jobb illeszkedést kaptam volna, a javulas hatarhaszna azonban

elenyészé az addicionélisan jelentkezd alkalmazhatosagi problémak fényében.
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Affin modellek kozelebbrol

A kovetkez6 oldalakon a korabban mar bevezetett affin modelleket mutatom
be részletesen. ElGszor az affin diffiziokrol ejtek néhény szot, ezt koveti né-
hany kivéalasztott nevezetes affin modell ismertetése. A fejezet tovabbi részei
Dai és Singleton [2000] munkajaval kapcsolatosak: a szerzdék f6bb allitdsainak
bemutatasa utan kovetkeztetéseket vonok le a SR momentumaira vonatko-

z6an, végiil ismertetem az irodalomban felmeriilt kritikai valaszokat.

4.1. Affin diffazidok

A 3.4.2-os egyenletben definialt affin diffiizié az alabbi megfeleltetéssel adja

vissza az egyszertiisitve parametrizalt format:

dXy = pu(Xe)dt + 05(Xe)dWy, (4.1.1)

ahol (X)) = K(© — Xy) ¢s 0,(X,) = V/Sq.
Az egyvaltozos esetben viszonylag konnyedén elképzelhets az atlaghoz vissza-
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huzo folyamat. Az atlaghoz visszahiizas erésségét K mutatja, amennyiben
K = 0, a folyamat nemstacionérius. A d\/i/_/t sokkok zavarjak meg X-t ab-
ban, hogy egyszertien visszatérjen a hossza tavia atlaghoz. Ezen sokkok ha-
tasat Xg-re a volatilitas, o,(Xy) erdsiti fel, vagy éppen tompitja. Ha ez a
volatilitas konstans, a normélis eloszlési d\/ﬁ; innovéciok feltételesen norma-
lis eloszlést biztositanak dXy esetében. Ha azonban a volatilitas nem dllando,
elképzelhetd, hogy a d\vat innovaciok a magasabb volatilitasa id&szakokban
atgytriznek dX;-re, az alacsonyabb volatilitasi idészakokban viszont nem.
A felerésités, illetve tompitéas ezen allapotfiiggGsége feltételes heteroszkedasz-

ticitdshoz vezet.

A normalis eloszlasu és a négyzetgyok folyamatok tekinthetSk a leginkabb
elterjedt affin diffazioknak. A kozottiik 1éves kiilonbségtétel a o4 (Xe)o(Xy )’
varianciamatrixra vonatkozo feltételezésekben nyilvanul meg. A normdlis el-
oszldsu folyamatok varianciamétrixa konstans, ami matrix elemei vonatko-
zasdban! azt jelenti, hogy [S¢]i; = 0 valamennyi ¢ = 1,..., N-re. Ha ¥ meg-
felels parametrizalasaval biztositjuk, hogy a varianciamatrix identitasméatrix
format 6ltson, ugy a kovetkezd lineéris sztochasztikus differencidlegyenletet

kapjuk:

dXy = K(© — X,)dt + SdW,. (4.1.2)

A fenti egyenletben X megoldasédnak létezése? és unicitasa biztositott, ez a
megoldas azonban normalis eloszlasu, igy pozitiv valoszintiséggel vehet fel

negativ értéket.

A négyzetgyiok folyamatok esetében a varianciaméatrix nem konstans, ezért

Nasd: 3.4.3. egyenlet
2egzisztenciaja
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tér nyilik a feltételes heteroszkedaszticitas® megjelenésére. Ahhoz, hogy a
0+(Xy)o(Xy) varianciamétrix pozitiv definit legyen, megszoritasokat kell
bevezetni a modell paramétereinek vonatkozasaban. Az egyvaltozos példanal

maradva a sztochasztikus differencidlegyenletiink a kovetkezd:

dX; = K(© — X;)dt + v/ X dW,, (4.1.3)

ahol K ,(:j és X egyarant skalarok. Ekkor tetszélegesen valasztott paramé-
terekkel el6fordulhat, hogy a 32X, formaban kifejezett feltételes variancia
pozitivtol eltérs értéket vesz fel. Segitségiil kell tehat hivnunk a Feller-
kritériumot, hogy a szigortian pozitiv szdmok tartomanyidban maradjunk.
A kritérium szerint KO > %22; hétkéznapiasan fogalmazva a drift tag elég

erGs ahhoz, hogy a ,veszélyzonaban kihtzza X;-t a bajbol”.

Altalanossagban elmondhato, hogy az egzisztencia- és unicitastételek bizto-
sitjak, hogy a sztochasztikus differencidlegyenlet nem robban fel (névekedési
feltétel), valamint a megoldas unikalis (Lipschitz-feltétel). Mindezzel azért
fontos tisztaban lenni, mert az emlitett feltételeknek valé megfelelés nagyban
mar az egyszertiségi versenyben élenjar6é négyzetgyok folyamatok is akada-
lyokba iitkoznek a feltételek teljesitésekor. A ¥1/X;-alaku volatilitds ugyanis
nem teljesiti a Lipschitz-feltételt, éppen ezért kell segitségiil hivnunk a Feller-

kritériumot.

30,(X4) ebben az esetben fiigg az allapotvektortol
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4.2. Nevezetes épitSkockak: Vasicek és CIR

Az els6 affin hozamgorbemodellek az affin difftziok két alapesetének egyi-
kébaol alltak Gssze. A Vasicek-tipusi modelleknél Xy egy- vagy tobbvaltozos
normalis eloszlast affin diffazié (Ornstein- Uhlenbeck folyamat®), a CIR-tipusi
modellek esetében X; egy- vagy tobbvaltozos négyzetgyokos affin diffuzio
volt, ahol az allapotvaltozok teljesen fliggetlenek voltak egymastol. Az elsé

modellekben egyetlen faktor szerepelt, a SR.

A Vasicek modell egyfaktoros alakja a kockdzatmentes mérték szerint tehat

dry = k(0 — ry)dt + odW, (4.2.1)

alaki, ahol K > 0 a konstans hosszi tavia atlaghoz valé visszahtizas erejét mu-
tatja, 6 > 0 a hosszi tava atlagos kamatszint, o > 0 a folyamat volatilitasa.
A modellbeli kamatlab feltételes és feltétel nélkiili eloszlasa egyarant normé-
lis, ebbdl fakaddan pedig a kamatlab felvehet negativ értéket is. A kockazat
A piaci ara konstans, aminek kovetkeztében a SR normalis eloszlési a valos
mérték szerint is. Annak ellenére, hogy egyetlenegy kockazati faktor hataroz-
za meg valamennyi lejarat ingadozéaséat (azaz a kiilénboz6 lejarati hozamok
tokéletesen korrelaltak), a modell a hozamgorbe alakjainak széles palettajat

képes leirni.

Ezzel szemben az egyfaktoros CIR modell alakja a kockazatmentes mérték

szerint

drt = /4;(9 — ’f’t)dt + U\/T_tth (422)

4Ornstein és Uhlenbeck [1930]
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alakot Olt, ahol a paraméterek értelmezése hasonld a Vasicek esethez. A pa-

raméterek viszonylataban alkalmazni kell a 2k > o2

megszoritast, hogy
elkeriiljiik® a SR folyamat 0 kozeli ,csapdaba keriilését”. Az SR eloszlasa itt
méar nem normaélis: a feltételes eloszlas ferde khi-négyzet eloszlas, a feltétel
nélkiili eloszlas pedig Gamma eloszlas. A modellbeli feltételes variancia fiigg
a kamatszinttdl (ebben a tekintetben valoszeriibb a Vasicek modellnél), csak-
gy mint a kockazat piaci dra. A CIR modell szintén feltételezi a kiillonbozd
lejaratok kozotti tokéletes korrelaciot, és Cox et al. [1985] szerint a Vasicek
modellhez hasonldéan szamos alakt hozamgorbét képes modellezni. Cox és
szerzGtarsainak allitasaval ellentétben Brigo és Mercurio [2006] azt talalta,
hogy a CIR modell nem képes megfelelen kezelni az inverz (azaz negativ
lejtésti) hozamgorbét; ezzel egybevagnak sajat empirikus tapasztalataim is,

hiszen a teljes mintaban inverz magyar hozamgoérbére nem tudtam korrekt

CIR modellt illeszteni.

A Vasicek és CIR modellek tehat azért is rendkiviil fontosak az irodalomban,
mert belGliik épiilnek fel a bonyolultabb kamatlab modellek is. Létjogosult-
saguk azonban onalléan is megall: mar maguk is elfogadhato illeszkedést

produkalnak, féleg a tobbfaktoros esetben.

Vasicek els§ vonatkozo cikke (lasd: Vasicek [1977]) csupan az egyfaktoros
esetet targyalja, azt késébb Langetieg [1980] terjesztette ki tobb faktorra. A
késébb irodott Cox et al. [1985] méar 6nmagéaban tartalmazta a tobbfaktoros

esetet.

Késébb megjelentek az irodalomban keverék modellek is, ahol Xy dinamikajat
korrelalt tobbvaltozos affin diffazio irta le. Ezen a téren az elsé jelentés munka
Duffie és Kan [1996], ahol a szerz6paros bemutatta, hogy a keverék modellek

hogyan épiilnek fel az alapvets épitSkockakat jelenté normaélis eloszlastu és

Srészletesebben lasd a 33. oldalon irottakat
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négyzetgyok folyamatokbol. A Duffie és Kan [1996] altal bemutatott keverék
modellekre Dai és Singleton [2000] ad részletes elemzd értékelést, errdl szol a

kovetkezd alfejezet.

4.3. Dai és Singleton [2000] rendszerezése

Az affin modellek tanulméanyozasaban kiilonlegesen értékes Dai és Singleton
[2000] munkassaga. A szerzépéaros jelentds trt toltétt be a hozamgoérbemo-
dellek irodalmaban: atfogd rendszerezést készitett a modellcsaladra, feltarva
az egyes modellek kozotti strukturalis, valamint empirikus illeszkedési kii-
16nbségeket. Ezekre a kérdésekre korabban — az affin modellek mélyrehatod
elméleti elemzése és kiterjedt gyakorlati alkalmazésa ellenére — nem fektettek

hangsilyt a kutatok. A rendszerezés alaplogikija az alabbi.

1. Els6dleges 1épés annak vizsgalata, hogy az adott modellben analiti-
kus képlettel szamithatok-e a zérokupon kotvények arfolyamai. Dai és
Singleton [2000] megengedhet&ségi (admissibility) kérdésnek nevezi ezt.
Ez érthetd is, hiszen az affin modellek egyik erdssége éppen a ritka, de
annal jelentGsebb esetekben jelentkezd zart képlet a zérokupon kotvény-
arfolyamra®. A tovabbiakban az analitikusan szdmolhato jelzével fogok
hivatkozni az ,admissible” modellekre a sz6 szerinti forditas esetlensége

miatt.

2. A szerz6paros bemutatja, hogy valamennyi analitikusan szamolhatd N-

faktoros affin modell (ezek alkotjak az N-faktoros modellek csaladjat)

6Meg kell jegyezni, hogy az empirikus alkalmazéasokban nagyon sokiig nem meriilt fel
az admissibility kérdés, mert a normaélis eloszlastu és CIR modellekben eleve biztositott a
zérokupon kétvényarfolyamok zart képlettel torténs szamithatosaga. Lasd: Duffie és Kan

[1996].
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egyértelmien és atfedésmentesen besorolhatdé N +1 alcsoportba. Itt a
besorolés a 3.4.4-as egyenletben szereplé B, rangjat jelolé m szerint
torténik, ami nem mas mint az Xy fiiggetlen linearis kombinaciéinak
szama. Ez a paraméter hatarozza meg az Xy feltételes variancia mét-
rixat. Dai és Singleton [2000] m valamennyi értékére meghatarozza az

analitikus szamolhatosag sziikséges és elégséges feltételeit.

3. Az igy kapott 6sszes N-+1 alcsoportrol elmondhaté, hogy - 6konometri-
al értelemben - helyet ad egy-egy un. maximdlis modellnek. A maximalis
modell a modellek kozotti orientaciot segiti, pontosabban a kévetkezs

bekezdésben jelolt kérdések megvalaszolasat.

Dai és Singleton [2000] megvizsgalja az irodalomban leginkabb elterjedt affin
kamatlab modelleket, elhelyezi Gket a feni besorolas szerint. A csoportositas
haszna akkor jelentkezik, amikor vilagosan Osszevethetévé valnak az egyes
modellek az alabbi dimenziok mentén. Ad 1) A vizsgalt affin modell hol he-
lyezkedik el az adott alcsoport maximélis modelljéhez képest, azaz mekkora
szabadségfokkal hasznalja ki az adott alcsoportban rendelkezésre allo lehe-
tGségeket. Ha a modellben vannak tartalékok, gy melyek a megszoritéasok a
maximalis modellhez képest, és ezek mennyiben korlatozzak a modell illesz-
kedését. Ad 2) Az adott modell vagy az adott alcsoport mazimdlis modellje
megfelelGen rugalmas-e ahhoz, hogy egyarant leirja a hosszu és a révid hoza-

mok idébeli alakulasat a mintaidGészakban.

Elvileg célul lehetne kittizni egy szupermazximdlis affin modell felallitasat,
aminek az egyes alcsoportok maximalis modelljei (és igy természetesen at-
tételesen valamennyi affin modell) specializalt leszarmazottai lennének. Ez
azonban nem megvalosithato, mert az analitikus szamolhatésag biztositasa-

hoz korlatokat kell bevezetni a modellvaltozok dinamikijara vonatkozoan.
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Ezek a korlatok pedig olyan erds trade-off forméajaban jelentkeznek, hogy

gyakorlatilag kizarjak egy szupermaximalis affin modell 1étezését.

Dai és Singleton cikkében a 3-faktoros modellek (N=3) példajan keresztiil
ismerhetjiik meg az X;;-k X¢-re vonatkozo feltételes variancidja és az X
korrelacios matrixanak megengedhetd szerkezete kozotti trade-off-ot. A két
széls6 értéket a normalis eloszlast modellek (m=0) és a korrelalt négyzetgyok
diffizios™ modellek (m=3) jelentik. A normalis eloszlastt modellek esetében
az X oszlopai kozott barmilyen irdnyu és erésségii feltételes illetve feltétel nél-
kiili korrelacié el6fordulhat, viszont a feltételes variancidk allandok®. A CSR
modellben ezzel szemben valamennyi allapotvaltozd befolyésolja a feltételes
variancidkat, az analitikus szdmolhatosig teljesiiléséhez azonban sziikséges,
hogy az allapot véltozok feltételesen korreldlatlanok legyenek, s6t, a feltétel
nélkili korrelaciok sem lehetnek negativak. Nota bene az affin hozamgor-
bemodellek legfontosabb korlatja, hogy képtelenek egyszerre bizto-
sitani az allapotvaltozok kozotti negativ korrelaciéot és a SR szigora
pozitivitasat. A két szélss érték kozott tovabbi két alcsoportja van az af-
fin modelleknek, melyek egyikében sem &lland6 az allapotvaltozok feltételes
varianciija, tovabba az X oszlopai kozotti korrelacios struktira is (részben)

szabadon valtoztathato.

Az irodalomban elterjedt modellekben rejls tartalékokra hivja fel Dai és Sing-
leton [2000] a figyelmet, amikor négy ismert modellrsl vezeti le, hogy alulma-
radnak sajat alcsoportjuk maximélis modelljével szemben. A 3-faktoros affin
modellek 3-+1=4 alcsoportba rendezhetdk, azaz m négy értéket (0,1,2 és 3)

vehet fel. A szerzék bemutatjak, hogy az m szerinti sorrendben a normalis

"Correlated square-root diffusion (CSR).
8 Azaz a modellekben konstans a volatilitas.
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e m=0 (normalis eloszlasi modellek) : kockazati faktorok

konstans volatilitdsa,

e m—=1,2: 1 vagy 2 allapotvaltozo altal befolyasolt sztochasz-
tikus volatilitdsiu kockazati faktorok, rugalmasabb korrelé-

cios struktura a faktorok kozott,

e m=3 (CSR) : mindharom &llapotvaltozd befolyasolja a
sztochasztikus volatilitast, viszont kizarolag pozitiv korre-

lacio engedheté meg a kockazati faktorok kozott.

4.1. abra. A 3-vdltozés affin modell trade-off: a hozam-volatilitds szerkezete vs

faktorok kizdtti korreldcio

eloszlast Vasicek?, a BDFS!Y, a Chen'! és a CIR!? modellek az egyes alcso-
portok specializalt modelljei, és egyikiik sem maximalis. Az irodalombdl is-
mert megnevesitett modellek a normalis eloszlastt modellcsaladot leszamitva
valamennyien tulszabalyozottak alcsoportjaik maximalis modelljéhez képest
az allapotvaltozok egymastol vald fiiggbségének terén. Szamos CSR-modell
esetén (tobbek kozott Cox et al. [1985], Chen és Scott [1993], Pearson és Sun
[1994] és Duffie és Singleton [1997]) példaul a modellek feltételezései kozott
szerepel az allapotvaltozok fiiggetlensége, holott az analitikus szamolhatosag

feltételei enélkill is biztositottak lennének.

9%asd: Vasicek [1977]

101asd: Balduzzi, Das, Foresi és Sundaram [1996]
1asd: Chen [1996]

121asd: Cox et al. [1985]
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4.3.1. Az analitikus szamolhatosag kozelebbrdl és a ka-

nonikus reprezentacio

A 3.4.8. egyenletben ismertetett altalanos alakra vonatkozéan megszoritaso-
kat kell alkalmazni, hogy az X matrix feltételes varianciai, [S¢; elemei po-
zitivak legyenek, ez a kordbban mar emlitett admaissibility problem, azaz az
analitikusan szamolhatosag problematikija. A ¢ = (K, ©, X, B, a) paramé-
tervektornak (B = (34,. .., Bn) az X-re vonatkozo [Sg);; egyiitthatomatrixa)
ugyanis konnyen talalhato olyan realizacioja, amelyre mindez nem teljesiil.
Definici6 szerint egy 1 paramétervektor akkor vezet analitikusan szamolhato

modellhez, ha valamennyi [S¢); pozitiv.

Az analitikusan szamolhatosag problematikaja nem mertl fel, ha 8; = 0.
Ezt az esetet leszamitva a megengedhetGség feltétele, hogy bizonyos meg-
szoritasokat alkalmazzunk a modell dinamikajat leird egyenlet drift (K és
©) valamint diffazios paramétereire (X és B). Az analitikus szamolhatosag
feltételei tovabb szigorodnak, ha emelkedik az [S¢];-t meghatéarozo allapot-

valtozok széama.

Dai és Singleton [2000] a 3.4.4-as egyenletben szerepls B, rangjat jelols m

t!3 mutatja be az analitikus szamolhatosag feltételeit. A cikk beve-

szerin
zetésekor mar jeleztem, hogy a szerzéparos az analitikusan szamolhatd N-
faktoros modelleket m szerint besorolja N+1 alcsoportba. Az analitikusan
nem szamolhaté m-indextd N-faktoros modellektsl vald megkiilonboztetés

céljabol a szerzék A,,(IN) formaban jelolik az analitikusan szamolhaté mo-

delleket.

A kanonikus reprezentdcid bevezetéséhez Dai és Singleton [2000] particionélja

X¢-t, X' = (XB', XP") alakban, ahol XB m x 1, XP pedig (N —m) x 1

13 Ami ugye nem més mint az X; fiiggetlen linearis kombinaciéinak szama.
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vektorok. A kanonikus reprezentacio a 3.4.8. egyenlet specialis esete, ahol

KBB 0 _
K—| D“’X(N o (4.3.1)
K(me)xm K(me)X(me)

amennyiben m > 0, azonban m = 0 esetén K vagy felsé vagy alsé haromszog,

tovabba

e = Oma : (4.3.2)
ON-m)x1

» =1, (4.3.3)

Om

a= o, (4.3.4)
IiN—m)x1
Im m BBD

B = ) mx(N-m) | (4.3.5)

ON-—m)xm ON-—m)x(N-m)

A paraméterekre az alabbi megszoritasok érvényesek!4:

6 >0, m+1<i<N, (4.3.6)

K;0 = Z K;0; >0, 1<i<m, (4.3.7)
j=1

Ki; <0, 1<j<m, j#i, (4.3.8)

14 A megszoritasok eredményeképpen teljesiil a rang(B) = m feltétel.
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0,>0, 1<i<m, (4.3.9)

5 >0, 1<i<m, m+1<j<N. (4.3.10)

A fenti jelolésrendszert alkalmazva A, (V) jeloli azon affin modellek halma-
zat, amelyek az imént bemutatott kanonikus modell speciélis esetei, illetve
invaridns transzformaciokkal a kanonikus modellbdl szarmaztathatok. Az in-
varians transzformaciok valtozatlan kamatlabak és kétvényarfolyamok mel-

lett 6rzik meg az analitikus szamolhatosag tulajdonsagat.

Maga a kanonikus modell nemcsak analitikusan szamolhato, de mazimdlis is.
Meghatarozasaban az analitikus szdmolhatosagnak csupan miniméalisan sziik-
séges feltételei keriilnek alkalmazasra, a tiulszabalyozottsag elkeriilése végett.
A kanonikus reprezentacié azonban nem az egyetlen maximaélis modell az
A, (N) modellcsaladban. A kanonikus modellbdl invarians transzformaciok-
kal szarmaztathatdé modellek hasonloképpen maximélis modellnek tekinthe-
t6k. A kanonikus modell és a vele ekvivalens maximalis modellek alkotjak az

AM,,,(N) osztalyt.

Az egyes modellek a kanonikus reprezentéci6 alapjan felirt, m szerint szétva-

lasztott alcsoportok segitségével elemezhetsk; ez kovetkezik az alabbiakban.

Ao(3)

Amennyiben m = 0, az X elemei nem hatnak Xy volatilitdsara, az allapotval-
tozok homoszkedasztikusak, X dinamikaja pedig egy 3-dimenziés normalis
closzlasu diffuzio. Az AMy(3) kanonikus reprezentaciojanak 1 paramétervek-

tora az aldbbi elemekbdl all:
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ki 0 0 100
K= K21 K29 0 5 Y= 01 0f,
K31 K32 Ks3 0 01
- - - (4.3.11)
0 1 0 00
®=10], a=|1], B=|0 0 0],
0 1 0 00

ahol K atlojaban szerepl6 elemek mindegyike pozitiv.

A normalis eloszlasu affin modellek koziil a legismertebbek Vasicek [1977],

Langetieg [1980], tovabba Jegadeesh ¢s Pennacchi [1996] munkai.

A1(3)

Az m = 1 modelleknél az X elemeinek egyike hatérozza meg a teljes X
feltételes volatilitasat. A legismertebb ide tartozé modell az irodalomban jol

ismert BDFS modell:

duy = p(U — up)dt + 1y/wdBug,
dgt = l/(@ — 9t>dt + éng’h (4312)

d?”t = /i(et — Tt)dt + \/u_tdﬁr,t-

~

A korrelalt folyamatok B, ; és B,:, az ebbdl kdvetkezd egyetlen, nem zérus
korrelacié cov(dB, 4, dl?r’t) = prodt. A 4.3.12 kamatlabra vonatkozé egyenle-

tét atirva, a korrelacios egyiitthatot felhasznalva az alabbi adodik:

th = K/(et — Tt>dt + \/ ]_ — pgv\/u_tdBT,t + pm\/u_tdBUVt, (4313)
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ahol B,, és B,, méar fiiggetlenek. Nincs méas hatra, mint u,-t helyettesiteni
a vy = (1 — p2,)ug, U-t helyettesiteni a v = (1 — p2,)u kifejezéssel, valamint
n helyére n = /1 — p2,7-t irni, és megkapjuk a BDFS modell kanonikus

reprezentacidhoz hasonlito alakjat. Ez nem maéas, mint:

dvt = ,U,(U - Ut)dt + n\/U_tdBv,ta
df; = v(0 — 0,)dt + £dByy, (4.3.14)
th = /{(Ht — Tt)dt + \/U_tdBr,t + Urvn\/U_tdBv,ty

ahol o,., = pr/n\/1 — p2,. Az els6 egyenlet vi-re van felirva, ami nem mas
mint a volatilitds valtoz6. A mésodik egyenletben szereplé 6; a kamatlab
hosszti tavi atlaga'®. A modellben a kamatlab x intenzitassal kiizdi vissza

magét a 0;-vel jelolt hosszu tava atlaghoz.

A BDFS modellt az AM;(3) maximalis Ar modellhez hasonlitva vilagosan
latszik, hogy mely pontokon tulzottan szigort a BDFS modell, illetve milja

felil a maximalis modell a BDFS modellt .

dvy = p(v — vy)dt + n\/vidB, 4,
do, = v(0 — 0,)dt + /€ + | By joud By, +

+[000 1/Vid By s + 00 NV r + vd B,y (4.3.15)
dry = (6 — v)dt + K(6; — ry)dt + dBmg—I—

+ 0y /0By + [0 W€ + BovidBo.

A BDFS modell olyan specidlis esete a fenti 4.3.15-as egyenletben szerepld

maximalis modellnek, ahol a bekeretezett paraméterek 0-val egyenlSk. Ez azt

15 central tendency
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jelenti, hogy a maximalis modellhez képest a BDFS modell Ad 1) korlatozza
a kamatlab és annak hosszutava atlaga kozotti korrelaciot (0,9 = 04, = 0),
Ad 2) nem engedi meg, hogy a volatilitasban jelentkez$ sokkok (v) hassa-
nak a hosszu tava atlagos kamat volatilitasara (g, = 0), valamint Ad 3)
a volatilitas sokkok nem befolyasolhatjék a kamatlab driftjét (k,, = 0). Az
emlitett megszoritasok feloldasaval rugalmasabb affin modellt kapunk!®, amit

empirikus vizsgalatokkal is igazol Dai és Singleton [2000].

Erdemes felirni a 4.3.15-as egyenletet AX formaban:

Tt = (50 +X1t+X2t+X3t, (4316)
Xt [Hn ‘ 0 0 -| 01 Xt
d Xoy | = 0 Kog 0 0 Xoy dt+
X3¢ 0 0 K33 0 X3
L (4.3.17)
[ 1 \ 0 0 Sy \ 0 0
+ m 1 0923 O S22t 0 dBta
031 032 L | 0 0 Sss
ahol
S = Xy,
Soor = g + | [B2]1 [ X1s, (4.3.18)

Szt = + [Bs)1 X1z

16 A7 igy kapott rugalmasabb modellben v tovabbra is értelmezhets volatilitas sokként,

azonban a  paraméter némileg tilmutat a kamatlab hossza tavi atlagan.
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A fenti AX-re felirt modell esetében méar jol latszik, hogy a BDFS modell
az AM] (3) csoportban foglal helyet, hiszen a fent bemutatott modell ekvi-
valens az AM (3) kanonikus reprezentaciojavall” A harom valtozo diffazios
mozgasa feltételesen korrelalt lehet, tovabba X; mindhérom véltozo feltételes
variancidjat befolyasolhatja. Az analitikus szamolhatosag feltétele azonban,

hogy X; altal kovetett Wiener-folyamat szigortian pozitiv, azaz o5 = 0 és

013 = 0.

A BDFS modell AX-reprezentacidjaban a 4.3.16-4.3.18 egyenletekhez képest
annyi modosulas van, hogy valamennyi bekeretezett paraméter 0-val egyenld,
kivéve o30-t, ami éppenséggel -1. Mindez hogyan értelmezhets? Ugy, hogy a
BDFS modell a lehetséges harombol csupan két valtozo affin fiiggvényeként
irja le a short rate mozgasat (6; = 0). Ez annak a feltételezésnek az eredmé-
nye, miszerint a v; volatilitas valtozo csupan sajat volatilitdsan keresztiil hat
a kamatlabra, Xo; és X3; eloszlasan keresztiil. Az irodalomban nem a BDFS
az egyetlen modell, amely d,-et feleslegesen tulszabalyozza: hasonloan jar el

Andersen és Lund [1996] is.

As(3)

Az Ay(3) csaladban az koti Ossze a modelleket, hogy az X volatilitasat X
héarom eleme koziil ketté befolyasolja, azaz a matrix feltételes variancidjat

két véltozo affin fliggvénye hatarozza meg. Ide tartozik a Chen modell:

17A kanonikus reprezentaciobol gy jutunk el a fenti formahoz, hogy a X métrixot
diagonalizaljuk, Soo-t és Ssz-at normalizéljuk, valamint elhagyjuk ds-t és d3-at az r; =

50 + 51X1t + 52X2t + §3X3t egyenletb()’l.
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dvy = p(0 — vp)dt + ny/v;dWiy,
d@t = V(g — 6t>dt + g\/ Q'UtdWQt, (4319)
drt = /4;(9,5 — Tt)dt + \/U_tdW3t,

ahol a harom Wiener-folyamat kolcsonosen fiiggetlen egymastol. A BDFS
modellhez hasonléan v a sztochasztikus volatilitast jeloli, € pedig a kamatlab
hosszu tava atlagos értékét. A f6 kiilonbség a Chen és a BDFS modellek
kozott az, hogy a € a Chen modellben négyzetgyok folyamatot kivet, ellenben

a BDFS-ben normalis eloszlastit.

Az ide tartoz6 maximalis modell, ami segit kiemelni a Chen modell tulzott

szigorusagat, az alabbi:

dvy = (0 — vy)dt + [Fug [0 — 01)dt + n\/0,dWry,
db;, = v(0 — 0,)dt + [Fou [T — ve)dt + C\/0,dWoy,
dr, = (U — vg)dt+

+[Frg (0 — 0,)dt — k(0 — 6)dt + k([T ] — r)di+

+ [0 I1v/0rd Wit + [0 [V 0rd W+

+ +{ B e + vid Wy,

(4.3.20)

A Chen modell a fent leirtnak specialis esete, ahol a bekeretezett paraméterek

nullaval egyenlsk, kivéve 7-t, amire 7 = 6 &ll fenn.

A maximalis modell ravilagit, hogy -t és v-t miért nem szerencsés a kamatlab
hossza tavia atlagaként, illetve volatilitasaként értelmezni. A fentiek szerint
ugyanis 6 és v driftjei befolyasolhatjak egymast, s6t, a két valtozd hatast

gyakorolhat a kamatlab driftjére, valamint volatilitasara is. A Chen modell
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feleslegesen tiltja a kapcsolatot'® 6, és r;, tovabba v, és r, kozott. Dai és

Singleton [2000] empirikusan vizsgalja a tilzott szigor kovetkezményeit.

A kanonikus reprezentacioval torténd osszevetés céljabol itt is érdemes felirni

a modellt AX szellemben:

re = |0 |+ |01 X1 + Xop + X, (4.3.21)

Xlt K11 K12 O 91 Xlt
d X2t - m K92 0 92 — th dt—i—
X3¢ [ 0 0 ‘ H33J 0 X3
1 0 0 S11(t) 0 0
+1 0 1 0 0 Splt) 0 [dB(1),
[7a) @) | 1\ 0 0 | Su)
(4.3.22)
ahol

St = [Bihi X,
Saor = [Ba]2 X, (4.3.23)

Sazt = [az]+ X + [3]2 [ Xa:.

A fentiek szerint X; és X, hatarozza meg a modellben a volatilitast; a két
valtozo szigort pozitivitdsat k1o < 0, valamint ko < 0 biztositja. Ebbdl ko-
vetkezden (X, Xo) kétvaltozos, korrelalt Wiener-folyamat. A modell anali-

tikus szamolhatosaga megkivanja, hogy X, és X feltételesen korrelalatlanok

18 A modellbeli korrelaciok nullaval egyenldk.
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legyenek, tovabba, hogy X3 ne hasson az elsé két valtozo driftjére. A harma-
dik valtozo feltételesen korrelalt lehet (X7, Xs)-vel, és variancidja (X7, X3)

affin fliggvényeként alakulhat.

A 4.3.21-4.3.23 kozott felirt AX reprezentaciobol tugy tudunk egyszert-
sités utjan eljutni a Chen modellhez, hogy a bekeretezett paramétereket
nulldval tessziik egyenlévé, illetve behelyettesitjiik a o33 = —1, valamint
dp = —6101 — O34 qls = —0Ok92/ k33 kifejezéseket. A Chen modellben a kamat-
lab — a lehetséges harommal szemben — két allapotvaltozo affin fliggvénye,

csakigy mint a BDFS-esetben.

As(3)

A haromvaltozos affin modellek kozott ez az utols6 modellcsalad: m = 3,
azaz mindharom X ,beleszol” a varianciak alakulasaba. Az AMj;(3) kanonikus

reprezentacidja igy irhato fel:

K11 K12 Ki3 1 00
K= ko1 Koo kosl| > =101 0f,
K31 K32 K33 0 0 1
(4.3.24)
01
©=16,1, a=0, B =13,
03

ahol az alabbi megszoritasok érvényesek: k; > 0 valamennyi 1 < ¢ < 3-re,

kij <0, ha 1l <i# j <3 fennall, tovibba 6; > 0 valamennyi 1 < i < 3-ra.

A fentiek szerint, mivel mind 3, mind pedig B identitdsmatrix, az m = 3

modellek formailag megegyeznek a harom dimenziés CIR modellel, ahol a
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volatilitasrol harom fiiggetlen Wiener-folyamat gondoskodik. Az analitikus
szamolhatosdgnak - a CIR modellel ellentétben - nem feltétele, hogy a K
méatrix identitasmatrix legyen, elegendd, ha az atlon kiviil esé elemek kiseb-
bek nullanal vagy éppen nulldk. A kanonikus reprezentécio tehat egy korre-
lalt négyzetgyok-modell, ellentétben az irodalomban felettébb elterjedt CIR-
mintara épité figgetlen véletlen tagos modellekkel, mint példaul a Chen és
Scott [1993], a Pearson és Sun [1994], vagy éppen a Duffie és Singleton [1997].
Az imént emlitett modellek kevésbé rugalmasak, mint a maximélis modell,
hiszen tulzott szigorral fiiggetlen véletlenfolyamatokat kovetelnek meg, azaz
megkdvetelik, hogy a K matrix atlon kiviili elemei nulldk legyenek. Jelen
esetben, tekintettel arra, hogy 3-faktoros modellekrsl van szo, a K identitas-
matrixsza kényszeritése hat paramétert korldtoz. Mindez természetesen art

a modellek rugalmassaganak, illetve illeszkedési képességének.

4.3.2. Modellek csoportositasa a SR momentumai szerint

A Dai és Singleton [2000] &ltal javasolt besorolasi séma segit az irodalom-
ban korabban felmeriilt, hozamok dinamikajat ldtens faktorokkal magyaraz-
ni kivano faktormodellek elhelyezésében. A latens faktorok kozvetleniil nem
megfigyelhetdk, becslésiik a hozamokbol visszaszamolva lehetséges. A fak-
tormodellek szerzéi altalaban intuitive nevet adnak az altaluk bemutatott
faktoroknak, melyek tartalma vagy a hozamok momentumaiban, vagy vala-

milyen makrogazdasdgi vdaltozoban keresendd.

Sztochasztikus atlagti modellek

A sztochasztikus atlagn modellekben X = (r,0), az r pillanati kamatlab a

sokkokbol gyorsan visszatér a 6 sztochasztikus révid tava atlaghoz, ami lassi
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mozgassal ingadozik a @ hosszi tavi atlag koriil. Az ide tartozo sztochasztikus

differencialegyenletek a kovetkezdk.

d?”t = KT(Qt — Tt)dt + O-TdW’I‘,tv
i (4.3.25)
d@t = H@(Q — gt)dt + UG(Qt)dWQ,t'

Fent k,, kg, o, és 6 skalarok, tovabba k, > kg, hogy 6 betolthesse a szto-
chasztikus atlag szerepét. Az egyenletekben a véletlenvaltozok fiiggetlenek
egyméstol. Balduzzi, Das és Foresi [1998] feltételezi, hogy oy(6;) valdojaban
0y azaz nem fligg 0,-t6l: igy a sztochasztikus atlag normaélis eloszlasi lesz. Ez
a sztochasztikus atlagn modell az Ag(2) halmazba esik, a kockazat A piaci

ara itt allandé.

A Chen modell (1asd: Chen [1996]) kétvaltozos alakjaban 6 egy négyzetgyok-
folyamat, (6;) = v1/0; valamely konstans v-re. A vonatkozo egyenletek:

W = (Wr> WO)/>

o, 0
ox(X) =s(X) = 0 /i , (4.3.26)

A(X) = d's(X).

Ebben az A;(2) modellben q € R?, 3 pedig egy 2 X 2-es identitas matrix.

Sztochasztikus volatilitadsti modellek

Legyen X = (r,v)’, ahol v a SR volatilitdsa. A negativ értékek lehetdségét

elkeriilendd, a volatilitas dinamikajat négyzetgyok-folyamat irja le:
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dry = k(7 — 1y)dt + /v dW, 4,
e = = rdi oW (4.3.27)

dvy = k(0 — vp)dt + oy /U dW, 1,

ahol k., 7, k,, U és 0, konstansok, a Wiener-folyamatok pedig fiiggetlenek egy-

méastol. A tovabbi egyenletek:

W = (Wr7 Wv),7
N

0 o,/u 7
A(X) = d's(X).

ox(X) =s(X) = (4.3.28)

Ismét, q € R?, tovabbd ¥ = I. Ez az A;(2) modell Longstaff és Schwartz

[1992] elképzeléseinek sziilttje.

Sztochasztikus drift és volatilitds egy modellben

Szamos, az irodalomban el6fordulé 3-faktoros modellben az atlag és a volati-
litas is sztochasztikusan ingadozik. Fzekben a modellekben az allapotvektor
a X = (r,0,v) forméat 6lti. Ide tartozik Balduzzi et al. [1996] A, (3) modellje'?,
valamint Chen [1996] Ay(3) valtozata.

A Dai és Singleton [2000] altal bevezetett kanonikus reprezentaciokban az
allapotvektor dinamikajat mind a kockdzatmentes, mind pedig a val6s mérték

szerint affin diffizi6 irja le, hiszen:

x{X) = 3s(X), (4.3.29)
A(X) = q's(X),

ez ugyebar a 43. oldalon ismertetett BDFS
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ahol g € RY 4allandé. A drift paraméterek atszamithatoséga az alabbi képle-
tekkel lehetséges:

K=K —XP
i i (4.3.30)
X = kTHK*X* + X)),

A fenti egyenletben szerepls ® € RY*N matrix i-edik sorat ¢;(sy;), a1 € RY
vektor i-edik tagjat pedig ¢;s¢; adja vissza. Az atlaghoz torténd visszahizas
intenzitasa valamint a hosszi tava atlag mas és mas lehet a kockizatsem-
leges mérték és az adatgenerald mérték szerint. A kockazatsemleges mérték
szerinti értékek azért tekintheték fontosabbnak, mert azok hatarozzak meg

az allapotvektor driftjét.

4.4. Kritikai valaszok Dai és Singleton [2000]

eredményeire

Jelen alfejezetben azokra az irodalomban megjelent kritikai megjegyzésekre
kivanok kitérni, melyek Dai és Singleton [2000] allitasaira illetve eredményeire
fokuszalnak, figyelmen kiviil hagyva az affin modellcsalddot ab ovo elutasito

szerzéket, akik gyokeresen mas modellek alkalmazéasaban sejtik a gyogyirt.

Duffee [2002] egy egyszerti teszten buktatta meg Dai és Singleton [2000]
eredményeit. Duffee a DS* adatait és paramétereit felhasznalva visszasza-
mitotta az allapotvektor értékét és a kotvények varhato tobblethozamét?!. A

megfigyelések tobb mint negyedében azt tapasztalta, hogy a visszaszamitott

20Daj-Singleton
2lezekre vonatkozéan nem kozol eredményeket Dai és Singleton [2000]
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allapotvektor negativ értéket vett fel, megsértve ezaltal a kanonikus repre-
zentécio feltevéseit. Ezek szerint a DS éltal javasolt modellekben a mintabeli
adatok valojaban meg sem torténhettek volna. Az esetekben kozos volt, hogy
az adott napi hozamgorbe szerint a hosszu lejarata kotvények hozama joval

az atlagos alatt volt.

Duffee [2002] tovabbi kévetkeztetése, hogy a Dai és Singleton [2000] 4ltal java-
solt affin modellek elérejelz6 képessége meglehetsen gyér. S6t, Duffee szerint

t22 pontosabban jelzi el6re a jovét, mint a DS

egy egyszerd bolyongasi elméle
modellek. A DS elérejelzésekben ugyanis a hibatagok (azaz a tobblethoza-
mok?3) és a hozamgdrbe meredeksége kozott erds negativ korreldcio &ll fenn.
A hosszu futamideji kotvények tobblethozamat kiilonosen akkor becsli alul

Dai és Singleton [2000], amikor a hozamgorbe meredek.

Duffee [2002] szerint a DS modellek gyér elérejelzs képessége részben az ame-
rikai hozamgorbérsl gytjtott empirikus tapasztalatokkal, részben pedig az
affin modellek megszoritasaival kapcsolatosak. Az empirikus tapasztalatok
szerint Ad 1) a hozamok eloszlasanak ferdesége nem jelentds, azaz a mintabe-
li hozamok az atlag mindkét oldalan hasonlé mértékben szérodnak; tovabba
Ad 2) bar az atlagos tobblethozamok alig nagyobbak nullanal, a hozamgor-
be meredekségébdl szamolva varianciajuk meglehetGsen tetemes. Fama és
French [1993] szerint mindez ugy lehetséges, hogy a varhaté tobblethoza-
mok gyakran elGjelt valtanak az id6 mulasaval. A Dai és Singleton [2000]
altal javasolt affin modellek az imént emlitett két tulajdonsagot képtelenek

egyszerre modellezni. A kockézat piaci ara ugyanis a kockézati faktor va-

22ahol a hozamok dinamikdja véletlen bolyongas (random walk)

23Ha a pillanati kétvényarfolyam dinamikajat % = (r¢ + egr)dt + vy -dW, egyen-

lettel irjuk fel, e, jeldli a kétvény tartasdbol szarmazo pillanati tobblethozamot. Ekkor a
tobblethozamok és a volatilitastag vonatkozasaban az alabbi tényre hivja fel a figyelmet

Duffie és Kan [1996]: e;, = —B!, XS; Ay, illetve v, ,, = —B/ XS;.
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riancidjanak fix tobbszorose?t. Ez az arbitrazsmentesség teljesiiléséhez kell:
ha elttinik a rendszerbdl a kockézat, nincs kompenzacié érte. A variancidk
azonban mindig nemnegativak, ezért a futott kockazatért elvart kompenzécioé
is alulrél korlatos 0-nal. A DS feléllasban tehat nem megoldhaté a kotvény
tobblethozamok elGjelvaltasa az id6 mulaséval. A vizsgalt affin modellek csak
akkor jelzik el6re a tobblethozamokat alacsony atlaggal és magas variancia-
val, ha a hozamok eloszlasa aszimmetrikus, mégpedig erésen balra ferde. A
Dai és Singleton [2000] modellek Ad 1 és Ad 2 koziil valamelyiket helyesen

kezelhetik, a kett6t egyszerre azonban nem.

Duffee [2002] megoldast is kinal az altala feltart problémara. A DS modelleket
teljesen affinnak tituldlva bevezeti a kvdzi affin modell fogalméat. A kvazi affin
modellek szakitanak a teljesen affin modellek kockazat piaci arara vonatkozo
specifikacidjaval, kiilonvalasztva a SR volatilitasat és a kockazatvallalasért

elvart kompenzaciot. A kvézi affin modellek esetében a kockézat piaci ara a

kovetkezd:

At = StAl + St_AQXt, (441)

ahol a diagonélis S; matrix elemeire

1
Ll hainf(es+ BX0) > 0,
Sy = { @t BiXe (4.4.2)

0 , egyébként,

all fenn. Ha az Sy matrix atloban szerepld i-edik eleme hatarozottan nagyobb
nullanal, akkor ennek a reciproka lesz az S; maétrix i-edik eleme, S¢ tobbi
eleme pedig ,lenullazodik” az S; matrixban. Ezaltal biztositott, hogy S¢

elemei ,nem szallnak el”, ahogy S¢ méatrix elemei nullahoz kozelitenek.

24)4sd: 3.4.7. egyenlet
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Fentiek kévetkezménye, hogy Ad 1) kockazat piaci ara nullaba tartd [S¢ s
mellett sem tart a végtelenbe; Ad 2) A¢Sy Xy affin fiiggvénye, ergo X va-
l6s mérték szerinti dinamikaja szintén affin. A fenti Ay definicié mellett la-
zabb kapcsolat jellemzi a kockazat piaci ara és a volatilitds méatrix viszonyat.
Ugyanakkor fontos megjegyezni, hogy trade-off kapcsolat &ll fenn a kvazi af-
fin modellek eldrejelzs képessége (ehhez kell az imént emlitett rugalmassag)
¢és a SR volatilitdasmatrixra torténd illeszkedése kozott. Duffee [2002] szerint
a kvazi affin modellek mindamellett, hogy megérzik a teljesen affin modellek
kedvezd tulajdonsigait, utobbiaknal pontosabban jelzik elére a jovét mind
a DS altal vizsgalt, mind a Duffee altal hasznalt egyéb, szintén amerikai

adatokra tdmaszkodd mintaban.
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A becslés modszertani

szempontjai

A kovetkezGkben a becslés modszertani szempontjait ismertetem. A dolgozat

ezen része szandékosan kevésbé hangsilyos, mint a modelleket ismertetd.

5.1. Bevezet6 a becslési problematikaba

Akércsak a modellezési, a modszertani kérdéseknél is elGszor alapvets, mond-
hatni filozofiai kérdésekkel talalkozik a kutato. Itt ezekbe kisérlek meg bete-

kintést adni.

5.1.1. Az adatok felhasznalasi moédja

Az adatok felhasznalasi modja vonatkozasaban megkiilonboztetiink Ad 1)
tiszta idGsorelemzést; Ad 2) keresztmetszeti vizsgalatot; valamint Ad 3) pan-

elvizsgalatot. A kovetkezGkben ezekrdl ejtek néhany szot.
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Tiszta idGsorelemzés

A tiszta idGsorelemzés ugy tekint a SR-folyamatra, mint barmely mas szto-
chasztikus folyamatra. Ez egyszerd kezelhetGséget eredményez, azonban a

hozamgorbében rejl informacidtartalom negligalésat is jelenti.

A tiszta idGsorelemzés soran 1-faktoros modellre épitve végezziik a becslést.
Az egyfaktoros modelleknél komoly korlatot jelent a valés adatokra mért
illeszkedés: ez ugyanis tokéletes korrelaciot feltételez a hozamgorbe kiilénb6z6

lejarati pontjai kozott!.

A tiszta idGsorelemzésnél nem sziikséges, hogy a becsiilt modellben zart kép-

lettel legyenek szamolhatok a zérokupon kotvényarfolyamok.

Keresztmetszeti vizsgalat

A keresztmetszeti vizsgalat soran egy adott napi hozamgdrbébdl becsiiljiik a
modell paramétereit. A modell itt nem mas, mint a hozamgorbe illesztésére

hasznalt fliggvény (mint példaul mas esetben a harmadfoku spline).

Egy affin modell becslésekor a becsléfiiggvény az aldbbi alakot 6lti:

({b\a }/(\t) = arg min (H,t - Z cij explA(Tij, ) + B(7i;, ¢)/Xt]>
- (5.1.1)

ahol 1 a modellparaméterek vektora, ami naprol napra? valtozhat, hogy a

mintaadatokra folyamatosan jol illeszked6 modellt kapjunk.

lazaz az egyes lejaratok autokorrelacios fiiggvénye azonos
2itt természetesen a megfigyelések kozottiségérsl van szo, ami a napi felbontastol tet-

sz6legesen eltérhet

o8



A becslés mddszertani szempontjai

Elsfordulhat, hogy a becsiilt allapotvaltozok idébeli alakulasa nem felel meg

az allapotvektor dinamikajat leir6 sztochasztikus folyamat feltételezéseinek.

A keresztmetszet vizsgalatoknal a becslés lefuttatasdhoz sziikségszerd a zé-
rokupon kotvényarfolyamok analitikus szamolhatosaga. Megjegyzendd to-
vabbé, hogy a tobbfaktoros modellek becslése kiilonésen bonyolult. A ke-
resztmetszeti vizsgalat iranyado referencidinak tekintheték Brown és Dybvig

[1986], illetve Brown és Schaefer [1994].

Panelvizsgalat

A panelvizsgalat soran az alapotlet az, hogy a rendelkezésre allo teljes adat-
halmaz lehetdségeit, illetve informaciotartalmat® kihasznaljuk a becslés so-

ran.

A panelvizsgalat soran gyakorlatilag elkeriilhetetlen probléma, hogy a mért
adatok nem felelnek meg a becsiilt modell feltételezéseinek (azaz az alkalma-
zott modell szigora értelmezése szerint a mért adatok el sem fordulhattak
volna). Ezt a problémét ugy keriilik meg a gyakorlatban a szakemberek, hogy
feltételezik, hogy néhany lejaratot (akar valamennyit) mérési hibaval vettek
a mintaba. Ez a mérési hiba kapcsolja 0ssze a mért adatokat a modell szerinti
arakkal. Két eset lehetséges: Ad 1) egyes benchmark pontokat hiba nélkiilinek
feltételeziink, a tobbi lejarat adatai azonban mérési hibat is tartalmaznak?;
Ad 2) nem tesziink kiilonbséget a lejaratok kozott (a legtobbszor azért, mert
nem tudunk) és feltételezziik, hogy valamennyi ar mérési hibaval egyiitt ke-
riilt a mintaba®. T6bb erds érv is felvonultathaté a mérési hibak megléte

mellett, példaul a bid-offer spreadek, vagy éppen a kereskedés nem folytonos

3id8sor és keresztmetszet dimenziét egyarant
4ez a helyzet a ML-becslésnél
5pl. Kalman-sziirés becslés
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jellege.

Az id&sor és keresztmetszet dimenziok egyideji hasznélata hatékony paramé-
terbecslést eredményes, hiszen a teljes adathalmazt felhasznaljak a kutatok.
A latasmod hatranya azonban, hogy gyakorlati alkalmazasa meglehetGsen
bonyolult 6konometriai modellekhez vezet. Raadasul a normalis eloszlasitol

eltéré modellek becslése még gyerekcipGben jar.

5.1.2. Nemparaméteres vizsgalat

A nemparaméteres vizsgalat alapdtlete, hogy a sztochasztikus folyamat drift
és diffuzidés paramétereit azok fliggvényforméajara vonatkozé feltételezések
nélkil becstiljiik. A nemparaméteres vizsgalatok csoportjaban két eljaréas fog-
lal helyet: az 1in. lényegi becslés és a neurdlis hdlozati modszertan. E16bbi Gn.
magfiiggvénnyel® becsli a dinamikara vonatkozo egyenletet, utobbi a keresett

fiiggvényalakot logit fiiggvények Osszegeként allitja eld.

A témaban részletesebben lasd Ait-Sahalia [1996b], Stanton [1997], valamint
Jiang és Knight [1997] munkait.

5.1.3. Modszertani kihivasok

Konnyebb roéla beszélni, mint csindlni - ez maximélisan igaz a hozamgorbe-
modellek becslésére. Okonometriai szempontbdl a maximum likelihood (ML)
becslés preferalt, ennek alkalmazésidhoz azonban sziikség van a folyamat at-
menetvaloszintisége valoszintiségi eloszlasanak ismeretére. Ez azonban csak a
modellek toredékénél all fenn, ezaltal novelve a kiemelt esetek (pl. Vasicek

[1977], Cox et al. [1985]) fontossagat. Ha az atmenetvaloszintség eloszlasa

6kernel function
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nem ismert, az arazé parcidlis differencidlegyenlet numerikus megoldésara
van sziikség (lasd: Lo [1988]). A numerikus modszerek azonban szigortian

értelmezve ellentétesek a modellek folytonos idében torténd felirasaval.

A folytonos idejii modelleknél tovabbi problémat jelent Ad 1) hogy a mért
adatok csak diszkrét idépontokra vonatkozoan hozzaférhetsk, azaz a valo-
sagban — szintén szigortan értelmezett — folytonossagrol szo sincs; Ad 2) a
kozvetleniil meg nem figyelhets allapotvéaltozok megléte (pl. sztochasztikus
volatilitas); Ad 3) az idealis SR-folyamat kivalasztasanak problematikéija (ez
a tényez6 jelentGsen motivalta a nemparaméteres vizsgalati modszerek fej-
16dését). Tobbfaktoros modelleknél természetesen fokozottan jelentkeznek a

jelzett problémak.

5.1.4. Becslési hibak, sztochasztikus szingularitas

A becslési hibak témakorének targyalasdhoz fontos, hogy megismerjiik a szto-
chasztikus szingularitas fogalméat. Ezalatt azt kell érteni, hogy az N +1 megfi-
gyelt hozamot tartalmazo rendszer variancia-kovariancia matrixa szingularis:
az N + l-edig megfigyelési pontot R? = 1 pontossaggal jelzi elére a rendszer,

mésként fogalmazva a modellt egyetlen megfigyelés elutasithatja.

A sztochasztikus szingularitds problémat jelent a becslés soran, mivel a ho-
zamgorbe keresztmetszete meglehetdsen gazdag’, azonban a becslés soran
arra toreksziink, hogy a modellben az allapotvektor dimenzidészama ne le-
gyen tul magas. A megfigyelési egyenletbe bekeriil6 hibatag megtori a szto-
chasztikus szingularitast, ezért kell a becslés soran feltételezésekkel élniink

a hibak természetére vonatkozéan®. Két eset lehetséges: Ad 1) valamennyi®

Tazaz szamos kiilonbozé T létezik

8lasd a panelvizsgéalat témakorében emlitetteket
Yaz adatgytijtéskor felléps pontatlansagok és a nem aktivan kereskedett lejaratok esetén
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hozampont megfigyelési adata tartalmaz hibat (az €™ hibatag varianciaja
valamennyi lejarat esetén nullatol kiillonbozs); Ad 2) a hozamgorbe egyes
pontjai tartalmaznak, ellenben a tébbi pontja!® nem tartalmaz megfigyelési

hibat (a hibatag variancidja a lejaratok egy részénél nullaval egyenld).

Barmelyik feltételezésbdl is indul ki a modellezs, gyakran autokorrelalt hi-
batagokkal talalkozik (lasd: Duffie és Singleton [1997]), ami meglehetGsen
aggasztd. Az még viszonylag konnyen magyarazhato lenne, ha az adott megfi-
gyeléshez tartozo hibatagok lennének korrelaltak egymaéssal a keresztmetszeti
dimenzié mentén, az idében mutatkozo korrelacié azonban azt sejteti, hogy a
hibéak nem a méréssel, hanem a modellbdl kifelejtett allapotvaltozokkal, vagy

a feltételezett fiiggvényforma alkalmatlansagavalll kapcsolatosak.

5.1.5. Allapottér-reprezentacio

A hozamgorbemodellek becslésekor a két legfontosabb meérlegelends ténye-
76 a becslési hibak kérdése, illetve maga a modszertan. Az eligazodést se-
giti, ha a modelleket dllapottér-reprezentdcioban irjuk fel. Az allapottér-
reprezentacioban két egyenlettel irjuk le a rendszert: a megfigyelési eqyenlet a
megfigyelt hozamokat kapcsolja 0ssze az allapotvektorral, az dllapot egyenlet

pedig az allapotvektor dinamikajat irja le. Az affin modellek példéjan:

Y7 = A"+ B" X, + €], megfigyelési egyenlet ( )
5.1.2
dX¢ = pXgdt + o X dWy. allapot egyenlet

alkalmazott interpolacios eljarasok egyarant okolhatok elméletileg
Oezek lehetnek példaul benchmark pontok
Hpl. nemlinedris kapcsolatok megléte affin modellek becslésekor
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5.2. Becslési koncepciok

5.2.1. Likelihood médszerek

A likelihood modszerek a maximum likelihood (ML) becslést, valamint — az
ML kozvetlen alkalmazhatosaganak hidnyaban — az arra visszavezetett egyéb
becslési eljarasokat foglaljak magukba. A maximum likelihood modszer alkal-
mazhatosaganak feltétele, hogy az f(X;y1 | X;) atmenetvaloszintiség ismert,
illetve szamolhato6 legyen. A feltételes strtiségfiiggvény egy transzformalt val-

t0z6 bevezetésével szamolhato:

dXii1
dYi

fr(Yem | Y2) = f(Xea | Xb) (5.2.1)

Y

dXtLl pedig az allapot egyenlet Ja-

ahol Y a megfigyelt hozamokat jelenti, |7

cobi determinénsa. Az Y; eloszlasfiiggvényének logaritmusa a fenti &tmenet-
valoszintiségek integralasaval adodik, késébb ezt a log fy (Y11 | Y;)-t maxi-
malizaljuk X, fliggvényében. A modszer zérokupon hozamokkal és vanilia
kotvényekkel egyardnt mikodik, a Jacobi determinéns ugyanis jol kezeli a

nemlinearitas problematikajat.

A f( Xy | Xy) feltételes atmenetvaloszintiség csak néhény speciélis eset-
ben ismert. Az f atmenetvaldsziniiség a normaélis eloszlast folyamatoknal
egy- vagy tobbvaltozos normélis eloszlas, fiiggetlen négyzetgyok folyamatok-

nél pedig nemcentralis khi-négyzet valoszintiségek szorzata.

Kvazi-ML becslés (QML)

Abban az esetben, ha f zart alakban nem ismert, megprobalhatjuk diszk-

retizalni a sztochasztikus differencidlegyenletet és a transzformalt problémé-
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ra alkalmazni a ML-becslést. A segitségiil hivott sztochasztikus differencia-

egyenlet a kovetkezs!'?:

AXt-i—h = ,LLXth + O-tht—i-h\/E; (522)

ahol ;1 egy N-dimenziés standard normaélis eloszlas, h pedig a megfigye-
lési intervallum hossza. A diszkretizalt probléma a megfigyelési intervallum
nullaba tartasaval konvergal folytonos tarsahoz, a diszkretizélt eloszlasfiigg-
vényt maximalizald becslés azonban nem minden h-ra konzisztens. Az eset-
leges inkonzisztenciat a feltételes momentumok eltérd alakja adja a folytonos
és a diszkrét esetben. Fisher és Gilles [1996] azonban megmutatja, hogy a
megfelel6 momentumokra és a normalis eloszlasra alapuld kvazi-ML becslés

konzisztens.

A karakterisztikus fiiggvény (inverz) Fourier-transzformaltja

Tekintettel arra, hogy a ¢ karakterisztikus fliggvény nem mas mint a stirtiség-
fiiggvény Fourier inverze, az f stirtiségfiiggvény szamithato a karakterisztikus

fiiggvény Fourier inverzeként is. A karakterisztikus fliggvény alakja:

Gt = Erlexp(iv/Xei1)] = / f(Xer | Xo) exp(iv/ Xpp1)d Xy, (5.2.3)
D

ahol i = /—1. Mindez azért fontos, mert Duffie et al. [2000] a Feynman-Kac
formula segitségével ramutatott, hogy valamennyi affin diffazi6é karakterisz-
tikus fiiggvénye felirhaté zart alakban. Ha pedig ismert a karakterisztikus

fiiggvény, az f feltételes strtiségfiiggvény az aldbbi képlettel szdmolhato:

1265 az tn. Euler-séma
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F(Xout | X)) = WLN /R R {exp(—it/Xpi1)d1) du, (5.2.4)

feltéve, hogy Re a komplex szamok valos részét jeloli.

Altalanositott diffizio esetében, tehat az affin specializaciotol eltavolodva,
a strtségfliggvény szamitasara harom modszer adddik a likelihood koncep-
cibban: a parcialis differencidlegyenlet numerikus megoldésa, a szimulécio

valamint a Hermite-sorfejtés.

Az atmenetvalosziniség PDE-jének numerikus megoldasa

Az f feltételes &tmenetvaloszintiség parcialis differencidlegyenlete az elére ha-
ladé Kolmogorov-egyenlet. Utoébbi numerikus megoldasat mutatja be tobbek

kozott Lo [1988] és Jensen és Poulsen [1999).

Szimulalt ML-becslés (SML)

Pedersen [1995] és Santa-Clara [1995] az eloszlasfiiggvény szimulalasaban ért
el attorést. Egy altalanos diffazio esetén nem lehet a valés f atmenetvalo-
szintiségbdl kiindulni, hiszen az nem ismert. Helyette a 5.2.2. egyenletben
bemutatott Euler-séma jelenti a kiutat: ¢t idépontban a megfigyelt X, értéket
vessziik, ezek utan az s-edik szimulalt esetben az XX [s] allapotvektor érté-
két fiiggetlen N-dimenzios normélis eloszlasbol vett véletlen minta alapjan
szamitjak az Euler-egyenlet segitségével. A keresett atmenetvaloszintiséget a

Bayes-szabély és X; Markov-tulajdonsaga segitségével irhatjuk fel:

FXenlX) = [ F el X)Xl X) X (529
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valamennyi h intervallumra. Az f(X;11|Xiy1-n) atmenetvaloszintiséget a
5.2.2. egyenletbdl szamitott ]? diszkrét becslés helyettesiti. A kapott at-
menetvaloszinitiség normaélis eloszlastu, Xyii1-p + p(Xyp1-n)h atlaggal és

o (Xir1-n) V'h szorassal. A kozelits értéket Monte Carlo becslés adja:

S
F Xl X0 ~ ¢ S0 F (Xl F3404) (5.2.0)
s=1

ahol az Osszegzés valamennyi S darab szimulaciéra vonatkozik, ami ¢ id6-

pontban indul ki X;-bél.

A szimuléci6 hatékonysaga javithato hagyomanyos szérascsokkentd eljarasok
alkalmazasaval'®. Brandt és Santa-Clara [2002] tobbvaltozoés diffuzios modellt
becstil SML-lel. Durham és Gallant [2002] fontosséag szerinti mintavételezéssel

javitja a becslés hatékonysagat.

Kalman-filter

Az allapottér-reprezentaciohoz kapcsolodik a strukturalt modellbecslésben
népszerti'* Kalman Rudolfrél elnevezett Kalman-filter. A modszer kiilonosen
alkalmas olyan problémak becslésére, ahol az allapotvaltozok (vagy azok egy
része) kozvetleniil nem megfigyelhets. Az allapottér-reprezentéciot felhasz-
nalva a Kalman-filter rekurziv moédon frissiti becslését a 5.1.2. egyenletben
bemutatott latens valtozot tartalmazo allapotvektorra (allapot egyenlet), ugy
hogy minél kézelebb keriiljiink a megfigyelt piaci arfolyamokhoz (megfigyelési
egyenlet). A modszer az iteraciok sorozatabol allitja el6 a valoszintségfiige-

vény logaritmusat, amit aztdn ML modszerrel maximal, hogy eljussunk a

13a részletekért 1asd: Geweke [1996]
1pl. Lund [1997], Bolder [2001]
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modellparaméterek optimalis értékéhez. Ez csupan a modszer leirasa diohéj-

ban, részletekért lasd a bekezdés elején jelolt két hivatkozast.

A modszer rekurziv jellege miatt (a priori elorejelzés a rendszer dinamikaja
alapjan, majd a posterior: kondicionalds a megfigyelt drfolyamoknak megfe-

lel6en) szorosan kapcsolodik a bayesi becslés témakoréhez.

Hermite-sorfejtés

Ait-Sahalia [2001] egy egyvaltozos diffuzio f (Xy1]|X:) dtmenetvaloszintiségét
Hermite-polinomok segitségével szamolja. A szerzd elGszor standardizalja X-
et, majd az igy kapott X atmenetvaloszintségét becsli Hermite-sorfejtéssel.
A standardizélasra azért van sziikség, mert a Hermite-féle eljaras eredmé-
nye csak kozel normdlis eloszlasu valtozok esetén konvergal a tényleges at-
menetvalészintséghez. A standardizalt X = S X 1 (w)dw diffazi6 volatilitdsa

egységnyi. A Hermite-polinom valamennyi X € R" esetén:

H,(X)= 1X2 & —1)(2 2.7

7=0,1,...,J-re.

Elegendéen nagy .J esetén az X allapotvektor f atmenetvaldszintiségét felir-
hatjuk a standardizalt X valtozo Hermite-sorfejtéssel becsiilt fg atmenetva-

l6szintiségével:
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ahol

e (;N(t> _ %E [Hj ()N(Hl - )N(t> |)N(t} (5.2.9)

X fiiggvényeinek feltételes momentumai.

Ait-Sahalia [2002] a 5.2.9. egyenletben szerepls egyiitthatokra ad becs-
lést zart képlet formajaban, Taylor-sorfejtést alkalmazva. Jensen és Poulsen
[1999] a Hermite-sorfejtés pontossagat veti ossze mas eljarasokkal egyvalto-
z0s négyzetgyok-folyamatok becslésében. Ait-Sahalia [2002] és Ait-Sahalia és
Kimmel [2002] kiterjesztést ad tobbvaltozos diffuziok esetére.

5.2.2. Momentum modszerek

Amennyiben az allapotvaltozok eloszldsa nem ismert, célravezeté modszer az
eloszlas momentumainak becslése. A momentumok modszere szamos becs-
lési eljaras gytjténeve, az alabbiakban csupén betekintést kivanok nytjtani
a témaba, a teljesség igénye nélkiil. Valamennyi modszer kozos elénye, hogy
alkalmazasahoz elegendd a modellvaltozo(k) csupan néhany momentuménak
becslése, szemben az ML-becsléssel, ahol a stirtiségfiiggvény pontos meghata-

rozaséara van sziikség. Az elény ara azonban, hogy az egyes momentum mod-
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szerek gyakran nem teljesen, illetve nem hatékonyan hasznaljak ki a minta

informaciotartalmat.

Altalanositott Momentumok Médszere, GMM

Az uttoré modszer a momentumok illesztésében Hansen [1982] GMM-je (Ge-
neralized Method of Moments, altalanositott momentumok modszere) volt.
Alkalmazasanak feltétele, hogy a hozamok az éllapotvektor affin fliggvényei,
illetve az allapotvektor adatgenerald folyamata affin diffizio. Az affin diffa-
ziok momentumai a karakterisztikus fliggvény segitségével szamithatok zart
képlettel. A modszer kizarolag zérokupon hozamok esetén alkalmazhato, va-
nilia kotvények és kamatlab swapok esetén (amikor a hozamok nem fejezhet6k
ki az allapotvaltozok linearis fliggvényeként) nem. A probléma athidalasanak
eszkoze lehet, ha a becslés részeként interpolacioval mesterséges zérokupon

hozamokat allitunk elg.

Altalanossagban a GMM-becslés menete az alabbi:

e momentum feltételek segitségével leirjuk a hozamgorbemodell struktu-
ralis paramétereit,

e meghatarozzuk a fenti momentum feltételek mintabeli megfeleléit,

e megkeressiik a paraméterek azon értékeit, ahol a mintara és a modellre

felirt momentum feltételek kozotti eltérés minimaélis.

Hatékony Momentumok Médszere, EMM

Affintol eltérd adatgenerald folyamatok, valamint nemlineédris hozamok ese-

tén Gallant és Tauchen [2002] szimulacios modszertanra épit6 EMM-je (Effi-
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cient Method of Moments, hatékony momentumok modszere), tovabba Ait-
Sahalia, Hansen és Scheinkman [2002] operator modszere jelenthet megol-
dast. Ezek koziil az alabbiakban az EMM koncepcidjat ismertetem. Valaszta-
somat a modszer elterjedtsége és kedvezd tulajdonsigai indokoltak. Az EMM
ugyanis 0tvozi a hatékonysagot és a rugalmassagot, hiszen rutinszertien kezeli

a hozamgorbemodellek széles korét.

Konstrukciojat tekintve az EMM egyfajta GMM-modszer, specidlis'® mo-
mentum feltételekkel és optimalizalt silymatrixszal. Az EMM-becslés menete

az alabbi:

1. projekcio: keresiink egy segédmodellt (auxiliary model), amely adott
mércével mérve megfeleltetheté a hozamgoérbemodell strukturdjanak,

azonban strtiségfiiggvénye zart alakban ismert,

2. ML-modszerrel megbecsiiljiik a segédmodell!® paramétereit az eredeti
mintan,

3. becslés: a segédmodell fent becsiilt paramétereinek felhasznalasaval tra-

jektoridkat szimulalunk az eredeti hozamgorbemodellben,

4. megkeressiik az eredeti hozamgorbemodell azon paramétereit, amelyek
mellett a normélt szimulalt momentumok a lehets legkozelebb kertilnek

0-hoz.

15itt a GMM-mel ellentétben nem ad-hoc jellegi a valasztés
16 Az eredeti hozamgdrbemodellre csak ,addig volt sziikségiink”, amig megtalaltuk a meg-

felel6 segédmodellt. Ha itt hibdzunk, lenulldzzuk munkank értékét. Emiatt a segédmodell
kivalasztasa nagyon fontos 1épés, a hozamgorbemodell teljes informaciotartalmat ,bele kell

égetniink” a segédmodellbe.
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Empirikus eredményeim

Az alabbi fejezetben sajat empirikus vizsgélataim eredményeit ismertetem.
[tt a mar ismertetett szakirodalom alapjan bemutatom, hogy empirikus elem-
zésem mit tiiz ki célul, illetve kérdéseimet milyen konkrét hipotézisek forméa-
jaban fogalmaztam meg. Ismertetem az elemzési adatmintat és az elemzés
modszereit, végiil bemutatom eredményeimet, kitérve azok felhasznalhatosa-

ganak korlataira.

6.1. A kutatas célja

ElsGsorban deduktiv jellegli kutatasom célja a magyarorszdgi kamattermék-
bol szarmaztatott hozamgorbék okonometriai modszerekkel torténd modellala-
pi becslése, illetve eldrejelzése. Mint ahogy az a dolgozat korabbi fejezeteibsl
kideriilt, az Egyesiilt Allamok piacaira tengernyi vizsgalatot végeztek el, és
sokszor hasonl6, &m néhény esetben egymasnak ellentmondé kévetkeztetése-
ket vontak le a témaban aktiv szerzék. A magyar hozamgorbére vonatkozdan

a legmélyrehatobb vizsgalatokat a Magyar Nemzeti Bank (MNB) szakembe-
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rei végezték el'; azonban ezen vizsgalatok a statikus (egy adott nap adataibol
szamitott) hozamgorbére vonatkoztak, a gorbe dinamikajarol kevés szo esett.
Eppen ezért kiemelt fontossagu lenne a korabban ismertetett modellek ma-
gyarorszagi adatokra torténé alkalmazasa. Egy, a hazai piacra adaptalt mo-
dellel kvantitativ moédon lehetne vizsgalni a hozamgdrbét, illetve annak dina-
mikajat. Az MNB szamara, valamint adossagkezelési szempontbol is hasznos
lehetne egy 6konometriai modell, amivel a hozamgorbe jovébeli alakulésat
tudjak modellezni. Végiil, de nem utols6 sorban a szimulacion alapuld oko-
nometriai modell kockézatkezelési, illetve feliigyeleti célokhoz is kindlhatna
felhasznalasi lehetdséget. A modellbeli j6v6 tobbszoros egymés utéani lefutta-

tasanak segitségével a VaR-hoz hasonlé mutatot is krealhatnénk.

Célom a magyar hozamgorbe sztochasztikus dinamikéjanak leirasa, illetve
megértése. Vizsgalatom az affin modellekre (a modellvalasztassal kapcsolat-
ban lasd a 3.7 alfejezetet), azon belill is Vasicek modellekre korlatozodik
1, 2, illetve 3 magyaraz6 faktorral. A modellek illeszkedését Osszevetem az
amerikai piacon mért eredményekkel, kiemelve a hasonlosidgokat és a kiilonb-
ségeket. A kutatas onallo eredménye, hogy a tobb tucat, szakirodalomban
aktivan hasznalt modell koziil néhényat raszab a magyar adatokra, ezeket
rangsorolja, harmadrészt pedig kvantitativ médon megmeéri a 3-faktoros mo-
dell el6rejelzé képességét a magyar mintara vonatkozoéan. Ez utobbi kiilonle-
ges el6remutato jelentGséggel bir, hiszen még az amerikai adatokra felallitott
modellek esetében is csupéan a szerzék toredéke vizsgalja a modellek el6rejelzd

erejét.

Nasd: Csajbok [1999], Gyomai és Varsanyi [2002], Reppa [2008].
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6.2. A vizsgalando6 hipotézisek

A vizsgalando hipotézisek els6 csoportja csupan az adatokra koncentral, bér-
miféle modell felallitasa nélkiil. Félparaméteres (semi non-parametric, SNP)
szemléletben megvizsgélom a mintét, és az eredményeket Gsszevetem az ame-
rikai piacon tapasztaltakkal. A szamitasokat négy lejaratra (6 honap, 2 év,
5 év és 10 év) végzem el 1-dimenzios esetben, illetve a teljes mintara panel-

vizsgalat keretében.

e H1: A magyar mintaban id&sor szemléletben nemlinearisak az innova-
ciok.

e H2: A magyar mintaban idGsor szemléletben heteroszkedasztikus a vo-
latilités.

e H3: A magyar mintaban idGsor szemléletben aszimmetrikus a volatili-
tas.

e H4: A magyar mintara végzett panelvizsgalat eredményei nem monda-

nak ellent az idGsor szemléletben kapott eredményekkel.

A kovetkezd hipotézisek a kiilonb6z6 modellek (1-, 2- és 3-faktoros Vasicek
modellek) magyarazo erejére vonatkoznak. A szamitasok a teljes 15 lejaratot

tartalmazé mintén késziilnek.

e Hb5: A modellek magyarazo ereje a magyarazo valtozok szamanak (1-r6l

2-re, illetve 2-r6l 3-ra torténd) névelésével nd.

e H6: A 3-faktoros Vasicek modell megfelel§ kalibralédsaval biztosithato,

hogy a modellek relativ (azaz dtlagos hozamszinttel korrigalt?) illeszke-

2Természetesen ettdl eltérd modon is ,kozds nevezére” hozhatnank az eltéréseket, pél-

déul piaci bid-ask spreadek figyelembe vételével.
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dése az amerikai példaban tapasztalttol ne térjen el jelentGsen (25 sza-
zaléknal nagyobb mértékben) a magyar minta rovasara. Masként fogal-
mazva a modell relativ becslési pontatlansaga legfeljebb 25 szazalékkal

nagyobb a magyar mintaban, mint az amerikai adatokra vonatkozoan.

Utolso vizsgalando hipotézisem a 3-faktoros modell el6rejelzé képességére

vonatkozik.

e H7: A 3-faktoros Vasicek modell elérejelzd képessége fél éves idGta-
von elfogadhatd. Mindezt tgy értelmezem, hogy az elGrejelzések at-
lagos pontatlansaga nem tébb mint 6tszordse a mintabeli illeszkedési

pontatlansagnak.

6.3. Elemzési modszerek

Az alkalmazott elemzési moddszereket valamint az empirikus kutatas folya-

matabrajat a 6.1. 4bra mutatja be.

A mintaadatok leir6 statisztikai elemzését és a hozamgorbére futtatott f6kom-
ponenselemzést (PCA, Principal Factor Analysis) a gretl® nevi szoftverrel
végzem el, az SNP vizsgélatot a Gallant és Tauchen &ltal irt C++ forrés-
kod? segitségével futtatom le, a Vasicek modelleket az R nevi programban®
Kéalman-filterrel kalibralom (a becslés soran a Kéalman-filterrel elgallitott li-
kelihood fiiggvényt maximalizalom maximum likelihood modszerrel), kovetve

Bolder [2001] utmutatéséat.

3forras: http://gretl.sourceforge.net/
4forras: http://www.econ.duke.edu/
Sforras: http://www.r-project.org/
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Mintaadatok I

Leir6 statisztikai jellemzés

e nevezetes lejdratok hozamszintjei és napi hozamvdltozdsai
e a hozamgérbe meredeksége és gorbiilete, valamint ezek napi
vdltozdsai

[A hozamgorbe fékomponenselemzése ]

[A napi hozamvéltozdsok félparaméteres elemzése J

Strukturalt modellezés
Modellkalibralds
o I-, 2-és 3-faktoros Vasicek modellek
o alikelihood fiiggvények Kdlmdn-filteres elddllitdsa, majd azok
ML becslése
A minta ler6viditése és tjrabecslése
Mintén kiviili el6rejelzés
a 3-faktoros Vasicek modellel
.

Modellértékelés
okonometriai kovetkeztetések
kozgazdaségi kovetkeztetések

Cél: a hozamgorbe dinamikus viselkedésének jobb megértése I

6.1. abra. Az empirikus kutatds folyamatdbrdja

I0)



6. fejezet

6.4. A felhasznalt adatok

Az elemzéshez felhasznalt minta az Allamadéssidg Kezels Kézpont (AKK)
zérokupon hozamgorbe adatsora, mely napi rendszerességgel 1998-t61 all ren-
delkezésemre. A vizsgalt lejaratok: 2 hét, 1 honap, 3 honap, 6 hénap, 9 honap,
1év,2év,3év,46év,5év,06év,Tév,8¢év,9évés 10 év. A mintdbol kiva-

lasztott id@sorokat mutat a 6.2. abra.

6.2. &bra. A mintaadatok (N=2007)

Elvégeztem a mintaadatok részletes leir6 statisztikai elemzését, ennek ered-
ményeit az értekezés jobb olvashatosaga céljabol a B. fiiggelék mutatja be. Ki-
térek a nevezetes lejaratok hozamszintjeinek, napi hozamvaltozasainak elem-
zésére, valamint a hozamgorbe meredekségének és gorbiiletének bemutatasé-
ra is. Erdemes megjegyezni, hogy a hozamszintek hisztogramjabol (fsleg a 10
éves lejarat esetében) jol kiolvashato a kétmoduszi eloszlas képe. Ez statisz-
tikailag tamasztja ala azt, amit a piaci szereplék tapasztalatbol ismernek: a

magyar kotvénypiacon vagy ,nagyon jo”, vagy ,nagyon rossz”’ a helyzetS.

6Azaz az ,inga sokszor erdsen tilleng és csak nehézkes lassisaggal indul vissza a holt-

pont felé”. Az persze egy masik kérdés, hogy az a bizonyos holtpont tekinthetG-e fair value-
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6.5. A hozamgorbe f6komponenselemzése

A 13. oldalon méar emlitettem Litterman és Scheinkman [1991] f6komponens-
elemzésre épils cikkét. A strukturalt modellezés el6tt érdemesnek tartottam
megvizsgalni, hogy val6jaban hany faktor sziikséges a magyar hozamgorbe
napt hozamudltozdsainak magyarazatdhoz. A 6.1. tablazatbol jol kiolvashato,
hogy az els§ 3 f6komponens a napi hozamvéltozasok csaknem 96 szazalékat
magyarazza. Haromnal tobb faktor csak marginalisan javitja a modell ma-
gyarazo erejét, ellenben fokozottan neheziti a becslés menetét, illetve noveli
annak szamitasigényét. Erre vald hivatkozassal a strukturalt modellezésnél is
legfeljebb 3-faktoros modellekkel dolgozom, mivel azok megfelels specifikaci-

ot feltételezve képesek a hozamgorbe valtozasainak leirdséra.

A Litterman és Scheinkman [1991] cikkel valo osszevethetSség céljabol el-
végeztem a hozamszintek f6komponenselemzését is, ennek eredményei a 79.
oldalon lathatok. Itt az els6 3 faktor a hozamgorbe tébb mint 99 szézalékat

magyarazza.

A hozamszintek és a hozamvéaltozasok f6komponenseinek egyiitthatotabléza-
tat, valamint a hozamszintek els6 harom f6komponensének leird statisztikai
elemzését a C. fiiggelék tartalmazza. A C.2. és a C.3. abran jol lathato a 2.

és a 3. f6komponens eloszldsanak vastag farka jellege.

Az érdeklsds kutatd nem keriilheti el, hogy 6sszemérje a hozamgorbe mere-
dekségét a masodik, a gorbiiletet pedig a harmadik f6komponenssel, ezaltal

vizsgalva meg Litterman és Scheinkman allitasait a magyar hozamgorbére,

nak, azaz redlis értéknek, és tilzott piaci reakciokkal allunk szemben; vagy pedig a hazai
gazdasagi folyamatok bipolaris jellege okozza a kétmoduszia hozamszintet. A kérdés meg-
valaszolasa nem tartozik bele a tézis témakorébe, ellenben egy makrogazdasagi szemléletd

kutatéas érdekes témaéja lehetne.
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Kontribicié6 Kumulalt magyarazott kovariancia

1. faktor 0,6692 0,6692
2. faktor 0,2302 0,8994
3. faktor 0,0577 0,9571
4. faktor 0,0277 0,9848
5. faktor 0,0122 0,9970
6. faktor 0,0024 0,9994
7. faktor 0,0005 0,9999
8. faktor 0,0001 1,0000
9. faktor 0,0000 1,0000
10. faktor 0,0000 1,0000
11. faktor 0,0000 1,0000
12. faktor 0,0000 1,0000
13. faktor 0,0000 1,0000
14. faktor 0,0000 1,0000
15. faktor 0,0000 1,0000

6.1. tablazat. Nap: hozamudltozdsok fékomponenselemzése, forrds: sajdat szdmitd-

sok

egyben bizonyitva a meredekség és a gorbiilet leird statisztikai részben” meg-

hatarozott és egyben alkalmazott definicidjat. Ez az 6sszevetés lathato a 6.3.

és a 6.4. dbran; az egylittmozgas vilagosan kivehetd.

6.6. A minta SNP elemzése

A minta félparaméteres (SNP) elemzése soran egyszertd VAR modellekbdl
indultam ki (1, 2, 3 illetve 4-es késleltetéssel), el6szor ezeket kalibraltam a

mintaadatokra. Tovabbmenve folyamatosan bévitettem a segédmodell (auxi-

"lasd: B. fiiggelék
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Kontribicié Kumulalt magyarazott kovariancia

1. faktor 0,9470 0,9470
2. faktor 0,0463 0,9933
3. faktor 0,0048 0,9981
4. faktor 0,0013 0,9994
5. faktor 0,0004 0,9998
6. faktor 0,0002 1,0000
7. faktor 0,0000 1,0000
8. faktor 0,0000 1,0000
9. faktor 0,0000 1,0000
10. faktor 0,0000 1,0000
11. faktor 0,0000 1,0000
12. faktor 0,0000 1,0000
13. faktor 0,0000 1,0000
14. faktor 0,0000 1,0000
15. faktor 0,0000 1,0000

6.2. tablazat. A hozamszintek fékomponenselemzése, forrds: sajdat szdmitdsok

liary model) tarhazat (pl. ARCH, GARCH folyamatokkal), és két informacios
kritérium (AIC, BIC) egyiittes hasznalataval értékeltem azok szignifikancié-
jat. Az optimalizaciot Gallant és Tauchen modszerével végeztem el, kontroll
szamitasokkal biztositva, hogy az eredmények ne fiiggjenek az optimalizaciod

kezd§ értékeitsl (azaz elkeriiljitk a lokalis minimum esetét).

A vizsgalat eredménye szerint a hozamgorbe dinamikajat egy félparaméte-
res GARCH folyamat irja le. A segédmodell feltételes varianciaja VAR(1),
GARCH(1,1) folyamat, az innovaciot egy 6-od rendid polinom adja 1-es kés-
leltetéssel. Megvizsgaltam, hogy javul-e a segédmodell illeszkedése, amennyi-
ben a polinomok egyiitthatoi maguk is polinomok, illetve ha bevezetjiik a

modellbe az aszimmetrikus volatilitast (leverage effect), azonban egyik eset-
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A meredekség és a 2, faktor
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6.3. abra. A meredekség és a 2. f6komponens, forrds: sajdt szamitdsok

ben sem kaptam megerdsitést. Az SNP segédmodell illesztését a 6 ho, 2 év, 5
év és 10 év lejaratokra végeztem el idGsor szemléletben, valamint ezek Gsszes-
ségére egy panelvizsgalat keretében. Az egyes esetekben kapott eredmények

egymast megerdGsitették.

A fentiek alapjan értékelni tudjuk az elsé négy hipotézist.

e H1: A magyar mintaban id&sor szemléletben nemlinearisak az inno-
vaciok: a nullhipotézis fennéll, hiszen az innovacidért egy 6-od rendd

polinom felel.

e H2: A magyar mintaban id&sor szemléletben heteroszkedasztikus a vo-
latilitas: a nullhipotézis fennall, hiszen a segédmodell egy GARCH fo-

lyamat.

e H3: A magyar mintaban idGsor szemléletben aszimmetrikus a volatili-
tas: a nullhipotésit elvetem, mert az aszimmetrikus volatilitas beveze-

tésével romlott a segédmodell illeszkedése.

e H4: A magyar mintara végzett panelvizsgalat eredményei nem monda-
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A gdrbdlet és a 3. faktor
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6.4. Abra. A gorbiilet és a 3. fékomponens, forrds: sajdat szdmitdsok

nak ellent az id&sor szemléletben kapott eredményekkel: a nullhipotézist
elfogadom, hiszen az idGsorszemléletben végzett egydimenzios szamita-
sok és az egyiitthatasokkal futtatott panelvizsgalat eredményei egymast

alatamasztottak.

A hazai mintéara kapott eredményeimet Dai és Singleton [2000] azonos mod-
szertannal késziilt szamitasaival tudom Osszevetni, melyek az amerikai piacra
vonatkoznak. Ebben a szerzék a VAR(1), GARCH(1,2) segédmodell illesz-
kedését talaltak a leginkabb megfelelének, ahol az innovaciot egy 4-ed rendd

polinom adja 1-es késleltetéssel.

Mindezek alapjan elmondhatd, hogy az amerikai és a magyar hozamgorbe
dinamikija szerkezetileg meglehet&sen hasonld, annak ellenére, hogy a ma-
gyar hozamgorbe a teljes megfigyelési idGszakban inverz volt. A hasonléségra
részben magyarazat lehet, hogy a fejl6dé piaci befekteték argus szemekkel
figyelik a fejlett piaci eseményeket, illetve a fejlett piaci események altalaban

fontos hataslancot inditanak el a fejlédé piacokon.
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Az SNP segédmodell illeszkedését mutatja a 6.5. és a 6.6. abra (a 6 honapos

lejarat eredményeit abrazolva).
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6.5. &bra. Az SNP segédmodell illeszkedése a napi hozamuvdltozdsokra, forrds: sajdt

szdmitdsok
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6.6. Abra. Az SNP segédmodell illeszkedése a hozamokra, forrds: sajdat szamitdsok
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6.7. Tapasztalataim az EMM-mel

Az SNP vizsgalat eredményeinek kézenfekvs felhasznalasi lehetGsége az EMM
becslés lefuttatasa. Gallant és Tauchen iranymutatasat kovetve meg is probal-
tam parametrizalt modelljeimet EMM-mel kalibralni. Nehezen értelmezhetd,
illetve ellentmondasos eredményeket kapva elhataroztam, hogy egyszerd pél-
dan teszem probara az elterjedt becslémodszert. Egy egyszerti modell alap-
jan szimulalt minta paramétereinek visszabecslésével terveztem megitélni az

EMM alkalmazhatosagat.

Egy diszkretizalt egyfaktoros Vasicek modellt (ryq —r, = (0 —ry) dt +
aWt\/E) szimulaltam x = 0,8, § = 0,04, 0 = 0,006 valamint dt = 0,004
paraméterekkel, tovabba W; helyére egy N(0,1) eloszlast behelyettesitve.
Az eredményiil kapott realizaciét mintanak tekintve lefuttattam az EMM
becslést, amely kiabranditéan pontatlanul adta vissza a paramétereket. Az
eredményeim a kovetkezsk voltak: k., = 16,6, 6., = 0,001 és 0., = 0,006
(természetesen dt értéke adott). Kiilonosen meglepd volt szamomra, hogy az
EMM még abban az esetben is (probalkozasonként valtozé mértékben) félre-
becsiilte a k és 0 paramétereket, ha a becslést a paraméterek valodi értékeirdl

inditottam.

A fenti rutinfeladatot 6sszehasonlitasképpen elvégeztem a Kélman-filterrel is,
szignifikdnsan kedvezébb eredményekkel: k.o = 0,89, 6.0 = 0,03999 valamint
0e2 = 0,0066. S6t, az optimalizacios algoritmus a paraméterek indulé értéke-
ire egyaltalan nem volt érzékeny. A szimulalt SR utjat és a Kalman-filterrel
visszabecsiilt utat mutatja a 6.7. dbra harom kiilonb6z6 szimulacios inter-
vallumon. Ezen eredmények alapjan tgy déntottem, hogy a magyar piacon

tesztelni kivant modelljeimet a Kalméan-filterrel kalibralom.
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6.7. abra. Szimuldlt és Kdlmdn-filterrel becsiilt SR trajektoridk, forrds: sajdt szd-

mitdsok

6.8. Modellkalibralas a Kalman-filterrel

Az el6z6 alfejezetben emlitett tapasztalataim nyoman a mintara torténé mo-
dellillesztést a Kalman-filterrel végeztem. Egy-, két- illetve haromfaktoros
Vasicek modelleket kalibraltam. Az irodalomban az amerikai hozamgdrbével
kapcsolatban folytatott vizsgalatokat® alatamasztva azt talaltam, hogy a mo-
dellek illeszkedése latvanyosan javult, ahogy néveltem a magyarazo faktorok
szaméat. Az 1-faktoros modell atlagos illeszkedési hibaja 26 bp volt a mintaba
foglalt 15 lejaraton, a 2-faktoros modell 11 bp-tal tért el a mintatol, végiil
a 3-faktoros modell atlagosan 8 bp-nyi hibaval illeszkedett a megfigyelt ada-

8pl. Litterman és Scheinkman [1991]

84



Empirikus eredményeim

tokra. A figyelmem a 3-faktoros modellre 6sszpontosult, az 1- és a 2-faktoros

modellek becslési eredményeit a D. fliggelék tartalmazza.

A nemzetkozi 6sszehasonlitast tamogatando, a 3-faktoros Vasicek modell ka-
libralasat elvégeztem az amerikai piacra vonatkozoan is, egy hasonlé méreti
mintat (2001-2009 kézotti napi adatok 15 lejaratra) véve alapul. Az &sszeha-
sonlithatd eredmények a 6.3. tablazatban talalhatok.

Paraméter Vasicek (HUF) Vasicek (USD)
01 0,000 0,020
02 0,000 0,000
03 0,000 0,039
K1 0,170 0,004
K2 0,675 0,246
K3 1,000 0,581
o1 0,022 0,007
02 0,099 0,045
03 0,033 0,012
A 0,217 -0,054
A2 -0,271 -0,383
A3 -0,330 -0,007
Atlagos illeszkedés (bp) 8 5

6.3. tablazat. A 3-faktoros modellek becsiilt paraméterei, forrds: sajdat szamitdsok

Hogyan értelmezhetjiik az eredményeket? A 3-faktoros Vasicek modell ered-
ményeit Osszevetve a magyar és az amerikai mintdban azt latjuk, hogy: Ad
1) a faktorok hosszu tavu atlaga 0 a magyar mintaban (a 6; paramétereket
a magyar mintaban a modell analitikus szamolhatosaga érdekében, Dai és

Singleton utmutatisat kovetve rogziteni kellett 0 értéken?), szemben az ame-

914sd: 4.3.1. alfejezet. Csupan az 1-faktoros modellnél kaptam nullatol kiilonbézs hosszi

tava faktoratlagot (lasd: D. fiiggelék).
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rikai minta 0-t6l kiilonboz6 értékeivel, ezek a mozgasok epicentrumai. Ad 2)
Az atlaghoz torténd visszatérés sebessége (k; értékek) a magyar mintdban
meghaladja az amerikai értékeket. Ad 8) A volatilitas paraméterekre kapott
becslések kifejezetten intuitivan olvashatok: a fejl6dé piacnak szamité Ma-
gyarorszag esetében hatvanyozottan nagyobb valamennyi faktor volatilitasa,
mint a vilag legf6bb és egyben leglikvidebb piacanak szamité U.S. treasury
kereskedésben. Ad 4) A modellek atlagos illeszkedése némi eltérést mutat
a magyar minta rovasara, azonban ha atlagos hozamszinttel torténs kor-
rekcioval ,kozos nevezére hozzuk” az eredményeket, kideriil, hogy a magyar

mintdban a modell relativ illeszkedése jobb mint az amerikaiban'®.

A 3-faktoros Vasicek modell 2 éves lejaratra torténd illeszkedését!

a 6.8. és a 6.9. dbra.

mutatja
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6.8. abra. A 3-faktoros Vasicek modell illeszkedése a napi hozamokra, forrds: sajdt

szdmitdsok

10]4sd: H6 hipotézis megvalaszolasa a 87. oldalon

3 magyar mintdban
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6.9. dbra. A 3-faktoros Vasicek modell illeszkedése a napi hozamudltozdsokra, for-

rds: sajdt szamitdsok

A fenti eredmények alapjan értékelheték a H5 és H6 hipotézisek.

e H5: A modellek magyarazo ereje a magyarazo valtozok szaméanak (1-rl
2-re, illetve 2-r6l 3-ra torténd) novelésével né: a hipotézist elfogadom,
hiszen a modellek tjabb faktorral valdé bévitése latvanyosan javitotta

azok illeszkedését a mintara, azaz azok magyarazo erejét.

e H6: A 3-faktoros Vasicek modell megfelel6 kalibralasaval biztosithato,
hogy a modellek relativ (azaz atlagos hozamszinttel korrigalt) illeszke-
dése az amerikai példaban tapasztalttol ne térjen el jelentGsen (25 sza-
zaléknal nagyobb mértékben) a magyar minta rovasara. Masként fogal-
mazva a modell relativ becslési pontatlansaga legfeljebb 25 szazalékkal
nagyobb a magyar mintaban, mint az amerikai adatokra vonatkozodan:

a hipotézis igaz, hiszen a magyar mintdban atlagosan 8, az amerikaiban
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pedig atlagosan 5 bazispontos atlagos napi eltérést becsiilt a 3-faktoros
Vasicek modell. Ez, az atlagos hozamszintekkel torténd korrekcioé utan
(a magyar mintaban 8,17%, az amerikaiban 4,64% az atlagos hozam-
szint, igy a 100 bazispontnyi hozamszintre jutd becslési pontatlansag a
magyar esetben 0,98 bazispont, az amerikaiban pedig 1,08 bp) azt je-
lenti, hogy a magyar hozamgdrbére vonatkozoéan mintegy 9 szazalékkal
kisebb az illeszkedési pontatlansag: ez béven beliil van a hipotézis meg-
fogalmazasakor valasztott 25 szazalékos referenciaszinten, s6t ellentétes

irdnyu relaciot jelol.

6.9. Mintan kiviili el6rejelzés és backtesting

A modellek becslésével megvizsgaltam azok mintdn beliili el6rejelzését!?

, AZaZ
illeszkedését a mintéara. Tekintettel arra, hogy a 3-faktoros modell meglehetd-
sen jol illeszkedett a hazai adatokra, segitségével visszatekints szemléletben
jol megérthetévé valt a hozamgodrbe dinamikija. Nagy kérdés azonban az,
hogy a vizsgalt modell alkalmas-e mintdn kiviili elrejelzésre'®. Ezzel egy

tovabbi lépést tesziink elére, ,ha mdr annyira értjik a hozamgdrbe mozgato-

rugoit, akkor mondjuk is meg, hogy mit hoz a j6vd”.

Az empirikus kutatés ezen részét tehat kizardlag a modellbecslési részben
legjobban teljesité 3-faktoros Vasicek modellre végeztem el, a kévetkezsk

szerint:

1. Egy 180 nappal leréviditett mintan (azaz N’ = 2007 — 180 = 1827)
ujrabecsiiltem a 3-faktoros Vasicek modellt. Az eredmények, az atla-

gos illeszkedést is beleértve, csupan marginalisan tértek el az eredeti

12in-sample forecast

Bout-of-sample forecast
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mintadban kapott eredményektsl, ezért ezek kozlésétsl helytakarékos-
sagi célbol eltekintek. Mindazonaltal a leréviditett minta alkalmazésa

életszertivé és korrektté teszi a becslési folyamatot.

2. A kapott paraméterekkel szimulaciokat futtattam a teljes 15 lejaratot
tartalmazo panelra, N' = 180 elemszammal. Igy ,mesterségesen alli-

tottam el¢” a hozamgdrbe hianyzo6 adatait.

3. A szimulaciokat 10 ezerszer ismételtem meg, hogy ne egy trajektorian
értékeljitk a modellt, hanem egy legyezdabrahoz hasonlé (azért csak ha-
sonlo, mert a legyez&abrat altalaban valamilyen eloszlas feltételezésével
becslik, jelen helyzetben pedig: Ad 1) a minta eloszldsa meglehet&sen
Osszetett!?, ezért a percentilisek paraméteres elGallitasa nehézkes; mas-
részt Ad 2) a modellek konzisztencidjanak ellendrzése kiilon vizsgalatot

igényelne!®), de tapasztalati titon dsszeallitott grafikon alapjan.

4. A szimulalt trajektoriakat az eredeti minta utolsdé 180 napi adataval
osszevetve megkapjuk, hogy a modell milyen pontossaggal jelezte vol-
na eldre a jovot (backtesting). Az atlagos napi hozameltérések értékét
minden trajektorianal elmentettem, hogy azokbol Gjabb atlagot tudjak
szamolni a 10 ezer trajektoéria vonatkozasaban. A realizaciok valdszi-
niiségi jellegét a 6.10. abra mutatja be. A kizarolag a legpontosabban
elérejelezhets 10 éves lejaratot mutaté abran a szimuldlt trajektoria-
kat feketével jeloltem, az eredeti minta utolsé 180 napi adatat pedig
piros karikdkkal. Ahol az abra besotétedik, ott tobb trajektoria ment
keresztiil, ezaltal a hozampélyak sotétsége egyenesen ardnyos azok va-

l6szintiségével.

14]asd az SNP vizsgalat eredményeit a 6.6. alfejezetben
15 A kérdés: a naponta tjraszdmolt percentilisek egyaltalan eléfordulhatnidnak-e szto-

chasztikus modelljeinkben?
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hozam
0.06 0.08 0.10 0.12

0.04

0.02

6.10. abra.

mitdsok

idé

Szimuldlt trajektoridk a 3-faktoros Vasicek modellel, forrds: sajdt szd-

A backtesting atlagos eredményeit mutatja bazispontban a 6.4. tablazat, 10

ezer szimulélt trajektoriara vonatkozoéan. A 6.10. abra kicsinyitett mésa a

6.11. abra, amely valamennyi lejaratot abrazolja, a szimulalt utak jobb leol-

vashatosaga érdekében lejaratonként 100 trajektoriat véve alapul®.

A 10 éves lejarat példajan érdemesnek tartottam abrézolni az elérejelzési

hiba hisztogramjat és a trajektoriankénti hibatagok leird statisztikai elemzé-

16 Az 4bra jol mutatja a Vasicek modell gyengeségét: a kamatlab negativ értéket is fel-

vehet.
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. abra. Az egyes lejdratok szimuldlt trajektoridi, forrds: sajdt szdmitdsok
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Lejarat  Atlagos eldrejelzési hiba 10 ezer trajektorian (bp)

2 hét 282
1 hénap 279
3 hénap 270
6 hénap 258
9 hénap 247

1év 241

2 év 215

3 év 190

4 év 173

5 év 159

6 év 144

7 év 134

8 év 123

9 év 116

10 év 108

Atlag 196

6.4. tablazat. Backtesting illeszkedési hiba lejaratonként, forrds: sajdt szdmitdsok

sét. Ezek lathatok a 6.12. dbran és a 6.5. tablazatban. A hisztogram képén
jol latszik, hogy az elérejelzési hiba moédusza 50 bp koriil alakul, ami lénye-
gesen alacsonyabb a 108 bazispontos atlagnal. Az eredmények ismeretében

értékelhetjiik a H7 hipotézist.

e H7: A 3-faktoros Vasicek modell elérejelzd képessége fél éves idGta-
von elfogadhat6. Mindezt tigy értelmezem, hogy az el6rejelzések atlagos
pontatlansaga nem tobb mint 6tszorose a mintabeli illeszkedési pontat-
lansédgnak: a hipotézist elvetem, hiszen a backtesting eredményei szerint
a mintan kiviili el6rejelzések atlagos pontatlansaga kozel 25-szorose a

mintan beliili el6rejelzési pontatlansagnak.
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A 10 &ves lejarat mintan kivali becslési hibaja
0.009
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6.12. abra. A 10 éves lejdrat eldrejelzési hibdja (3-faktoros modell), forrds: sajdt

szdmitdsok

6.10. Modellértékelés

Az alkalmazott modellek ckonometriai és kozgazdasagi értékelésére térek ki

a kovetkezskben.

o Okonometriai értelemben a modellek illesztése sikeresnek mondhato.
Egyrészt, mint azt a H6 hipotézis megerdsitése mutatta, a mintan be-
lili el6rejelzés pontossaga relative meghaladja az amerikai piac esetén
kapott szintet; masrészt a modellekben szerepl hibatagok (azaz az
illeszkedési hiba) varhato értéke is kozel zérus az 1- 2- és 3-faktoros
Vasicek becslésekben egyarant. A 8 éves lejarat 3-faktoros Vasicek mo-
dellel becsiilt illeszkedési hibatagjanak leir6 statisztikai jellemzését tar-

talmazzak a 6.6. tablazat, valamint a 6.13. abra.
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A 10 éves lejarat elorejelzési hibaja (bp)

Atlag 108,00
Median 97,00
Minimum 19,00
Maximum 392,00
Szoras 56,07
Variacios egytitthato 0,52
Ferdeség 0,84
Csucsossag 0,36

6.5. tablazat. A 10 éves lejarat eldrejelzési hibdja (3-faktoros modell), forrds: sajdt

szdmitdsok

94

e Szintén okonometriai kdvetkeztetés, hogy a legjobb kamatldbmodell is

Jbeljesen értéktelen” modellezési szempontbol, ha nincs iit6képes becs-
lési eljarasunk, amivel azt kalibralni tudjuk. Itt leginkdbb az EMM-
mel kapcsolatos tapasztalataimra célzok (lasd: 6.7. alfejezet): a jelzett
becslési eljaras a magyar hozamgorbe dinamikajanak mérésére csupan
korlatozottan alkalmas. Mindez természetesen nem jelenti azt, hogy az
EMM rossz becslési eljaras volna, csupan véalasztasa az adott illesztési

probléma tekintetében nem szerencsés.

Empirikus eredményeimbdl kézgazdasdgr kovetkeztetések is levonhatok.
Az affin modellek minden hatranya ellenére, a magyar hozam-
gorbe dinamikija meglehetésen j6l modellezheté a Vasicek
modellel. S&t, a legegyszertibb affin modell koriiltekinté alkalmazé-
saval az amerikai mintaban tapasztaltnal relative pontosabb mintabeli
illeszkedést is kaphatunk a magyar hozamgorbére vonatkozoéan. A Va-
sicek modell tehat, legf6képp 3-faktoros formaban, magyarézo erejére

valo tekintettel jo vilasztasnak tiinik a magyar piac modellezésére.
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A 8 éves lejarat illeszkedése (bp)

Atlag 0,93
Median 1,00
Minimum -134,00
Maximum 93,00
Szoras 11,36
Variacios egyiitthato 12,20
Ferdeség -0,44
Csuicsossag 20,41

6.6. tablazat. A 8 éves lejdrat hibatagjanak leiré statisztikdja (3-faktoros modell),

forrds: sajdt szamitdsok

e Az alkalmazott modellek lényegesen jobban teljesitettek a mintan beli-
li, mint a mintan kiviili elérejelzésben. Mindez azt jelenti, hogy Vasicek
alapt modellezéssel inkdabb a hozamgorbe dinamikaja érthetd
meg; illetve még a jol illeszked6 modellek is csak korlatozottan
alkalmazhatdk tényleges el6rejelzésre. A Vasicek modell ezzel
egyiitt javasolhaté a jovSbeli varhaté hozamgorbék szimula-
ci6jara!”, persze a kapott eredményeket fenntartasokkal kell kezelni.
Emiatt az alkalmazas célk6zonsége inkabb az MINB, az allam-
adossag menedzsment és a feliigyeleti szereplSk, mintsem a

kereskedelmi bankok sajat szamlas kereskeddi.

1TFe¢] évnél révidebb eldrejelzési idShorizonton ugyanis latvanyosan javul a modell ,,meg-
bizhatosaga”. Egy hetes el6rejelzési idGtavon példaul a 10 éves lejarat atlagos mintan kiviili

elérejelzési hibaja csupan 13 bp volt 10 ezer szimulalt trajektéria vonatkozaséban.
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A8 éves lejarat hibatagjanak hisztogramja
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6.13. abra. A 8 éves lejdrat hibatagjdnak iddsora és hisztogramgja (3-faktoros mo-

dell), forrds: sajdt szamitdsok
6.10.1. Tapasztalataim a CIR modellel

A Vasicek modell mellett részletes kutatasokat folytattam a CIR modellel is,
amely a Vasicek esetnél lényegesen nagyobb kihivéast jelent a modellezének.
A paraméterekre vonatkozé megszoritasok!®, a gyoktényezs kezelése (a CIR
modellben biztositani kell az allapotvaltozok pozitiv tartoményban maradé-

sat) jelentGsen megnovelik a becslési eljaras fejlesztési idejét.

Az értekezésben alkalmazott becslési eljaras (Kalman-filter) alapbol nem is-
meri a fent jelzett akadalyokat, azokrol az alkalmazott forraskddban értesiteni
kell. Ha ez nem torténik meg, a modell ,elszall” (egy, a modell szempontjabol
belss invertdland6 matrix szingularis lesz). Ha megtorténik, az optimalizacio

egy id6 utan zsakutcaba fut (kb. egyoranyi ttkeresés utan).

Empirikus tapasztalataim aldtamasztjak Brigo és Mercurio [2006] allitasat!®,
miszerint a CIR modell nem képes kezelni az inverz hozamgoérbét. Emiatt a

CIR modell nem ajanlhaté a magyar hozamgorbe modellezésére.

18részletesebben lasd a kifejtést a 33. oldalon

1asd: 4.2. alfejezet
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Osszefoglalas, kovetkeztetések

A dolgozat cime igy sz0l: A hozamgérbe dinamikus becslése, az értekezés min-
den bekezdése ebbe, a cimben jellt iranyba probalja kalauzolni az olvasot.
Elhuzodoé kutatasomban tobb mint haromszéz tudoméanyos cikket olvastam
végig a témaban, igy egyaltaldn nem volt konnyid a konkrét kutatési kérdés-
kor behatéarolasal. S6t, egy ilyen sokat hivatkozott pénziigyi probléméaban,
hogyan lehet ijat mondani, illetve valamiféle  hozzdadott értéket” felmutat-

ni? Egészen biztosan sokféleképpen. En a kivetkezs utat valasztottam.

Elgszor is fontos kiemelni az empirikus kutatéds mintdjat, ami nem mas mint
a magyar kotvényekbdl szamitott zérokupon hozamgorbe. Az el6z6 bekez-
désben emlitett tobb szaz tudomanyos cikk egyike sem a magyar piacra vo-
natkozo dinamikus szemléleti hozamgorbebecslés. A feldolgozott irodalom
ugyanis vagy valamely mas piacra vonatkozik, vagy statikus szemléletd. A
kutatas sordn hazai forrasokat is feldolgoztam, de a legelmélyiiltebb nyil-

vanos? magyarorszagi szakmai mihely, az MNB is csupan a hozamgorbe

IEzzel egyiitt remélem: sikeriilt.
2Az amerikai Morgan Stanley budapesti matematikai kutatokdzpontja kapcsan talan

sziikséges a jelz6 hasznélata.
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statikus becslésére fokuszal. Ennek megfeleléen a dolgozat eléremutatd
jelentdsséggel bir, hiszen a magyar piacra alkalmazza a dinamikus

hozamgorbebecslés eszkoztarat.

Az értekezés fontos 6nallé6 eredménye, hogy kvantitativ médon ér-
tékeli a 3-faktoros Vasicek modell mintan kiviili el6rejelzési képes-
ségét. Ez nemzetkozi viszonylatban is kiilonleges eléremutatd jelent&séggel
bir, hiszen még az amerikai piacra felallitott becslé modellek szerzéi is csupan

az esetek elenyészé toredékében vizsgaltak modelljeik el6rejelzé képességét.

Empirikus vizsgalataim fontossagat kiemelik, hogy a témaban aktiv szerzék
szamos esetben egymaésnak ellentmondé kovetkeztetésekre jutnak, sét, nézet-
eltéréseik mentén néha meglehetdsen érzelmes nyilvanos levelezésbe® fognak.
Brigo és Mercurio [2006] CIR modellre vonatkozo allitasa (miszerint az nem
alkalmazhato inverz hozamgorbék esetén) a példanak okaért szoges ellentét-
ben all Cox et al. [1985] CIR modellt méltato allitasaival. Melyik szerzének
higgyink? Miel6tt ravagjuk: ,a Cox, Ingersoll és Ross szerzétrionak”, mond-
van roluk tébbet hallottunk, érdemes megjegyezni, hogy Damiano Brigo a
szakma Coxékhoz mérhets alakja, egyben mellesleg John Hull és Fischer
Black el6tt a Risk Magazine legtobbet hivatkozott szerzdje volt 2006-ban.
Empirikus vizsgalataim Brigo és Mercurio [2006] allitasait tamasztottak ala,

igy kell6 megalapozottsaggal tudok valaszolni a bekezdésben jelolt kérdésre.

Fontos kovetkeztetésem, hogy a 3-faktoros Vasicek modell el6nyo6s
valasztas a magyar hozamgorbe dinamikus vizsgalatiahoz. Ezen &l-
litast a modell mintan beliili el6rejelzé képességének vizsgélati eredménye
tamasztja ala. A teljes mintdban szamitott 8 bazispontos atlagos becslési hi-

ba ugyanis egyrészt elenyész6 a magyar piac viszonylataban (gyakorlatilag

3pl. George Tauchen 2004-es valasza Gregory R. Duffee kritijajara, The EMM Reply to
the Duffee-Stanton Paper cimmel.
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egységnyi bid-ask spreadnek feleltethetd meg), méasrészt relativ értelemben
(atlagos hozamszinttel torténd korrekeio utén) kedvezébb illeszkedést jelol az

amerikai mintaban tapasztaltnal.

A modellbecsléssel kapcsolatos tovdbbi tapasztalataim felsorolva a kévetkezdk.

e Olyan kamatlabmodellt célszert valasztanunk, amit meg is tudunk be-
csiilni. Mit ériink egy tulzottan bonyolult modellel, ha azt tgyis egy
nemlinedris becslési eljarassal kell becsiilniink, amely adott esetben egy-
szerd fliggvénykapcsolatokat is képtelen pontosan visszaadni. A téma-
ban lasd az EMM-mel kapcsolatos tapasztalataimat a 83. oldalon. Az
én valasztasom ennek megfelelGen az affin modellcsaladra, azon beliil

is a Vasicek modellre esett.

e A CIR modellel is aktiv kutatomunkat folytattam, Bolder [2001] ut-
mutatasat kovetve, s6t, leveleztem is a szerzével a becslési probléma
kapcsan; azonban Brigo és Mercurio [2006] &llitasaival azonos ered-
ményt kaptam: a CIR modell nem alkalmas az inverz magyar

hozamgorbe dinamikajanak leirasara.

e A kivalasztott kamatlabmodell dimenzidészamét f6komponenselemzéssel
tamasszuk ala. A magyar hozamgorbével kapcsolatos vizsgala-

tokhoz 3-faktoros modellek ajanlhatok.

e A becslési eljarasok koziil pozitiv tapasztalataim sziilettek
a Kalman-filterrel kapcsolatban, ellenben az EMM-met nem

ajanlom a magyar hozamgorbével kapcsolatos szamitasokhoz.

99



7. fejezet

A 3-faktoros Vasicek modell mintéan kiviili el6rejelzési képességének kvan-

titativ mérése kapcsan kijelenthetem, hogy

e a modell csupan korlatozottan alkalmas tényleges eldrejelzés-
re. Ez nem jelenti azt, hogy nem érdemes alkalmazni, csupan
a modell altal kapott eredményeket egészséges fenntartasok-
kal kell kezelni. A modell nem a ,lotté 6t6st” mondja meg, hanem

megjeldli a jovébeli varhaté hozamok tartoményat.

e Eldrejelzési célzattal a hozamgorbe kisebb volatilitasti pontjai
ajanlhatok, ennek iizenete vilagosan kivehet a 6.4. tablazatbol. En

a legjobb eredményeket a 10 éves lejarattal kaptam.

e Az el6rejelzési id6tav csokkentésével természetes modon ja-
vithat6é a modellek becslési pontossaga. Egy hetes elérejelzési ho-
rizonton példaul a 10 éves lejarat atlagos mintan kiviili becslési hibaja
csupan 13 bazispoont volt 10 ezer szimulélt trajektoria vonatkozasaban.
Ez nagységrendileg mastél bid-ask spreadnek feleltetheté meg, azaz vi-
szonylag elfogadhato eredmény. Ehhez képest a becslési és a szimulacios

eljaras kétoras Osszesitett futasideje is kedvezének mondhato.

Fentiek tiikkrében a bemutatott moédszertan célk6zonsége leginkabb
a Magyar Nemzeti Bank, az Allamadoéssag Kezels Kozpont és a
Pénziigyi Szervezetek Allami Feliigyelete. A megnevezett szerep-
16k szadmara ugyanis kiemelt prioritds a hozamgorbe dinamikaja-
nak ismerete. Természetesen a kereskedelmi bankok is hasznosnak
talalhatjak a moédszertant, bar a modellek alkalmazasanak elénye
inkabb jelentkezhet kockazatkezelési teriileten hatékonyabb miiko-
dés, mintsem a sajat szamlas keresked6knél mérhets profit forma-

jaban.
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A kévetkeztetések levondsa utdn érdemes megfontolni a tovabbi kutatds lehet-
séges iranyait. Kézenfekvé 6tlet a modellezési tarhaz bévitése. Ennek
megfelelGen érdemes lenne megvizsgalni egyrészt Dai és Singleton [2000] to-
vabbi affin, masrészt Ahn et al. [2002] kvadratikus modelljeit, valamint az
ugré folyamatok bevezetésének illeszkedésre gyakorolt hatasat. A kibdévitett
modellezési spektrumhoz azonban megfelel becslési eljarast is kell talalni,
illetve fejleszteni, ami jelent6s technikai apparéatust és fejlesztésre forditott

idé6t igényel.

Szintén jovGbeli kutatéasi iranyt jelenthet a modell makrookonémiai
valtozokra torténd adaptalasa. Ezaltal ugyanis a piaci mozgasok — talan
— még jobban megérthetévé valnanak, igy az eredménytil kapott modellt don-

téstamogatasi eszkozként hasznalhatnék a gazdasagpolitikai dontéshozok.
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A. fuggelék

Kvadratikus modellek részletezése
Ahn et al. |2002] nyoman

Dai és Singleton [2000] mindent megtett, hogy tokélyre vigye az affin model-
leket. Mindent kihozott bel6liik, és mégis jelentGs illeszkedési, illetve elérejel-
zési pontatlansagot hagyott, legalabbis az amerikai hozamgorbére vonatko-
76 mintdkban®. Mindez természetes 6sztonzést ad(ott) az affin véltozatokon
talmutato modellek fejlesztésére. Jelen tézis keretein beliil a kvadratikus mo-
delleket? vizsgalom még kozelebbrol.

A kvadratikus modellekben elfelejthetjiik az affin vilagban béklyot jelentd
trade-off-ot a hozamvolatilitds és a faktorok korrelacios strukturaja kozott.
A kvadratikus fiiggvényforma? jelentdsége, hogy a QTSM-ekben ,szériafelsze-
relés” a nominalis hozamok pozitivitdsa, anélkiil, hogy barmiféle megkotést
kellene alkalmazni a faktorok kozotti korrelacié vonatkozéasaban. Mindez a
modellek szintjén teret ad a heteroszkedaszticitas megjelenésének, igy a kvad-
ratikus modellek sikeresebben képesek reprodukélni az amerikai hozamgorbe
stilizalt tényeit.

A kvadratikus modellek torténelmének f6bb megallohelyei a kivetkezdk. Az
uttors kisérlet Longstaff [1989] kettds négyzetgyok modellje volt, amit késsbb
Beaglehole és Tenney [1991], valamint Beaglehole és Tenney [1992] fejlesztett
tovabb, illetve altalanositott. A Beaglehole és Tenney [1991] cikk képzelet-
beli fonalat vitte tovabb Karoui, Myneni és Viswanathan [1992|. Jamshidian
[1996] a termékarazas terén alkotott twjat: prezentalta a kotvényéarazashoz
sziikséges differencialegyenleteket a standard QTSM-esetben, valamint utob-

Hasd: a 53. oldalon megfogalmazott kritikit, tobbek kozott Duffee [2002]-t
2quadratic term structure models (QTSMs)
3a SR az allapotvéltozok kvadratikus fiiggvénye
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A. Fiiggelék

biak egyik alcsoportjara (fiiggetlen Markov-folyamatok) vonatkozoan bemu-
tatott egy opcidarazo képletet is. Constantinides [1992] SAINTS modellje?
egy alcsoport a standard QTSM osztalyon beliil, ahol az 4razé mag® a mo-
dellben exogén modon a Markov-folyamat idében szeparalhaté kvadratikus
fiiggvényeként definialt. Rogers [1997|, valamint Leippold és Wu [1999] po-
tencidlként modellezték az arazé magot, az altaluk bemutatott esetek egy
részében, a SAINTS modellhez hasonléan az araz6 mag a Markov-folyamat
id6ben szeparalhato kvadratikus fliggvénye. A SAINTS modell altalanosité-
sanak tekinthet6 Ahn [1995] cikke.

A kovetkez6kben a kvadratikus modellek attekintését Ahn et al. [2002] nyo-
man kisérem végig. A szerz6k ebben a cikkben felvazolnak egy altaldnos
kvadratikus hozamgorbemodellt, amely specidlisan paraméterezett esetként
magéaba foglal szdmos nevezetes kvadratikus modellt. Beagyazottsigi szem-
pontbol tehat Ahn et al. [2002] hasonlo szerepet t6lt be a QTSM vilagban,
mint Dai és Singleton [2000] az ATSM univerzumban.

A.1. Ahn et al. [2002] rendszerezése

Ahn et al. [2002] attekinti azon modellek irodalméat, amelyek a kotvényho-
zamokat az allapotvaltozok kvadratikus fiiggvényeként abrazoljak. A szerzék
amellett, hogy kitérnek az analitikus szamolhatosag (admissibility) feltéte-
leire, teljes empirikus identifikdciot adnak a Gallant és Tauchen [1996] altal
bevezetett EMM becslémodszerrel. Ahn, Dittmar és Gallant kdvetkeztetése
szerint a kvadratikus modellek jobban magyarazzak a mintajukban szerep-
16 amerikai kétvényhozamok viselkedését mint az affin modellek, elsGsorban
azért, mert a QTSM-ek hatékonyabban kezelik az amerikai hozamgorbe sti-
lizalt tényeit.

A.1.1. Az araz6 mag

Jellemezze a gazdasagot az (92, F, %, P) kiegészitett (augmentalt) valoszint-
ségtér, az alabbi filtracioval: F = {%;},. ,.». Az elobbi feltételek teljesii-
lésekor létezik az M, pozitiv allapot-ar strtség folyamat, ami definialja a
kanonikus értékelési egyenletet:

4squared-autoregressive-independent-variable nominal term structure, azaz négyzetes-
autoregressziv-fliggetlen-valtozos nominalis hozamgérbemodell
5lasd: A.1.1. alfejezet
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Kvadratikus modellek részletezése Ahn et al. [2002] nyomdn

My } , (A.1.1)

X, =Ef {VXT
t

ahol X; jeloli az drat, X;,, : [0,00) x Q — R, B[] pedig a ¢ idépontban,
Z filtracioban elérhetd informéaciok alapjan értelmezett varhato értéket a P
fizikai mérték szerint. Az M, r = va kifejezést sztochasztikus diszkontfaktor-
nak® nevezziik: ez a fiiggvény biztositja a pénz idértékének érvényesiilését a
modellbeli sztochasztikus gazdasagban.

Teljes piacok feltételezése esetén Harrison és Kreps [1979], valamint Har-
rison és Pliska [1981] megmutattak, hogy létezik @) egyértelmd ekvivalens
martingal mérték, amely szerint valamennyi t6kejoszag pénzpiaci elszamolo-
egységben mért ara martingalfolyamatot kovet:

X, p [dQir Xt P Xr Xr
B, ¢ {dptj Br t Nt’TBT ’ ( )

ahol Br egy pénzpiaci szamlat jelol, melynek adott idépontbeli egyenlegé-

re By = exp( fg rsds) irhato fel, az s id6pontbeli pillanati kamatlabat rs-sel

jelolve. Az Nyr = fl%‘; kifejezést Radon-Nikodym derivdaltnak hivja a szak-

irodalom, és egyenls az M, r feltételes sztochasztikus diszkontfaktorral, ha

rs=0 V s€[0,9).

A sztochasztikus diszkontfaktor egyértelmiisége miatt a sztochasztikus disz-
kontfaktor, valamint a Radon-Nikodym derivalt vonatkozéasaban felirhato”,

hogy:
By T
Myr = |:B_T:| Nir = {exp (—/ r8d3>] N (A.1.3)
t

Feltéve, hogy X a t6kejoszag nominalis kifizetését jeloli, M, a nominalis
sztochasztikus diszkontfaktor szerepét tolti be. Constantinides [1992] meg-
mutatja, hogy a nominalis sztochasztikus diszkontfaktor a brutté inflacio
inverzének és a reél sztochasztikus diszkontfaktornak a szorzata.

Ahn et al. [2002] a hozamgorbe modellezésének irodalméban igen népszeri
pricing kernel, magyarul drazé mag® megkozelitést alkalmazza, azaz a mo-
dellben kozvetleniil a nominélis sztochasztikus diszkontfaktor sztochasztikus

Smas néven arazé magnak

"Ez gyakorlatilag a A.1.1 és a A.1.2 egyenletek informaciotartalmanak Stvozése.
8tobbek kozott lasd: Hansen és Richard [1987]
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A. Fiiggelék

folyamatat, M; -t hatédrozza meg. A szerzék bemutatjak, hogy tetszsleges
sztochasztikus diszkontfaktorhoz megtalalhato a vele konzisztens altalanos
egyenstlyi allapot?.

Az altalanos QTSM

Ahn, Dittmar és Gallant altalanos N-faktoros QTSM-je az arazé mag dina-
mikajat irja le. A modell az alabbi hdrom feltételezésen nyugszik, melyek a
sztochasztikus diszkontfaktor (SDF), valamint az X; allapotvektor mozgésat
leiré sztochasztikus differencialegyenletekre (SDE) vonatkoznak.

1. Az M, SDF folyamatét az alabbi SDE irja le:

dMy
M

= —rdt + g diag [10; + 17,Xs] , dwn, = (A.1.4)

= —I'tdt + 13\1 [(770 + ant) o) dWNt] s

ahol o = (7]017 No2s - - - 77]0”)/7’1 - (77117 Mo, .- 777171),7 o a Hadamard-
szorzatot (elemenkénti szorzast) jeloli, wy, pedig standard, egymaés-

tol kolesonosen fliggetlen Wiener-folyamatok N-dimenzios vektora. A
diag [x;] y egy N-dimenziés diagonalis matrix, z; atloban szerepld ele-
mekkel.

A fenti diffuzids egyenlet tehat az allapotvaltozok affin fliggvénye. Az
egyenletben szerepld drift az My sztochasztikus diszkontfaktor martin-
galtulajdonsagabol szarmazoan —ry.

. A nominélis pillanati kamatlab az allapotvaltozok kvadratikus fliggvé-

nye:

e =« + ,BIXt + X;\I’Xt (A15)

Itt a konstans, 3 egy N-dimenzios vektor, ¥ pedig egy N x N-es, kons-
tansokbol allo pozitiv szemidefinit matrix. A SR nemnegativitasanak
teljesiiléséhez fel kell tenniink, hogy o — %1,3’ U183 > 0y teljesiil.

A fenti feltételezések mellett a nominalis kamatlab egy altalanositott
pozitiv szemidefinit kvadratikus alak lesz: ez ugyebar a nagy névum

9ebben felhasznaljak Harrison és Kreps [1979] eredményeit

116



Kvadratikus modellek részletezése Ahn et al. [2002] nyomdn

az affin modellekhez képest, ezért képesek a kvadratikus modellek ga-
rantalni a kamatlabak nemnegativitasat az allapotvaltozok korrelacios
strukturajanak korlatozasa nélkiil'”.

3. Az X, allapotvaltozok tobbvaltozos normaélis eloszlasa folyamatok, at-
laghoz visszatérési tulajdonsaggal. Az SDE

dX¢ = [+ €X¢] dt + SdWy, (A.1.6)

alakot 0lt, ahol pu egy N-dimenzids, konstansokbol allo vektor, £ és X
pedig N x N-dimenzi6ji matrixok. Feltételezziik, hogy & ,diagonalizal-
hato”, és sajatértékeinek a valos része negativ, Wy, pedig egy kolesono-
sen fiiggetlen Wiener-folyamatokbol all6 N-dimenzios vektor. A dw,
és a dWy, viszonyét leir6 N x N-es Y korrelaciés matrix konstans
elemekbdl all.

Az allapotvaltozok iddsorat egy normalis eloszlasiu folyamat irja le, mely-
nek hosszi tavi egyensilyi atlagértéke —€ 1, atlagos valaszfiiggvénye —&,
konstansokbol allo pillanati kovarianciaméatrixa pedig X3’. Az allapotvalto-
zOk stacionaritasanak biztositasa végett feltessziik, hogy & diagonalizalhato
és sajatértékei negativak. Az allapotvaltozok stacionaritasanak és & sajatérté-
keinek viszonyat Beaglehole és Tenney [1991] tanulményozta részletesebben.

Az &llapotvaltozok sztochasztikus differencidlegyenletei jellemzik Xy atme-
net- és peremsirtségfiiggvényeit. Legyen U az N darab sajatvektorbol allo
maéatrix, A pedig a sajatértékek diagonélis métrixa.

U = [ug, ug,...,uy], illetve A = diag [Ny (A.1.7)

¢ diagonalizélhatosaga biztositja, hogy a sajatvektorok linearisan fiiggetle-
nek, ezért U1€U = A. Ekkor az allapotvaltozok atmeneti stirtiségfiiggvényei
normélisak lesznek!!.

Xt+T’Xt ~ MVNN (E [Xt+‘r|Xt] , var [Xt+‘r’Xt]) y (A18)

ahol mélyebbre asva:

Omindez az affin modelleknél csak az Ay (IN) modellek (azaz a korrelalt, tobbtényezds
CIR modell) esetében teljesiil
Ha bizonyitashoz lasd Ahn et al. [2002] A-fiiggelékét
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EXi|X¢] =UA @, —IN]U '+ UP, U X,
v (exp(i+ )1 = D]
Ai A Ny (A.1.9)
P, = diag [exp(AiT)]y
Y =[vy)y = U'EEU

var [Xt+T|Xt] =U

A fentiekbdl kiolvashatoan két tényezd befolyésolja az allapotvaltozok kozotti
kolcsonhatasokat: € atlon kiviili elemei, a feltételes varhato értéken keresztiil,
tovabba X matrix atlon kiviili elemei, amelyek &-vel egyetemben az allapot-
valtozok feltételes kovariancidjara hatnak. Ebbdl kovetkezéen, ha mind &,
mind pedig ¥ diagonalis métrixok, akkor U = Iy, tovabba a kovariancia-
matrix is diagonélis, még pedig nem més mint #". Amennyiben a 3. pontban
ismertetett feltételek teljesiilnek, X egyensulyi eloszlédsa tobbvéltozos nor-
malis eloszlas lesz az alabbi varhato értékkel és kovarianciaméatrixszal:

_ Uij /
E[X]=—¢ 1“7 var [X;] = U {_M n )\]} U’ (A.1.10)

A modellben a kamatlab eloszlasat nemcentralis khi-négyzet eloszlasok keve-
réke'? adja az alabbi formaban:

00 N
Plr=a+X{PX; <ry| = Zej [Xifﬂj (wa) < [0 8_ a (A.1.11)
=0 j=1

Az egyenletben szerepl§ e;, w; és e definicioja Ahn et al. [2002] B-
fiiggelékében talalhato.

Amennyiben az allapotvaltozok merdlegesek egymasra, a fenti eloszlas egy
nemcentralis khi-négyzet eloszlassa egyszertisodik. Igy Ahn, Dittmar és Gal-
lant altaldnos QTSM-je esetében a modellbeli fiiggvényforma meghatarozza
a kamatlab eloszlasat is, ami az altalanos modellt megkiilénbozteti mind a
SAINTS modelltsl, mind pedig a Beaglehole és Tenney [1992] altal javasolt
kvadratikus modelltsl.

A szerz6trio a fent ismertetett épitGkockakat felhasznélva vezeti le a kbtvény-
arak, illetve a hozamok egyenletét. A legfontosabb lépcséfokok itt a kévetke-
z6k:

123 részletekeért lasd Ahn et al. [2002] B-fiiggelékét
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e a nominalis zérokupon kotvényarfolyamokat jelolje Vi,'3, a A.1.1.
egyenlet alapjan V; ; = E [My -],

e a varhato érték kicsomagolasdhoz a szerzék normalizaljak a nominalis

kétvényéarfolyamot, a normalizélt kotvényarfolyam 7, , = Vé—f—ként all

els',

e a normalizalt kotvényéarfolyam dinamikajara:

dZt,T
Zt,T

= [atﬁ — Tt] dt + bt,’rdWNt; (A112)

® a;, és b, tovibbfejtéséhez az Ito-lemmat alkalmazzék a szerzdk,

e a 116. oldal 1. pontja segitségével felirjak az N; r Radon-Nikodym de-
rivalt és a Z;; normalizalt kotvényarfolyam dinamikajara felirt fenti
egyenlet szorzatat,

e a A.1.2. egyenlet szerint N, ;,,Z; . martingal, emiatt a kétvény tobb-
lethozama

arr — ¢ = —be 7 X [0 + M X (A.1.13)
alakban irhato,

e a fenti egyenletet a;,,-ra rendezve kapjuk a kotvény alapvets arazo
PDE-jét. Ebben a bal oldalon szerepel a kétvény Ito-lemmébol deri-
valt pillanati varhaté hozama, a jobb oldalon pedig a pillanati kocka-
zatmentes kamatlab és a kotvény kockézati prémiuméanak Osszege ta-
lalhato. Az emlitett kockézati prémium két tényezs szorzata, az elsé
az allapotvaltozokra mért érzékenységek vektora, a masodik pedig az
allapotvaltozok és az SDF kozotti kovariancia, azaz a kockazat piaci
ara,

e mivel az SDF kozvetleniil nem megfigyelhetd, nem tudjuk szétvalasz-
tani Y-t, mo-t és m1-et. A modellben ezek a paraméterek allandok. A
kockazat piaci arat 8¢+ 01Xy alakban hatarozza meg Ahn et al. [2002],
ahol g = —XY 1y, illetve §; = =T,

Bez a T =t + 7 id6pontban 1 egységet fizets kotvény arfolyama ¢ idépontban
Hpe felejtsiik el, hogy B; a pénzpiaci szamla egyenlege
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o a Vg =1 végsd érték feltételt felhasznalva a kotvény alapvetd arazod
PDE-jének megoldasa V, -, ami az allapotvektor fliiggvényében az alabbi
formaban irhato:

‘/tﬂ— = exXp [AT + B-,-Xt + X;CTXt] s (A114)
ahol A,, B, és C. kielégiti a szerzdk altal megadott differencidlegyen-
leteket,

_ _(nVir)
e a YTM-hozamokra ry, = ——*, azaz
]‘ /
rer = —[—A; — B Xy — XiCr X (A.1.15)

T

Az utolso6 egyenlet nem més, mint a kvadratikus modellek legnagyobb elénye
matematikailag kifejtve. A hozamok ugyanis az allapotvaltozok kvadratikus
fliggvényei, a mar sokat emlitett novum az affin modellekhez képest. Ez teszi
lehet6vé, hogy a QTSM-ek jol kezelik az amerikai hozamgorbe stilizalt ténye-
it. Mar egy egyvaltozos modellnél N = 1 is latszik az el6ny: egy adott hozam
mellett, az allapotvektor elGjelvaltasa kiillonb6z6 hozamgorbét eredményez.
Az elény ara, hogy az egyvaltozos esetben a hozam-idésor statisztikailag nem
elegendd a modell becsléséhez.

A.1.2. A beagyazott modellek

Az imént ismertetett altalanos QTSM egyszertsitett esetként magaba fog-
lal szamos nevezetes kvadratikus modellt. Ezek Longstaff [1989] kettss
négyzetgyok-modellje, Beaglehole és Tenney [1992] egyvaltozos kvadratikus
modellje, Constantinides [1992] SAINTS modellje, illetve egy speciélis CIR -
valtozat. A kovetkezSkben ezekrdl adok rovid attekintést.

Az egyvaltozos kvadratikus modell, Beaglehole és Tenney [1992]

Beaglehole és Tenney [1992] eredeti modellje egyfaktoros volt, azonban az
allapotvaltozok merdGlegességének feltételezése mellett konnyen attérhetiink
tobbvaltozos esetre. Az éaltalanos QTSM az alabbi megszoritédsokkal vihetd
at az els6 beagyazott modellbe: a« = 0, 3 = dg = On, ¥, &, X és 6; pedig
diagonalis matrixok.

15Cox et al. [1985]
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A dupla négyzetgyok-modell, Longstaff [1989]

Az el6z6 specialis esethez hasonléan ez a modell is egydimenzios allapotval-
tozoval sziiletett, és hasonloképpen terjeszthetd ki tobbvéltozos esetre. Az
allapotvaltozok Xy vektora nem korlatolt alulrdl, tovabbéd nem mutatja az
atlaghoz valo visszatérés jeleit. Az altalanos QTSM megszoritésai az alabbi-
ak: a = 0, B = §¢ = On, ¥ és X diagonalis matrixok, toviabba pu # On és
£ = 0; = Onxn.

Egy specialis CIR modell

A CIR hagyomanyosan meréleges allapotvaltozokat szerepeltets affin modell,
azonban az altalanos QTSM ko6z0s nevezdére hozhaté egy modositott CIR
modellel. Az altalanos QTSM-et az alabbi modon kell testre szabni: a = 0,
B =0N, ¥, & X és §; diagonalis matrixok, valamint p = do(= On).

A CIR alapmodellben annyi valtoztatasra van sziikség, hogy az allapotval-
tozok egy kvadratikus transzformécion essenek at. A transzforméalt X§ alla-
potvaltozoé SDE-je az alabbi:

c\2

dX;, = {% + ﬁz.ch} dt +ofy ) X dWiy. (A.1.16)
A specializalt QTSM és a modositott CIR modell azonossaga abban az egyedi
esetben biztositott, ha X, = th. Amennyiben az allapotvaltozok paronként
merdlegesek egymaéasra, mind a QTSM, mind pedig a CIR modell feltételes
stirtiségfiiggvénye nemcentralis khi-négyzet eloszlast kovet. Meg kell jegyezni,
hogy a A.1.16. egyenlet nem elégiti ki a Feller-feltételt, azaz a kamatlab nulla
értéket is felvehet.

A SAINTS modell, Constantinides [1992]

Els6 ranézésre meglepének tiinhet, hogy az altalanos QTSM modell specia-
lizalt esetként magaba foglalhatja a SAINTS modellt. Constantinides [1992]
ugyanis az aldbbi formaban hatarozta meg az allapotvektor és az SDF szto-
chasztikus differencialegyenletét:

dXy = —# Xedt + SdW,,
N (A.1.17)
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ahol Z és S egyarant konstansokbol allo diagonalis métrixok, ebbdl fakadoan
pedig az allapotvaltozok paronként merdlegesek egymasra. Az M, sztochasz-
tikus diszkontfaktor az allapotvaltozok négyzetes exponenciélis fliggvénye.
Ez a specifikicié egyszerre hatarozza meg a nominalis kamatlédbat, az SDF
difftzioés mozgésat, valamint a kockazat piaci arat. Az SDF-re alkalmazva az
[to-lemmat azt kapjuk, hogy:

d M,
M,

N
= 2 (A — S2) X2, 4 2¢; (282 — A5) Xy — S2—2¢252) + h| dt+
Z { ( X 2,0 [

a1}
i=1

+2ZS” Xiy—¢;)dWiy. (A1.18)

A fenti egyenletet Osszehasonlitva a A.1.4. és A.1.5. egyenletekkel észre-
vessziik, hogy a szoban forgd két modell hasonléan hatarozza meg a kamat-
labat és az SDF diffiuzios tagjat. Az altalanos QTSM egy invarians transz-
formécion atesve'®, a kockazat piaci aranak alabbi megszoritasaval foglalja
magaba a SAINTS modellt: 8 = On, ¥ = Iy, &, X és §; diagonalis matrixok,
valamint

PR S & /& — 283
T Ve-= ) (A.1.19)
O = =& F \/ €i2i - 22121‘-

A SAINTS modellben tehéat a hozamok idgbeli alakulasat befolyasold para-
méterek, & és X igencsak specialis moédon hatarozzak meg a kockézat piaci
arat. A strukturalis matrixok hatarozzak meg a gazdasag folyamatainak ala-
kulasat a valos P mérték szerint, a d -k pedig ezt konvertaljak at a kocka-
zatmentes () mérték ala. Mivel a két mérték kozotti atjaras szintén a struk-
turélis paraméterektdl fiigg, elfordulhat, hogy a SAINTS modell rosszabbul
illeszkedik a hozamgdrbére mint a rugalmasabb altalanos QTSM. A SAINTS
modell megszoritasainak gyokere az SDF A.1.17. egyenlet szerinti exogén
meghatarozasaban rejlik.

164 részletekhez lasd Ahn et al. [2002] D-fiiggelékét
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A.1.3. A kanonikus QTSM

Ahn et al. [2002] az altalanos QTSM-bdl potlolagos megszoritasok bevezeté-
sével jut el a QTSM empirikus vizsgalatra alkalmas kanonikus alakjahoz!".
A kanonikus alak megszoritasai a kovetkezdk:

1 Ty ... Ty
S e (A.1.20)
Uiy oy ... 1

egy szimmetrikus méatrix, egyesekkel az atlojaban, tovabbad a > 0, 8 = Oy,
>0, € és 87 als6 haromszog matrixok, valamint 3 diagonalis matrix.

Ahn et al. [2002] négy kvadratikus modellt vizsgal empirikusan, melyek mind-
egyike a kanonikus QTSM-bdl vezethetd le.

A.1.4. Ahn et al. [2002] empirikusan vizsgalt modelljei

Ahn, Dittmar és Gallant, akarcsak Dai és Singleton [2000] 3-faktoros model-
lek becslésével tamasztotta ala allitasait. Cikkiikben négy kvadratikus mo-
dellt vizsgaltak részletesen, ezek rugalmassagi sorrendben a kovetkezdk.

QTSM1: a kanonikus QTSM

Ez a modell az imént felvazolt kanonikus alak N = 3 esetben. A modell
becslésekor 25 paramétert kell meghatarozni, ezek: o, ¥ harom atlon kiviili
eleme, p harom eleme, £ hat eleme, 3 harom paramétere, dg hdrom eleme,
valamint d; hat paramétere. Ez a modell a lehetd legrugalmasabb QTSM:
az allapotvaltozok kovarianciamétrixa szabadon meghatérozhato, tovabbé a
modellben megengedett, hogy az allapotvaltozok egymasra kdlcsonosen hatva
hatarozzak meg a nomindlis pillanati kamatlabat!®.

1"Dai és Singleton [2000] altaldnos ATSM-je sem alkalmas kdzvetleniil empirikus vizsga-
latokhoz. Ha ugyanis az allapotvaltozok kozvetleniil nem megfigyelhetk, szamos paramé-
ter empirikusan azonosithatatlan. Ez a probléma az altalanos QTSM esetében is fennall,
azonban az allapotvaltozok homoszkedasztikus diffizidos matrixa miatt kénnyebben kezel-
het6, mint az affin esetben.

18azaz szabadon modosithatjuk &€ atlon kiviili elemeit
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QTSM2: merdleges allapotvaltozok kolcsonhatasokkal

A masodik modell abban szigorit tovabb!® hogy £ és &, diagonalisak. Ennek
kovetkezménye, hogy az allapotvaltozok mind a valés P, mind pedig a kocka-
zatmentes () mérték alatt merdlegesek egymasra. Azonban ¥ nem diagonalis,
a pillanati kamatlab meghatérozasaban szerepet kapnak az allapotvaltozok
kozotti kolesonhatasok is.

Mivel & és 97 diagonalis, a QTSM1 hat paramétere nulla értéken rogzitett.
Igy Gsszesen 19 szabad paraméter marad, amit meg kell becsiilni.

QTSM3: merdleges valtozok kolcsonhatasok nélkiil

A harmadik modellben a QTSM2-hez képest szigoritas, hogy ¥ diagonalis
méatrix (¥ = I3). Ezaltal az allapotvaltozok kozotti kolesonhatdsok nem
hatnak a nominalis kamatlab értékére, a szabad paraméterek szama pedig
16-ra csokken.

A QTSM3 vitathatatlan elénye, hogy zart képletet ad a kétvényarak szami-
tasara:

N
V;E,T = eXp (—CY’/') H X

=1

, (A.1.21)

N N N
Z Aiﬂ- + Z Bi,‘rXi,t + Z Ci,TXz?,t
i=1 i=1 i=1

ahol

7| +

¢3 [(—&i + 614 + i) (exp(26;7) — 1) + 2¢;]
In { 26, exp(—(&i + 014i) + i)
(—&i + 015 + ) (exp(267) — 1) + 26, |
2(p; — 0oi)(exp(T) — 1)
G [(=&i + 01ii + i) (exp(26,7) — 1) + 2]
(exp(2¢;7) — 1)
(=& + 013 + <) (exp(26,7) — 1) + 2

{(Mz‘ — 00:)% (exp(s;7) — 1) [(—2(&i — 01ii) + <) (exp(siT) — 1) + 2¢;]
1
2

Oi,T - -
(A.1.22)

1965 ezzel 1ép vissza rugalmassag téren
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a kovetkezd kiegészitéssel: ¢; = /(—&; + 0144)2 + 252,

QTSM4: a SAINTS modell

A QTSM3-bol a kockazat piaci arara vonatkozo megszoritasok bevezetése ut-
jan jutunk el a SAITNS modellhez, ahol a szabad paraméterek szdma csupan
10.

Mivel valamennyi faktor kockazatara kétféleképpen vezethetiink be megszo-
ritasokat, Osszesen hat kiilonb6z8 megszorito feltételt sorolhatunk fel, ami
konzisztens a SAINTS modellel. Ahn et al. [2002] ebbdl a hatbol egyet vé-
laszt ki?®, mégpedig a kovetkezdt:

A =yl A

(A.1.23)

vV i=1,2,3ra.

A.2. Még egyszer az affin és a kvadratikus mo-
dellek kozotti kiilonbségekrol

A kvadratikus modellek részletes attekintése utan érdemes Osszefoglalni a
Dai és Singleton [2000] altal javasolt ATSM-ek, valamint az Ahn et al. [2002]
cikkben bemutatott QTSM-ek kozotti kiillonbségeket. Mindkét esetben a ka-
nonikus alakot tartva szem el6tt, ez az attekintés kovetkezik most.

e A kvadratikus esetben a négyzetes fliggvényalak biztositja a hozamok
nemnegativitasat, ezzel ellentétben az A,,(IN) ATSM esetében ez csak
akkor all fenn, ha m = N (CIR modell). Ha ugyanis m < N és egy
vagy akar tobb normaélis eloszlasu allapotvaltoz6 negativ értéket vesz
fel, akkor ezekben az allapotokban az affin fiiggvényalak lehetévé teszi,
hogy a hozamok negativ értéket vegyenek fel. A kvadratikus esetben a
hozamok nemnegativitasanak feltétele, hogy a > 0, tovabba ¥ pozitiv
szemidefinit matrix legyen.

20dsntesiiket a feltétel nélkiili hozamgorbe kalibralasa segitette
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o QTSM-ek esetén a nominalis kamatlabak és a kotvényarfolyamok fel-
tételes volatilitdsa heteroszkedaszticités jeleit mutatja. Az allapotval-
tozok volatilitasa még homoszkedasztikus, azonban a hozamok aldbbi
sztochasztikus differencidlegyenlete bevezeti a heteroszkedaszticitast:

dry = [tr (Z2W) + 2 (u + €X,) UX,) di + 2X,USdWy,. (A.2.1)

A fenti specifikicioban a kamatlab feltételes variancidja az allapot-
valtozok linearis fiiggvénye, akircsak a CIR modellben. A kanonikus
QTSM esetében nincs megszoritas a faktorok kozotti korrelacio elGje-
lére vonatkozoan, igy a kvadratikus modellek valtozatosabban model-
lezik a hozamvolatilitas szerkezetét. Ezzel szemben éltalanos A, (V)
affin esetben m darab &llapotvaltozé hatarozza meg a sztochasztikus
volatilitast. Az ATSM-eknél tehat trade-off kapcsolat all fenn a szto-
chasztikus hozamvolatilitas szerkezete és a faktorok kozotti feltételes
korrelacio kozott. A, (N) jelolésben m darab allapotvaltozo kovet négy-
zetgyok folyamatot, a maradék N —m faktor pedig normalis eloszlastt.
Az admissibility feltétele a modellben, hogy az m darab négyzetgyok
folyamat kozott nemnegativ legyen a korrelaci. Igy jutunk vissza az
el6z6 ponthoz: az egyediili ATSM, ami ,,gyarilag” garantalja a hozamok
nemnegativitasat, az Ay (N), ahol valamennyi allapotvaltozd négyzet-
gyok folyamatot kovet.

Az affin és a kvadratikus modellek kapcsolata egyszertsitett értelemben tri-
vialis: az affin modellek a négyzetes tagtol megtisztitott, azaz korlatozott
kvadratikus modellek. Mindez nem véletlen: torténelmileg az affin modellek
illeszkedési hianyossagai terelték a kutatokat a kvadratikus modellek iranya-
ba. Ugyanigy az affin modelljeik magyarazo erejével elégedett kutatok koziil
tobben nem nyitottak kvadratikus iranyba. A gyakorlati modellbecslés soréan
természetesen tesztelhetd is, hogy egy adott mintdban megéri-e a réforditott
tobbletid6t (a kvadratikus modellek bonyolultsdga miatt a becslés szamitas-
igényesebb) a kvadratikus modellek altal hozott illeszkedés javulas.

Az affin és a kvadratikus modellek kevésbé trivialis kapcsolatara hivja fel a
figyelmet Cheng és Scaillet (2007) a 28. oldalon mar emlitett cikke. Ebben
a szerzOk az ugrd folyamatokkal bévitett affin és az altaldnos kvadratikus
modelleket tekinti kiinduldé pontnak, ezt a két osztalyt hozzak egy tetd ala.
A Cheng és Scaillet (2007) altal javasolt modellben (LQJD: linear-quadratic
jump-diffusion) az allapotvektor egy linearis ugrofolyamatbol, és egy linea-
ris és kvadratikus elemeket egyarant tartalmazo diffazios tagbol all, tovabbé
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Kvadratikus modellek részletezése Ahn et al. [2002] nyomdn

a kockazat piaci arat sem koti a linearitds. A cikk fontos allitasa, hogy az
LQJD-modellek pszeudo-allapotvaltozok bevezetésével kolesonosen megfelel-
tethetSk az affin modellesaladdal, igaz nem pontosan Dai és Singleton (2000)
értelmében. Mindez egytuttal azt is jelenti, hogy mar az affin modellspecifika-
cio is joval tobb lehetGséget biztosit a modellezésben, mint azt szamos, eltérd
fiiggvényalakot erdltetd szerzd hirdeti.
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B. fiiggelék

A hozamgorbe leir6 statisztikai
elemzése

A kovetkezSkben a hozamgorbe leird statisztikai elemzését taldlja az olvaso,
tablazatok és grafikonok forméajaban. A lejaratok koziil a 6 ho, 2 év, 5 év
és 10 év pontokat véalasztottam ki, hiszen ezek fontossidga kiemelt a piaci
szereplSk szamara. A hozamszintek leird statisztikidja mellett kitérek a napi
hozamvéltozasok leir¢ jellemzésére is. Végiil a gorbe alakjanak mutatoit, a
meredekséget (a piaci szokvanyokat figyelembe véve énkényesen a 2 éves és
a 10 éves lejarat kozotti kiilonbséget definialtam meredekségként) és a gor-
biiletet (a C-vel jelolt gorbiilet alkalmazott definicidja: C' = rg, — W%l)
veszem goress ala. A bemutatott hisztogramok a jobb értelmezhetGség célja-
bol a normélis eloszlas haranggorbéjét is dbrézoljak.

Ttt is a piaci szokvanyokat kovettem, azzal a kiegészitéssel, hogy a 6 éves zérokupon
hozam és a 2 és 10 éves zérokupon hozambol &ll6 portfolié durationje, mivel a zérokupon
kotvény atlagideje nem més mint a lejarat, megegyezik. A C' roviditést az angol curvature,
azaz gorbiilet sz6 motivalta.
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B. Fiiggelék

B.1. Hozamszintek leir6 jellemzése

2C6M

B.1.

ze2v

6 ho 2 év 5 év 10 év
Atlag 0,08833  0,08455 0,07806  0,07201
Median 0,08754  0,08324 0,07674  0,06997
Minimum 0,05278  0,05500  0,05498  0,05445
Maximum 0,13755  0,13052 0,11012  0,09561
Szoras 0,01767  0,01460 0,01033  0,00728
Variacios egytitthaté  0,20008  0,17262  0,13232  0,10104
Ferdeség 0,27522  0,26823  0,32401  0,35442
Csticsossag -0,76785 -0,76726 -0,63642 -0,64330

B.1. tablazat. Hozamszintek leiré statisztikdja, forrds: sajdt szdmitdsok

A6 hénapos lejarat napl hozamai

2001

abra. A 6 hénapos lejdrat iddsora és

2002

2003

A2 éves lejérat napi hozamai

2004

2005

2006

2007 2008

2001

2002

2003

2004

2005

2006

2007 2008

Density

A6 hénapos lejérat hisztogramja

Test statistic for normality:
Chi-squared(2) = 136.350 pvalug= 0.00000

2c6M
N(0.088333,0.017674) ——

hisztogramgja, forrds: sajdt szdmitdsok

Density

35

22 éves lej&rat his

ztogramja

Test statistic for
Chi-squared(2) =

ormality;
32,404 pvalue = 0.00000

T ——
N(0.084551,0.014596) ——

B.2. abra. A 2 éves lejdrat idésora és hisztogramja, forrds: sajdt szamitdsok
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A

hozamgorbe leiro statisztikai elemzése

ze10Y

50
Az 5 éves Iejarat napl hozamai
012 45
40
011
ES)
01
30
0.09 z
2 2
5
o
0.08 20
0.07 15
10
0.06
5
0.05
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 o

Az 'S éves Iejarat hisztogramia

Test statistic for normality:

2cSY
Chi-squared(2) = 129.441 pville = 0.00000 N(0.07806,0.010329) ——

0.08 0.09 0.1 011
ze5Y

B.3. abra. Az 5 éves lejdrat iddsora és hisztogramja, forrds: sajdt szdmitdsok

80
410 éves lejarat napi hozamai
0.1
70
0,095
0.09 o0
0,085 .
0.08 =
0.075 5
o
0.07 30
0.065
0.06 20
0.055 10
0.05
2001 2002 2003 2004 2005 2008 2007 2008 o

A 10 éves lejarat hisztogramja

Test statistic for normallty:
Chi-squared(2) = 150,717 pvalue =

0.05 0.055 0.06 0.065

Ze10Y  m—
0000 N(0.072016,0.0072767) ——

0.07 0.075 0.08 0.085 0.09 0.095
2¢10Y

B.4. abra. A 10 éves lejdrat id6sora és hisztogramja, forrds: sajdt szdmitdsok
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B. Fiiggelék

B.2. Napi hozamvaltozasok leir6 jellemzése

6 ho 2 év 5 év 10 év
Atlag -6,37E-06  2,32E-07  2,19E-06 4,31E-07
Median -3,30E-05 -3,81E-05 -1,46E-05 1,25E-06
Minimum -0,011030 -0,009298 -0,009844 -0,011084
Maximum 0,016781  0,013907 0,010771  0,014310
Szobras 0,001245  0,001237  0,001137 0,001076
Variacios egyiitthato 1954 5326,1 519,0 24974
Ferdeség 1,8894 1,2957 0,6162 0,8126
Csucsossag 49,919 24,042 16,154 26,771

B.2. tablazat. Napi hozamvdltozdsok leiroé statisztikdja, forrds: sajdt szdmitdsok

A6 hénapos hozam valtezasainek hisztogramja

A 6 hos hozam napivaltce asai Test statistic for normality: d_zceM
Chi-squared(2) = 8352.842 pvalfed 0.00000  N(-6,36982-06,0.0012447) ——

_zc6M
1t

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

-0.01 -0.005 0 0,005 0.01 0.015

B.5. dbra. A 6 honapos hozam vdltozdsainak iddsora és hisztogramgja, forrds: sajdt
szdmitasok

A2 éves hozam véltozasainak hisztogramja

A 2 éves hozam napi valtozasai Test statistic for normality: dzc2y mmmm
0.015 Chi-squared(2) = 3924444 pvalue = 0.00000 N(2.3225€-07,0.000237) ——
600
0.01
500
0.005 200
= 2
g ]
z
N, B
o
o 300
200
-0.005
100
0,01
2001 2002 2002 2004 2005 2006 2007 2008
0
-0.01 0.005 0 0.005 0.01
dzcav

B.6. abra. A 2 éves hozam vdltozdsainak idésora és hisztogramgja, forrds: sajdt
szdmitasok
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A hozamgdrbe leiro statisztikai elemzése

Az 5 6ves hozam valtee asainak hisztogramja

Test statistic for normality: dzcsY mmmm
Az'5 éves hozam napi valtoz asai Chi-squared(2) = 3254,894 pvalue = 088000 M2,1903e-06,0.0011369) ——
0.015
500
0.01
400
0.005 =
= 2 300
4 o
o
o
200
0,005
100
0.0
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 0
0,01 0,005 o 0.005 0.01
dzesy

B.7. abra. Az 5 éves hozam wvdiltozdsainak iddsora és hisztogramja, forrds: sajdt
szdmitasok

£10 éves hozam valtozsainak hisztogram|a

600
A10 &vesh i valtozassi Test statistic for norml ty: d_zcl0Y mmmm
cveshazam naplvaltozasal Chi-squared(2) = 5675.418 pvalue = 0.00000 N(4.3079e-07,0.0010758) ——
0.015
500
0.01
400
0.005
3 g
3 o | 5 3%
i 3
-
-0.005 200
-0.01L
100
-0.015
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 o
-0.01 -0.005 ] 0.005 0.01
dzaloy

B.8. abra. A 10 éves hozam vdltozdsainak iddsora és hisztogramja, forrds: sajdt
szdmitasok
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B. Fiiggelék

B.3. A hozamgorbe meredekségének és gorbiile-

tének leir6 jellemzése

Meredekség Gorbiilet
Atlag -0,01253 -0,00186
Median -0,01205 -0,00119
Minimum -0,04420 -0,01002
Maximum 0,00261 0,00342
Szoéras 0,00864 0,00231
Variacios egytitthato 0,68939 1,23820
Ferdeség -0,35611 -0,81782
Csuicsossag -0,50221 -0,00476

B.3. tablazat. A hozamgorbe meredekségének és gorbiiletének leird statisztikdja,

forrds: sajdt szamitdsok

A hozamgérbe meredekségének hisztogramja
. 50
A hozamgerbe m eredeksége Test statistic for normality: slope ===
0.005 Chi-squared(2) = 117.651 pvalue = 0.00000 N(-0.012535,0.0086413) ——
aath
o W 50
0.005
001 20
-0.015
& 002 2 30
o a
0.025
0.03 20
0.035
0.0a 10
0.045
2000 2002 2008 2004 2005 2006 2007 2008
0

B.9. abra. A hozamgdrbe meredekségének iddsora és hisztogramja, forrds:

Ahozamgorbe gor biletének hiztogramja

szdmitdsok
Ahozamgrbe gerbulete Test statistic for morm:
0.004 Chi-squared(2) = 521.
0.002
0
5 2

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

001 0008 -0

aty:
442 pualue = 0.00000 .0.0018542,0,0023082) ——

006 0,004  -0.002 o 0,002 0.004
curvtre

sajdt

B.10. abra. A hozamgdrbe gorbiiletének iddsora és hisztogramja, forrds: sajdt szd-

mitdsok
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A hozamgdrbe leire statisztikai

elemzése

Meredekség

Gorbiilet

Atlag
Median
Minimum
Maximum
Szoéras

1,985E-07
1,194E-05
-0,0102050
0,0099255
0,0010113

Variacios egyiitthato 5093,7

Ferdeség
Csticsossag

-0,82566
26,565

1,814E-06
1,208E-05
-0,0055771
0,0055319
0,0007226
398,3
-0,70831
12,161

B.4. tablazat. A meredekség és a gorbiilet napi vdltozdsainak leird statisztikdja,
forrds: sajdt szamitdsok

0.005

d_slope

0.005

0015

B.11. 4bra

szdmitdsok

0,006

0.004

0,002

d_cunvtre

-0.002

-0.004

0,006

B.12. dbra. A gorbiilet napi vdltozdsainak iddsora és hisztogramja, forrds:
szamitdsok

Ahozamgorbe meredekségének napi valtozasai

ekseq napi valtozasainak hisztogramja

2001

2002 2003 2004 2005 2006

A mered
700
Test statistic for normait

600

500

_ 00

2 300

200

100

2007 2008 N

d siope
Chi-squared(2) = 5600.651 pvalue = 0.00000  M(1,9854e-07,0.0010113) ——

0.00 0.005

0 0.005 0.01
d_slope

. A meredekség napi vdltozdsainak iddsora és hisztogramja, forrds: sajdt

A hozamgérbe gérbuletének napi valtozasai

A gérbulet napi valtozasainak hisztogramja

Test statistic for normality
Chi-squared(2) = 2138.6:

Density
g

2001

2002 2003 2004 2005 2006

2007 2008

y dcunre
42 pvalue = 0.00000  N(1.8143e-06,0.00072259) ——

-0.002 o 0.002 0.004
d_curvtre

sajdt
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C. fuggelék

A hozamgorbe
f6komponenselemzésének

yl L]

eredményei
1. faktor 2. faktor 3. faktor
Atlag 0,30530 -0,07925 0,03119
Median 0,30357 -0,07736 0,03187
Minimum 0,20473 -0,13345 0,00978
Maximum 0,45671 -0,05657 0,04026
Szo6ras 0,05252 0,01161 0,00376
Variacios egyiitthato 0,14651 0,17262 0,12052
Ferdeség 0,27923 -0,71981 -1,42350
Cstuicsossag -0,76698 0,41926 2,56130

C.1. tablazat. A hozamszintek fékomponenseinek leird statisztikdja, forrds: sajdt
szdmitasok
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C. Fiiggelék

Az 1. faktor hisztograma

Az 1, faktor alskulasa Test statistic for normality: =]
05 Chi-squared(2) = 138,345 pvalue = 0,00000 M(0.3053,0.052522)
12
0.45
10
0.4
8
2
g o3 ]
° s
03
4
025
2
0.2
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
0

PCL

C.1. abra. A hozamszintek 1. fékomponensének iddésora és hisztogramja, forrds:
sajdat szamitdsok

A2 faktor hisctogramja

Test statistic for normality:

A 2. faktor alakulasa Chi-squared(2) = 233,967 pvalue = 0.00000

PC2
Density

2001 2002 2002 2004 2005 2006 2007 2008

C.2. dbra. A hozamszintek 2. fékomponensének iddsora és hisztogramja, forrds:
sajdat szamitdsok

A 3. faktor hisztogramja

Test statistic for nermality: PC3
A 3, faktor alakulasa Chi-squared(2) = 954,920 pvalue = 0,00000 N(@r§31186,0,0037585)

Density

PC3
°
o
5
B

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

0,01 0.015 0,02 0,025 0.03 0.035 0.04
PC3

C.3. abra. A hozamszintek 3. fékomponensének iddsora és hisztogramja, forrds:
sajdt szdmitdsok
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C.4. abra. A hozamudltozdsok és a hozamszintek fékomponenseinek egyiitthatdr,

forrds: sajdt szamitdsok
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D. fuggelék

Az 1- és 2-faktoros modellek
becsult paraméterei

Parameéter 1-faktoros modell
01 0,072
K1 0,303
o1 0,05
A -0,016
Atlagos illeszkedés (bp) 26

D.1. tablazat. Az 1-faktoros Vasicek modell becsiilt paraméterei, forrds: sajdt szd-
mitdsok

Paraméter 2-faktoros modell
01 0,000
0 0,000
K1 0,295
Ko 0,734
o1 0,018
o9 0,098
A1 -0,778
A2 -0,195
Atlagos illeszkedés (bp) 11

D.2. tablazat. A 2-faktoros Vasicek modell becsiilt paraméterei, forrds: sajdt szd-
mitdsok
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