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1. Kutatasi el6zmények és a téma indoklasa

A dolgozat alapproblémadja a végtelen idShorizonton valé optimélis befek-
tetési politika vizsgalata. A kérdésen szdmos neves kozgazdasz dolgozott,
még Merton és Samuelson figyelmét is felkeltették a kutatasok.

A disszertaciéban szekvencidlis befektetési (portfoliovalasztasi) stratégi-
dkat mutatok be. Szekvencidlis stratégia alatt olyan kauzalis stratégiat
értek, amely a piacrél rendelkezésre 4116 multbeli adatokat hasznalva, min-
den kereskedési periddus (nap) elején megvaltoztathatja a portféliét, azaz
a tékét Gjraoszthatja a rendelkezésre allo értékpapirok kozott. A végte-
len id6horizonton valé optimalis befektetés problémajanak vizsgilata soran
el6szor azt kell tisztazni, hogy mit is értiink egyaltalan az optimalis szén.
A dolgozat cimében jelzett kutatédsi irdny az optimalitds kritériuméan a
maximalis atlagos novekedési iitemet érti a végtelenben vett hatarérték
értelmében.

Az elemzés megkonnyitése érdekében néhany egyszertsits feltételt kell
bevezetni:

o felteszem, hogy az eszkozok korlatlanul oszthatdéak és minden eszkoz
tetsz6leges mennyiségben érhetd el az aktudlis piaci dron barmely
kereskedési periédusban,

e figyelmen kiviil hagyom a tranzakciés koltségeket a 3.5 fejezetig,

e a befektetd viselkedése a vizsgalt stratégidk hasznalata sordn nem
befolyasolja a piacot (ez a feltételezés akkor valosighti ha a befek-
tetd a teljes kereskedési volumenhez képest kis mennyiségi tékével
kereskedik).

Ezen feltételezések mellett, a kereskedési moédszerek multbeli adatokon
torténd vizsgalata racionélis.

Matematikai modell

A dolgozatban vizsgalt részvénypiaci modellt alkalmazta tobbek kozott
Breiman [8], Algoet és Cover [3]. Tegyiik fel, hogy a piacon d darab részvény



van, és a t6kénket minden nap elején szabadon tjraoszthat-

juk a részvények kozott. A vizsgalatok soran nem hasznalom a kozgazdasagi
modellekben gyakran alkalmazott feltevést, hogy az egyik értékpapir koc-
kazatmentes. Jeldlje z = (z(),...z(¥) € R? a hozamvektort, amelynek
j-edik komponense, ) > 0, a j-edik részvény nyité arainak aranyat fejezi
ki az adott nap és azt kdvets nap kozott. Mas széval, 1), azt mondja meg,
hogy az adott nap reggelén a j-edik részvénybe fektetett egységnyi téke
mennyit ér a kovetkezs nap reggelén. z() tehat egy 1 koriili szam.

A befekteté minden egyes kereskedési peridédus elején diverzifikdlja a
tokéjét egy b = (b),...bd) portféliovektor szerint. A b j-edik kompo-
nense, b) azt mondja meg, hogy a j-edik részvénybe tékéjének hanyad
részét fekteti be. A dolgozatban felteszem, hogy b portféliovektor nem
negativ komponensekbdl all, amelyeknek az Osszege 1, azaz, E;l:l b)) = 1.
Az utébbi feltétel azt jelenti, hogy a befektetési stratégia onfinanszirozo,
az elébbi pedig a rovidre eladéasi tzleteket zarja ki. Jelolje Sy a befektetd
kezdeti t&kéjét, ekkor a tékéje egy nap mulva

d
S1 =8> bWzl = Sy (b, z),

J=1

ahol (-, -} a skalarszorzatot jeldli.

Hosszt idejd befektetések esetén a piac valtozéasat z,,z,,... € Ri ho-
zamvektor sorozattal jellemezhetjik. Az z; hozamvektor 7-edik kompo-
nense mgj), amely azt mondja meg, hogy a j-edik részvénybe fektetett
egységnyi t6ke mennyit ér az i-edik nap végén. Minden 7 < 7 esetén az
% r6viditést hasznalom a hozamvektorok (z;,...,x;) sorozatara és jelolje
A, az Osszes b € Ri nemnegativ komponensd vektor szimplexét, amely
komponenseinek az 6sszege 1. Egy B = {b;,b,,...} befektetési stratégia

fliggvényeknek egy sorozata

b (R As,  i=102,...

gy, hogy b;(zi™") jeloli a befektets altal az i-edik napra a piac korabbi
viselkedése alapjan valasztott portfélidvektort. Az egyszertiség kedvéért a
késSbbiekben a kovetkezd jeldlést hasznalom b(z} ') = by(z} ).



Az Sy kezdeti t6kébdl kiindulva, n-edik nap végén a B befektetési straté-
gia tékéje

S, = S H <b($§-fl)’ $z> _ Soez:zllog<b(zi_1):zi> — Soean(B),

=1

ahol W,,(B) az atlagos hozamszint (névekedési rata)

W,(B) = E Zj:log<b(:1:i1), Ti) .

n -
Nyilvanvaléan, S, = S,(B) maximaliziladsa ekvivalens W,(B) maximal-
izalasaval.

Szemben a klasszikus modellekkel, amelyek a piac mikodésének a leir-
asara erds statisztikai feltételezéseket tesznek, a dolgozatbeli modellekben
a matematikai vizsgalatok sordn hasznalt egyetlen feltétel csak az hogy a
napi hozamok stacionérius és ergodikus folyamatot alkotnak. E feltétel
mellett a novekedési rata hatarértékének egy jol definidlt maximuma van,
amely elérheté a teljes folyamat eloszlasdnak ismeretében az tgynevezett
log-optimalis portfélid-stratégia segitségével (lasd Algoet és Cover [3]).

Log-optimalis portféliok stacionarius piacok esetén

Tegyik fel, hogy zi,zs,... az X1, X,,... véletlen valbészintiségi valtozok
realizaci6ja, amelyek egy vektor-értékd stacionarius és ergodikus folyama-
tot {X,.}>, alkotnak. A fenti feltételek mellett vizsgalta pl. Algoet és
Cover [3], Algoet [1, 2] a portfolibvalasztasi problémat. A [3]-ben és [1, 2]-
ben meghatarozott fundamentalis korldtok megmutatték, hogy az tgyne-
vezett log-optimalis portfélié a legjobb valasztds. Formaélisan, az n-edik
kereskedési periédusban jeldlje b*(-) a log-optimaélis portfoliot:

* n—1 n—1\ __ n—1 n—1
E {log (b*(X77), Xn)| X7} = r?(%xE{log (X771, Xn)| X771}
A log-optimalis stratégia az optimalis valasztas, ahogy azt a kovetkezd tétel

mutatja. Ha S = S,(B*) jeloli a B* log-optimalis portf6li6 stratégiaval
elért t6két n nap utan, akkor minden tetszSleges B befektetési stratégia



altal elért S, = S,(B) vagyonra és {X,}*  tetszsleges stacionarius és
ergodikus folyamat esetén

1. S,
limsup — log — < 0 1 valbszintiséggel (1)
n—oo T S,;;
és
li 11 Sy =W"* 1 valbszintiséggel 2
Jim —log S, = valészintiséggel, (2)
ahol
* —1 —1
W*=E {%xla {10g (b(X L), Xo)| X_oo}} (3)

a log-optimalis befektetési stratégia novekedési ratdja. Ha a valdszintiségi
valtozok fliggetlenek és azonos eloszlastiak, akkor az egyiittes eloszlasuk is-
meretéhez elegendd egyetlen valtozd eloszlast megadni. Ha azonban csak
annyit tudunk, hogy stacionarius a sorozat, akkor az egytittes eloszlas is-
meretéhez az Osszes valtozod egylittes eloszlasa sziikséges. Mivel az optimalis
novekedési stratégia nyilvan az egyiittes eloszlastoél fiigg, ezért kell az egész
problémat attranszformélni a negativ idétengelyre.

Az els6 egyenl6tlenség ismét a log-optimalis stratégia aszimptotikus
optimalitasat allitja, ahogy azt f.a.e. esetben is lattuk. Masodik egyen-
let mutatja, hogy a log-optimalitési stratégia az optimalis aszimptotikus
novekedési litemet realizdlja. Az allitds harmadik része az optimadlis a-
szimptotikus novekedési litem konkrét alakjat mutatja.

A log-optimalis stratégia optimalitdsa azt jelenti, hogy egyetlen masik
stratégia sem produkal a végtelen idShorizonton nagyobb atlagos novekedési
itemet. Természetesen a végtelen idShorizonton valdé relativ atlag sok
mindent eltiintet. A kiilonbozé stratégidk esetén csak a végtelenben vald
novekedési iitemiik érdekes. A helyzet azonos a nagy szdmok torvényével,
amikor egy sorozatrél csak az atlagat tudjuk.

A disszertaciéban javasolni fogok egy olyan stratégiat, ami kozel azonos
teljesitményt nydjt, mint a log-optimalis portfélid, ugyanakkor lehetsvé
teszi a log-optimalis portfélidévalasztas osszehasonlitasat a kockazatot is fi-
gyelembe vevs pénziigyi irodalomban klasszikusan elfogadott dtlag-variancia
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optimalizéssal.
Univerzalis konziztencia

Természetesen, a log-optimaélis portf6lid6 meghatarozasahoz, a folyamat
(végtelen dimenziés) eloszldsanak teljes ismerete sziikséges. Es ez utébbi
megéllapitds nemcsak a log-optimadlis stratégidra igaz, hanem az altalam
javasolt szemi-log-optimalis és Markowitz-tipust portfélid-valasztasi straté-
gidkra. Ez a probléma megoldast igényel. Ezért tobb kutatd torekedett
arra, hogy a log-optimaélis stratégia teljesitményét lemasolé stratégiat kon-
strualjon az eloszlas ismerete nélkiil.

Azokat a befektetési stratégidkat, amelyek aszimptotikusan elérik az op-
timéalis W* hozamszintet az eloszlas ismerete nélkiil univerzalisan konzisz-
tensnek nevezem. Pontosabban, egy B befektetési stratégidt univerzalisan
konzisztensenk neveziink az {X,}%, stacionérius és ergodikus folyamatok
egy osztalyan, ha minden folyamatra az osztalyban

lim 1 log S,(B) = W* 1 valészintiséggel.

n—00 n

Mivel nem ismerjiik a tényleges eloszlast, hiszen nem tudjuk az osszes val-
tozot, csak véges sokat, az optimalizald eljarasnak fiiggetlennek kell lenni a
tényleges eloszlastél. Vagyis olyan eljarast kell megadni, amelyet, ha min-
den véges idShorizonton alkalmazunk, akkor végiilis, vagyis hatarértékben,
megkapjuk az optimalis novekedési litemet.

Univerzalis eljarasok a log-optimalis stratégiaval azonos aszimptotikus
novekedési ratat tesznek lehetévé az eloszlds ismerete nélkil publikalt Al-
goet [1], Gyorfi and Schéfer [12], Gyorfi, Lugosi, Udina [14], and Gy6rfi, Ud-
ina, Walk [15]. Az eljaras nagyon leegyszertsitve a klasszikus, arfolyamgorbe
technikai elemzés mintaillesztéses moédszerének vektorfolyamra valé kiter-
jesztése. A klasszikus mddszernél az emberi szem a pillanatnyi kozelmulthoz
hasonlé mintazatokat keresett a tavolabbi multban, amit meg tudott je-
gyezni, csak egy-egy arfolyamot tudott figyelni, s nem azok egytlittesét.
Tovabba kiilonboz6 periddusokon (iddablakokban) figyeliink. A technikai
elemz6knek a mintdk hatasaira vonatkozdan tapasztalatai voltak, mond-
hatni nagyon durva "becsléseket" tartott a fejeben a "felteteles eloszlassal"
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kapcsolatban.

Ehhez a kutatési irdnyhoz kapcsoléddan szerzétarsaimmal én is kidol-
goztam olyan eljarasokat, amelyek az altalam javasolt szemi-log-optimaélis
és a Markowitz-tipust portfolio-stratégidk teljesitményét mésoljak aszimp-
totikusan 1 valészintiséggel.

Optimalitas tranzakcios dij mellett

A disszertaciéban megvizsgdlom a tranzakciés dij melletti optiméalis port-
félidvalasztas lehet&ségét novekedésoptimalis befektetés esetén. Kevés olyan
cikk van, amely diszkrét idében vizsgalja a tranzakciés koltség kérdését
novekedésoptimalis politika esetén. Cover és Iyengar[17] fogalmazta meg a
léversenypiac kérdését, ahol minden egyes peridédusban csak az egyik
eszkoznek van pozitiv kifizetéfliggvénye az Osszes tobbi eszkoz nem fizet
semmit. Ardnyos tranzakciés koltséget tételeztek fel és aszimptotikus varhatéd
atlagos novekedési iitem kritériumot alkalmaztak. Altalanosabb piacok es-
etén is vannak eredmények. Iyengar [16] novekedés-optimalis befektetést
vizsgalt tobb eszkoz, f.a.e. hozamok és aranyos tranzakcios koltség feltételezése
melett. Diszkrét idében a legmesszebbre juté tanulmany Schéfer [24] dol-
gozata volt, amely aszimptotikus varhat6 atlagos novekedési titemet, tobb
eszkozt, ardnyos tranzakcios koltséget tételezett fel, az eszkozhozamok pedig
stacionarius Markov folyamatot kovettek. A legtobb a kérdéskorrel foglalkozo
cikk sztochasztikus optimalis kontrollt alkalmaz és a aszimptotikus varhaté
atlagos novekedési item szempontjabol vizsgalja a kérdést. Ezért érdekes
megvizsgalni vajon van-e nemcsak varhato6 értékben, de egy valoszintiséggel
optimaélis stratégia.

A log-optimalis stratégia kritikaja

Az atlagos novekedési litem optimalizalasa csak egyike a lehetséges opti-
malitasi kritériumoknak. A modellkor kozgazdasagi kritikdja nyilvan ebbdl
az észrevételbdl indul ki. A lehetséges kritikai észrevételek tudomaésul
vétele ellenére a megkozelités jogosultsaga nem kérddSjelezheté meg. Sza-
mos kozgazdasz nem értett egyet az Elog.S,, mint cél maximalizdlasa-



val, és tobbnyire a hasznossagelmélet oldalarél inditottak tamadést a log-
optimaélis portfolid-valasztas ellen. Az eddigi altalanos feltételekkel szem-
ben (staciondrius és ergodikus hozamok), ebben az alfejezetben jéval kor-
latozobb feltételezéssel élek, mégpedig, hogy a hozamok fiiggetlen azonos
eloszlastiak. A kritikdk e feltételek mellett sziilettek. Az ilyen jellegd kri-
tikdkkal az a probléma, hogy figyelmen kiviil hagyjdk azt a tényt, hogy a
Elog S,,-t nem hasznossagi megfontolasok miatt kell maximalizalni, hanem
a kedvez6 aszimptotikus tulajdonsdgai miatt. Vegyiik észre, hogy az egyes
befektetSk hasznossagatol fiiggetleniil pénzben kifejezve 1 valészintiséggel a
legnagyobb vagyont fogja biztositani aszimptotikusan. Ugyanakkor, ha mar
a logaritmus fiiggvényt hasznossagi fiiggvénynek akarjuk tekinteni, akkor
ne varjuk el, hogy a log-optimalis stratégia egy logaritmustél kiilonbozé
hasznosséagi fliggvény szerinti varhato

hasznossagot is maximalizaljon.

2. A felhasznalt modszerek

A szemi-log-optimalis és a Markowitz-tipust stratégia konstrualasanal
alkalmazott médszertan

A szemi-log optimalis stratégia és a Markowitz tipust stratégia bevezetése
soran alapvetSen a martingélelemélet néhany fogalmara (martingél, szub-
martingal, martingal-differencia) tdmaszkodom. TGObbszér hasznalom a
szubmartingél konvergencia tételt illetve az ergodelméletbdl ismert Breimann
ergodtételt.

Moédszertan univerzalisan konzisztens empirikus
befektetési stratégiak konstrualashoz

Univerzalisan konzisztens portfolio-stratégia készitéséhez a nemparaméteres
regressziofugguény-becslés nyujt segitséget. Mivel ez kevésébbé ismert,
mint a fentebb hivatkozott alapvets, martingalokkal kapcsolatos ismeretek,
ezért roviden ismertetem a sziikséges fogalmakat és a portfolidelmélethez
valé kapcsolodédasukat. Legyen Y egy valds értékid valoszintiségi valtozo,
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jeloljon tovabba a X egy véletlen vektort. A m(z) regresszids fiiggvény az
Y-nak a X-re vonatkozo feltételes varhatod értéke

m(z) = E(Y|X = z).
Az adatok egy f.a.e. sorozatot alkotnak (X,Y):
D, ={(X1,Y1),..., (X2, Y2)}.
A regresszibs fliggvény becslés a kovetkezd forméaban adhaté meg
mn(z) = my(z, D,).

Specialis tipust alkotnak a lokalis atlagolason alapuld becslSk

mn(z) = > Wiz, X1, ..., X,)Y;,
=1

ahol a W,; silyok nem negativak és 1 az Osszegiik (lasd.[13]). Ha is-
meretlen eloszléas esetén a log-optimalis portfoliot szeretnénk becsiilni akkor
egy olyan b portféliot keresiink, amely a

Eflog (b(X7 ™), X,) | X77].

kifejezést maximalizalja. Igy az altalanos regresszoé fiiggvény becslés és a
log-optimdlis portf6lié becslés kozotti megfeleltetés az alabbi.

X ~ Xt
Y ~ ]'Og <b7 Xk+1>
m(z) = E{Y|X = z} ~ my(z7) = Ellog (b, Xy41) |XT = 27].

A magfiiggvény alapu regresszids becslé egy K(z) > 0 magfiiggvény
és egy h > 0 ablakméret segitségével van definidlva

LYK (255)
E?:1 K (a:—hxi) .

mn(T) =
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Az egyenletes K (z) = Iz <1} magfiiggvény esetén,

i1 Yilye—xi<n}

mn(T) = ==, :
(=) 21 I{le—x:)|<h}

Gyorfi, Lugosi, Udina [14] vezette be a magfiggvény alapi stratégidt,
amelynek egy egyszertibb, az egyenletes magfiiggvényhez tartozo, ,mozgd
ablakos” verzi6jat ismertetem.

A stratégidhoz definidlom a szakértSk egy végtelen osztalyat B*¢ —
{b(k’z)(-)}—t, ahol k és ¢ pozitiv egészek.

Minden fix k,{ pozitiv egészhez valasszunk egy 7, > 0 sugarat, agy,
hogy minden fix k-ra

llirglo Tre=0.

Ekkor minden n > k41 esetén definidljuk a b4 szakertét a kovetkezdkép-
pen
p*O(£771) = arg max [T (b, z;) ,
PR {hcicnilel b—en dlI<r .}
ha a szorzat nem fires, kiillonben pedig valasszuk az egyenletes
by = (1/d,...,1/d) portfoliot.

Az el6bb bemutatott empirikus stratégia alapotlete a szakértsk (port-
foliok) kombinalasa, azaz ha B¥-vel jeldljiikk a kombinalas utan kapott
stratégiat

Sn(B¥) = ZQk,zSn(B(k’z)),
k,t
Az univerzalis konzisztencidhoz azt kell megmutatni, hogy
lim inf :L log S,(B*) > W* mm..

Gyorfi, Lugosi, Udina [14] bebizonyitotta, hogy B¥ portféliéséma uni-
verzalisan konzisztens az ergodikus folyamatok azon osztalyara, amelyre
igaz E{|log XU)|} < 00,5 =1,2,...,d.

Az egy valdszintiséggel tanulhatosag érdekes eredmény. Nagyon durvan
fogalmazva azt allitja az el6bb ismertett harom mddszer, hogy egy nagyon
fejlett "technikai elemzés" lehet hatékony. Egy ilyen megjegyzéssel szem-
ben a szokasos ellenérv, hogy nem elég az "arfolyamgorbéket" lesni, sok mas
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informacid is sziikséges a sikerhez, igy a kapcsolatos cégek fundamentalis
elemezése, a makrogazdasagi kornyezet, az ,hogy a gazdasagi ciklus mely
pontjan sejtjik magunkat, hogy &ll a vildggazdasadg, széval sok minden
mas. Az el6bb ismertett médszerek soran persze nem néhany tucat tipus-
mintat figyeliink, az arfolyamokon keresztben is, s nemcsak az idétengely
menten dolgozunk. Ez mindenkeppen rengeteg plusz informéciét hordoz,
ami csokkenti a fenti szokasos fanyalgas érvényességét, nem beszélve az egy
val6szintiségl bizonyitéas erejérél. A fenti modszerek végtelen id6horizontra
vonatkoznak véges idShorizontt befektetés sikerére nem jelentenek feltétlen
garanciat.

Médszertan a tranzakcios koltség bevezetéséhez

A tranzakciés dij bevezetése kapcsan a modszertani alapvetés két cso- ko-
rba gydjthets. Egyrészt ki kell terjeszteni a elemzési keretként szolgdld
matematikai modellt a tranzakcios koltséggel. Masrészt ki kell terjeszteni
a moédszertant a Markov kontroll folyamatokra.

A tranzakciés koltség bevezetésénél tamaszkodok a [17] cikkre. Az 1.
fejezetben bevezettem az S,, amit az n-edik napi vagyonként definidltunk.
Ebben a fejezetben S, jelolje a brutté vagyon nagysdgat az m-edik nap
végén (n =0,1,2,---), ugyanis a tranzakciés koltség miatt meg kell kiilon-
boztetniink a nettd és a brutté vagyon nagysdgat. N, jelolje az n-dik
kereskedési periddus végén kialakuld nettd vagyon nagysagat. Feltehetjiik,
hogy a befeketets kezdeti vagyona Sy 1 dollarral egyenlé. Minden tovabbi
az 1. fejezetben bevezetett jelolés érvényben marad. A fenti jelolés tu-
datédban az m-edik kereskedési periédus kezdetén az N, ; nettdé vagyont a
b, portfoliovektor szerint fektessiik be. Ekkor a n-edik nap végén kialakuld
S, brutté vagyon

d
Sp = Np_; Zbg)ﬂig) =N, <bn1 $n> )
=1

ahol (-, -) a bels§ szorzatot jeldli.
Az n + l-edik nap elején a befektetd felallitja az Gj portfélidjat, azaz
végrehajtja az 4j b,1 vektor szerint sziikséges vételeket és eladasokat. A
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vételekért és az eladasokért tranzakcids koltséget kell fizetnie, ezért az n+1-
edik nap kezdetén a b, ; portféliéban levé vagyona kevesebb mint S,. A
fenti jelolések alapjan n-dik nap végi brutté vagyon S, a kovetkezSképpen
néz ki:
Sn = N,_1(b,, ).

A kiszabott tranzakciés koltség egy eszkoz vasarlasa vagy eladasa esetén
0 < ¢ < 1illetve 0 < ¢, < 1, vagyis, 1 dollar értékd részvény eladéasa
csak 1 — ¢, dollar jovedelmet jelent, és hasonléan 1 dollar értékd eszkoz
megvasarlasa 1+c, dollarba kertl. Felteszem, hogy ezek a koltségek minden
eszkozre azonosak.

Szamoljuk ki a b,,,; portfélié osszeallitasakor fizetendd tranzakcids kolt-
séget. Miel6tt a tékénket atrendeznénk, a ] -edik eszkozben fekvs téke
bg)a:g)N _1 dolléar, mlg az atrendezés utan bn +1N mennyiségi dollart kell
képviselnie. Ha bWgUIN, _; > bglan akkor el kell adnunk és a fizetendd
tranzakcids koltség a 7-edik eszkozhoz kapcsoléddan

Cs (bﬁf)mg)Nn_l — bffian) ,

maskiilonben venniink kell és igy a tranzakciés koltség a 7-edik eszkozhoz
kapcsoldéddan
¢y (b1 N, — bDZON, ) .

Jelolje T az z pozitiv részét. Ekkor a brutté vagyon felbomlik a nettéd
vagyon és a brutté vagyon osszegére a kovetkezé onfinanszirozé6 moédon

_S ch( M n n 1 — n+1N) ZQ"( n+1N —b Nn71)+’

vagy hasonléan

d d . , )
Sn = Note, 3 (829N, s — 09 VL) e, 3 (89)1 N — 629N, )

=1 =1
Markov kontroll elmélet
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A diszkrét idejd portfélid-optimalizalas az altalanos Markov kontroll folya-
matok elmélet egyik specidlis esete. Egy diszkrét idejd Markov kontroll
folyamat a kovetkezs 6t mennyiséggel jellemezhetd: (S, A,U(s),Q,r). S
jeloli az allapotteret, A az akcidk tere, mig az egyes allapotokban megengedett
akcidk terét U(s) jeloli ami egy részhalamaza az A-nak. Legyen a K hal-
maz a kovetkezSképpen definidlva {(s,a) : s € S,a € U(s)}. A Q(.|s,a) egy
atmenetvaldszintiség magfliggvény S és K feltétel mellett. Tovabba 7(s,a)
a megtériilési fliggvény.

A folyamat a kovetkezéképpen alakul. Jel6lje S; a ¢t id6pontban elfoglalt
allapotot. S; allapotban kivalasztjuk a szdmunkra optimalis akciot: A;-t.
Ha S; = s és A; = a, akkor a megtériilés r(s, a) és a folyamat S;,; allapotba
mozdul a Q(.|s,a) &tmenetfiiggvény szerint. A kontroll politika egy sorozat
az A halmazon, ahol a multbeli akciék és allapotok vannak a feltételben,
azaz T,(-|So, @0, .-, Sn_1,8n_1, Sn) akar egy véletlenitett politika is lehet.

Két megtériilési kritériumot szokés figyelembe venni. A aszimptotikus
varhat6 hozam a 7 kontrollpolitika esetén a kovetkezSképpen van definidlva

1 n—1
t=0
A trajektoridnkénti aszimptotikus hozamot a kovetkezéképpen kell definial-

ni1
n—1

J(r) = 11;3@71 S r(S, Ay). (5)

=0
A Markov kontroll elméletben az eredmények tobbsége a (4) szerinti
varhaté atlagos hozammal kapcsolatos, csak néhany cikk tud eredményt
felmutatni a (5) szerinti trajektéridankénti hozammal.
A cél megkozeliteni a maximalis aszimptotikus hozamot:

J* = sup J(7),

ami dinamikus programozasi feladathoz vezet el.
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3. Az értekezés eredményei

3.1. A szemi-log-optimalis stratégia

Egy 14j szekvencialis befektetési stratégiat vezettem be szemi-log-optimalis
stratégia névvel. A log-optimaélis stratégiaval ellentétben a logaritmus célfiig-
gvény helyett annak Taylor soros kozelitését hasznédlva. A szemi-log-optimalis
stratégidn keresztiil lehetdségilink nyilik a

Markowitz-tipusi stratégia (ami a hagyomanyos atlag-variancia optimal-
iz4las stacionarius és ergodikus hozamfolyamatra torténd kiterjesztése) és
a log-optimalis stratégia Osszevetésére. Legyen

Mz)=(z 1)~ (e 1)

amely a logz maéasodrendd Taylor sorfejése az £ = 1 helyen. Az n-dik
kereskedési napon a szemi-log-optimalis portfélié-stratégiat a kovetkezSkép-
pen definidlom
b(X7!) = argmax E { h (<b(X’1‘_1) , Xn>) ‘ X’l‘_l} :
b(-)

~

és S, = S,(B), ahol B = {b(:)}.

Osszevetettem ezen stratégia teljesitményét az optimalis aszimptotikus ndve-
kedési ratat produkalé log-optimalis stratégiaval.

Megmutattam, hogy barmely stacionarius és ergodikus {X,}%, folyamat
esetén, ahol 1 —a < X <1+4¢, 0.4 >a >0, c> 0 a kdvetkezs adédik

1 ~ 5 i _
W* > lim inf - log S, > W* — 6]E[maxE(|Xé )_1PX"L)] mm.

A részvénypiacokon ahol az eszkozokkel napi szinten kereskednek korlatokat
allitanak fel a napi maximalis arfolyamvaltozasra. Ha ezt a maximumot
eléri a napi arfolyamvéaltozas, példaul az arfolyam nagyot esik napon beliil,
akkor az adott eszkoz kereskedését felfiiggesztik arra a napra. Ha feltessziik,
hogy a = ¢ = 0.1, az eredmény azt allitja, hogy szemi-log-optimalis straté-
gia legfeljebb 5/6-0.13 ~ 0.083%-al teljesit rosszabbul mint a log-optimalis
stratégia.
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Eljarast adtam a szemi-log-optimalis portf6lié megkeresése

A szemi-log-optimalis portf6li6 megkeresése ekvivalens azzal, hogy meg-
talaljuk a kovetkezd kvadratikus programozasi feladat megoldasat:
maximalizadljuk a

g(6, X7 1) =2(b, m(X7 1)) - ;<b C(X7 1)) >

d

célfiiggvényt a b vektor szerint a ). b; = 1 megszoritas mellett, ahol b, > 0
=1

minden 2-re, ahol

m(X7 ) = E(X,|X77Y)
és
C(X7?™) ={Ci;}
Ci; = B(XPXD|XT7).

3.2. Dinamikus atlag-variancia optimalizalas

cz 2

tasa a pénziligyi piacon, ami optimaélis atvaltast biztosit a varhat6é hozam és
a kockazat kozott. A statikus (egyperiddusos modell) klasszikus megoldé-
sat Markowitz [20] és Merton [21] adtdk meg. Ez a modell a vdrhato
hasznossdg modellekhez képest a diverzifikacidé intuitiv magyarazatat ad-
ta. A standard Markowitz modellt6l valé megkiilonboztetés érdekében a
bevezetett hasznossagi fiiggvényemet Markowitz-tipusi hasznossdgr
fliiggvénynek neveztem.

Megadtam a Markowitz-tipusi hasznossagi fliggvény feltételes varhato
értékét:

E {UM(<b(X’f‘1) , Xn> , )\)pq—l} ©)
= E{(b(XP L), Xa) X3} - AVar {(o(XF Y, X,) X7} (7)
= BLOG), Xa) X AR { (0, X)) x5 (@)

AR {(b(XT71), Xn) X7}, ©
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ahol X, az n-edik nap piaci hozamvektora, b(X7™') € A4, A € [0,00) a
befektets konstans kockazatelutasitasanak mértéke, tovabba

Une((0(X77Y), X),0) = (o(x37), X,) - A(b(x3), X,)°
HARP{(B(XT 1), Xo) | XTY

Defini4ltam a Markowitz-tipust portfoli6-stratégiat: By = {b3(-)}, ahol

bi(X77") = argmax E {Up ((B(XT7"), X0 ), N)| X771}
bEA,
Jeldlje 8 , = S,(B)) a Markowitz-tipust portfélis-stratégia elért vagyonat,
az n-edik kereskedési periédus utén.

Megmutattam, hogy a Markowitz-tipust stratégia visszaadja a szemi-
log-optimdlis stratégiat, ha a befektetd kockazatelutasitasi mutatdja a A,
paraméter dinamikusan valtozik id6ben, vagyis a Markowitz-tipusu befek-
tetd a portfélié multbeli teljesitménye alapjan folyamatosan igazitja a koc-
kézatkeriilésének mértékét. A A, dinamikus valtoztatisara formulat adtam.

Egy befeket6 szamara nyilvanvaléan adédik a kérdés: vajon hogyan
alakul az aszimptotikus atlagos novekedési iitem az elérheté legjobbhoz
képest, ha atlag-variancia portf6li6 optimalizélast végziink minden egyes
kereskedési periédusban? Természetesen ilyenkor a kockdzatra érzékenyebb
olvas6 felkaphatja a fejét és megkérdezheti vajon mi torténik akkor ha a
részvénypiac nem a kedvezd irdnyban valtozik. Ekkor valéban egy "kock-
azatkezelt" stratégia elvileg jobban kell hogy teljesitsen, de én a legnagyobb
"feliilteljesitést" keresem a log-optimalis javara.

Als6 becslést adtam a Markowitz-tipusti stratégia aszimptotikus &t-
lagos novekedési ilitemére az optimélisan elérheté aszimptotikus atlagos
novekedési iitemhez képest. Barmely stacionarius és ergodikus {X,}*
folyamatra, amelyre < X{) < % jg=1,...,dre, ahol 0 < a < 1 fenndll, és
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minden A\ € [0, %)—ra

o1 S
hﬂg}f o log S, »

W* — Ay E {mTSXE {Xém) —1-— log(Xém))‘X:})o}}

W*

v

v

2
—By.E {mﬂng (X =12 1 XL} - (n}j;nE {|X0m) - 1|‘X}X,}> }
3
—ChoE {ngxE{‘Xém) -1 ‘X_io}} m.m.

ahol S‘j;, » a Markowitz-tipust portfélio-stratégia n-dik napi vagyona A kock-
azatkertiilési paraméter mellett tovabba

2Xa™ + (1 - 4A)(a™" — Dlpcrcyy oA — 1
Are = 1—2A ’ e S TGO
és s
a°+1
Crg= v -
M 3(1—2))

Fentebb A € [0, 1) paraméterértékek mellett adtam meg allitast. Egy
befektetd tipikus kockazatelutasitasi paramétere A = 0.005G, ahol G értéke
2 és 4 kozé esik (lasd pl. [6]). Igy a tétel teljes mértékben lefedi a praktikus
szempontbdl érdekes kockazatelutasitasi paraméter értékeket.

A "hibatagok" nagysagrendjének elemzéséhez kisérleteket végezhetiink.
A ) értékének optimalis megvalasztasdval a W* és a liminf, ., %log 5',’;’,\
kozotti kiilonbség az empirikus W* értékének 1%-a ala csokkenthetd.

3.3. Explicit kockazat kontroll

Az eredeti log-optimalis portféliéstratégia esetén el6fordulhat, hogy az 0sszeal-
litott portfélié értéke az index zuhanasa miatt rohamosan csokkenne egy
bizonyos szazalékkal, amikor is a kotelez6 kockazatkezelési szabalyok mi-
att a kezel6 atrendezné a portfélivjat, azaz nemcsak a varhaté hozam, de
annak a kockazata (variancidja) figyelembe vétele is fontos. Markowitz-
tipust startégia és a log-optimalis stratégia kapcsolatdt méar vizsgaltuk.
Ugyanakkor nem lehet elégszer hangstlyozni a kockdzatkezelés fontossagat.
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Mig a Markowitz-tipust portféli6-stratégia esetén lehetévé tettiik, hogy
a portféliéstratégia a teljes szimplexen optimalizdljon addig itt konkrét
véletlen megszoritast alkalmazok a valaszthaté portfélidk halmazara.

Bevezettem a kockazat megszoritas melletti log-optimalis portfélidvizsgalat
egy lehetséges elemzési keretét. Kockazati megfontolasok miatt megszori-
tom a lehetséges portféliévektorok halmazat a

/A\CAd

halmazra. Legyen a kockazat-megszoritds melletti log-optimalis portfoli6
az n-dik kereskedési napon b5*(-) a kévetkezSképp definialva

A (X7 1) = arg max E {log <b(X’f’1) , Xn>‘ X’f’l} :
b(-)eA

Allitasokat mondtam ki és bizoniyitottam be a kockizat-megszoritas
melletti log-optiméalis portfoli6 aszimptotikus tulajdonséigairél. Megad-
tam a kockdzat megszoritas melletti log-optimalis portfélié Kuhn-Tucker
jellemzését.

3.4. Empirikus portfélio-valasztas

A szemi-log-optimdalis és a Markowitz-tipusi portfélié kiszdmitasdhoz is-
merni kell a hozamfolyamat eloszlédsat. Mivel ez nem all rendelkezésre két
empirikus stratégiat javasoltam a magfiiggvény alapd szemi-log-optimalis
stratégiat és a magfiiggvény alapi Markowitz tipusu startégiat. Az eljaras
a Gyorfi, Lugosi, Udina [14] altal bevezetett magfiiggvény alapi eljaras
kozelitése ugy, hogy a hozamvektor els6 és masodik momentumat hasznaljuk
csak.
Magfiiggvény alapi szemi-log-optimalis stratégia -

Definialjuk a szakérték végtelen vektorat a kovetkezSképpen: H =
~(k,£)

A

szuk meg az 7, > 0 sugarat a kovetkezdképpen:

(1)}, ahol k, £ pozitiv egészek. Rogzitett pozitiv egész k esetén valasz-

lim Ty = 0.
£—o00 '
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Ekkor barmely n > k+ 1 esetén definialjuk a /"

képpen. Jelolje J, az egybeeséseket:

szakértSket a kovetkezd-

Jn_{k<z<n |lziz — Z:iHS?”k,e}-

Legyen

(a:1 Y =argmax »_ h((b, z:)), (10)
beAy {i€Jn}

ha az Gsszegzés nem fiires, egyébként by = (1/d,...,1/d).

Kombinaljuk a szakértSket a kovetkezéképpen: legyen {gi .} a (k,¥)
pozitiv egészek feletti valoszintiségeloszlas, amelyre barmely k, £ esetén tel-
jesil gx, > 0. A B stratégiat a kovetkezéképpen kaphatjuk meg:

(k) n—
>kt Qe eSS (HTHRTV (Y
f (k,[) )
Y. Qk,zan(H )

()
b(x} ) =

(k,

Jeldlje S, ( ) az elemi A szakérts n-dik napra felhalmazott téké-

jét So = 1 kezdeti t6kével

~ K ~ K ~ (K¢
3 = 8,(B") =3 quaSa(B™) . (11)
kL

Megmutattam, hogy a % )( 1) kiszamitasanak futasideje sokkal kisebb

volt (ha |J|, elég nagy) mint a h(*(z7') szamitasi ideje.

Megmutattam, hogy ha a hozamfolyamat staciondrius és ergodikus és
1-a< X <1+¢ 04>a>0,c>0, minden j = 1,2,...d-re, akkor
S‘f = Sn(BK) esetén

1 o 5 .
liminf — log &% > W* — >E{max|X® — 1)*} m.m.
n—oo 1, 6 7

Az allitds azt mutatja, hogy a magfiiggvény alapti szemi-log-optimalis
stratégia kozel olyan veszteséget sznved el a log-optimalis stratégiaval szem-
ben, mint amit a szemi-log-optimalis stratégia elszenvedett.

Magfiiggvény-alapi Markowitz-tipusua stratégia

Olyan empirikus stratégiat konstrualtam, amelyre a Markowitz-tipusta
stratégia aszimptotikus novekedési liteménél alkalmazott alsé becsléséhez
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képest kozel azonos aszimptotikus alsé becslés adhaté. Ez egy empirikus
stratégia azaz kizarodlag az elmult kereskedési napok alapjan hatarozza meg
a portféliét, nem épit az eloszlas ismeretére mint az eredeti Markowitz-
tipust stratégia. Bevezetve a szakérték kovetkezd végtelen sorozatat I:Ig\k’l) =

{h{*?(.)}, ahol k, £ pozitiv egészek. Legyen

RO (g 1) = arg max ((1 —2X) > (b, z)y—1) =X > ((b, z;) — 1)

beAa {i€Jn} {i€Jn}

_|_

| ( Z <b) :I:z>> (12)

{1eJn}

| T

ha a szumma nem iires, egyébként by = (1/d,...,1/d). A szakértSket a
{qr¢} valosziniiség eloszlas szerint kevertem, ahol barmely &, ¢, gx, > 0. Az
B, stratégiat a kovetkezSképpen definidltam

Yk QeSn-1(H AR (x5 1)

by(x77h) =
S QoS 1 ()

Sun(Bs) = 3 g S () (13)
kL
A B, magfiiggvény-alapti Markowitz-tipust stratégia a {H{""} szakértsk
kombindciéja a (13) kombinécié szerint.
Barmely {X, }*,, stacionérius és ergodikus folyamatra, amelyre < X}j ) <

% j =1,...,dre, ahol 0 < a < 1, barmely S, = S,,(B,) és minden
A€ [ )—ra fennéll azt kapjuk, hogy

liminf — 5‘

n—oo n

> W*— ALK {mﬂa}xE {Xém) —1-— log(Xém))‘X_io}}
2
By E{maxE {(X{™ - 1) | XL} - (r%nE {\Xém) - 1\‘)(—})0}) 1

3
—Ch.E {mﬂzg}xE{‘Xém) -1 ‘X:}m}} m.m.
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ahol

-1 _ -1 1 1
4Pt (1—4A) (e = Dlpanayy B _ -5
Aa 1 — 92X\ ) Aa 1— 2\ {Z<>‘<§}
és s
a > +1
Crg=———.
2T 3(1 = 2A)

3.5. Optimalis portfélio-valasztas tranzakcidés koltség
esetén

Két optimalis portfolio-valasztési szabalyt vezettem be. Jeldlje 0 < § < 1
a diszkontfaktort. Tekintsiik a kovetkezé diszkontalt Bellmann egyenletet:

Fs(b,z) = max {u(b, ¥, z) + (1 — O E{Fs(V, X2) | X1 = z}}. (14)
1 Stratégia Els6 portfolio-valasztasi stratégiam a kovetkezd:
b} ={1/d,...,1/d}
és
by = argmax {o(b], ¥, X:) + (1= S)E{Fs(¥, Xoea) Xo}}, - (15)

ahol 1 <z, és a 0 < §; < 1 diszkontfaktorra teljestil, hogy 9¢; | 0.
Megmutattam, hogy az 1 Stratégia trajektérianként atlagos novekedési
item szempontjabdl optimalis:
Ha az {X,} homogén elsérend Markov folyamat és van olyan 0 < a; <
1 < ay < oo, hogy a; < XU) < a, minden 5 = 1,...,d, akkor a §; | 0
megvalaszthat6 gy, hogy

n—oo

1 1
liminf { —logS; — —logS, | >0
imin (n og S, — log )_

m.m. teljesiiljon. Az S, egy tetsz6leges masik b; stratégia altal elért n-edik
napi vagyon.
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Rekurzi6 segitségével definidltam a 2.stratégiamat.

2. Stratégia. Barmely 1 < k egész esetén, legyen

o¥) = {1/d,...,1/d}
és

b2, = argmax {(6{", b, X,) + (1 — 6)E{F5, (b, X:ra)| X3}, (16)
bl

barmely 1 < 3-re. A B®) = {bgk)} portfoliot a k szakérté portfélidjanak
nevezziik S,(B"*) tékével. Valasszunk egy tetszéleges g > 0 valdszintiség-
eloszlast és definidljuk a kombinélt portfoliét a kovetkezéképpen

k=1
Megmutattam, hogy ha az { X;} homogén elsérendi Markov folyamat és
van olyan 0 < a; < 1 < ay < 00, hogy a; < X() < a, minden j =1,...,d
és a diszkontfaktor a 4; | 0 amint ¢« — oo akkor

1 1 ~
li “logS* — —logS,) =0
m (n 0g o, n og >

n— 00
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