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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozat alapproblémaéja a végtelen idShorizonton valé optimaélis befek-
tetési politika vizsgalata. A kérdésen szdmos neves kozgazdasz dolgozott,
még Merton és Samuelson figyelmét is felkeltették a kutatasok.

A disszertaciéban szekvencialis befektetési (portfoliovalasztasi) stratégi-
dkat mutatok be. Szekvencidlis stratégia alatt olyan kauzdlis stratégiat
értek, amely a piacrél rendelkezésre 4l16 multbeli adatokat haszndalva, min-
den kereskedési periédus (nap) elején megvaltoztathatja a portfolidt, azaz
a tékét Gjraoszthatja a rendelkezésre alloé értékpapirok kozott. A végte-
len id6horizonton valé optimdlis befektetés problémajanak vizsgéalata soran
el6szor azt kell tisztdzni, hogy mit is értiink egyéltalan az optimdlis szén.
A dolgozat cimében jelzett kutatési irdny az optimalitds kritériuman a
maximalis atlagos novekedési iitemet érti a végtelenben vett hatarérték
értelmében.

Szemben a klasszikus modellekkel, amelyek a piac miikodésének a leir-
asara erGs statisztikai feltételezéseket tesznek, modellekben a matematikai
vizsgalatok sordn hasznalt egyetlen feltétel, hogy a napi hozamok sta-
ciondrius és ergodikus folyamatot alkotnak. E feltétel mellett a novekedési
rata hatarértékének egy jol definidlt maximuma van, amely elérhetd a teljes
folyamat eloszlasdnak ismeretében az Ggynevezett log-optimdlis portfolié-
stratégia segitségével (lasd Algoet és Cover [4]). A log-optimalis straté-
gia optimalitasa azt jelenti, hogy egyetlen mésik stratégia sem produkal a
végtelen id6horizonton nagyobb atlagos novekedési iitemet.

A disszertacié f6bb megvalaszolandé kérdései a kovetkezdk:

e Hogyan lehet approximalni a log-optimaélis portf6liét egy kisebb sza-
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FEJEZET 1. BEVEZETES 2

mitéasi komplexitast algoritmus segitségével?
e Mi a kapcsolat a log-optimdlis és a Markowitz portfélié kozott?

e Hogyan lehet természetesen bevezetni kockézat kontrollt a log-opti-
malis elméletbe? Melyek a log-optimalis portfélibnak azok a tulaj-
donsagai amelyek tovabbra is érvényben maradnak?

e Hogyan konstrualhaté meg a log-optimadlis portf6lié empirikus val-
tozata?

e Mi az optimdlis portf6li6 ardnyos tranzakciés koltség esetén?

Bevezetek egy szekvencidlis befektetési stratégiat a szemi-log-optimalis
stratégiat, amely nagyon kozel teljesit a log-optimalis stratégidhoz mikoz-
ben a portfélibvektor egyszeriibb és standardabb szadmoléast teszi lehet&vé.
Ennek a stratégidnak a teljesitményét Osszevetem a log-optimélis straté-
gia aszimptotikus novekedési iitemével. A szemi-log-optimaélis stratégiat
hasznéalva lehetévé valik, hogy Osszevessem a Markowitz-tipust stratégiat
(ami stacionérius és ergodikus hozamokra torténé természetes kiterjesztése
a hagyoméanyos atlag variancia stratégianak) a log-optimalis stratégiaval.
Célom az, hogy megmutassam az aszimptotikus hozamban jelentkezé vesz-
teség nagysagat, ha a kockazattudatos Markowitz-tipusi startégiat valaszt-
juk az aszimptotikusan legjobb log-optimdlis stratégiaval szemben, ame-
lynek nincs explicit kockazat kontrollja.

Megvizsgadlom a kockdzatmenedzsment kérdését, ami hidnyzik a hagy-
oményos log-optimalis keretbél. A kockazatkezelést a lehetséges portfoliok
halmazéanak korlatozasaval érem el. A részvényarfolyamokat generald folya-
matra tett altaldnos feltételezések mellett megvizsgadlom a kockadzat kon-
troll melletti log-optimalis portféli6 novekedési ratdjanak aszimptotikus
viselkedését. Megadom a kockédzat kontroll melletti log-optiméalis portf6lio
Kuhn-Tucker jellemzését, ami a hagyomanyos log-optimélis portféli6 Kuhn-
Tucker jellemzésére egyszertisodik a kockdzatmentes esetben.

Léteznek olyan univerzalis eljarasok, amelyek log-optimalis stratégiaval
azonos aszimptotikus novekedési ratat tesznek lehetévé az eloszlas ismerete
nélkiil 1asd. Algoet [2], Gyorfi and Schéfer [35], Gyorfi, Lugosi, Udina [37],
and Gyorfi, Udina, Walk [39]. Mivel nem ismerjiik a tényleges eloszlast
az optimalizal6 eljarédsnak fiiggetlennek kell lenni a tényleges eloszlastol.
Vagyis olyan eljarast kell megadni, amelyet ha minden véges id6horizonton
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alkalmazunk, akkor végiilis, vagyis hatarértékben, megkapjuk az optimalis
novekedési litemet, amely azonban a teljes végtelen idShorizonttdl fiigg.
Az eljarés nagyon leegyszerisitve a klasszikus mintaillesztéses modszernek
vektorfolyamra vald kiterjesztése. A klasszikus moédszernél az emberi szem
a pillanatnyi kozelmulthoz hasonl6é mintézatokat keresett a tavolabbi mult-
ban, amit meg tudott jegyezni, s csak egy-egy arfolyamot tudott figyelni,
s nem azok egyiittesét. Tovabba kiilonbozd periddusokon (idSablakokban)
figyeliink. Hasonl6 elven fognak miikodni a disszertaciéban bevezetésre
keriil6 magfliggvény alapt szemi-log-optimalis stratégia, illetve a mag- flig-
gvény alapi Markowitz-tipusi stratégia.

A szimulaciés eredmények alatamasztjadk, hogy a javasolt moédszerek
képesek megtaldlni és hatékonyan kiaknazni, a részvényarak kozotti rejtett
és bonyolult osszefliggéseket.

Ezutéan feladok egy egyszeriisits feltételezést: tranzakcios koltséget veze-
tek be. Végtelen idShorizontd novekedésoptimalis befektetést tekintek
tranzakcidés koltség mellett. Feltételezve, hogy a részvényarfolyamok ho-
mogén Markov folya- matot kovetnek két rekurziv befektetési stratégiat
mutatok, amelyeknek a trajektéridkon szd- mitott novekedési rataja limes
inferior értelemben megegyezik vagy nagyobb, mint barmely mas befek-
tetési stratégia novekedési ratdja 1 valoszinG- séggel.

1.1. Matematikai modell

A dolgozatban vizsgalt részvénypiaci modellt alkalmazta tobbek kozott
Breiman [15], Algoet és Cover [4], Cover [19]. Tegyiik fel, hogy a pi-
acon d darab részvény van, és a t6kénket minden nap elején szabadon
Gjraoszthatjuk a részvények kozott. A vizsgilatok sordn nem hasznalom
a kozgazdasagi modellekben gyakran alkalmazott feltevést, hogy az egyik
értékpapir kockédzatmentes. Jeldlje z = (z,...z(¥) € RY a hozamvek-
tort, amelynek j-edik komponense, (/) > 0, a j-edik részvény nyité arainak
aranyat fejezi ki az adott nap és azt kdvetd nap kozott. Mas széval, 9,
azt mondja meg, hogy az adott nap reggelén a j-edik részvénybe fektetett
egységnyi t6ke mennyit ér a kdvetkezs nap reggelén. z(9) tehat egy 1 koriili
Szam.

A Dbefekteté minden egyes kereskedési periédus elején diverzifikdlja a
tokéjét egy b = (b, ... b)) portféliovektor szerint. A b j-edik komponense
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bY), azt mondja meg, hogy a j-edik részvénybe tSkéjének hanyad részét
fekteti be. A dolgozatban felteszem, hogy b portféliévektor nem negativ
komponensekbél &ll, amelyeknek az sszege 1, azaz, Yo, b0) = 1. Az
utobbi feltétel azt jelenti, hogy a befektetési stratégia onfinanszirozo, az
elébbi pedig a rovidre eladési tizleteket zarja ki. Jelolje S, a befektets
kezdeti t6kéjét, ekkor a t6kéje egy nap mulva
d
S1=580> b9z = S, (b, z),

J=1

ahol (-, -) a skalarszorzatot jeldli.

Hosszt idejd befektetések esetén a piac valtozasat z,,zs,... € Ri hoza-
mvektor sorozattal jellemezhetjiik. Az z; hozamvektor 7-edik komponense
:zzgj ), amely azt mondja meg, hogy a j7-edik részvénybe fektetett egységnyi
t6ke mennyit ér az 2-edik nap végén. Minden 7 < 7 esetén az a:; roviditést
hasznéalom a hozamvektorok (z;,...,z;) sorozatara és jeldlje Ay az Osszes
be Ri nemnegativ komponensi vektor szimplexét, amely komponenseinek
az Osszege 1. Egy B = {by1, by, ...} befektetési stratégia fliggvényeknek egy

sorozata

b (R As,  i=102,...

gy, hogy bi(a:zfl) jeloli a befektets altal az i-edik napra a piac kordbbi
viselkedése alapjan valasztott portfolidvektort. Az egyszertiség kedvéért a
késSbbiekben a kovetkezs jelolést hasznalom b(zi™') = bi(zi?).

Az Sy kezdeti t6kébdl kiindulva, n-edik nap végén a B befektetési straté-
gia t&kéje

Sn=250]] <b($zi_1), :z:z'> — Speduict (b= ) 2i) — g nWa(B)

=1

ahol W, (B) az atlagos hozamszint (ndvekedési rata)
1 & -

Wo(B)==> log(b(zi™"), z;) .

(B) = 5, L log (b(ai™), 2:)

Nyilvanvaléan, S, = S,(B) maximaliziladsa ekvivalens W,(B) maximal-
izdlasaval. Természetesen a végtelen idShorizonton valé relativ atlag sok
mindent eltiintet. A kiilonbozé stratégidk esetén csak a végtelenben vald
novekedési iitemiik érdekes. A helyzet azonos a nagy szdmok torvényével,
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amikor egy sorozatrél csak az atlagat tudjuk. Elvben teljesen érdektelen,
hogy a trajektoria kezdeti szakaszan mi fog torténni, a lényeg, hogy a végte-
lenben minden j6l alakuljon.

Az elemzés megkonnyitése érdekében néhany egyszertsits feltételt kell
bevezetni:

o felteszem, hogy az eszkozok korlatlanul oszthatéak és minden eszkoz
tetszSleges mennyiségben érheté el az aktudlis piaci &ron barmely
kereskedési periédusban,

e figyelmen kiviil hagyom a tranzakcidés kolstégeket a 4 fejezetig,

e a befektetd viselkedése a vizsgalt stratégidk hasznalata sordn nem
befolyasolja a piacot (ez a feltételezés akkor valésaghti, ha a befek-
teté a teljes kereskedési volumenhez képest kis mennyiségli t&kével
kereskedik).

Ez utébbi feltételben tagabb értelemben azt is ki kellene kotni, hogy
nemcsak hogy az altalam kereskedett mennyiség kevés az adott részvények-
ben megfogalmazott piaci forgalomhoz képest, hanem azt is, hogy mésok
nem haszndaljadk az algoritmust. Ugyanis, ha méasok is hasznaljdk az algorit-
must, s ez azt jelenti, hogy mondjuk napi zarés el6tt, amikor a zaréar mar
nagyjabol bedllt lefuttatjdk az algoritmust, s felveszik az 4j pozicidkat a
portfélié elemeiben. Mit jelent ez? Végs6 soron azt, hogy mar ma elkezdik
venni azt a részvényt, aminek arat holnapra felfelé mozdulénak sejtjiik,
azaz holnap az mar semmit sem mozdul, eliminaltadk a kis profitunkat.
Ezen feltételezések mellett, a kereskedési moéddszerek multbeli adatokon
torténd vizsgalata racionélis.

Konstans djrasulyozott portfolio

A konstans tjrastlyozott portfélié stratégia egy olyan B stratégia amely
ugyanolyan aranyban fektet be minden egyes periédusban. A konstans
Ujrastlyozott portfolié a E(log(S,)) kifejezést maximalizalja.

A kovetkez6 egyszerd példa demonstralja a konstans tjrasilyozott port-
folio erejét [44].

Legyen két részvény a piacon, az egyik kockdzatmentes értékpapir, ame-
lynek nincs hozama, illetve a masik egy nagy volatilitdsd részvény. Min-
den paros napon a részvény értéke megduplazodik és minden paratlanadik
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napon a részvény értéke megfelezé6dik. Az elsé értékpapir hozamvektora
1,1,1,... amasodiké %, 2, %, 2,.... Bgyenként egyik értékpapir sem tudna 2-
es faktornal nagyobb hozamot realizalni, de ha pénziinket egyenléen helyez-

11

ziik el a két értékpapirban, azaz az egyenletes b = (5, 5) portféliét hasznal-

juk, akkor exponencidlis novekedést tudunk elérni. A péaratlan napokon a
1 1 3

. ” 1 o P P . 2
va- gyon csokkenése ; X 1 + 5 X ; = 3, mig paros napokon a ndévekedés
9

% x 1 +% X 2= g, azaz 2n nap utdn a hozam <§)n.

Finkelstein and Whitley [29] megmutatta, hogy ha S, jeldli a vagyont,
amelyet a {by,...,b,} stratégiaval ériink el n egymast kovets befektetési
periédus alatt, és S} jelolést alkalmazva a b* konstans tjrasilyozott port-
félidval elért vagyonra, akkor: % egy szupermartingdl, amelyre teljesiil,
hogy E(g—:) < 1. Igy limn_,oo% m.m. létezik és E(lim, o g—:) < 1.
Tovabba, ha b portfslié csak azon Xj-ra helyez sulyt, ahol b**) > 0, és
ha Y¢_, bg-k) = 1 minden j-re, akkor §z egy martingél, amelyre E(§z) = 1.

Log-optimalis portféli6 f.a.e. piacok esetén

Tegyiik fel, hogy a =1, o, ... a véletlen X, X, ... vektorok realizicioi ame-
lyek f.a.e F(x) szerint. Legyen

tovabba

W (b, F) = E{log (b, X)} és b* = arg maxE{log (b, X)}
b

A b* portféliét log-optimélis portfélibnak nevezziik. Vegylik észre,
hogy f.a.e. hozamok esetén log-optimdlis portfélié idében &llanddé B =
{b*,b*,...}. Ilyenkor a "globalis" optimalizalasi stratégia azonos az egy
1épésbdl allo6 optimalis stratégidval. Vagyis elegendd egyetlen 1épés esetén
megkeresni a legnagyobb novekedési titemet. Mivel a kovetkezé 1épésekben
azonos szituacioval taldlkozunk, a fliggetlenség miatt a maltbél nem tudunk
semmit sem tanulni, Gjra meg kell oldanunk a feladatot és djra azonos
novekedési-beruhézési stratégiat kell vélasztani. Igy elegendd megoldani
egyszer a feladatot és azt végtelen sokszor ismételni. Jelolje W* a log-
optimalis stratégia aszimptotikus novekedési litemét, vagyis

W* = E{log (b*, X)}
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ekkor a nagyszamok erds torvénye miatt
1 * *
—logsS;, - W
n

m.m..

1.1. Példa. (Cover [19]) Jelslje X = (XM, X)) a hozamvektort és
legyen b = (b,1 — b) a vdlasztott portfslionk. Az elsd részvény hozama

konstans 1, a mdsodik részvény hozama 2 vagy %, %, % valosziniséggel.
Formdlisan P(X®") = 1) =1 és P(X® =2) = P(X® = 1) = 1. Tegyiik
fel, hogy X1,Xs,... f.a.e. sorozat. Az elsé részvény ardnya a log-

optimalis portfolioban:
b* = argmaxElog ((b,1 — b), X)
b

= argmax Elog(b+ (1 — b)X>)
b

1 b 1 1
— arg inax (2 log (2 + 2) + 5 log(2 — b))
1

5

Igy a log-optimdlis portféli: b* = (%,%) Az optimdlis novekedést
utem:

1. /9
DV*:bg<>::0059
2 %€ \3

A log-optimalis stratégia kovetkezd tulajdonsagait érdemes fejben tartani a
tovabbiakban (Cover and Thomas [23]). W (b, F') konkav fiiggvény b-ben és
lineédris F-ben. W*(F') konvex F-ben. A log-optimalis portféliék halmaza
konvex halmaz. Megmutathat6, hogy a log-optimalis portfélié teljesiti a
kovetkezd sziikséges és elégséges feltételeket:

; = 1, hab* >0
E(ﬂw {§1,£H:0

A log-optimalis portf6li6 aszimptotikusan optimélis (pontosabban op-
timalis az elsérendil tagig az exponensben). Ezt pontosan a kdvetkezd
tétel fogalmazza meg. Legyen X, X,,...,X, f.a.e. hozamvektorsorozat.
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Jeldlje Sk =T1*, (b*, X,)a log-optimalis portf6li6 elért vagyonat, ahol b*
a log-optimdlis portfélio, és S, jelolje egy tetszbleges masik portfélid elért
vagyonat. Ekkor,

1 S,
limsup — log — < 0
msup —log o <0,

n—0o0 n
m.m.. A tétel azt allitja, hogy egy valdszintiségd trajektériahalmazon a
log-optimalis portf6lié elért vagyona meghaladja barmely mas portfélio
elért vagyonat. Pontosabban limes superior értelemben azaz trajektéridkon
képzett hdnyadosok sorozatanak fels6 torlédasi pontja lesz nagyobb egyenld

mint nulla majdnem minden trajektérian.
Log-optimalis portféliok stacionarius piacok esetén

A dolgozat tovabbi részében elvetem a fliggetlenség feltételét és csak a sta-
cionaritast tartom meg. (Kiegészitve az ergodicitassal, amely az atlagok
létezését biztositja.) Tegylik fel, hogy z;,zs,... az X1, X,,... véletlen
valoszintiségi valtozok realizacidja, amelyek egy vektor-értékd staciondarius
és ergodikus folyamatot {X,}*,  alkotnak. Ennek az az értelme, hogy
szemben a fiiggetlen esettel nem elegends egyetlen valtozd eloszlasat is-
merni hanem végtelen szamu esetet ismerni kell, ahhoz, hogy ismerjiik a
sorozatot. Ha a valbszintiségi valtozok fiiggetlenek és azonos eloszlasuak,
akkor az egytlittes eloszlasuk ismeretéhez elegendé egyetlen valtozo elosz-
lasdt megadni. Ha azonban csak stacionarius a sorozat, akkor az egyiittes
eloszlads ismeretéhez az Osszes valtozd egyiittes eloszlasa sziikséges. Mivel
az optimalis novekedési stratégia nyilvan az egylittes eloszlastoél fiigg, ezért
kell az egész problémat attranszformélni a negativ idétengelyre.

A fenti feltételek mellett vizsgalta pl. Algoet és Cover [4], Algoet [2,
3] a portféliovalasztasi problémat. A [4]-ben és [2, 3]-ban meghatarozott
fundamentalis korlatok megmutattdk, hogy az tgynevezett log-optimdlis
portfélié

B* = {°()}

a legjobb vélasztas. Formélisan, az n-edik kereskedési periédusban jelolje
b*(-) a log-optimalis portfoliot:

E {log (b"(X77"), Xn)| X7} = max | {1og (b(X77"), X, )| X771}

A log-optimalis stratégia az optimaélis valasztés, ahogy azt a kovetkezd tétel
mutatja. Ha S} = S,(B*) jeloli a B* log-optimalis portf6li6 stratégiaval
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elért t6két n nap utén, akkor minden tetszSleges B befektetési stratégia
altal elért S, = S,(B) vagyonra és {X,}%, tetszéleges stacionarius és
ergodikus folyamat esetén

1. S,
limsup —log — < 0 1 valészintiséggel (1.1)
n—oo T S:;,
és
.1
lim —log S, = W"* 1 valésziniiséggel, (1.2)
n—oo n
ahol
* -1 -1
W*=E {%xla {10g (b(X L), Xo)| X_oo}} (1.3)

a log-optimalis befektetési stratégia novekedési rataja. (Kolmogorov tétele
alapjan minden stacionarius és ergodikus folyamat {X,}$° kiterjeszthets
két irany- ba végtelen stacionarius folyamatta valamilyen (2, F, P) valdszi-
niiségi mezdén gy, hogy az ergodicitds mindkét irdnyban — co ésn — —o0
fennall.) Az els§ egyenlStlenség ismét a log-optimalis stratégia aszimp-
totikus optimalitasat allitja, ahogy azt f.a.e. esetben is lattuk. Méasodik
egyenlet mutatja, hogy a log-optimalitasi stratégia az optimaélis aszimp-
totikus novekedési litemet realizdlja. Az allitds harmadik része az optimaélis
aszimptotikus novekedési iitem konkrét alakjat mutatja, amit természete-
sen csak a teljes milt megfigyelése alapjan adhatunk meg.

Az els6 egyenl6tlenség (1.1) alapotlete a kovetkezs. Tekintsiink egy
tetsz6leges B stratégiat és a hozzatartozd vagyont, ekkor az atlagos napi
hozamszint felbonthaté

1 n n

b oes o DSl (o) ) g Ly
ﬁlogS _7L210g<b(X1 ),Xz>_nZZI+nZY; (1.4)

=1 =1 =1
moédon, ahol

Z; = log <b(X§’1), X¢> - E{log <b(Xzfl)’ Xi> Xzfl}

és

Y; = E{log (b(X1 "), X:)| X1 '}
Ekkor Zi, Z,, ... egy tugynevezett martingaldifferencia-sorozat, amelyre
igen altalanos feltételek mellett

1 n
n—oo n ;
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1 valészintiséggel. Kovetkezésképpen % log S, aszimptotikus viselkedését az
Lsm | Y; viselkedése hatarozza meg. Ugyanakkor b* definicidja miatt

Y= =3 E {log (b(X1), X.)

n Xt

=1 7

< rrbl(%x :), ;E {log <b(Xzfl) , X¢>

Xzfl}

1 , .
=N E{log (b*(X* 1), X;)| X},
n;{0g<(1),>1}
ez utobbi a 1 log S}, aszimptotikus viselkedését hatarozza meg (1.2). Tehét
nincsen olyan befektetési stratégia, amelynek aszimptotikusan nagyobb a
hozamszintje, mint a log-optimalis portféliénak.

1.2. A log-optimalis stratégia kritikaja

Az &atlagos novekedési iitem optimalizaldsa csak egyike a lehetséges opti-
malitéasi kritériumoknak. A modellkor kozgazdasagi kritikdja nyilvan ebbdl
az észrevételbdl indul ki. A lehetséges kritikai észrevételek elfogadasa és
tudomaésulvétele ellenére a megkozelités jogosultsdga nem kérdGjelezhets
meg.

Szamos kozgazdasz nem értett egyet a E log S,,, mint cél maximalizalasé-
val, és tobbnyire a hasznossagelmélet oldalarél inditottak tamadést a log-
optimaélis portfolié-valasztéas ellen. Az eddigi altalanos feltételekkel szem-
ben (staciondrius és ergodikus hozamok), ebben az alfejezetben jéval kor-
latozobb feltételezéssel élek, mégpedig, hogy a hozamok fiiggetlen azonos
eloszlastak. A kritikdk e feltételek mellett sziilettek.

Egy tipikus kritika a kovetkezs. Tételezziik fel, hogy az egyes eszkozok
hozama fliggetlen azonos eloszlast kovet. Jelolje S, a vagyont az n-edik
periddus végén, tovabba legyen a hasznossdg a kovetkezd moédon adott:

U(Sn,Y) = S/,

ahol v # 0. Ahhoz, hogy a varhat6 hasznossdgot maximalizaljuk, minden
egyes id6pontban azonos portfoliot kell valasztanunk. Jeldljiik c-vel az U(+)
hasznossagi fliggvény varhatd értékét maximalizald portfoliét és legyen d
a log-optimAlis portfélid, azaz az a portfélid, ami maximalizadlja a Elog S,
kifejezést tetszSleges n esetén.
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Osszehasonlitva a két portfslié teljesitményét az U(-) hasznossagi fiig-
gvény altal meghatérozott mértékben, adodik, hogy

E{U(Sz:7)}

E{U(S4,7)} >

ha n — oo, [65].

Ennél valamivel komolyabb ellenérv, de még mindig ugyanazon gondo-
lat ismétlésének tekinthets a kovetkezd, Merton és Samuelson szerzéparos-
tol [61] szarmazo kritika. A szerzék megmutattik, hogy a log-optimalis
portfélié még kozelitéleg sem lesz optimalis kezdet: vagyon egyenértékes
értelemben. Jelolje

def
Wef(n7SO) = Tet

az f stratégia kezdeti vagyon egyenértékesét az e stratégidhoz viszonyitva,
ha
E {U(ﬂ-efs'g’ 7)} = E {U(S'rf;’ 7)} )
feltéve, hogy S; = 1. Legyen e a log-optimadlis stratégia. Jeldlje f az
U(z,7v) = 27 /v (v < 1) hasznossagi fliggvény esetén a varhaté hasznossagot
maximalizalé stratégiat. A log-optimaélis stratégia ,kozelitéleg” optimaélis
ebben a moédositott értelemben, ha lim, .o mes(n,So) = 1 és 7. az idS
csokkend fliggvénye.
Tekintve az U(z,y) = 27/, (7 < 1) hasznossagi fliggvényt

CE{(SD} _ (B{(SDY)"

E{U(SE, v 1.5
{U(Sn, M)} y y (1.5)
adodik. Hasonldéan kapjuk, hogy
o E{(mesS5)"} _ mo(B{(ST)})"
E{U (m; 85,7} = ool TS g

Y Y
Vizsgéljuk 7y # 0-4t, ekkor (1.5)-bél és (1.6)-bdl azt kapjuk, hogy

Mey — )‘(V)n/ry’

ahol E{(Sf) )

N

Ay def “1\1J

)= g
Igy azt kapjuk, hogy

lim m.s(n,Sp) = 00

n—oo
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és
Omer(m, So)

on
Tehat a log-optimalis stratégia nem optimélis ebben a médositott értelem-

> 0.

ben.

Az ilyen jellegi kritikdkkal az a probléma, hogy figyelmen kiviil hagyjak
azt a tényt, hogy a Elog S,-t nem hasznossagi megfontolasok miatt kell
maximalizadlni, hanem a kedvezd aszimptotikus tulajdonsigai miatt. Ve-
gyuk észre, hogy az egyes befektetGk hasznossdgatoél fiiggetleniil pénzben
kifejezve 1 valészintiséggel a legnagyobb vagyont fogja biztositani aszimp-
totikusan. Ugyanakkor, ha mar a logaritmus fiiggvényt hasznosséagi flig-
gvénynek akarjuk tekinteni, akkor ne varjuk el, hogy a log-optimaélis straté-
gia egy logaritmustol kiilonbozé hasznossagi fiiggvény szerinti varhaté
hasznossagot is maximalizaljon.

Maga Markowitz is olyan metakritérium megtaldlasan faradozott, ami
a varhat6 hasznossdg megszallottjait is meggydzi a log-optimalis portfélick
aszimptotikus optimalitdsdrél. Hitte, hogy a Neumann és Morgenstern
altal bevezetett varhatoé hasznossdg maximalizalas az 1idvézits ut az opti-
malis portfélié kivalasztdsdra. Ez a log-optimélis portféliék optimalitasat
is igazolta nem tul szigoru feltételek mellett [58].

Tételezzlik fel, hogy minden idépontban azonosak a befektetési
lehet&ségek, vagyis a hozamok fiiggetlen azonos eloszlastak.

A hasznossagi fliggvénnyel kapcsolatban Markowitz csak egy kikotést
tesz: ha egy C stratégiabol szarmazé vagyonsorozat S¢ = (Sq, S, SY,...)
és egy D stratégiabol szarmazoé vagyonsorozat SP = (Sy, SP, SP,...) esetén
az SC sorozat minden eleme nagyobb, mint az S? sorozat minden eleme
egy bizonyos n utan, akkor U(S) > U(SP).

Ezen két fentebbi feltételezés biztositani fogja a log-optimaélis portfélid-
valasztas elényét, amit Markowitz kovetkezSképp bizonyit.

Jeldlje y; a log(1l + r;)-t vagyis a logszazalékos hozamot. Jeldlje C a
log-optimAlis stratégiat és legyen D egy tetszbleges mésik stratégia. A log-
optimélis stratégia definici6éjabél adédik, hogy E(yS) > E(y2), minden n-
re. Feltehetjiik, hogy az yi,¥», ... fiiggetlen azonos eloszlastu valészintiségi
valtozok véges p varhatéd értékkel, igy
13 P
lim — Z y; = u 1 valészintiséggel.

n—00 7, “
1=1
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Mivel E(yS) > E(y?), ezért adédik, hogy

ahol valamely fix n-re n > N(w) majdnem minden w € (2 realizaci6 esetén.
Alkalmazva y; = log(1 + r;)-t kapjuk, hogy

n

1 1z
= " log(1 = log(1 + 7P
— 2 log(1+r7 )2 5 2 log(1+77)

=1
minden n > N(w)-ra, majdnem minden w € Q esetén. Igy,

Sp > 87
minden n > N(w)-ra majdnem minden w € Q2 esetén.
Innen a hasznossagi fliggvényre tett feltételezésbdl adodik, hogy

U(Sy,SC,85,...) > U(Sy,SP,SP,...) 1 valészintiséggel

és igy
EU(SC) > EU(SP).

1.3. Univerzalisan konzisztens empirikus
befektetési stratégiak

Természetesen, a log-optimalis portfélié meghatarozasdhoz, a folyamat
(végtelen dimenzids) eloszlasanak teljes ismerete sziikséges. A késGbbiek-
ben azokat a befektetési stratégidkat, amelyek aszimptotikusan elérik az
optiméalis W* hozamszintet az eloszlas teljes ismerete nélkiil univerzdlisan
konzisz- tensnek nevezem.

Mivel nem ismerjiik a tényleges eloszlast, hiszen nem tudjuk az Osszes
valtozot, csak véges sokat, az optimalizalo eljarasnak fiiggetlennek kell lenni
a tényleges eloszlastol. Vagyis olyan eljarast kell megadni, amelyet ha min-
den véges idShorizonton alkalmazunk, akkor végiilis, vagyis hatarértékben,
megkapjuk az optimalis novekedési titemet, amely azonban a teljes végtelen
id6horizonttdl fiigg.
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Pontosabban, egy B befektetési stratégiat univerzalisan konzisztensnek
neveziink az {X,}*, staciondrius és ergodikus folyamatok egy osztalyan,
ha minden folyamatra az osztalyban

1
lim —log S,(B) =W"* 1 valésziniiséggel.

n—00 n

Algoet [2]| bizonyitotta, hogy létezik univerzalis stratégia a stacionarius és
ergodikus folyamatok minden osztéalya esetén. Algoet konstrukcidja azon-
ban komplex és az elméleti jelentGsége ellenére, kicsi a gyakorlati értéke.

Kovetkezékben harom univerzédlisan konzisztens portfolio-stratégiat muta-
tok be, amelyek a nemparaméteres regresszioéfiiggvény-becslésen alapulnak:
hisztogramm alapu becsld, a magfigguény alapu becsld és a legkozelebbr
szomszéd becslé. Mindharom stratégia legkozelebbi mult részvényarfolya-
malakuldsdhoz hasonlé mintézatot keres a multben, azért, hogy annak
alapjan készitsen becslést a kovetkezd napi hozamra nézve, hogy maxi-
malizdlja a portfélié novekedési litemét. A harom megkozelités kozotti
kiilonbség a hasonlésdg definicidjdban rejlik. Univerzalisan konzisztens
portfélié-stratégia készitéséhez a nemparaméteres regressziofiiggvénybec-
slés adja az alapotletet. Egy feltételes varhato értéket maximalizald port-
foliot keresiink a log-optimaélis portf6li6é definiciéjanak megfelelGen. Legyen
Y egy valos értékd valdszintségi valtozo, jeloljon tovabba a X egy véletlen
vektort. A m(z) regresszios fliggvény az Y-nak a X-re vonatkozo feltételes
varhato értéke
m(z) = E(Y|X = z).

Az adatok egy f.a.e. sorozatot alkotnak (X,Y):
D, ={(X1,71),...,(Xn, Ya)}.
A regresszios fiiggvény becslés a kovetkezd forméban adhatéd meg
mn(z) = my(z, D,).

Specidlis tipust alkotnak a lokalis atlagolason alapulé becslék
mn(m) — Z Wni(mx Xl) v )X‘n)Y;ﬁ
=1

ahol a W,; sulyok nem negativak és 1 az Osszegiik (cf.[36]). Ha ismeretlen
eloszlas esetén a log-optimalis portfolidt szeretnénk becsiilni akkor egy
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olyan b portféliét keresiink, amely a
Eflog (b(XT "), X, ) |X7 ']

kifejezést maximalizalja. Igy az altaldnos regresszé fiiggvény becslés a log-
optimalis portfélid becslés kozotti megfeleltetés az alabbi

X ~ X*

Y ~ lOg <b1 Xk+1>
m(z) = E{Y|X =z} ~ m(z¥) = Ellog (b, Xj41) | X¥ = z¥].

A kovetkez6 harom univerzalisan konzisztens befektetési stratégia abban
kiilonbozik, hogy a W,;(-) fliggvényt hogyan definidljuk. A hisztogram
alapy vagy particids regresszos becsld egy lokalis atlagolason alapuld becs-
16. Jeldlje a vektortér egy particiojat a P, = {An1,Anz-..}, ahonnan
X felveszi az értékeit. A particiéban szereplé A, ; halmazokat celldknak
nevezziik. Ha A,(z) P, particié egy olyan celldja, amelybe z esik akkor a
particios regressziés becslét a kovetkezéképpen definidljuk

Yit1 Yilixican(e))
Yt Iixicane)) |

mu(zT) =

ahol I az indikator fiiggvényt jeloli.
Legyen G, a P,-nek megfelel6 kvantalé vagyis G,(z) = 7, ha z € 4, ;.
Ha
L(z)={1 <n: G,(z) = G.(Xi)}

jeloli az egyezések (hasonlésagok halmazat) akkor a particiés regresszids
becslé az alabbi

(%) = L (@)

A kovetkez6kben ahisztogram alapi portfolio-vdlasztdst mutatom be. Je-
16lje az elemi portfolick végtelen vektorat a B®9 = {p*()}, k¢ =
1,2,..., ahol k£ a mintaillesztési ablakméret £ pedig a kvantalas finomsagat
adja meg. Legyen R%-nek egy partici6ja, P, = {A,;}, ahol j = 1,2,...,my,
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amely m, darab diszjunkt halmazbol (cellabol) &ll. Jeldlje G, a P, parti-
cibhoz tartozo diszkretizalo fliggvényt, azaz

Gz(m) = j, haz e Ag’j .

Vezessiik be a kovetkezd egyszerisité jelolést minden n-re és z7 € R
re, jelentse Gy(z7) a Go(z1),...,Ge(z,) sorozatot. Ezutén definidljuk a
H®E — {h(k’l)(-)} szakértst

p*O (27 1) = arg max I (b, z;) ,

beA . i _
€24 {k<z<n:Gl(mf’;_,lc):G4(z::_,1€)}

minden n > k + 1-re, ha a szorzat nem fires, kiilonben pedig valasszuk az
egyenletes by = (1/d,...,1/d) portfoliot. Tehat b9 diszkretizalja 7"
szekvenciat a P, particidé szerint és megkeresi az Osszes egyezést a miltban
az utoljara latott G,(z”";) k hosszt kvantalt sorozattal. Ezutan kivéalasztja
azt a fix portféliévektort, ami optimalizalja a kifizetést a kvantalt sorozatok
utan kovetkez6 napokon.

Kérdés hogyan valasszuk meg k, £ értékét. Két szélsdséges eset van:

e ha k vagy az £ kicsi, akkor a particiés becslének nagy lesz a torzitésa,

e ha a k és az £ nagy, akkor tipikusan kevés az illeszkedés, ami nagy
szorashoz vezet.

Gépi tanulds irodalméban k és ¢ a becslés paraméterei, ezeket tgyn-
evezett szakértéknek nevezik. A gépi tanulds alapotlete a szakérték kom-
bindldsa. Az a szakérté kap nagy sulyt egy becslés kialakitdsanal ame-
lyiknek j6 volt a multbeli teljesitménye (cf.[17]).

A B hisztogram alapu stratégiat a B**% szakért6k kombinalasaval
kapjuk, felhasznalva egy {qx .} valészintiségeloszlast. A {qx .} valészintiség-
eloszlds minden pozitiv egész par (k,£) halmazan értelmezett ugy, hogy
k.2, qis > 0. B¥ stratégia a B®Y gzakértsk egyszer( silyozasa a multbeli
teljesitményiik alapjan:

L Xk 0k, 0Sn_1(BEO)pED (x771)

b(Xn—l)
' Skt GetSn1(BEY)

) (1.7)

A portfolio-valasztas eredménye a kovetkezd egyszertibb formaban adhato
meg. Ha S,(B**) jeloli a B*# stratégia n nap alatt felhalmozott t&kéjét,
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akkor n nap utan a befektets tékéje

n

S.(B") = []{b(™), z:)

=1
n S ke Qe Sic1 (BED) <b(k’l)($§_1), IE¢>
i:Hl Sk Qe Sio1(BEY)
P, Qk,lsi(B(k’l))
=1 2kt Qk,eSi—l(B(k’Z))
= 5 geeSn(BHY).
kot

Gyorfi és Schaefer [35] megmutattak, hogy B stratégia univerzalisan kon-
zisztens az ergodikus folyamatoknak azon osztalyra, amelyre igaz
E{|log X[} < o0 j = 1,2,...,d és a kvantalashoz hasznalt particiék
teljesitik az aldbbi két tulajdonsagot:

(a) a particiok sorozata finomodd, azaz, P,.; minden celldja egy részhal-
maza P, particié megfelelS cellajanak, £ =1,2,... és

(b) ha diam(A) = sup, ,c4 ||z — y|| jeloli a halmaz atméréjét, akkor min-
den origd kozépponti gdmb S C R? esetén

lim max diam(A4,;)=0.
£—00 j: Ay ;NSH#D ’

Az elbb bemutatott empirikus stratégia alapotlete a szakértdk (port-
foliok) kombinalasa, azaz ha most altaldnosan B-vel jeldljiikk a keverés
utan kapott stratégiat

Sn(B) - Z Qk,ZSn(B(kl))'
kb
Az univerzalis konzisztencidhoz azt kell megmutatni, hogy

1
lim inf " log S,(B) > W* 1 valésziniiséggel.

n—oo



FEJEZET 1. BEVEZETES 18
Mivel

1 1
liminf — log Sn(B) = liminf — log <§ Qk,lsn(B(k’Z))>
n n

n—oo n—oo k,[
1
> liminf — log (s S, (B
> liminf g<;—?‘1k,£ ( )

n—o0

1
= liminf —sup <log Qe + log Sn(B(k"))>
N ke

1
> supliminf — log S,(B%
upliminf . log (B™7),
ezért az eléz8ekben taglalt stratégidk esetén azt kell megmutatni [37], hogy

1
sup lim inf p log S, (B*9) > W* 1 valészintiséggel.
ke T

A magfiigguény alapi regresszids becslé egy magfiiggvény K(z) > 0 és
egy ablakaméret A > 0 segitségével van definidlva

LYK (255)
LK (55)
Az egyenletes K () = Ifz)<13 magfiiggvény esetén,

_ Xy Yilge xii<ny
Y1 Le—xi1<n

mu(T) =

mn(T)

Gyorfi, Lugosi, Udina [37] vezette be a magfiggvény alapi stratégidt,
amelynek egy egyszer{ibb, az egyenletes magfiiggvényhez tartozo, ,mozgd
ablakos” verzi6jat ismertetem.

Ugyaniigy, mint az el6z6 alfejezetben, a stratégidhoz definidlom a sza-
kérték egy végtelen osztalyat B*4 — {b(k'l)(-)}—t, ahol k és { pozitiv
egészek.

Minden fix k,{ pozitiv egészhez valasszunk egy 7., > 0 sugarat, ugy,
hogy minden fix k-ra

lim Tk — 0.
{—o0
Ekkor minden n > k41 esetén definidljuk a b*:) szakertét a kovetkezskép-
pen
p*0(£771) = arg max I (b, z;) ,
bEAd

{k<i<nil|zi_p—al }lI<rie}
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ha a szorzat nem iires, kiilonben pedig valasszuk az egyenletes
bo = (1/d,...,1/d) portfoliot.

A szakérték a hisztogram alapii stratégia esetén bemutatott moédon
(lasd. 1.7) szerint kombinalédnak.

Gyorfi, Lugosi, Udina [37] bebizonyitotta, hogy B¥ portfélibséma uni-
verzalisan konzisztens az ergodikus folyamatok azon osztalyara, amelyre
igaz E{|log XU)|} < 00,5 =1,2,...,d.

Egy k > 0, esetén a k-legkdzelebbr szomszéd(LSZ) regresszids becsld egy
lokalis atlagolason alapuld regresszids becsld,

Mma(z) = > Wiz, Xa, ..., Xa)Y,,
=1
ahol W,,; sulyok 1/k-val egyenl6k, ha X, az = k legkozelebbi szomszédjanak
egyike az X4i,...,X, kozil, egyébként W,;, = 0.

Gyorfi, Udina, Walk [39] bevezette a legkozelebbi szomszéd alapy stra-
tégidt. A kordbbiakhoz hasonlbéan definidljuk a szakérték egy végtelen os-
ztalyat B®9 = {p(*9()}-t, ahol 0 < k, £ egészek. Jelolje k a mintaillesztési
ablak hosszat és minden £-hez valasszuk g, € (0, 1)-t ugy, hogy

ZILIEO g, = 0. (1.8)
Legyen

{= [gem].
Minden adott napon a szakérté megkeresi £ legkozelebbi szomszédot a milt-

ban. k,£ (n > k+2+1) fix pozitiv egészekre vezessiik be az £ legkdzelebbi
szomszéd (LSZ) halmazat:

JEA) = {i; k+1 <i< n gy, hogy X'~} benne van X"_i / LSZ-ja kézétt}.
Legyen b**) szakérts definicidja
pEO (g7 ) = argmax [ (b, X).

belAg N
{ieJ,(f"")}

ha a szorzat nem iires, egyébként pedig by = (1/d,...,1/d). Azaz, pk:b)
szakért§ egy fix portfélié vektor, amely a legkozelebbi szomszédok el6for-
dulésdt kovetd napokra nézve optimaélis. A szakérték kombinaldsa ugyan-
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ugy torténik, mint a kordbbi két stratégia esetén (lasd (1.7)). A kapott
stratégiat BLSZ jeloli.

Azt mondjuk, hogy nulla valészintiségii az egyezés ha barmely s = s*
vektor esetén a

1XT — sl

valésziniiségi valtozoénak folytonos az eloszlasa. Gyodrfi, Udina és Walk [39]
bebizonyitotta, hogy ha az egyezésnek nulla a valészintisége és teljestil (1.8),
akkor a BY5Z portfsliéséma univerzalisan konzisztens az ergodikus folyam-
atoknak azon osztélyara, amelyre igaz E{|log X()|} < 00 j = 1,2,...,d.

Az egy valészintiséggel tanulhatosag érdekes eredmény. Nagyon durvan
fogalmazva azt allitja az el6bb ismertett harom modszer, hogy egy nagyon
fejlett "technikai elemzés" lehet hatékony. Egy ilyen megjegyzéssel szem-
ben a szokasos ellenérv, hogy nem elég az "arfolyamgorbéket" lesni, sok mas
informacié is sziikséges a sikerhez, igy a kapcsolatos cégek fundamentéalis
elemezése, a makrogazdaséagi kornyezet, a gazdasagi ciklus mely pontjan se-
jtjik magunkat, hogy &ll a vildggazdasag, szoval sok minden mas. Az el6bb
ismertett médszerek sordn persze nem néhany tucat tipusmintat figyeliink,
az arfolyamokon keresztben is, s nemcsak az idétengely menten dolgozunk.
Ez mindenkeppen rengeteg plusz informéaciét hordoz, ami csokkenti a fenti
szokasos fanyalgés érvényességét, nem beszélve az egy valdsziniségli bi-
zonyitds erejér6l. Ugyanakkor a fenti moédszerek végtelen idShorizontra
vonatkoznak véges id6horizontti befektetés sikerére nem jelentenek garan-
ciat.



2. fejezet
Két 0 portiolio-stratégia

Ebben a fejezetben egy 1j szekvencidlis befektetési stratégiat vezetek be
a szemi-log-optimaélis stratégia névvel. A log-optimélis stratégiaval ellen-
tétben a logaritmus célfiiggvény helyett annak Taylor soros kiterjesztését
hasznalom. Ismét stacionarius és ergodikus hozamfolymat feltétel mellett
vizsgdlom az aszimptotikus novekedési iitemet. A stratégia teljesitményét
az atlagos aszimptotikus novekedési iitemének a log-optimélis portfolié asz-
imptotikus novekedési iitemével torténdé osszevetéssel mérem.

A szemi-log-optimAlis stratégian keresztiil lehet&ségiink nyilik a
Markowitz-tipusi stratégia (ami a hagyomanyos &tlag-variancia optimal-
iz4las staciondrius és ergodikus hozamfolyamatra torténé kiterjesztése) és
a log-optimalis stratégia Osszevetésére. A fejezet mésodik felében a hozam-
folyamtra tett enyhe feltételek mellett egy aszimptotikus megkozelitést
mutatok be az atlag-variancia (Markowitz-tipust) portf6li6-valasztas- hoz.
Ennek a résznek az a jelentGsége, hogy megkapom a Markowitz-tipusi
portfélié-stratégia altal egy-valosziniiségd trajektériahalmazon elszenvedett
aszimptotikus novekedési litem veszteségnek a maximalis nagysagat.
Ebben a fejezetben ugyancsak vizsgalni fogom hogyan illesztheté be az ex-
plicit kockazatkezelés a log-optimdlis keretbe. Ez alatt azt értem, hogy
mig a Markowitz-tipust stratégia esetén egy specidlis formaju hasznossagi
fliggvény valasztasaval korlatoztam a kockazatot addig itt a log-optimaélis
portféliét egy feltételekkel korlatozott lehetséges portfélio-vektorhalmaz
felett fogom keresni. Megvizsgadlom, hogy tovabbra is érvényben marad-
nak a log-optimalis portféliéval kapcsolatban megfogalmazott klasszikus
allitasok. Megadom a kockédzat-megszoritas melletti log-optiméalis portfélié
Kuhn-Tucker jellemzését.

21
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2.1. A szemi-log-optimalis portféli6

Legyen
1
hz) = (@~ 1)~ 5(z - 1)
amely a logz maéasodrendd Taylor sorfejése az £ = 1 helyen. Az n-dik

kereskedési napon a szemi-log-optimalis portfélio-stratégiat a kovetkezdkép-
pen definidlom

b(Xr 1) = argl[)fglaxE {r((b(XF ), Xa))| X7}

és S, = S,(B) ahol B = {b(-)}.

Osszevetem a stratégia teljesitményét az optimalis aszimptotikus névekedé-
si ratat produkalo log-optimadlis stratégiaval.

2.1. Tétel. (Vajda [74]) Bdrmely stactondrius és ergodikus {X,}*,
folyamat esetén, ahol1—a < X} <1+4c, 0.4>a >0, c >0 a kévetkezé
adddik

1 ~ 5 i _
w* > lirglinfﬁ log S, > W* — 6]E[maxE(|Xé ) _1P1x7L)] m.m..

A Tétel 2.1 jelentbsége a kovetkezdképpen ragadhaté meg. A részvénypi-
acokon ahol az eszkozokkel napi szinten kereskednek korlatokat allitanak
fel a napi maximalis arfolyamvaltozasra. Ha ezt a maximumot eléri a napi
arfolyamvaltozas, példaul az arfolyam nagyot esik napon beliil, akkor az
adott eszkoz kereskedését felfiiggesztik arra a napra. Ha feltessziik, hogy
a = ¢ = 0.1, az eredmény azt allitja, hogy szemi-log-optimadlis stratégia
legfeljebb 5/6 - 0.1 ~ 0.083%al teljesit rosszabbul mint a log-optimalis
stratégia. Hangstlyozni kell azonban hogy a W* értékét nem ismerjiik és
végtelen idén belill nem is tudjuk megismerni.
A 2.1 Tétel bizonyitasidban a kovetkezd lemmakat alkalmazom:

2.1. Lemma. (BREIMAN [14]). Legyen Z = {Z,}*, egy staciondrius és
ergodikus folyamat. Bdrmely pozitiv ¢ egészre, jelolje T* azt az operd-
tort, amely egy {...,2 1, 20,21, ...} sorozat elemeit i lépéssel balra tolja.
Legyen fi, fo, ... valos értékid fugguények egy sorozata, amelyre teljesul,
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hogy lim, o fo(Z) = f(Z) majdnem mindendtt valamely f fiiggvényre.
Tegyik fel, hogy Esup, |f.(Z)| < c0. Akkor

lim — Zfz(TzZ) Ef(Z) m.m.

n—0o0 n

2.2. Lemma. Bdrmely {X,}*, stactondrius és ergodikus folyamatra,
amelyre 1 —a < X{U) < 1+c és p € Cyla,c], ahol 1 >a >0, c > 0,
adodik, hogy

lim — ZmaXE ‘X’ '] = E[max E[p (Xéj)> ‘X:}X,]] m.m.

Bizonyitas Vezessiik be a kovetkez6 jelolést
Wy, = W (X ) = mJaXIE[p(XéJ)) | X710

El6szor megmutatom, hogy {wn} egy szubmartingdl, vagyis
E[@ny | X 5] > @ae E[p(XY) | X Ls] XL, -merhets, ezért X L-
mérhetd, és igy azt kapjuk

Wn, = m;le[p( ) X0

= maxE[E[p p(X¢") | X711 X704
< E[maxE[( DY XTh | XAy
= El@n1 | X5l

gy W, egy szubmartingal és E|w,|, < oo, mivel p € Cy[a,c]. Alkalmazva
a szubmartingalok konvergencidjara vonatkozé tételt tudjuk, hogy létezik
egy olyan W, valoészintiségi valtozo, hogy

lim W, = We = max ]E[p(X ) | XL m.m.

n—oo

Alkalmazva a Lemma 2.1-et az f;(X) = w;(X) helyettesitéssel azt kapjuk,
hogy

lim — ZmaXE Ol xi-11 = E[maxE[p(X N)X"l]] mm

n—oo n

ugyanis '
fi(T'X) = (T X) = maxE (p(X§") | Xi™) .
J
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és E[sup, | fi(X)|] < oo, mivel p(-) korlatos. M

A 2.1 Tétel bizonyitasa. A logz fliggvény z = 1 koriili masodrendd
Taylor sorfejtése alapjan a kovetkezS korlatokat kapjuk

1
logz > h(z) — 5]2 —1p

és 1
logz < h(z) + glz —1J3,

ahol 0.6 < z. Tovabba, figyelembe véve a E(X?’l) szemi-log-optimaélis
portfélié definiciéjat kapjuk, hogy

E(log (B(X{ ™), X)X + JB( (B3 ™), X.,) — 1|X})

> E(r((B(XT™), X,))IXT™)
> E(R((bj, X)X )
> E(log (b (X§™), X, )X — (B (b (X5, X,.) — 1%,

(2.1)

Egyszerd korlatot vezetek le a kvetkezs formulara E(| <B(X’f’1) , Xn> -

1PIXT 1) és B <b*(X?’1), Xn> — 13X® 1. A portfélié vektort, mint

diszkrét valészintiségeloszlasat tekintve, tovabba |z — 1|® konvexitasat fi-
gyelembe véve, alkalmazva a Jensen egyenlétlenséget

d
[(B(XF ™), Xp) — 1P = [P B(XT (XD - 1)
=1
d ~r . .
< STHOXEYXP - 1P,
=1

Feltételes varhatoé értéket véve az elé6z6 egyenlStlenség két oldalan majd
egyszerd atalakitasokkal

BXTHE(XE — 1P1X77Y)

M&

B( (BXP™), Xa) — 1FX7Y) <

.

IA
Il
sm -

xE(| XY - 1P[X7 ). (2.2)
Hasonlbéan

E(| (b"(X7 1), Xa) — 1PX7 ) <maxE(IXY - 1°X7Y)  (2.3)
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teljesiil a log-optimélis portfélidra. A (2.1), (2.2) és a (2.3) egyenlétlenség
alapjan

E(log (B(X} ), X, )X} ")

> E(log (b*(X7 ), X, NXﬁl)—- max E(|X{) - 1P[X7 ). (2.4)

Tekintsiik a kovetkezs felbontast

1 ~ o -
“log$, =T, +V,,
n

ahol

¥ 1& Fxci— £ Ncie -
Un = " > _llog <b(X1 ", Xi> — Ellog <b(X1 D, Xz> X1]]
1=1
és
¥ 1 & i i
W:EZEMMMXH%XJMH]
1=1
Megmutathaté, hogy U, — 0 m.m., mivel martingal-differenciak atlaga.
Igy
liminf V,, = lim 1nf ~log S,.. (2.5)
n—00 n—oo n

Hasonldan tekintsiik a kovetkezd felbontast
1
—log S, =U, +V,,
n
ahol
12 4 . ,
=N log (b*(Xi1), X;) — E[log (b*(X:7Y), X;) X4
n;0g< (X1, > [0g< (X1, >’ el
és
1 , ,
= =3 Eflog (b*(X* 1), X;) |X71.
n;[0g<(1)’ >|1]
Ismét megmutathato, hogy U — 0 m.m. Igy

lim V) = lim — log Sr. (2.6)

n—oo n—oo n

Atlagot véve a (2.4) egyenlStlenség mindkét oldalan 1,...,7n kereskedési
periddusra, majd véve a limes inferiort mindkét oldalon, amint n tart a
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végtelenbe és alkalmazzuk Lemma 2.2 a p(z) = |z — 1|° helyettesitéssel, azt
kapjuk, hogy

1 ~ 1 ,
liminf —log S, > lim —logS; — lim —ZmaxE (|X — 1\3]X11_1)
nn

5
= W*-E [maxE (1x¢" - 1|3|X‘00)] (2.7)
6 J

2.2. A szemi-log-optimalis portf6lio
megkeresése

A szemi-log-optimalis portf6li6 meghatarozasanél, ahelyett hogy a
E {log ((b, X.))| X} '}
logaritmus fiiggvény maximumat keresnénk meg a

E{h((b, X)|X7 ). (2.8)

a kvadratikus kozelités maximumat keressiik a b € A, szimplex felett.
A kvadratikus célfiiggvény hasznalatanak egyik elénye a , hogy klasszikus
matematikai programozasi feladathoz vezet.

2.3. Lemma. A szemsi-log-optimdlis portfélio megkeresése ekvivalens
azzal, hogy megtaldljuk a kovetkezd kvadratikus programozdsi feladat
megolddsdt:

mazimalizaljuk a

o6, X3 1) =2 (b, m(X )~ 5 (b, CLG )

célfiggvényt a b vektor szerint
d

a > b; =1 megszoritds mellett, ahol b; > 0 minden i-re, ahol
i=1

m(X] ) = E(Xa| X7 )

C(Xﬂfl) = {Cz‘j}
Cij = E(XP X0 x77h).
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Bizonyitas Egyértelmd levezetéssel adédik

E[A((b, X)IXI ] = E[2(b, Xa) = 3 (b, Xa)" —3/21X] ]
= 2(b, B(X,X7 ")) - (b, C(X?")b) - 3/2.

Mivel C pozitiv szemidefinit, a célfiiggvény konkav és a megszoritas
linearis. Ismert, hogy b optimalitdsdnak a sziikséges és elégséges feltétele
az, hogy b Karush-Kuhn-Tucker (KKT) pont legyen.

2.3. Dinamikus atlag-variancia optimalizalas

tasa a pénziligyi piacon, ami optimalis atvaltast biztosit a varhat6é hozam és
a kockazat kozott. A statikus (egyperiédusos modell) klasszikus megoldé-
sat Markowitz [59] és Merton [60] adtdk meg. Ez a modell a vdrhats
hasznossdg modellekhez képest a diverzifikdcié intuitiv magyarazatat ad-
ta. Ugyanakkor mig az atlag-variancia modellek irodalma tipikusan egyper-
i6dusos modellekre épit, addig a varhaté hasznossdg modellek irodalma
szamos tobbperiodusos modellt tartalmaz. Egy befeketd szadméra nyil-
vanvaléan adédik a kérdés: vajon hogyan alakul az aszimptotikus atlagos
novekedési litem az elérheté legjobbhoz képest, ha &atlag-variancia port-
f6li6 optimalizalast végziink minden egyes kereskedési periédusban? Ter-
meészetesen ilyenkor a kockazatra érzékenyebb olvasé felkaphatja a fejét és
megkérdezheti, vajon mi torténik akkor, ha a részvénypiac nem a kedvezd
irdnyban valtozik. Ekkor valéban egy "kockazatkezelt" stratégia elvileg job-
ban kell hogy teljesitsen, de én a legnagyobb "feliilteljesitést" keresem a log-
optimalis javara. Az atlag-variancia modellt és a varhaté hasznossdg mod-
ellt elészor Tobin 73] hasonlitotta 6ssze kvadratikus hasznossagi fliggvényt
feltételezve. Grauer [33] a hozam eloszlaséra tett kiilénbozs feltélezések
mellett hasonlitotta Ossze a log-optimdlis és az atlag-variancia portf6lio-
valasztast egy egyperiddusos modellben. A kisérletek azt mutattédk, hogy
a normalis eloszlas feltételezése mellett a két megkozelités kozel azonos
teljesitményt nyajtott. Kroll, Levy és Markowitz [53] hasonlé elemzést
végzett. Merton [60] folytonos idejii atlag-variancia elemzést végzett és
arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a log-optimalis portf6lié atlag-variancia
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hatékony abban az esteben ha az eszkozhozamok log-normadlisak. Hakans-
son és Ziemba [43] a dinamikus &tlag-variancia elemzés egy tjabb megko-
zelitését javasolta, miszerint a log-optimalis portfélidnak kellene betolte-
nie a kockazatos eszkoz szerepét. Hakansson és Ziemba véges idShorizontta
modellt vizsgaltak az eszkozhozamokra tett Wiener folyamat feltételezés
mellett.

Ebben az alfejezetben Mertonhoz[60] hasonlé megkozelitést alkalmazok,
a hozamfolyamatra, azonban altaldnosabb stacionarius és ergodikus folyam-
atot tételezek fel egy diszkrét modellben.

Markowitz [59] cikkében egyperiédusos befektetést vizsgalt f.a.e. ho-
zamfolyamat mellett. Ezzel szemben az aldbbiakban tobbperiédust mod-
ellt és altalanos stacionérius és ergodikus hozamfolyamatot tételezek fel.
Adédik, hogy sima varhat6 hasznossag helyett feltételes varhaté hasznossé-
got kell haszndlnunk. Abban a specidlis esetben amikor a hozamfolya-
mat f.a.e., a feltételes varhaté hasznossdg nyilvanvaléan a hagyoményos
varhaté hasznossagra egyszertisodik. A standard Markowitz modelltél vald
megkiilonboztetés érdekében a bevezetett hasznossagi fliggvényemet Mar-
kowitz-tipusu hasznossdg: fliggvénynek nevezzik.

A Markowitz-tipusti hasznossagi fiiggvény feltételes varhato értékét a
kovetkezd kifejezéssel adom meg:

E{Un((b(X7 1), Xn), NIX7 1} (2.9)
= E{(b(X77"), Xa) X7} — AVar {((X77"), X,.) |X77'}(2.10)
= E{(b(X] ), X,) X1} - AE { ((o(x7 ), X))’ |X§‘1](2.11)

AR {(b(XTY), Xn) IXT1} (2.12)

ahol X, az m-dik nap piaci hozamvektora, b(X7? ') € Ay A € [0,00) a
befektets konstans kockazatelutasitdsdnak mértéke, tovabba

Un((B(X77Y), X)), ) = (X370, Xa) = A (X5, X,
HABP{(B(XT7Y), X\ ) [ XY

A Markowitz-tipust hasznossagi fiiggvény feltételes varhato6 értéke némi
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atalakitds utan a kovetkezd alakban is megadhato:

E{Un((o(XT7), Xn), NIXT '}
= (- 2VE{(5(XFY), Xa) — X7} = AB{((B(XTY), X)) — 21X
+1 = A+ AR {(B(XT 1), Xn) X7}
Igy a Markowitz-tipusti hasznossagi fiiggvényt a
UM(<b(X?_1) ) Xn> 7)‘)
= (1—-22)((b(X7Y), Xn) — 1) = A(B(XT ), Xn) —1)P +1— A
FAE{(b(XT 1), Xa) X7}

kifejezés deinidlja. A Markowitz-tipust portfélié-stratégiat a kovetkezSkép-
pen adhatjuk meg B} = {b%(:)}, ahol

bi(X7 ) = argmax E {Un((B(XT 1), Xn), M) XT 1}

bEAd

Jelolje 5',’;, s = Sn(B ;) a Markowitz-tipust portfélié-stratégia elért vagyonat,
az n-dik kereskedési peridédus utédn. A kovetkezs alfejezetben kapcsolatba
hozom a Markowitz-tipust és a log-optimalis portfélié-valasztast a szemi-
log-optimalis portfélién keresztiil.

2.4. A Markowitz-tipustu és a log-optimalis
portfolio-stratégia osszevetése:
egy intuitiv megkozelités

A szemi-log fliggvényt a log z fiiggvény 2z = 1 koriili masodrendd Taylor
sorfejtéseként definidltuk

h(z)iz—l—;(z—l)z.

A B = {b} szemi-log-optimalis stratégiat a

b(X7? 1) = argmaxE {h (<b(X§"1), Xn>) |X’f’1} :

bEAd
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kifejezéssel adtuk meg. Alkalmazva a szemi-log kozelitést:
E {log (b(XT 1), X.)| X7}
~ E{n((b(x77), Xa)) X771
= B{((bxp ), Xa) - 1) — - (X1, X,) 1) X7 2a9)

Ahhoz, hogy egyszertsitsiik a (2.13) formuléat bevezetjiik a feltételes varha-
to érték
B.(0) = B{ (6077, X, [x77

a feltételes mésodik momentum
B.0F = B{ ({07, x.))°| %37,
tovabba a feltételes variancia
V,.(b) = E,(b)*> — E2(b).
jeloléseit. Igy

b(XT™') = argmax <2En(b) —

beAy

B0 - )

= argmax <2En(b) — ; (Eﬂ(b)2 - Eﬁ(b)) - ;Eﬁ(b))

bGAd
= argmax (E,(b)(4 — E,(b)) — V,(b))
bGAd
E‘n. b er v _
= argmax< () _ Vn(b)> Epr (X7,
bEA, An "
adodik, ahol
1
Ap
4 — E,(b)

A befektetd kockdzatelutasitdsi mutatdja a feltételes varhatd érték fiig-
gvényeként adodik. Vegyiik észre, hogy a A, paraméter dinamikusan val-
tozik id6ben, vagyis a Markowitz-tipust befekteté a portf6lié6 multbeli tel-
jesitménye alapjan folyamatosan igazitja a kockazatkeriilésének mértékét.
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2.5. A Markowitz-tipustu és a log-optimalis
portfolio-valasztas ismert eloszlas esetén

Természetesen adodik a kérdés, vajon mekkora lehet a maximalis vesztesé-
gink egy valbszintiségili trajektériahalmazon a log-optimalis portfélidhoz
képest, ha kockadzatelutasité befekteték vagyunk. A fejezetben bemuta-
tott tétel ismert eloszlas esetén adja meg a maximalis veszteség lehetséges
nagysagat, ha a befekteté A kockazat-elutasitasi paraméterrel rendelkezik.
Pontosabban tetszéleges A kockazat-elutasitasi paraméter mellett megadom
a Markowitz-tipusi stratégia atlagos aszimptotikus novekedési litemének a
maximalis lehetséges aszimptotikus novekedési litemtsl torténd lehets leg-
nagyobb
eltérését egy valoszintiségd trajektoriahalmazon.

Tegylik fel, hogy a {X,}*,, staciondrius és ergodikus folyamatboél szar-
mazik, amelyre

a< XY < (2.14)

Q|

bérmely 7 =1,...,d-re, ahol 0 < a < 1.

2.2. Tétel. (Ottucsdk és Vajda[63]) Bdrmely staciondrius és ergodi-
kus {X,}>, folyamatra, amelyre (2.14) fenndll, és minden A € [O, %)—
ra

W*

v

n—oo

1 _
liminf —log S,
iminf - log 5, ,

v

W* — A E {mnelwxE {Xém) 1 log(Xc(,m))‘X_}X,}}
2
—BiE {mn%xE {(Xom) —1)? | X:(lx,} - (m,%nE {|X0m) - 1|‘X:<1>o}> }
3
—Cy.E {mng{\Xém) —1 ‘X:;}} m.m.

ahol S'Z’A a Markowsitz-tipusu portfolié-stratégia n-dik napt vagyona A
kockdzatkerulést paraméter mellett tovdbbd

22a7t + (1 — 4X\) (a7t — 1)L 1 o) _ L
A ( ) ){0954}’ B P =5
, 1— 2\ @ T ] gy el
and 5y
CAa. a +

T 3(1—2))



FEJEZET 2. KET UJ PORTFOLIO-STRATEGIA 32

A tételben a A € [0, 1) paraméterértékek mellett fogalmazok meg &l-
litdst. Egy befektetd tipikus kockézat-elutasitasi paramétere A = 0.005A4,
ahol A értéke 2 és 4 kozé esik (lasd pl. [12], [34]). Igy a tétel teljes mérték-
ben lefedi a praktikus szempontboél érdekes kockazat-elutasitasi paraméter
értékeket.

A "hibatagok" nagysdgrendjének elemzéséhez kisérleteket végezhetiink.
A ) értékének optimélis megvalasztasdval a W* és a
liminf, %log S‘j;’)\ kozotti kiilonbség az empirikus W* értékének 1% ala
csokkenthetd.

Bizonyitasok

A 2.2 Tétel bizonyitdsdhoz a Lemma 2.2-6t és a harom mésik lemméat
hasznalom. A lemmadk a tételben szereplS becslések Osszerakdsdban segite-
nek.

2.4. Lemma. Legyen Z,...,Z, véletlen vdltozék sorozata, f.(-) egy
mérhetd fligguény és Y, = f.(Z]) minden n-re. Ekkor a kévetkezd
also és felsé korldt adhatd az Y, logaritmusdra.

()n — 1)3
——— < (1-2X)logY,

n

Unt(Yn, A) + 9(Ya, A) — AEH{Y, |27 7} +
Y, —1)3
< U (Yo, 2) + 0(¥ 2) — AR, |27 1y 4 To D)

ahol Uy (Y, A) a Markowitz-tipusiu hasznossdgi fiiggvény

U(Yo, \) = (1 =22) (Y, — 1) = A(Y, — 12 + 1 - X+ AEH{Y, |27 '},

tovdbbad 1
9(Ya, A) = (2>\ _ 2) (Y, —1)>—14A

és A > 0.

Bizonyitas. A logaritmus fliggvény Taylor sorfejtését felhasznélva kapcso-
latot mutatunk a log- és a Markowitz-tipust hasznossagi fiiggvény kozott

1
logY, = (Y, — 1) — E(Yn — 12+ R,y
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ahol Ry, = ;/(’;,*1 (Y* € [min {Y,,, 1}, max{Y,, 1}]) a Lagrange maradéktag.

Ekkor azt irhatjuk, hogy
Uy (Yo, A)—(1 —2X)l1ogy,
1
_ (2 - 2)\) (Y — 1)2+1— A+ AEX{Y,|Z" '} — R,,

Figyelembe véve, hogy

1
3y3

n

(Y, — 1)} <Ry < (Y, — 1)

w|

adédik a lemma é&llitasa. .

A kovetkezS lemma két tetszdleges portfolid-stratégia teljesitményének
eltérésére fogalmaz meg &llitast, ha a hozamok teljesitik a (2.14) feltételt.
Onmagaban nehezen lathato az allitas célja, csak a tétel bizonyitasdban
toltédik meg tartalommal, ahol az eléz6 lemma &llitdsban szereplé har-
madfokt tagok Osszevetésében van szerepe.

2.5. Lemma. Legyen a X egy véletlen vektor, amely teljesiti a (2.14)
feltételt. Ekkor tetszbleges b’ és b portfélidkra

(¥, X) —1)°
o, x)°

— (0", X) = 1)°| < (a7® + 1) max | X (™ — 12,

Bizonyitas. El6szor megmutatjuk, hogy

(200 (@, %) =1 2 @+ Dmgal X 1P, (215)

Tekintsiik a kovetkezé als6é becslést
(', x) —1)°
', X)°
(v, X) -1
W, x)
> —max {|(t/, X)—1]°,|(", X) -1} (¥, X)°+1). (2.16)

- (", X) -1y’

— ", Xx) —1

A maximum mogott levs tagokat a Jensen egyenlétlenséggel maximalizalva
adodik, hogy

’ 3

b, X)—1)° = < Zdjb("” |xtm) —1]
m=1




FEJEZET 2. KET UJ PORTFOLIO-STRATEGIA 34

3
< mgx‘X(m) -1

, (2.17)

Itt hasznilva a (b, X)™> < a~® becslést, tovabba beirva a hatérokat a

(2.16)-ba kapjuk a (2.15) becslést. Hasonld érveléssel adodik, hogy

(', X) —1)°

by X0 - @ X -

2.1. Kovetkezmény (A 2.5 lemma kévetkezménye). Legyen {X,}>,
egy staciondrius és ergodikus folyamat, amely teljesiti a (2.14) feltételt.
Ekkor bdrmely b/ =t/ (X7™1) és b = b'(X7™') portfélicra

X’f—l}

< (@7 + 1) max E{| X — 1P X7 1.

CIESE 3
E{‘ o)

Bizonyitas. A 2.5 lemma bizonyitasdban (2.17) helyett hasznaljuk a kovet-
kez6 becslést:

d 3

> B 1)

m=1

E{|(b, Xa) = 1P [X7'} = E{ XT '}

[\

d
> o] x(™ — 1 ‘X;‘—l} (2.18)
m=1
< mper(x -1 |x),
ahol (2.18) a Jensen egyenlétlenségbdl adodik. 1

2.6. Lemma. Legyen {X,}*  egy staciondrius és ergodikus folyamat
ekkor

E{(6"(X77"), Xn) — (b, Xn) | X7}

> minE {1 + log(X{™) - X{™ | X7}

ahol b*(X7? ') a log-optimdlis portfolid, toudbbd b € A4 egy tetszbleges
portfolio.
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Bizonyitas. Alulrél korlatozva az allitas elsé tagjat

B {(0"(X5 ), Xo) | X7 1} > eSoal D 2] (2:19)
S e]E{bg(b(x?*l) X)) X7} (2.20)

d
>1+ Y b™E{log x(™ | X7}, (2.21)
m=1

ahol (2.19) a Jensen-egyenlStlenségbdl, (2.20) a b* definici6jabol tovabba
(2.21) e > 1+ z és a Jensen egyenlStlenség alapjan adédik. Irjuk be ezt
az allitas baloldalat

E{(6"(X77"), Xa) = (B(XT71), Xa) | X771}
> fj b™E {1+ log X — X{™ | X7}
m=1

> minE {1+ log X{™ - x{™ | X7}

ahol kihasznaltuk, hogy E {1 +log X(m) — X(m)

X;”} <0. I
Most méar készen allunk arra, hogy bebizonyitsuk a 2.2 tételt. A kénye-

lem kedvéért a kovetkezd jelolést hasznaljuk b* a b} helyett, B" pedig a

B, helyett és S*-t pedig S'ZA helyett.

A 2.2 Tétel bizonyitasa. Legyen A rogzitett paraméter. Alkalmazva a 2.4

lemmat Y, = <B*(X’1‘_1), Xn> esetén, ahol b*(X7™!) a Markowitz-tipusii

portfélié, kapjuk, hogy

(1 - 2X)E{log (B*(X7 1), Xa) | X7 '}~ E{g((B* (X7 1), X.),A) | X7 1)

_ b (X1, X,) — 1)’
+)\E2{<b*(x7ffl), Xn> | X771 — ; (E (< <é*(Xn)1) )3 >3 ) X?l)

v

E{Un((B*(XT™), Xa),A) | X773
E{Un((6"(X7 1), Xn),A) | X773

AVARRAV,

FAE{ (6" (XTY), Xn) | X771} - ;E{(@*(X’f_l), Xn)—1)° | X7

(1 - 20)E{log (b"(X7 ), X, ) | X7 '} - E{g((5"(X7 %), Xa), A) | X7}
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Atrendezve a fenti egyenlStlenségeket, kapjuk, hogy
(1 - 2A)E{log (b*(X7 1), Xn) | X7}
> (1 - 20)E{log (b"(X7™), X») | X77'}
A (BH{(0"(XTY), Xn) | X7 3= BH{(B (XT), Xn) | X7}
+E{g((B*(X7 1), Xa),A) — g((0°(XT 1), Xn), ) | X7}

L { (B (X7 ), Xn) — 17 XH%.%)

2 boa, Xy ((b" (X7, Xa) — 1)

Véve a 1,...,n kereskedési periddusok feletti atlagot, adodik, hogy
1z _ . A

=S E{log (b*(X7 1), X;) | X471

n ; {log < (X1, > | X1}

1 & * 71— 21—
> ﬁZE{IOg@ (xih, Xi> | X1}
=1

1 AE G, X [ XY - BB, X [ X7
=1 1-2A
- E{g(<5*(Xiil) : X¢> JA) — g(<b*(X’f1) , X¢> ) | X1y

1— 2\
le}
. (2.23)

Korlatokat vezetiink le a fenti egyenlStlenség hdrom additiv tagjara. ElG-

szor, mivel A < %

3

1
"=
B*(Xiil):xi -1)° * —

1 & E{(<<B*(;&—1) x>¢>3) - (), X, -1y
T30 & 12X

_|_

EH{(0" (X7 1), Xi) | X' - BXH{(b" (X1 ), X.) | X7}

= E{(b"(X7Y), X;) + (b* (X1, Xi) | X1}
E{(b" (X571, Xi) — (B*(X17), Xi) | X771
E{(6"(X5 1), Xi) + (b"(X1 1), Xi) | X4 '}
-minE {1 + log(X{™) - x[™ | xi} (2.24)
> 207 minE {1+ log(x[™) - x!™ | x{}, (2.25)

v
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ahol (2.24) a 2.6 lemmabol kovetkezik. Masodszor a A < i-ra

B*Xifl’Xi ’)\_ b*XFl,Xi ,)\ ‘
5 SUB X, X 1)_ 2i(< (X171, Xs) )\Xil}
1 o | |
= Pt (oo ® (B, X)) - 17 - (r(xE), X - 17151
e E{ (B (X, Xa) = 1)° = (0" (XT ), X5) - 1)2|X11}>
_1 ‘ -
= ?A_ 5 ( ~ Lo B{((0"(X1H), Xi) — (B*(XTH), X3))
(B (XY, Xi) + (B1(XT ), Xy - 2)|X5
o E{(B(XT), Xi) - 1) = (V(XTY), Xi) - 1)2\X;—1}>
= ?A__zi(‘H{OSASBI%%HE{Hlog(XEm’)—Xf’”) X7 (2a7 - 2) (2.26)
o E{(B(XTY), Xi) - 1) = (V(XT), Xi) - 1)2\X;—1}>
> ?/\__25 ( — Iparczy minE {1+ log(X!™) — Xx{™ | X171} (207" - 2)
2
o l(ff},&nE{!Xf”"‘) - 1!‘X§‘1}> — maxE {(X[™ —1)?| Xé‘l}] > ’

(2.27)

ahol (2.26) a 2.6 lemma miatt tovabba a (2.27) a Jensen-egyenl6tlenségbdl
ad6do alsé korlat.
Végiil hasznélva a 2.1 kovetkezményt,

le}

Il g { (i, %) —1° (X1, X:) = 1)°

_ — 3
A=27 (bxi), X
a3 +1 :
> - ELX™ — 113X, (2.28

Tekintsiik a kovetkezd felbontast
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ahol

n

> (log (b*(X§7™), X:) — E{log (b*(X1™), X.) |Xi™'})

i=1

Y, =

S|~

és
13 Falyri i
— ﬁ;Elog (b*(X11), Xi) | X1t

Megmutathaté, hogy ¥,, — 0 m.m., mivel az korlatos martingal-differenciak
atlaga. Igy
liminf V,, = lim 111f ~log S*. (2.29)

n—oo n—oo n

Hasonldan tekintsiik a kovetkezd felbontast
1
—log S, =Y, +V,,
n

ahol

zn:(log<b* XY, X, > —E{log<b*(xzfl), Xi>]X§*1})

=1

S\l—‘

és
o 1 = * 1—1 1—1
—n;E{log@ (X3 );Xi>|X1 }

Ismét megmutathaté, hogy ¥, — 0 m.m. Igy

lim V, = T}lm —log S;. (2.30)

n— 00

A limes inferiort véve az (2.23) egyenl&tlenség mindkét oldalan, amint n tart
a végtelenbe és alkalmazva (2.25), (2.27), (2.28), (2.29), (2.30) formulékat
és a 2.2 lemmat kapjuk, hogy

W*

v

liminf — log S

n—o0 n

W* — Ay E {mﬂa}xE {Xém) —-1- log(Xém))‘X_io}}

2
—By.E {mng (X -1 1 x7L} - (mn;nIE {|Xom) - 1|‘Xio}> }

v

—Ch.E {mn%xE{‘Xém) - 1\3 ‘X_},o}} ,



FEJEZET 2. KET UJ PORTFOLIO-STRATEGIA 39

ahol
2xa 1+ (1 —4X\)(a ' - 1)L 1 o) _ L
Ay, = ( i ) {09&}, By, = 72]I{l<x<l}
! 1—2X ' 1—2\ 1 2
és s
a°+1
Crog=——.
M T 3(1 = 2))

Ezzel belattuk a Markowitz tipust portfélié stratégia teljesitményére
vonatkozo allitast.

2.6. Explicit kockadzat kontroll

Az eredeti log-optimaéalis portfélié stratégia esetén el6fordulhat, hogy az
osszeallitott portfolié értéke az index zuhanasa miatt rohamosan csokkenne
egy bizonyos szazalékkal, kotelezé kockazatkezelési szabalyok miatt a kezeld
kockazata (variancidja) is fontos. Markowitz tipusu stratégia és a log-
optimalis stratégia kapcsolatdt mar vizsgaltuk. Ugyanakkor nem lehet
elégszer hangsilyozni a kockadzatkezelés fontossdgat. A kockdzatmenedzse-
lés alapvets volta ma athatja az Osszes banki, befektetési teriiletet. Mig a
Markowitz-tipust portfolio-stratégia esetén lehetévé tettiik, hogy a port-
félid-stratégia a teljes szimplexen optimalizaljon addig itt konkrét véletlen
megszoritast alkalmazok a valaszthaté portfélidk halmazéara.

Kockazati megfontolasok miatt megszoritom a lehetséges portfélidvektorok
halmazat a
AN C Ay

halmazra. A egy specidlis esete, amikor a b portfélié6 kockézatossagat a
portfélié hozaméanak variancidjaval mérem

B, ={b|be Ay (b, Ch) <1},
ahol C a d x d-dimenziés X hozamvektor kovariancia méatrixa,

Ci; = E{(X® - E{XxO})(X0) - E{X0)})}
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1 <1,5 < d. Legyen a kockazatmegszoritas melletti log-optimalis portf6lid
az n-dik kereskedési napon b5*(-) a kévetkezSképp definialva
A (X" 1) = arg max E {log <b(X?’1) , Xn>‘ X’f’l} :
b(-)EA
Jelolje S§* és S§ a kockazatmegszoritds melletti log-optimaélis stratégia
és egy tetszbleges masik megengedett kereskedési stratégia altal az n-dik
kereskedési nap végére elért vagyont. Egy megengedett kereskedési straté-

gia megengedett portfoliovektorokbél all b, € A.

St =S, [T (X1, X)

=1
52 = 5 [ 6P (i), X))
=1
Specidlisan, ha A = B,
SO = s [[(EE(X, X)
1=1

Jelolje W2* a maximalisan elérhets atlagos aszimptotikus novekedési
utemet tetszbleges megengedett befektetési stratégia esetén.

wh | {b(m)aeuiE {log <b(X:(1x,), X0>‘ X})o}} :
Specidlisan
W =k {b%;)lgrE {log <b(X:(1>o), X0>‘ X:}X,}} :

A gyakorlatban nem egyszer megtaldlni magat a kockdzatmegszoritas
melletti log-optimalis portféliot. Ezért fontos feladat egy hatékony algorit-
mus keresése ennek megtaldlasara, vagy kozelitésére.

2.7. A kockdzatmegszoritas melletti log-
optimalis stratégia tulajdonsagai
Az aldbbiakban allitdsokat mondok ki a kockizat megszoritas melletti log-

optimaélis portfélié aszimptotikus tulajdonsdgairél. Az elsé tétel azt al-
litja, hogy a kockazat megszoritas melletti log-optiméalis portféli6 altal elért
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vagyon (vagy a ndvekedés iitem) egy valosziniiséggel tullép barmely mas,
kockazat megszoritds melletti portfolié altal elért vagyont.

2.3. Tétel. (Vajda [75]) Bdarmely staciondrius és ergodikus folyamatra
{X,}>,, amelyre 1 —a < X <1+4¢c, a>0, c> 0 teljestil, kdvetkezik,
hogy

lim inf i log(SA*/$3) > 0

n—o0
m.m.. R
Bizonyitas Legyen b~(X'™!) € A, ¢ = 1,2,... megengedett portfolick
sorozata. Hasznaljuk a kovetkezd felbontéast

1 —~
—log S& =U, +V,, (2.31)

ahol

1 n —~ -~ .

Un = > llog (8, X ) — Eflog (87, X.) 1 X3 1]

n =

és
1& 2 »
Vo= > Ellog <bf, Xi> X371,
=1

Legyen biz*(Xzfl) € A, i = 1,2,.. kockizat megszoritas melletti log-
optimaélis portféli6. Hasonlbéan

1 —~
—log S& =Ur + VI, (2.32)

amely a (2.31) felbontassal anal6g, ahol

1 n —~ -~ .
;= = 3 llog (5%, ) — Eflog (5, X.) x5 7]

i=1

és

Igy
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Megmutatjuk, hogy a
log (52, X, )~ Ellog (%, X, ) X7

differencia egy martingal-differencia. Mérhets§ az F, = {Xy,...,X,} o-
algebrara nézve, tovabba

Eflog (42,1, Xnss ) 1X7) — E[Ellog (5., Xoin ) IXT)IXT) = 0.

Igy U,(és U? is) martingaldifferencidk atlaga egy valészintiséggel 0-hoz kon-
vergdl a hozamra tett feltételezések mellett (lasd. Chow [18]). Ennek
megfelelGen

liminf 6, > liminf(U; — U,) + liminf(V,} — V)
= lim (U — Uy) + liminf(V; — V3
2irg, Un — Jirg Un + Hminf(V,y = Vn)

= 0-0+1liminf(V; — V) >0,

m.m.. Mivel V¥ —V, > 0 barmely n-re, amely a log-optimalis portfélio-
vélasztas kovetkezménye. Igy

1 ~ 1 X
liminf(= log S&* — ~1log S&) > 0
im inf(_log 5" — ~logSy) >

A gyengébb allitas is igaz: a kockdzat megszoritas melletti log-optimalis
stratégia varhaté novekedési iteme egy valdszintiséggel nagyobb mint a tet-
sz6leges masik kockazat megszoritas melletti befektetési stratégia novekedé-
si Uteme.

2.4. Tétel. (Vagda [75]) Bdrmely {X,}*, staciondrius és ergodikus
folyamatra, amelyre 1 —a < X2 <1+c, a > 0, ¢ > 0 teljestil kévetkezik,
hogy
1 —~ —~
lim inf ﬁ]E{log(Sf* /S2)} > 0.

Bizonyitas. Ahelyett, hogy csak hivatkozndm a kockdzat megszoritas
nélkii- 1i log-optimdlis portfélidkra vonatkozd eredeti bizonyitésokra, itt
rekonstrudlom az eredeti bizonyitasokat, megmutatva, hogy hol kell a sziik-
séges valtoztatasokat megtenni a kockdzat megszoritads miatt.



FEJEZET 2. KET UJ PORTFOLIO-STRATEGIA 43

A kockazat megszoritas szerinti log-optimalis portfoli6 definicidja alapjan
tetszéleges b2 -re

Bllog (b2, X, )1 X1) > Ellog (b2, X ) 1X171]
Véarhaté értéket véve kapjuk, hogy
E{log <b§* , Xi>} > E{log <b§ , Xi>},
igy tetszbleges megengedett portfoliora
E{log(%/S2")} > Eflog(S2,/S)}

gy, ha a kezdeti vagyonunk egy egységnyi pénz

E{log(53)} = E{3" log(§3%/55")} > E{>" log(s5,/53)}

=1 =1

= E{log(55)},
vagyis L
E{log(S,"/52)} > 0,
tetszéleges n-re, amelybdl adédik a tétel allitasa. 1

A 2.4 tétel kovetkezményeként adodik, hogy barmely n-re

E(S2*/55) > 1. (2.33)
A Jensen egyenlGtlenség alkalmazasabél adédik

log(E(SL"/S2)) > E(log(S2"/55)) > 0

lgy o

E(Sy*/8p) > 1
és L

E(Sy/S2*) < L.

(2.33) egyenlbtlenség alapjan mutatok még egy révidebb bizonyi- tast a 2.3
tételre.
Ujabb bizonyitas a 2.3 Tételre A Markov egyenlStlenség alkalmazasaval,
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bérmely € > 0-ra
1 —~ —~ —~ —~ —~ —~
P{_log(S;/Sy") > €} = P{Sp /S, > €7} < e "E{S;/S,"} < e,
ebbdl kovetkezik

co 1 - -~ oo ]

ZP{;log(SiA/SiA*) >el <Y e < oo

=1 =1
A Borel-Cantelli lemma szerint annak a val6szinfisége, hogy az
{%1og(S5/S5*) > €} esemény véges sok n esetén igaz, egyenlS 1-el. Mivel
€ tetszbleges pozitiv konstans

1 —~ —~
lim sup p log(S2/85*) <0
m.m., igy
el R+ /B
ll?l;llLIolfﬁ log(S5*/S;) >0
m.m.. u

A kovetkezd tétel a novekedési titem egy valoszintiségl konvergencidjat
allitja.
2.5. Tétel. (Vajda [75]) Bdarmely stactondrius és ergodikus folyamtra
{X,}>2,, amelyre 1 —a < X <1+4¢c, a>0, c> 0 teljesiil, kdvetkezik,
hogy
- Rey _ 117Rs
Jim -~ log(5,") =W

m.m..
Bizonyitas Alkalmazva a 2.3 tétel szerinti felbontast adédik, hogy

1 ~
—log S = U+ VI,

ahol

—~

12 A '
U =~ Y-llog <bf* , Xi> — E[log <b?* , Xi> X3 ]
=1
és 1
Vi= > Ellog (85, X.) |xi71,
=1

Megmutattuk a 2.3 tétel bizonyitasban, hogy U; — 0 m.m.. Tekintsik a
kovetkez6 a formulat.

1 n
— R maXx E[].Og <b, X.L> ‘{X.L‘,]_, X,L‘,g e ,Xo}].
N ] beAbEr{X; 1,X: 2..,X0}
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Vegyiik észre hogy a formula éppen a V,; lesz, amely 1 valészintiséggel
konvergél a lim, . %log S§* kifejezéshez.
Alkalmazzuk a F, = (X 1,X »...,X ,) jelolést és legyen

w, = max Eflog (b, Xo) |7,] = E[log (b*(Fn), Xo) |Fn],

bel,beFy

aholn =1,2..., és a b € F,, azt jelenti, hogy a portfélié vektor az n-dik
idépontban F,-mérhets (vagyis a korabbi piaci drfolyamvaltozasok mérhetd
fiiggvénye). w, a maximalis feltételes varhaté értéki loghozam a nulladik
id8szakra a F,, feltétel mellett.

El8szor megmutatjuk, hogy a {w,, F,.} szubmartingél. Az W, valészind-
ségi valtozo - trividlisan - mérheté F,-re. Meg kell mutatni, hogy
E[W,y1|Fn] > W,. Ha egy portfolié F,-mérhets, akkor F,.;-mérhetd is,
igy adédik, hogy

W, = E[W,|Fo] = E[ max E[log (b(F,), Xo) |F]|Fn] <
bEA,bE}-n

<E[ max Ellog(b(Fn:1), Xo)|Fni1]|Fn] = E[Wni1]Fs]
beAbEF i1

Az eszkozhozamok napi valtozasa korlatos:
1—a§ <b,X0>§1—|—C

log(1 —a) <log (b, X,) <log(l+c)
log(1 —a) < E|log (b, Xo) |+ <log(l+ c)
igy w, egy szubmartingél, amelyre Efw,|; < K, ezért alkalmazhatjuk ra
szubmartingal konvergencia tételt

lim W,, = We.

A létezik a lim, .o %log S§* hatarérték. Kovetkezd 1épésként megmu-
tatjuk, hogy ez egyenld W2*_val. Vezessiik be a kovetkezd jelolést f,(X) =
wi(X),
f(T'X) =
= w,(T"X) = max E[log (b, X;) {X:i 1, Xi2...,Xo}]

bEE,bEU{Xi,l 1Xi72~~-1X0}
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Teljesiil a Esup; |f;(X)| < oo kritérum is mivel a hozamok korlatosak. Igy
Breiman ergodtétel miatt

n—oo

12 .
lim =Y fi(TX)
ni

1 n
= lim — R max Ellog (b, X;) [{X:-1,X;—2..., X0}
O MN T bEAbEo{X; 1,Xi 2., Xo}

o~

= E{maxE[log (b, Xo) |X L]} = W=*.
beA

m.m.. Vegyiik észre, hogy lim, o V¥ = lim,,_, = fi(T"X).
A két megkozelités Osszehasonlitadsa adja az eredményt:

1 ~ ~
lim —log(S5*) = W

n—o0o n

A kovetkezé tételben megmutatom, hogy, ha a kockdzatmegszoritast fo-
lyamatosan ’enyhitem’ akkor, ahogy az sejthetd, folyamatosan emelkedik
az atlagos aszimptotikus novekedési iitem.

2.6. Tétel. (Vajda [75]) Bdarmely {X,}*, stactondrius €és ergodikus
folyamatra, amelyre 1 —a < X] <1+4¢c, a > 0, c > 0, tovdbbd legyen
Tmaz = Max, (b, Cb) akkor,
lim W = wirmee)*
T—>Pmaz

Bizonyitas Elészor megmutatjuk hogy max, (b, Cb) létezik. X7 < (1+c),
igy (b, X,,)> < (1 + ¢)? és max, (b, Cb) < (1 +¢)? . Nyilvanvaléan 7, >
T2 = Bm 2 Brz' igY)

Wwrx _ pr2)«

= lim (l log S{r)* — 1 log S{r2)*)
n=sco nm n n n

> 0,

ennek megfelelen W (2)* < W(r)* &s W ()* monoton emelkedik r-ben. Igy
W()* konvergens a nyilvanvalé W("me=)* hatarértékkel. 1

A klasszikus log-optimalis elméletben fontos 1épés volt a log-optimalis
portfélié Kuhn-Tucker jellemzésének megadasa. Hiszen ez szolgalhatja egy
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olyan numerikus algoritmus meghatarozasat, amely alapjan a log-optimaélis
portfélié meghatarozhato.

A célom a tovabbiakban a Thomas Cover altal bevezetett hagyomanyos
log-optimalis portf6li6 Kuhn-Tucker jellemzésnek megfelelé Kuhn-Tucker
jellemzés elkészitése kockazat megszoritds melletti log-optimalis portfélié
esetén. Legyen W(b) = E{log (b, X)}. A kovetkezd nemlinearis pro-
gramozasi feladatra jutunk.

gi(b) = (b, Cb) — 7 <0

d
g2(b) => b —1<0
i=1

d
gs(b) = =) b;+1<0
i=1

b>0
f(b) = W(b) — max

(2.34)

Amint az olvasé észrevehette, ebben a fejezetben f.a.e. esetre tériink vissza.
A fenti nemlinearis programozasi feladathoz kapcsol6dé Lagrange fligg-
vény a kovetkezé:

L(b,A) = W(b) — Ai((b, Cb) — 1) — A2(3_ b — 1)+ A b —1)

A kapcsol6ddé Kuhn-Tucker feltételek a kovetkezdk:

WSO,I) ZO,eS b W—O,’L—l,...,d

(b, CHY <7, A\ >0,85 A((b,Cb)—7)=0

d d
ST <1, A >0, s A0 —1) =0
i=1 =1
d LI
b <1, A3 >0, s A(D b —1) =0,

7,:1 1=1

ahol AL(b)
5@ = E (X9/ (b, X)) = 224(CB): — Ao + As,

1=1,..,d.
A Kuhn-Tucker-féle feltételek megoldasai szolgaltatjak a

(b1 ()\17 )\21 )\3)) € Rd X R3
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Kuhn-Tucker (KT) pontokat. KT feltételeket tipikusan arra hasznaljék,
hogy az egyéb tuton meghatarozott extrémumokat optimalitds szempon-
tjabol megvizsgaljak.

Vegyiik észre hogy a fenti nemlineéris optimalizalasi feladatban minden fiig-
gvény (g1(b), g2(b), gs(b), f(b)) konvex. Konvex halmazok metszete kon-
vex ezért konvex célfiiggvényt szeretnénk minimalizalni egy konvex halmaz
fellett. Igy ez egy konvex programozasi feladat, ezért a KT pontok halmaza
optimaélis megoldas lesz.

A KT feltételek els§ sora alapjan, ha b*) > 0, akkor OL(b) _ 0, és ha

, FRO)
b(®) = 0 akkor aaI;EB) <0.

Azokban az esetekben, amikor a b portfélié kockidzata a megengedett max-
imalis kockazatnal kisebb, vagyis ha (b, Qb) < r, akkor a KT feltételek
maéasodik sora alapjan kovetkezik, hogy A; = 0 és igy

, = A3— Ay, hab; >0
(1) 3 2 7
B(x9/ 0, x0) {2 3T e

:ZE«b: X>/<b’ X>): 1

i=1

d
=3 60(X3 - A)
=1

d
= (A3 — A9) > b
=1

= (A3 - )\;))

igy azt kapjuk, hogy A; — Ay = 1. Vegyiik észre, hogy abban az esetben,
amikor a kockazatra tett megszoritas inaktiv, visszajutunk a hagyomanyos
log-optimalis portfélié Cover [20] 4ltal vizsgalt esetéhez.
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Abban az esetben, ha a portf6li6 kockdzata megegyezik a maximdlisan
megengedettel, vagyis, ha (b, @b) = 7 (A, > 0), és ha b(¥) > 0 barmely
1-re, akkor a kovetkezé Osszefiiggést kapjuk a Lagrange szorzok kozott:

b0 %20) w0, x)/ 0, 50) 20 (0, @)~ do

:1—2)\1T—)\2—|—)\3:O,

azaz —Ay + A3 = —1 + 2A;r, a kovetkezd lemma adédik:

2.7. Lemma. (Vajda [75]) Abban az esetben, ha kockdzatra tett meg-
szorito feltétel aktiv, akkor a KT feltétel az aldbbi lesz

E(X9/ (b, X)) - 2M((Cb)i — 1) -1 =0,
i=1,..d.

Altalaban a KT feltételeket tigy hasznaljuk, hogy a megsejtett b opti-
malis portféliét behelyettesitjiik a feltételekbe és ellendrizziik, hogy vajon
minden feltétel teljestil egy konstans A; szorzd, (és a Ay — A; kiilonbség
segitségével.). A teljesiilést megadott pontossag mellett kell érteni.

Egy tovabbi fontos tényt is megfogalmazok alabb a kockdzatmegszoritas
melletti log-optimélis portfélidval kapcsolatban.

2.8. Lemma. (Vajda [75]) Tegyiik fel, hogy a vartancia korldtozds nél-
kiili esetben az optimdlis portflié a B halmazon kivil esik, azaz a
Ag\ B halmaznak az eleme. Ekkor a kockdzatmegszoritds melletti
log-optimdlis portfolio eqyértelmt és a B(") halmaz hatdrdn helyezkedik
el.

Bizonyitas As B(") halmaz és a célfiiggvény is konvex, igy a lokalis szélsGér-
tékhely nem lehet a B(") bels6 pontja. Ugyanis, ha egy konkav fiiggvénynek
lokali szélsGértéke van egy konvex halmaz belsejében, akkor egyben ez
globalis szélsGértékhely is. Igy mivel a lokalis szélsGérték lokalis szélssérték
lenne a Ay belill is igy globalis széls6érték lenne a Ay beliil, igy a globalis
zsélsGérték belsé pontja lenne B(") halmaznak. Ez utébbi viszont ellent-
mond a tétel feltételének. Igy kockadzatmegszoritas melletti szélsGértéke
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csak a B"” halmazon vagyis B(") hataran lehet. Megmutatjuk, hogy a szél-
sGérték egyértelm(u). Megmutathato, hogy kockdzatmegszoritas mellett is
érvényben marad a log-optimalis portf6lidk azon tulajdonsédga, hogy kon-
vex halmazt alkotnak. Igy, ha két szélsGérték lenne a hataron, akkor ezek
konvex kombinécidja is széls6érték lenne, ekkor a kombinacidknak egy része

a B(") halmaz belsejébe esne. 1

A 2.8 lemma alapjan fontos kozelité becslést kapunk az optimum elhe-
lyezkedésérsl: az optimadlis portfélié a hagyoméanyos log-optimalis portfolio
esetén B(") halmazon beliil vagy kiviil helyezkedik el. Az utébbi esetben a
megszoritas feliiletén keressiik az optimumot.



3. fejezet

Empirikus portfélié-valasztas

A disszertacié 1. fejezetében bemutattam az univerzdlisan konzisztens stra-
tégidkat, amelyek a log-optimalis stratégia aszimptotikus novekedési iitemét
az eloszlas ismerete nélkil elérik.

Ebben a fejezetben egy 1j stratégiat a magfliggvény alaptu szemi-log-
optimaélis stratégiat vezetem be, amely stacionarius és ergodikus hozamfoly-
mat feltételezése mellett kozel optimalis aszimptotikus novekedési litemet
ér el, alacsony szamitasi koltség mellett. Az eljards a Gyorfi, Lugosi, Ud-
ina [37] 4ltal bevezetett magfiiggvény alapu eljaras kozelitése ugy, hogy a
hozamvektor elsé és masodik momentumat hasznaljuk csak.

Ugyancsak ebben a fejezetben vezetek be egy olyan stratégiat amely
azonos novekedési litemet produkal, mint a Markowitz-tipusta stratégia a
hozamfolyamat eloszldsdnak ismerete nélkiil. A stratégia minden egyes
lépésben atlag- variancia optimalizalast végez ilyen értelemben kockazatk-
erilé.

Olyan eljarasokat kell megadni, amelyet ha minden véges id6horizonton
alkalmazunk, akkor végiilis, vagyis hatarértékben, megkapjuk az eredeti
stratégia novekedési iitemet.

A fejezetet NYSE adatokon végzett empirikus vizsgédlat zarja a magfiigg-
vény alapt szemi-log-optimadlis és a magfiiggvény alapi Markowitz-tipusta
stratégiara vonatkozodan.

51
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3.1. Magfiiggvény alapa szemi-log-optimalis
stratégia

Definidljuk a szakérték végtelen vektordt a kovetkezSképpen: I:I(k’e) =
{ﬁ(k’l)(')}, ahol k, £ pozitiv egészek. Rogzitett pozitiv egész k esetén valasz-

szuk meg az 74, > 0 sugarat a kovetkezéképpen:

lim Tee = 0.
{00

Ekkor barmely n > k+ 1 esetén definidljuk a ﬁ(k’l) szakértéket a kovetkezd-
képpen. Jeldlje J, az egybeeséseket:

J, = {k <i<n:l||ziop -z < Tk,e}~

Legyen
T (k,[)

A (z77!) =argmax Y h((b, .)) (3.1)

by {i€Jn}
ha az Osszegzés nem fiires, egyébként by = (1/d,...,1/d).
Kombinaljuk a szakért&ket a kovetkezdképpen: legyen {gx .} a (k, £) poz-
itiv egészek feletti valésziniliségeloszlas, amelyre barmely k, £ esetén teljestil
~ K
gre > 0. A B stratégiat a kovetkez6képpen kaphatjuk meg:

7 (krl) "(k7£) n—
Skt GneSno1(H O )RT(x37Y)

(kL) !
>kt WeeSn1(H )

(k,L)

B 1) =

Jelslje Sp(H™") az elemi &
jét Sp = 1 kezdeti tékével

szakért6 n-dik napra felhalmazott t&ké-

~K

~ K ~ (k0
3 = 8,(B") =3 queSn(B™) . (3.2)
k.l

Belathaté hogy a fL(k’Z)(m’f_l) kiszamitasanak futasideje sokkal kisebb
volt (ha |J|, elég nagy) mint a h(k’z)(w’f_l) szamitasi ideje. Ahhoz hogy
meghatarozzuk A*9 (27 1) = arg maxyen, [1gies,1 (b, T:) magfiiggvény ala-
pu log-optimalis portfoliot, a lehetséges b értékek felett kell optimalizalni.
Minden egyes optimlizaciés 1épés esetén a kiszamitas futasideje az illeszke-
dések (|J,|) szamatoél fiigg. Pontosabban, ha s jeloli egy adott k és £

par esetén az optimadlis b meghatarozasdhoz sziikséges iteraciok szamat
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akkor a szamitasi koltség O(|J,| * s) ( ahol O a nagy ordot jeldli). A
fz(k’l) (z7 ') magfiiggvény alapt szemi-log-optimaélis portfoli6 esetén a kom-
plexitas csokkenthets. Tekintsiik a
1
22w z)) = 2o bz —1) =5 2o (0, 3) - 1)

{icJn} {icJn} {icJn}

kifejezést, ha 1 jeloli az azonosan 1 vektort, akkor

> h({b, z:)) = (b, m) — (b, CV),

{i€In}
ahol
m= ) (z:—1)
{z€n}
és 1
C=- Z (IEi — 1)(51)z — 1)T
2 {1€Jn}

Ha el6re meghatarozzuk a m vektort és C' matrixot akkor az egyes opti-
malizacids 1épések esetén a a futésidé nem fligg az illeszkedések szamatol,
a futasids O(|J,| + d? * s). Igy a ﬁ(k’z)(z’f_l) kiszamitasanak futasideje (ha
|J|. elég nagy) akkor sokkal kisebb, mint a h(k’l)(:z:’f%) meghatarozasanak
futéasideje.

3.1. Tétel. (Gyorfi, Urban és Vajda [38]) Megmutathato, hogy ha a
hozamfolyamat staciondrius és ergodikus és 1 —a < X <1+¢c, 0.4 >
a>0,c>0, minden 3 =1,2,...d-re, akkor S‘f = Sn(BK) esetén

lim inf — log 3% > w* — §IE{max XD — 13 m.m.
n—oo n 6 7

Az allitds azt mutatja, hogy a magfiiggvény alapt szemi-log-optimalis
stratégia kozel olyan veszteséget szenved el a log-optimdlis stratégiaval
szemben, mint amit a szemi-log-optimaélis stratégia szenved el.

A 3.1 tétel bizonyitasa a kovetkezd két alapvet§ eredményt hasznalja. A
lemmak Algoet and Cover [4, Theorems 3 and 4] eredményeinek modosité-
sai.

3.1. Lemma. Legyen Q.cyuq} ¢ 1 —a < X9 <1+4¢ 1>a >
0, ¢ > 0 piact vektorok Ri feletti reguldris valdsziniségek csalddja,
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amelyeknek bdrmely X, = (X(,..., X\9) koordindtdja Q, eloszldsu.
Tovabbad, legyen B(Qn) a Q,, szerintt szemi-log-optimadlis portfoliok hal-
maza, azaz azon b portfoliok halmaza amelyek elérik

maxsen, Bg, {h((b, X,))} mazimumot. Tekintsiink egy tetszéleges b, €
B(Q,) sorozatot. Ha

@, = Q. gyengén konvergdl, ahogy n — 0o

akkor, Q. majdnem manden z-re,

lim <5n, :z> = <5*, m>,

n—0o0o
ahol b bejdrja B(Q,)-t.
Bizonyitas. Jelolje X a piaci vektorok halmazat
X={z:z € Ri,:z:(i) €[l-a,1+cl1=1,2,.d.}

Legyen 2 a val6szinliségi mértékek tere a kompakt metrikus X téren. A
2 tér kompakt és metrizadlhato, ha a gyenge topoldgiaval szereljiik fel, és
jelolje a 2-0n a valdszintiségi mértékek terét ). A gyenge topologia az a
leggyengébb topoldgia a 2-6n, amelyre a Q@ — Eq f(X) fiiggvény folytonos
@ € 2-ben, barmely folytonos és korlatos fiiggvényre f : X — R.
Els6 1épésként megmutatjuk a kovetkezét:

a W(Q) = supycp, {Eq{h(b, X)}} leképezés konvex, korlatos és folytonos, ha
a 2 téren a gyenge topoldgia van. A szemi-log-optimalis portfélidk B(Q)
halmaza a Aj-nek nemiires konvex és kompakt részhalmaza barmely X-en
levé @ eloszlas esetén, és a barmely @ € 2 esetén kivalaszthatd Z;(Q) szemi-
log-optimalis portf6li6 mérheté modon.

A W(Q) leképezés konvex a @-ban, mivel a @Q-ban affin fiiggvények supré-
muma. Elszor megmutatjuk, hogy @ (Q) alulrél félig-folytonos. A h(b, z)
fiiggvény folytonos z-ben, igy alulrédl félig folytonos z-ben. A w(b,Q) =
Eq{h(b, X)} is alulrdl félig-folytonos és a W(Q) = sup,ca, w(b, @) is alulrdl
félig-folytonos @-ban. Mivel h korlatos és folytonos, haszndlva a gyenge
topolégia definici6jat és azt, hogy az alulrél félig-folytonos fliggyvények
suprémuma ismét alulrél félig-folytonos. Masrészrél h(b, z) feliilrdl is félig-
folytonos a Ay x X-ben a h(b, z) folytonossdga miatt, igy w(b, Q) feliilrsl
korlatos és feliilrél félig-folytonos Ay x 2-ben. A, kompaktsdga miatt (Bert-
sekas and Shreve (1978), 7.33 &llitas), hogy w(Q) feliilrsl-félig folytonos 2-
ben. A szemi-log-optimalis portf6lié6 mérhetd moédon kivalaszthatéd barmely
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Q € 2ra a Kuratowski and Ryll-Nardzewski (1961) mérhets kivalasztasi
tétele szerint.

A maésodik 1épésként megmutatjuk: Ha @, — @ 2-ben, b, — b Ag-
ban és b, € B(Q,,) barmely n-re, akkor b € B(Q..). Tekintsiik a szemi-log-
optimalis portfoliok W(Q,) = w(by,, Q) sorozatat. W(Q,) — W(Qe) mivel
Qn — Qoo 2-ben, és W(Q) folytonos Q-ban. Masrészrél w(b, Q) feliilrsl félig
folytonos A4 x 2-én és igy

lim sup w(En,Qn) < w(r}glgo En,?}LHgo Qn) = w(g*,Qoo).

n—oo

A {b" € B(Q)} allitas kévetkezik abbol, hogy
w(b', Qo) > limsup w(b,, Q,) =

lim 9(Q,) = W(Qo) = sup w(b, Qco)

n—oo

Kovetkezésképpen (En, z) — (Z;*, z) majdnem minden Q. z-re. 1

A kovetkezd lemmat is a magfiiggvény alalpt szemi-log-optimalis straté-
gia teljesitményének bizonyitasdban fogjuk hasznalni. A bizonyitas a szub-
martingal konvergencia tételre és a Lebesque-féle dominélt konvergencia
tételre éptil.

3.2. Lemma. Legyen X egy véletlen vektor (Q2, F,P) valdszinlségr me-
z6én. Legyen h € Cyla,c|, aholl >a >0, c> 1. Ha F; a rész-o-algebrdk
novekvd csalddja. Tovdbbd F olyan, hogy

Fe /' Foo ©F
akkor
£ {max B [h((b, X))|%i]} / E {maxE [h((b, X))|F.c]

€s k — 00, ahol a baloldali mazimumot az dsszes Fi,-mérhetd b fligguény
felett wvesszik, és jobboldali mazrimum az F,-mérhetd b fiiggvények
felett van véve.

Bizonyitas. Vezessiik be a

@, = maxE[h((b, X))|7,]
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jelolést, aholn = 1,2.... El6szor megmutatjuk, hogy {w, } szubmartingal.
Wy, valoszintségi valtozé F, mérhets. Meg kell mutatni, hogy E (W, 1|F.]| >
W,. Ha a portfélié F,-mérhets, akkor F, ,;-mérheté is, ezért azt kapjuk

hogy
W, = mng[h(b,X) | ]
= maxE[E[h (b, X) 7] |7
< SimaxE[h (b, X)|Frii] |7
— E[wn+1|Fn])
gy W, egy szubmartingél és E|w,|, < oo, is teljesiil, mivel h € Cy[a, c.

Alkalmazva a szubmartingal konvergencia tételt kapjuk, hogy létezik olyan
Weo Valoszintiségi valtozod, hogy

lim W,, = Weo-
n—oo

m.m.. |W,| korlatos, mivel h € Cpyla,c|, vagyis van egy integralhaté fiig-
gvénylink, amely domindlja w,. Lebesque dominalt konvergencia tétel mi-
att

E {mZ?XE[h b, X) |;rk]} LE {mZ?XE[h b, X) |}"oo]}

Elég megmutatni, hogy
E[wn] S E[wn+l]7

ami kovetkezik abbol hogy
Wy, S E[wn+1|~7:n],

varhaté értéket véve mindkét oldalon.
|
A két lemma bebizonyitasa utadn készen allunk arra, hogy beldssuk a
als6 becslésiinket a magfiiggvény alapll szemi-log-optimélis stratégia asz-
imptotikus novekedési iitemére.

A 3.1 Tétel bizonyitasa. A bizonyitds egyszerd moédositdsa a Gyorfi,
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Lugosi, Udina [37] {6 bizonyitasanak. Feltehetjiik, hogy Sy, = 1, igy

~ 1 ~
lminf W,o(B*) = liminf - log S.(B™)

n—r00 n—oo n

1 -
= liminf — log <Z qk,ZSn(H(k’l))>

n—oo n kit
1 .
> liminf — log <sup qk,ZSn(H(k’Z))>
n—oo n k2
.. 1 ~ (kL)
= liminf —sup <log Qre + log S, (H ))
n—oo n %,

. |
= liminfsup <Wn(H(k’e)) + 08kt Qk,e>

noo g n

7 1
> supliminf <Wn([-_r(k’e))_|_ Ong,e>
k,l n—oo n
.. ~ (kL)
= supliminf W,(H ™). (3.3)
k:Z n—00

Taylor sorfejtéssel
1 3 1 3
h(z) — §|z — 1] <logz < h(z) + §|Z - 1%

bérmely z > 0.6 esetén, igy

= (k,L) L& = (kL) g
Wn(H ) = nz]'og<h' (Xl 1):X7,>
=1
1Z 2 (k) ;i1 1 &/ 2k, i1 3
> Zh<<h (X3 ),Xi>>—z <h (X3 ),Xz‘>—1
ni:]' 2n =1

A Jensen egyenlStlenség felhasznélasaval,

d : 3 d _ 2 . 5
(0, X3y =1 = 32007 — 1)) < 3700 X 1) < max | X -]
7=1 =1
kovetkezésképpen
n ~ . 3 n ]
_iz <h(k’l)(Xl§_1), X7,> _ 1 > —iZmaX‘XI(J) . 1‘3
2n 3 T 2ni

— —u {max|x§) -1},
2 J
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Rogzitsiik a k, £ egészeket és a s = s_; € R% vektort. Jelélje ]P’gcf)
a{X;:1—-7+k<1<0,]X:}—s|]| <rre} koncentralt valésziniiségi
meértéket, amit a kovetkezdképpen definidlunk

PO 4) = 2is +k<i<0)XETE sl <rue Ta(X:)
7 {i:1-5+k<i<0,||Xi% — sl < e}’

ACR?

ahol I, az A halmaz indikatorfiiggvenyét. Ha X;-k fenti halmaza iires,
akkor koncentralédjon a ]P’ = 0(1,..,1) valészintiségi mérték a (1,...,1).
vektoron. Méas szavakkal, ]P’(k e)(A) aXi_jtk,...,Xo vektorok A halmazba
esésének relativ gyakorlsaga. Gyorfi, Lugosi, Udina [37] bizonyitotta hogy

barmely s-re

P(k:e) ]P)Xo’HX 25| <ree if P(HX:}C o S|| < T’k’l) >0,
5 . -1 - (3'4)
0(1,..1) i P([[X T, — sl <7ie) =0

gyengén, ahogy j — oo, ahol P, jeloli a X, vektor eloszlasat

Xo|[IXZp—sl|<rie
a || X i — sl < rH esemény felett.
Jelolje a 5 (X1 P

ségi mértékre nézve. Igy

(k.£)

s) a szemi-log-optimalis portfoliot P, valészind-

7 (kL) E{i:l—j+k§i§0,\|X§:,10—5\|§rk’l} h{b, X;)

(X711, 5) = argmax — : ' . :
o bEAg ‘{z:l—j—l—kgng,HXﬁj,lc—sH§7‘MH

ha a szumma nem fiires, egyébként b, = (1/d,...,1/d). Jeldlje 522(5) a

]P’j(k’e) hatéreloszlas szerinti szemi-log-optimalis portf6liét. Ekkor 3.1 lemma
miatt, ha ;7 végtelenbe tart akkor

tim (5°7(x;2,,9), 20) = (Bia(s), 20)

egy valdsziniségl konvergencia adédik ]P’j(k’e) majdnem minden z,-ra és igy
Px,-majdnem minden z,-ra is. Mivel s tetszéleges volt

tim (57062, x0), 20) = (BfX D), 20) mm (25)

Most alkalmazzuk 2.1 lemmat a

fi(z=) =h (<i~z(k’l)(a:1__1i), $0>) =h (<Z~)(k’z)(a:1__1i,:1::,1c), $0>)
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fiiggvényre, amely a z*°_ = (...,Z_1, Zo, Z1, . ..) sorozat felett van definial-
va. Vegyiik észre, hogy

sz = o (A0 1),X0>)\si\h(xf§”)

)

amelynek véges a varhaté értéke és
fi(X%=,) — <5;11(X:,1c), X0> m.m., amikor 7 — 00

a (3.9) miatt. Ha n — oo akkor a 2.1 lemmabol

gh (< (X1, X>) _ foz (T°X>)
()
- E{h ((Bua(X ), Xo)) }

= & L Im.am.

1
n

kapjuk. by ,(s) jelolje a P*(*:4) hatareloszlas szerinti log-optimalis portfsliot.

Ekkor
E{h ({8 (X7}), Xo))}
> E{r ({8 X, X))}
E {log <b’,;7e(X:,1€), X0>} — ;E {mjax ‘Xéj) — 1‘3}

= €k — ;E {mjax ‘Xéj) — 1‘3} .

€kt

>

Gyorfi, Lugosi, Udina [37] bebizonyitottak
sup €x, = W*,
kd
ezért a (3.10) miatt
~ 1 : 3
lim inf Wn(BK) > SUpPEry — —E {max ‘Xé]) — 1‘ }
n—00 %, ! 2 7
5 ; 3
> supery — —E {max ‘Xéj) — 1‘ }
k2 6 J
5 ; 3
= W'~ _E {max ‘Xéj) -1 } m.m.,
J

amivel befejeztiik a bizonyitast. 1
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3.2. Magfiggvény-alapi Markowitz-tipusi
stratégia

A disszertaci6 2 fejezetében bevezettem a Markowitz-tipusi stratégiat.
Ebben az alfejezeteben olyan empirikus stratégiat konstrudlok, amelyre
a Markowitz-tipusi stratégia aszimptotikus novekedési iiteménél alkalma-
zott alsé becsléséhez képest kozel azonos aszimptotikus alsdé becslés ad-
hat6. Ugyanakkor ez egy empirikus stratégia azaz kizardlag az elmult
kereskedési napok alapjan hatarozza meg a portféliét, nem épit az elosz-
las ismeretére mint az eredeti Markowitz-tipust stratégia. Definidljuk a
szakértsk kovetkezs végtelen sorozatat FIS) = {h{"¥ ()}, ahol k, £ pozitiv
egészek. Fix pozitiv k,{ egészekre valasszuk meg az r,, > 0 sugarat igy,
hogy barmely fix k-ra,
llirglo Tke = 0.

Ekkor n > k + 1 esetén, definidljuk a fl&k’l) szakértéket a kovetkezSképpen.
Jelolje J,:
Jn={k<i<n:llziz, - 2p2l| < mee),

az illeszkedések helyeit, ahol || - || az Euklideszi normét jeloli. Legyen

h9(zr 1) = arg max ((1—2)\) ST, z) 1) —A S (b, z) —1)°

Ad {icJn} {icTn}

)\ 2
+ WA < > (b, mi)> , (3.6)

{ieJn}

ha a szumma nem ires, egyébként by = (1/d,...,1/d). A szakért&ket
keverjiik a {gx,} valoszintiség eloszlas szerint, ahol barmely k,Z, gx, > O.
Az B, stratégiat a kovetkezSképpen definialjuk

= (k)i (Rl)
RpYY; Qk,ZSnfl(H()\ ))h(x )(Xl Y
2ok, Tk 5n 1 (E)
Amint azt a korabbi fejezetekben lattuk

Soa(By) = g e S (AT . (3.7)

ba(x} )

A B, magfiiggvény-alaptt Markowitz-tipust stratégia a {H{""} szakértsk
kombindciéja a (3.7) kombinacié szerint.
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3.2. Tétel. (Ottucsdk és Vajda [63]) Barmely {X,}*, staciondrius és
ergodikus folyamatra, amelyre (2.14) barmely S, = Sp(B>) és min-
den A\ € [0, %) -ra fenndll azt kapjuk, hogy

1_-
liminf —S, »
n—o0 n

> W*— Ay E {mng {Xém) 1 log(XOm))‘X:})o}}

2
— B E{maxE {(x{™ - 1)* | XL} - (mwilnE {|X0’”) - 1|‘X}>O}> }

—Ch.E {mﬁxE{‘Xém) _ 1‘3 ‘X_(l)o}} m.m.
ahol
4. 2207 + (1 - 40)(a™! = Dlparcyy o M]I o
“ 1— 92X\ , @ = T o)\ Hi<s)
€s 231
Cre = m .

A 3.2 tétel bizonyitasdhoz a kovetkezd lemmadkra van sziikségiink.

3.3. Lemma. Legyen Q,cpu(e0} a2 ]Ri felettr olyan piact vektorok, a-
melyekre teljesiil, hogy a a < XU) < % feletts requldris feltételes valdszi-
niiségek olyan csalddja amelyre X, = (XI,..., X)) Q, eloszldsi.
Le- gyen f,g € Cyla, %], ahol Cy jeldli a folytonos fligvények csaldd-
jdt. Tovdbbd jeldlje By(Q,) a Q,, szerinti Markowitz-tipusi portfolick
csa- ladgdt, vagyis azon b portfoliok halmazdt, amelyekre teljestil, hogy
maxsen, {Eq, {f (b, Xn)}+ABS {g (b, X,)}}. Tekintsiink egy tetszéleges
b, € B3(Q,) sorozatot. Ha

@, = Q. gyengén, amint n — 00
akkor, Q. -majdnem minden u esetén,

lim (b,, ) = <B*, :c>,

n—oo

ahol a jobboldal konstans, amint b* bejdrja a B3 (Q.)-t.
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Bizonyitas. A bizonyitas hasonlé a 3.1 lemma bizonyitédsédhoz. 1

Konnyebb olvashatésdg okdn a kovetkezé lemmdéban és tételben nem
irjuk ki a A jelolést az egyes szakérték és portfélidk megadasanal.

3.4. Lemma. A 3.2 tétel feltételer mellett, barmely k, £ egészre és rogzi-
tett A mellett

n

lim Z log (<l_1(k’e)(X’i_1) , Xi>) =K {log (<BZ,Z(X:,1€) , X0>)} m.m.,

ahol b}, (X;) a Px, szerinti Markowitz-tipusi portfolid.

Bizonyitas. Rogzitsiik a k, £ egészeket és a s = s, € R% vektort. Jelslje
a{X,:1—j+k<1i<0,]|X} — s|| < resd-re koncentralt valészintiségi
mértéket P

7,8

amelyet a kovetkez6képpen definidlunk

plka) gy il sigrg 1400)

J’s {i:1-5+k<i<O[IXiT% — sl <}l

d
ACRY

ahol I, jeloli az A halmaz indikatorfiiggvényét. Ha a X;-k fenti halmaza
iires, akkor legyen ]P’g-i’l) = 6(1,..,1) a (1,...,1) koncentralt valészintiségi
mérték. Gyorfi, Lugosi, Udina [37] bebizonyitottak, hogy barmely s es-

etén

. 1
B0, prlst) — { Poolixishcme, HPUIX G = sl < 1) >0, (3.8)

0(1,..1) if P(||X "% — 8]l < 7ie) =0

gyengén, ahogy 7 — 00, ahol ]PX0|HXZ,1;SH<TH jeloli a X, vektor eloszlasat
az || X} — s|| < 7. feltétel mellett.

Jeldlje b*O(X11.,s) a ]P’g-f;’l) szerinti Markowitz-tipust portféliok hal-
mazat. Igy

B, 5) = argmax 3 (1 - 20)((b, X2) = 1) = A, X) = 1)

1—7
J beA4

A

*\M!@“’“)z ’

ahol M = {i:1—-3j+k<i<0,[|X;—s||<7w}, ha M nem iires a
kifejezés évényes, egyébként by = (1/d,...,1/d). Jeldlje b} ,(s) a Pi**)
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hatar- eloszlas szerinti Markowitz-tipusi portféliék halmazat. Ekkor a 3.3
lemma alapjan, a (3.8)-bol kévetkezik, ha 5 tart a végtelenbe, akkor

lim < (1) (Xl ])3)’ $0> = <Bz,£(3): x0>

J—00
egy valosziniiséggel, ]P’j(k’l)—majdnem minden z, esetén és igy Px,-majdnem

minden zo-ra. Mivel s tetszbleges volt kapjuk, hogy

lim (b*9(X11, X7}), 20) = (Bf(X7}), ) mm.  (3.9)

J—00

Kovetkez6 1épésként a 2.1 lemmat alkalmazzuk a logaritmus fiiggvényre
fi(zZ) “ log (<B(k’2)(m1_—1i), $o>> = log <<b(k Nziliz2h), $o>>

ahol z°_ =(...,z_1, 2o, Z1,...). Mivel fi(X‘foo)‘ < 00 és

lim f;(X*,,) = log((b}; (X}), Xo)) mm.

1— 00

a (3.9)-vel. Mivel n — o0, a 2.1 lemma miatt
L HTE) = 3o (1), X))

— E{log(<bz,e( 7k),X0>)}m.m.

amit meg szerettiink volna mutatni. 1

A 3.2 bizonyitasa Az altaldnosség korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy
SO - 11 igy
liminf W,(B) = 11m1nf—10gS (B)

n—oo n—0oo

— liminf > log (Z Qr.05n(

n—00
k

n—oo n

> lim 111f— log (sup Gk S (A >
A

”)

n—oo n kL

= lim 1nf — sup (log gr + log Sy(

1
= 11m1nfsup <W (A" 4 oqu,g>
n—r00 n
1
> supliminf <W (A*9) 4 o8 Qk,t’>
k l n—oo n
= Sup lim inf W, (H(k ‘3)) (3.10)

n—0oo
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A 3.4 lemma miatt azt irhatjuk, hogy amint n — oo

W, (H*Y) = Zlog< htO(X1Y), X
— E{log<bzl( ) Xo) b (3.11)

ahol a b (X 1) IP’ ™% hatéreloszlés szerinti Markowitz- -tipusi portfélio. A

2.4 lemma miatt kapJuk hogy

(120K {log (b3 (X %), Xo)} > E{Uu ((b;(X7}), Xo),A)}
(e (0, ) 2
by /(X

Pl (0. %).)
" {<<< k)g,i@l) %”)

Jeldlje by, (X~ L) a IE”X(_l) hatéreloszlas szerinti log-optimélis portf6liék hal-

mazat. Ekkor

E{Un ((B;(X71), Xo),2)}

E{Up ((b%(X %), Xo0),A)}

(1 - 2)E {log (b ,(X 1), Xo)} + AE{E* {{b; (X 1), Xo) | X 5 }}
—E{g ((Bho(X25), Xo),A)} - ;E(<bz,z(x ), Xo)—1)°,  (3.13)

>
>

ahol az utols6 egyenlStlenség a 2.4 lemméabdl kovetkezik. Legyen €, o
E{log <bZ’Z(X:,lc), X0>}. Kombinaljuk (3.11), (3.12) és (3.13), ekkor kap-
juk, hogy

lim inf W,, (H®**)

n—oo

> 6kz+

SRS { (0L (XT0), Xo) | X0 — B2 {(BhAXTR), Xo) | X7}
(bze(x > ) g ((Bro(X3), Xo),A)}

b;f:e(X -1 , . 3
3(1 N 2)\ { bZe k) Xo ) (<bk’e(X_k)’ X0> B 1) }mm :
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Ahhoz, hogy korldtozni tudjuk a hdrom additiv tagot, felhasznéaljuk a
(2.25), (2.27) és (2.28) kifejezéseket:

lim inf W,,(H"**)
> e~ AneE {maxE (X - 1 - 10g(x™) XL}

_B E{ (m) _ 1\2 ~1 _ . (m) 1 2
Aa mTEX (XO 1) |X—oo} H}%HE |X0 1|X—oo

3
—Ch.E {mn%xE{‘Xém) 1 ‘X:;}} mm. , (3.14)
ahol
Are = 1— 92\ ' Aa mﬂ{§<x<g}
és .
a°+1
Chg—=——.
b 3(1—2))

Gyorfi, Lugosi and Udina [37] bebizonyitotta, hogy

sup exe = W,
kot
vagyis (3.10) és (3.14) miatt a tétel bizonyitasat befejeztiik. 1

3.3. Kisérletek eredményei

A javasolt stratégidk mindegyike szakértSk végtelen vektordt alkalmazza.
A gyakorlatban véges szami szakértével dolgozunk méghozza K x L méretd
szakérté vektort hasznalunk. Legyen K = 5 és L = 10 minden esetben.
Vélasszuk a szakértk feletti egyenletes {gx,} = 1/(X L) eloszlast, a sugér
legyen

i, =0.0001-d- k- L.

A 3.1 tablazat szdmos portfélié teljesitményét foglalja Ossze. A har-
madik oszlopban a két részvény koziil a jobbik részvény, a legjobb djrast-
lyozott portfélié (BCRP), az ordkulum (amit a legjobb el6relatd straté-
giaként definidlunk, a teljes t6két minden nap elején abba a részvénybe
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Részvények Legjobb Exp. [k, {]
Iroquois Legjobb eszkoz 8.92 | BX 2.58e+10 3.6e+11 [2,10]
Kin Ark BCRP 73.70 | B® 2.57e+10 3.6e+11 [2,10]
Orédkulum 6.85e+53
Cover up 39.97
Singer SAP 143.7
Com. Met. | Legjobb eszkdz 52.02 | BX 1224 4765 [3,10]
Mei. Corp BCRP 103.0 || B® 1219 4685 [3,10]
Orédkulum 2.12e+35
Cover upP 74.08
Singer SAP 107.7
Com. Met. | Legjobb eszkdz 52.02 | BX  1.5e+11 1.9e+12 [2,8]
Kin Ark BCRP 144.0 | B 1.5e+11 1.9e+12 [2,8]
Orédkulum 1.84e+49
Cover up 80.54
Singer SAP 206.7
IBM Legjobb eszkoz 13.36 | BX 52.3 182.4 [1,1]
Coca-Cola BCRP 15.02 | B¥ 52.2 182.6 [1,1]
Orédkulum 1.08e+15
Cover up 14.24
Singer SAP 15.05

3.1. tablazat. A tablazat kiillonbozé stratégidk altal elért vagyont mutatja
(legjobb eszkoz, legjobb konstans wjrastulyozott portfélié (Bcrp), ordku-

lum, Cover’s [19] univerzalis portfélidja (UP) és Singer [68] kapcsolgatds
adaptiv portfélidja (sap).) Az 6todik oszlop a (B¥X) magfiiggvény alapi

log-optimalis portf6li6 és a (BK) magfiiggvény alaplil szemi-log-optimalis
portfélié elért eredményét mutatja. Példaul a mésodik szdm a mésodik

sorban azt mutatja, hogy csak a Com. Met és a Mei. Corp részvényekbe
fektetve a magfiiggvény alapa szemi-log-optiméalis portfélié 2.57e + 10 dol-

lart ér el egy dollar befektetésével a vizsgalt id6tavon. Az utols6 oszlop a
K, L versengé szakérté kozott a legjobb szakértd elért vagyonat és indexét

mutatja.
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Sses1(BX) = 2.58e + 10
Lk 1 2 3 4 5
1 1.2e+8 6.8e4+3 1.7e+3 1.4e+3 2.9e+2
2 4.1e+8 3.3e+6 7.3e+4 5e+3 5.2e+2
3 2.9e4+9  9.7e+7 3e+6 8.2e4+4 1.4e43
4 5.6e+9 3.7e+9 4.7e4+6 1.5e+6 1.2e+5
5 9.1e+9 2.1e+10 1.8e+7 4.5e+6 3.4e+4
6 8.3e+9 4.7e4+10 1.2e+8 1.6e+7 1.9e+5
7 1.2e+10 3e+11 2.6e+8 1.2e+7 le+6
8 2.4e+10 2e+11  8.5e+8 Te+8 3e+4-6
9 1.4e+10 2.1e+11 1.3e4+10 1.le4+9 1.4e+7
10 2.7e+10 3.6e+11 3.9e4+10 5.5e+8 5e+7
Sessi(B") = 2.57 + 10
1 1.3e4+8 7.2e+3 1.7e+3 1l.4e+3 2.9e+2
2 45e+8 3.1e+6 7.2e+4 b5.1le+3 b5.2e+2
3 3e+9 9.9e+7 3.le+6 8.4e+4 1.4e+43
4 5.6e+9 3.7e+9 4.8e+6 1.6e+6 1.2e+5
5 9.6e+9 2.2e+10 1.9e+7 4.5e+6 3.5e+4
6 8.8e+9 4.8e+10 1.3e+8 1.6e+7 2e+5
7 1.2e+10 2.9e+11 2.7e+8 1.2e+7 le+6
8 2.be+10 1.9e+11 8.8e+8 6.9e4+8 2.9e+6
9 1.4e+10 2e+11 1.4e+10 1.1e+9 1.4e+7
10 2.7e+10 3.6e+11 3.8e+10 5.4e+8 5e+7

3.2. tablazat. A tablazat az Iroquois/Kin-Ark NYSE jegyzett részvénypér
elért vagyonat mutatja. A téblazat felsS fele a B¥ magfiiggvény alapt
log-optimdalis portfélié, az alsé fele a B magfiiggvény alapt szemi-log-
optimaélis portfolié teljesitményét mutatja. Barmely k£ és £ parra megk-

ereshetjiik a tablazatban a B

(k) g5 a B(k’l

) teljesitményét.
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fekteti ami aznap jobban fog teljesiteni), Cover [19] univerzalis portf6lioja-
nak (Up) és Singer [68] kapcsolgatés adaptiv portfélidjanak (sap) a tel-
jesitményét tiintettiik fel. (Vegyiik észre, hogy az ordkulum vagy elérelaté
portfélié nem felel meg egy valds befektetési stratégidnak sem hiszen csak
a napi hozamok elérelatdsa utdn hatérozhaté meg.) Az 6tédik oszlop
a (B¥) magfiiggvény alapt log-optimalis és a (BK) magfiiggvény alapi
szemi-log-optimalis teljesitményét mutatja. Példaul a méasodik oszlop két
szama azt mutatja, hogy a Com. Met és a Mei. Corp cégekbe torténd
befektetés esetén a magfliggvény alapu log-optimalis portfélié 2.58e + 10
(Sses1(BY) = 2.58e + 10), mig a magfiiggvény alapii szemi-log-optimalis
portfolié 2.57e + 10 (35651(BK) = 2.57e + 10) vagyont ér el 1 dollar be-
fektetésével. Példaul a tablazat mésodik sordban a k = 3 és az [ = 10
paramétert valasztva a BG'Y) log-optimalis szakértd 4765 dollart ér el 1
dollar befektetésével a 22 éves periddus alatt(Sses;(BE'?) = 4765), mig a
B(S’lo) szemi-log-optimalis szakérts 55551(3(3’10)) = 4685 dollart ér el.

A 3.2 tablazat az Iroquois/Kin-Ark részvényparba torténs 22 éves be-
fektetés elért vagyonat mutatja. Igy a 3.1 tablazat els§ soraban leirtakat
részletezi. A tablazat felss fele a B magfiiggvény alapii log-optimalis port-
f6li6, mig az also6 fele a B magfiiggvény alapl szemi-log-optiméalis portf6lio
teljesitményét mutatja be. A szakérték k = 1...5-el indexeltek az oszlopok
és £ =1...10-el indexeltek a sorok szerint.

Mindkét tablazatbél megallapithatjuk, hogy a magfiiggvény alapa log-
optimaélis és magfiiggvény alapl szemi-log-optimalis portfélidk azonos tel-
jesitményt érnek el.

Annak ellenére hogy log-optimalis stratégia és az azt tanulé magfiigg-
vény alapl log-optimaélis stratégia illetve magfiiggvény alapt szemi-log op-
timalis stratégia végtelen id6horizontra optimalizalt meglehetSsen erds tel-
jesitményt nytjtanak ezen a véges idéperidduson. Ezt két ok is pozitivan
befolyasolhatja. A dolgozat eddigi fejezeteiben nem vettiik figyelembe a
tranzakcios koltséget (ez a disszertacié 4.fejezetében feloldasra keriil) més-
részt az id6szak valasztast. Az egész stratégia mogott végiilis az a - megala-
pozott hit - 4ll, hogy legaldbbis hosszu tavon a nemzetgazdasagok fejlédnek,
az index hosszi tavon novekszik, a részvényarfolyamoknak legaldbb egy
része, kulonosképp a nem recesszids szakaszban, novekszik, s ciklusonként
esetleg més és méas részcsoport prosperdl, amelyekre adaptivan "réasalyoz"
az algoritmus. Mivel a részvénybefektetés kockdzatos - legalabbis- hosszabb
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tavon az elvart hozam felette marad a kockdzatmentes hozamnak a piac at-

lagaban. Emiatt kell a portfélié, mivel egy rogzitett részvény hosszu tavon
"akarhogyan" is viselkedhet ("ne tedd az Gsszes tojast egy kosarba" elv).

Markowitz | S,(EC™Y) S.(HP™) S.(BYY) s.(8"Y)
Részvényparok Iro-Kin Com-Mei Com-Kin IBM-Coc
A=0.00 | 2.6le+11  7.13e+03 1.75e+12 1.52e+402
0.05 | 2.75e4+11  6.73e4+03 1.73e+12 1.57e+02

0.10 | 2.5le+11  5.74e+03 1.76e+12 1.62e+02

0.15 2.45e+11 5.44e4+03 1.6le+12 1.67e402

0.20 | 2.60e+11  5.87e+03 1.56e+12 1.69e+02

0.25 | 2.97e+11  6.12e403 1.54e4+12 1.72e+02

0.30 | 3.09e+11  5.66e4+03 1.57e+12 1.73e+02

0.33 | 3.26e+11  5.47e+03 1.75e+12 1.73e+02

0.35 | 3.32e4+11  5.46e4+03 1.67e+12 1.73e+02

0.40 | 3.76e+11  5.45e+03 1.70e+12 1.73e+02

0.45| 3.62e+11 5.12e4+03 1.85e+12 1.79e+02

0.50 | 3.44e+11  4.82e4+03 1.92e4+12 1.83e+02

0.55 | 3.23e+11  4.07e4+03 1.74e+12 1.88e+02

0.60 | 2.64e+11  3.28e4+03 1.49e+12 1.94e+02

0.65 | 2.05e+11  2.62e+03 1.12e+12 2.04e+02

0.70 | 1.49e+11  1.97e4+03 7.40e+11 2.13e+02

0.75 | 7.30e+10  1.53e+03 3.65e+11 2.20e+02

0.80 | 1.80e+10  1.19e4+03 9.15e+10 2.23e+02

0.85| 1.18e4+09  7.02e4+02 4.17e4+09 2.05e+02

0.90 | 8.68e+06  3.30e+02 2.01e+07 1.70e+02

0.95| 1.73e4+04 1.38e4+02 5.83e+04 7.59e+01
log-optimalis | S,(B®'9) s,(B®9) 5, (B?%) g, (BMY)
3.6e+11 4765 1.9e+12 182.4

3.3. tablazat.

Table 3.3 a magfiiggvény alapi Markowitz-tipust straté-

gia teljesitményét mutatja kiilonbozé A\ értékek esetén. A legjobban tel-
jesité szakértbkhoz tartozd k és ¢ paraméterértékek amelyeket a tablazat
2 — 5 oszlopa tartalmaz: (2,10), (3,10), (2,8) és az (1,1). A legjobban tel-
jesits szakérték kiilonbozd A parméterértékek mellett adédtak(a tablazat-
ban aldhtzassal jelolve.)

A 3.3 tdblazat a magfiiggvény alapt Markowitz-tipusa stratégia teljesit-
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ményét mutatja kiillonbozé A paraméterértékek esetén. Vegyiik észre hogy
a 3.3 tablazat a 0.5 < A < 1 parméterértékek esetén is tartalmaz sorokat
noha ezeket nem vizsgélta a 3.2 Tétel. Ennek ellenére a magfiiggvény alapt
Markowitz-tipusu stratégia alkalmazhat6 ebben az esetben is. A legjobban
teljesitd szakértéhoz tartozd k és £ paraméterértékek, amelyeket a tablazat
2—5 oszlopa tartalmaz részvényparonként kiilénbézéek: (2,10), (3,10), (2,8)
és (1,1). A tablazatban log-optimalis név alatt a legjobb teljesitményt
nyQjté k és £ szakértéparral rendelkezé magfiiggvény alaplil log-optimaélis
portfoliot adtuk meg. Ez ugyancsak megtaldlhaté a 3.1 tablazat utolsé
oszlopdban, de itt ugyancsak megadtuk a konnyebb oOsszehasonlithatosag
érdekében.

Vegyiik észre, hogy a A = 0 paraméter érték mellett a Markowitz-tipusta
stratégia elért hozama a tobbi A mellett elért értékhez képest nem a legjobb,
holott ez nem veszi figyelembe a piaci kockazatot a részvénybefektetéskor.



4. fejezet

Optimalitas tranzakcios dij
mellett

Diszkrét idejd végtelen idShorizontt novekedés-optimadlis befektetést
vizsgalok tobb eszkdzt és ardnyos tranzakcids koltséget feltételezve[41l]. Az
eszkozhozamokrél homogén Markov folyamatot tételezek fel. Dinamikus
programozasi és gépi tanuldsi technikdkat alkalmazva két rekurziv befek-
tetési stratégiat mutatok be, amelyekre teljesiil, hogy hosszitavon a tra-
jektéridkon vett atlagos novekedési iitem 1 valdszintiséggel nagyobb mint
barmely maés stratégia esetén.

A aranyos tranzakciés koltség melletti befektetés kérdését f6leg folytonos
idében vizsgaltdk kordbban: Davis and Norman [26], Taksar et al. [72] and
Shreve and Soner [67], etc. Taksar, Klass and Assaf [72].

Kevés olyan cikk van, amely a diszkrét idében vizsgdlja a tranzakciés
koltség kérdését novekedésoptimalis politika esetén. Cover és Iyengar[50]
fogalmazta meg a léversenypiac kérdését, ahol minden egyes periédusban
csak az egyik eszkoznek van pozitiv kifizetSfiiggvénye az Osszes tobbi es-
zkoz nem fizet semmit. Aranyos tranzakcios koltséget tételeztek fel és asz-
imptotikus varhat6 atlagos novekedési iitem kritériumot alkalmaztak. Al-
taldnosabb piacok esetén is vannak eredmények. Iyengar [48] ndvekedés
optimaélis befektetést vizsgalt tobb eszkoz f.a.e. hozamok és aranyos tran-
zakcids koltség feltételezése melett. Bobryk and Stettner [11] két eszkozt,
részvényt és bankszamlat feltételezve, fogyasztassal kiegészitett portfolio-
valasztast vizsgaltdk. aszimptotikus varhat6 diszkontalt hozamot és f.a.e.
hozamokat tételeztek fel. Diszkrét idében a legmesszebbre juté tanulméany
Schafer [66] dolgozata volt, amely aszimptotikus varhat6 atlagos névekedési

71
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itemet, tobb eszkozt, ardnyos tranzakcids koltséget tételezett fel, az esz-
kozhozamok pedig stacionarius Markov folyamatot ko- vettek.

A legtobb a kérdéskorrel foglalkozé cikk sztochasztikus optimaélis kon-
trollt alkalmaz és a aszimptotikus varhaté atlagos novekedési ilitem szem-
pontjabdl vizsgalja a kérdést. Ezért érdekes megvizsgalni vajon van-e nem-
csak varhat6 értékben, de egy valosziniiséggel optimdlis stratégia.

4.1. Matematikai modell

A tranzakcids koltség bevezetésénél tamaszkodok az [50] cikkre. Az 1.1
fejezetben bevezettem a S,, amit az n-dik napi vagyonként definidltunk.
Ebben a fejezetben S, jelolje a brutté vagyon nagysagat az n-dik nap végén
(n=0,1,2,---), ugyanis a tranzakciés kolstég miatt meg kell kiilonboztet-
niink a nett6 és a brutté vagyon nagysagat. N, jelolje az n-dik kereskedési
periddus végén kialakuld nettd vagyon nagysdgat. Feltehetjiik, hogy a be-
feketet6 kezdeti vagyona Sy 1 dollarral egyenlé. Minden tovabbi az 1.1
fejezetben bevezetett jelolés érvényben marad. A fenti jelolés tudataban
az n-dik kereskedési periédus kezdetén az N, ; netté vagyont a b, port-
féliévektor szerint fektessiik be. Ekkor a n-dik nap végén kialakuld S,
brutté vagyon

d
S, =N,_; Z bgf)illgf) = Np_4 <bn; an) )

=1

ahol (-, -) a bels§ szorzatot jeldli.
végrehajtja az 4j b,,1 vektor szerint sziikséges vételeket és eladasokat. A
vételekért és az eladasokért tranzakcids koltséget kell fizetnie, ezért az n+1-
dik nap kezdetén a b,.; portfélioban levé vagyona kevesebb, mint S,. A
fenti jelolések alapjan n-dik nap végi brutté vagyon S, a kovetkezSképpen
néz ki:

Sp =Ny 1(bn, Tp) .

A kiszabott tranzakciés koltség egy eszkoz véaséarldsa vagy eladésa esetén
0 < ¢ < 1illetve 0 < ¢, < 1, vagyis, 1 dollar értékd részvény eladéasa
csak 1 — ¢, dollar jovedelmet jelent, és hasonldéan 1 dollar értékd eszkoz
megvasarlasa 1+c, dollarba kertil. Felteszem, hogy ezek a koltségek minden
eszkozre azonosak.
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Szamoljuk ki a b, ., portfoli6 osszedllitasakor fizetendd tranzakcios kolt-
séget. Miel6tt a tékénket atrendeznénk, a ] -dik eszkozben fekvs téke
b(j)a:( J)N,_; dollar, mlg az atrendezés utan bn +1N mennyiségi dollart kell
képviselnie. Ha b)gUIN,_; > b;lan akkor el kell adnunk és a fizetendd
tranzakcios koltség a 7-dik eszkozhoz kapcsoléddan

ce (b2 N, — b1 N,),

maskiilonben venniink kell és ekkor a tranzakciés koltség a j7-dik eszkozhoz
kapcsolédodan '
Cp (beJ)ran - bgf):z:g)Nn_1> .

Jeldlje " az z pozitiv részét. Ekkor a brutté vagyon felbomlik a nettd
vagyon és a brutté vagyon osszegére a kovetkezé onfinanszirozé médon

. d - . .
= S, ch(,g 2N, 1~ WLN,) =Y ¢ (WL N, — 29N, ),
5=1
vagy hasonléan

S, = N,+cs i (bﬁf):z:g)N - an ) +¢p Z ( — b0z N, _ >+.

J=1

Mindkét oldalt elosztva S, értékével, és bevezetve a w,, kifejezést

v = Vo
n S,n’
0 < w, < 1, ahonnan
d / pi) gl o0 pNp \ T
1=w, +c I by Wy c n wn—M .
te 2\ gy O - "Z S

(4.1)

Az aldbbiakban alaposan megvizsgalom a (4.1) egyenletet. Latni fogjuk,

hogy tetszbleges b,,, b, 1 portfélio-vektorok és z,, hozamvektor esetén egyér-

telmtien létezik egy w, € [0,1) koltségfaktor, vagyis a portfdlié-stratégia

onfinansziroz6. Az n-dik napi koltségfaktort w,-et a b,, b,.1 portfolié-
vektorok és a z, hozamvektor hatdrozza meg, vagyis

Wn = w(b‘m bn-‘rl’ iEn),
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valamely w fiiggvényre. A jelolés egyszertisitése érdekében vizsgaljuk a
(4.1) egyenlet kovetkezs egyszerisitett formajat:

d

1-—w=c) (u;—vw "‘sz v;w —u;)" (4.2)

=1

ahol w,u; és v; jeloli wy, f{: e S and bff}rl kifejezéseket.

A (4.2) egyenlet bal oldalan all6 fiiggvény 1-ben metszi az tengelyt, a
jobb oldalon &ll6 fiiggvény c, és c, kozott metszi a y tengelyt. Az egyenlet
bal oldala monoton csokken w-ben. A jobb oldalon 4ll6 fiiggvény pozitiv
és negativ szakaszokbdl all. Ezen lineéris szakaszok toréspontjainak z ko-
ordinatéi a kovetkezdk: u;/v;, j = 1,...d. Jeldljiik a toréspontokat névekvd

sorrendben w*(j) = u}/v}, 7 = 1,...d-vel. Ha j* jeloli azt az értéket amelyre

d d
¢ ) (Viw'(5") —ul)" + e ) (u —vjw(57) " < w57
i=g* =5
és 7* + 1 teljesiti
d d
¢ ) (Uw (") —ul) e Do (ul —viw (i +1))T > w(GT+1)
=5 * =5 +1

egyenlStlenséget, akkor eredeti egyenlet két oldala w}(s*) és wi(s* + 1)
kozott metszi egymast. Ha a jobboldal és a baloldal keresztezte egymaést
akkor a jobboldal a baloldal felett marad, mivel ez utébbi —1-es meredek-
séggel csokken. Méasrészt metszeniiik kell egymast mivel a jobboldal pozitiv
ha w > 0, mig a baloldal 1-ben metszi az x tengelyt.

Ha jelentdsen &t akarjuk rendezni a portfélidnkat, akkor a nettd vagy-
onunk jelent&sen csokken, de pozitiv marad. Jegyezziik meg tovabbd, hogy
a koltség nem korlatozza a lehetséges portféliok halmazat, vagyis minden
egyes lépésben a teljes szimplexen keressiik az optimalis portfoliot. A kolt-
ségfaktor nagysaga

1—c,
Swp, <1
1+¢

kozott helyezkedik el.

Elindulva Sy = 1 kezdeti vagyonnal és a wy = 1-€l, az S,, értéke az n-dik
nap végén a kovetkezd lesz

n

Sn - Nn71<bn1 xn) — wnflsnfl<bn ) $n> — H[w(bz?l; b’i; $i,1) <bz7 wz)]

1=1
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Vezessiik be a
g(bi—la bi, $¢—1,$i) = 10g(ﬂ/(bi_1, bi, CIii—l) <bi) 331>)

jelolést. Igy az atlagos novekedési iitem
1 1&
*lOg Sn = — Zlog(w(bi,l,bi,xi,l) <bz ) $z>)
n n 1=1

n

1
= = g(bi1,b;,zi 1, ). (4.3)
n4

Bzt az atlagos novekedési litemet szeretnénk maximalizalni.

Megjegyzés. Egyszerd korlatot adhatunk a novekedési rata csokkenésésre
nemnulla tranzakciés koltség esetén:

Jelolje W*(n, cs,¢p) = % ? log S’ az optimalis novekedési tlitemet c;

vétell és ¢, eladési tranzakcios koltség mellett. Ekkor

W*(n,0,0) > W*(n,cs, cp)

1—c; % 1—cs
) >~ W*(n,0,0) — .
1+¢ 1+¢

Ebbél a megjegyzésbsl adédik, hogy
110 S Ly (logw;_1 + log (b ))
- n = - i iy Xe
n g n g 1 g

7

> W*(n,0,0) + log(

1

1—c, 12

> 1 =S log (b;, x;
> log(y )+, D log (b, x)

> log(-— =)+ W(n,0,0),
P

1+4+c¢
igaz minden S, esetén, és az optimdlis esetben is.
Ezutan legyen z; valbészintiségi valtozo és jeloljik X,;-vel. Hasznéljuk a
kovetkezd felbontast 1
- log S, = I, + J,, (4.4)
ahol

n

1 )
I, = " > (g(bic1, b5, X1, Xi) — E{g(bi—1,b;, X1, X3)| XT'})

=1
és
1 ~
Jn - EZE{g(bzflab'HX'Lbez)’X?]’_ 1}-

=1
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I, martingal-differencidk atlaga. Mivel g(b; 1, b;, X;_1, X;) korlatos, ezért
I, korlatos martingaldifferencidk atlaga, amely 0-hoz tart 1 valésziniiséggel
a Chow tétel (lasd 3.3.1 Tétel a Stout [69] konyvben). Igy az atlagos
novekedési ltem: %log S, aszimptotikus maximalizdlasa egybeesik a J,
maximalizélaséaval:

> E{g(b; 1,b;, X; 1, X,)*}
5 <

w?
=1

amibdl adédik, hogy
I,—0

m.m.. Igy az %log S, atlagos novekedési iitem aszimptotikus maximal-
1zdlasa ekvivalens a J,, maximalizalasaval.

Ha a {X,} piaci folyamat egy homogén elsérendd Markov folyamat
akkor, megfelel§ {b;} portfélid-valasztasa esetén, adodik, hogy

E{g(bi_1,b;, X1, X;)| X1}
= E{log(w(bi 1,b;, Xi 1) (bs, X:))| X7}

log w(b;_1,b;, Xi1) + E{log (b;, X;) | X'}
= logw(b;1,bi, X; 1) + E{log (b;, Xi) |b;, X1}
&t v(b; 1, 0i, X 1),

igy a %log S, atlagos novekedési litem aszimptotikus maximalizdlasa asz-

imptotikusan ekvivalens a

n

1
Jn = EZv(bi,l,bi,Xi,l). (4.5)

=1

kifejezés maximalizalasaval.

4.2. A kapcsolodé Markov kontroll probléma

A tranzakcidés koltség melletti optimdalis befektetés kérdéskore, amint azt
a fejezet bevezet&jében emlitettem alapvetSen folytonos idSben lett meg-
fogalmazva: a teriilet klasszikusnak szamité cikke Davis és Norman [26]
dolgozata. Taksar és szerz6téarsai [72], Shreve és Soner [67], Taksar, Klass
és Assaf [72] két eszkozt tételeztek fel amelyeket Wiener folyamat vezérel,
ardnyos tranzakcios koltséget vizsgalt, és aszimptotikus varhaté atlagos
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novekedési kritériumot alkalmaztak. Akien, Sulem és Taksar [1] kiter-
jesztették a vizsgalatukat tobb eszkoz feltételezésére.

Mas szerz6k azzal a feltételezéssel éltek, hogy a tranzakciés koltség fix
és ardnyos részbgl all: Morton és Pliska [62], Easthem és Hastings [27],
(1d. [9], [70], [71], [52]). Optimalitasi kritériumként vagy varhaté atlagos
aszimptotikus novekedési iitemet vagy varhatd aszimptotikus diszkontalt
novekedési litemet tételeztek fel. Folytonos idejd arfolyamfolyamatot vizs-
galtak: geometriai Brown mozgast vagy maés altaldnosabb paraméteres sz-
tochasztikus folyamatot feltételezve. Easthem and Hastings[27] cikke az
impulziv kontroll reneszanszat hozta a portfélié optimalizalas teriiletén.
Egy impulziv stratégia a IT = ((No,0)(Ny, 71), (N2, 72)...) moédon adott,
ahol (N;, T;) sorozataként, ahol 7; megallasi id6k nem csokkend sorozata,
N, pedig a portfélié pozicidkat jeloli. A véletlen 7, idépontokban a port-
16116 Nj,_1-r61 Ni-ra valtozik.

A legtobb fent emlitett cikk sztochasztikus optimélis kontrollt és kivétel
nélkil aszimptotikus varhaté atlagos hozam kritériumot alkalmaz. Egyik
cikk sem foglalkozik az 1 valészintiségii optimalitas kérdésével. A disszerta-
ci6 ezen fejezetében két portfolio-valasztasi stratégiat mutatok és Markov-i
arfolyamalakulas feltételezése mellett belatom, hogy 1 valészintiséggel op-
timalisak.

A diszkrét idejd portfélid-optimalizalas az &altalanos Markov kontroll
folyamatok elmélet egyik specidlis esete. Egy diszkrét ideji Markov kon-
troll folyamat a kovetkezs 6t mennyiséggel jellemezhets: (S, A4,U(s),Q,T)
(cf. [45]). S jeloli az &llapotteret, A az akcidk tere, mig az egyes allapotok-
ban megengedett akcidk terét U(s) jeloli ami egy részhalamaza az A-nak.
Legyen a K halmaz a kdvetkezSképpen definidlva {(s,a) : s € S,a € U(s)}.
A Q(.|s,a) egy atmenetvalészintség magfiiggvény S a K feltétel mellett,
tovabba 7(s, a) a megtériilési fiiggvény.

A folyamat a kovetkezéképpen alakul. Jelolje S; a t id6pontban elfoglalt
allapotot. S; allapotban kivalasztjuk a szdmunkra optimalis akciot: A;-t.
Ha S; = s és A; = a, akkor a megtériilés r(s, a) és a folyamat S;,; allapotba
mozdul a Q(.|s,a) d&tmenetfiiggvény szerint. A kontroll politika egy sorozat
az A halmazon, ahol a multbeli akciék és allapotok vannak a feltételben,
azaz m,(:|So, @0, - -, Sn_1,an 1, S») akar egy véletlenitett politika is lehet.

Két megtériilési kritériumot szokas figyelembe venni. A aszimptotikus
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varhat6 hozam a 7 kontrollpolitika esetén a kovetkezéképpen van definidlva

1 n—1
J(m) = liﬂ%)rolf - > Er(Se, Ar). (4.6)
=0
A trajektoridnkénti aszimptotikus hozamot a kovetkezéképpen kell definial-

ni
n—1

1
J(m) = liminf — 3" (S, Ar). (4.7)

=0

A Markov kontroll elméletben az eredmények tébbsége a (4.6) szerinti
varhaté atlagos hozammal kapcsolatos, csak néhany cikk foglalkozik a (4.7)
szerinti trajektéridankénti hozammal.

A Markov kontroll folyamatok elméletében a legtcbb eredmény a (4.6)
kifejezésre vonatkozik. Kevés eredményt fogalmaztak meg a (4.7) kritéri-
ummal kapcsolatban. A trajektérinankénti eredményeket a kovetkezd cik-
kek tartalmazzadk: [5] korlatos hozamokra, mig [46], [47], [76], [55] nem
korlatos hozamokra vonatkozik.

A cél megkozeliteni a

J* = sup J(x),

maximalis aszimptotikus hozamot, ami dinamikus programozasi feladathoz
vezet el.

Az aldbbiakban portf6lié optimalizalasi feladatunk esetére megfogalma-
zom a kapcsolédé Markov kontroll feladatot. Tételezziik fel, hogy létezik
0<a <1<as<o0, hogy

X; € a1, a5]®
1. Legyen az allapottér a kovetkezd:

S:={(b,2)|b € Au,z € [a1,02)"}.
2. Legyen az akcidék halmaza:

A= Ad.

3. A fentebb bemutatott tranzakciés koltség modellben a lehetséges akcidk
halmaza a kovetkezé:
U(b, IIJ) = Ad.
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4, Mivel a piac viselkedését nem befolyéasolja a valasztott stratégia, ezért az
dtmenetvaloszintiségek éppen az eredeti Markov folyamat dtmenetvaldszi-
niiségei lesznek:

Qd(,z')|(b,z),V) := P(dz'|z) := P{dX, = dz'| X, = z}.
5. A megtériilési fliggvény:
r((b,z),b) = v(b, b, ).

6. A trajektériankénti atlagos hozam kritérium kovetkezé:

1 12
liminf — by _ _1),b:) = liminf — bi_1,bs, Ty
imin n;r(( t 1, Tt-1), be) im in n;v( t-1, 1, Tt 1)
= liﬂg}fJn.

4.3. Optimalis portfolié-valasztas

Két optimalis portfélio-valasztasi szabalyt vezetek be. Jeldlje 0 < 6 < 1
a diszkontfaktort. Egyfajta eltiiné diszkontfaktor moédszert alkalmazok,
amely a kovetkezd diszkontalt Bellmann egyenlettel adott:

Fs(b,z) = max {v(b, b, z) + (1 — ) E{Fs(b', X2) | X1 = z}}. (4.8)

Standard technika annak a bizonyitasa, hogy a (4.8) egyenletnek tet-
sz8leges 0 < § < 1 esetén van folytonos Fy € C(A4 X [a1, az]*) megoldasa.
(ld. Hernadndez-Lerma, Lasserie [45], Bertsekas, Shreve [8], Schéfer [66]).

1 Stratégia Els6 portfolio-valasztasi stratégiam a kovetkezd:

by ={1/d,...,1/d}
és
by, = argbrlnax {'U(bf, Y, X))+ (1 — &)E{F5 (b, Xi1)| X}, (4.9)
ahol 1 <1, és a 0 < §; < 1 diszkontfaktorra teljesiil, hogy 9; | O.

Megjegyzés. A (4.9)-hez stratégidhoz hasonlét konstrualt Schéfer [66].
Schafer [66] cikke ugyancsak Markov kontroll modellt hasznal arra, hogy op-
timéalis megoldast taldljon tranzakcids koltség melletti portfélié-optimaliza-
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las esetén. Stacionadrius Markov lancot feltételez, ahol az allapottér az
m dimenziés Huklideszi tér korladtos részhalmaza. A koltség fiiggvény -
természetesen- korlatozott. Feltételezi az atmenetmagfiiggvény folytonos-
sagat: tetszbleges h(.,.) folytonos fiiggvényre teljesiil, hogy

E[h(b, X:11)|X: = z] a (b, z) valtozokban folytonos, ahol b a portfoliovek-
tor.

Ugyancsak eltiind diszkontfaktor médszert alkalmaz. A cikkben felalli-
tott diszkontalt Bellmann egyenletnek létezik korldtos megoldasa. Véve
a diszkontalt Bellmann egyenletek sorozatdt a megoldasaikbdl konstrual
atlagkoltség-optimalis politikat. Az ebben a fejezetben kozolt hozzédjarula-
som kiterjeszti ezt az eredményt: hasonld politikdval 1 valészintiségd opti-
malitas érhetd el. S6t nem tételezek fel stacionaritast sem.

A {b;} portfolio-valasztast rekurzivnak nevezziik, ha

b, = bi(fﬁé_l) = b;(bi_1, Ti_1).

A {b;} portfolié rekurziv. A {b;} portfélié definicéjdban rekurzié nem
id6invarians, azaz ez egy nemstaciondrius portfolio-vdlasztdast szabdly.

Most megmutatjuk, hogy az 1 Stratégia trajektérianként atlagos noveke-
dési litem szempontjabol optimalis:

4.1. Tétel. (Gyorfi és Vajgda [41]) Ha az{X;} homogén elsérendd Mar-
kov folyamat és van olyan 0 < a; < 1 < ay < 00, hogy a; < X0U) < a,
manden j =1,...,d, akkor a d; | 0 megudlaszthats 1ugy, hogy

o 1 . 1

lim inf ( log S;, — — log Sn) >0

n—00 n n

m.m. teljesuljon. Az S, tetszéleges mdsik b; stratégia dltal elért n-dik
napt vagyon.

A Schéfer [66] -ben talalhatd 4.2.1 Tétel alapjan

n—oo

| 1
1iminfE{1og5;; _ logSn} >0,
n n

vagyis a {b]} portfolio varhato értékben optimélis. A 4.1 tétel erdsebb,
mivel azt allitja, hogy a {b;} portfolio-stratégia egy valdsziniiségd trajek-
tériahalmazon optimaélis.
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Megjegyzés. Valasszuk
d0; =1°,

ahol € < 1/2. Ezen valasztas teljesiti a 4.1 Tétel feltételeit.
Megjegyzés. Nyitott probléma annak a bizonyitasa, hogy
1 * 1 e * 7%
— ].Og Sn - Zg(bi)bi+1)Xi)Xi+1)
n n =1

konvergdl ergodikus hozamfolyamat feltételezése mellett, és a W* hatarér-
ték nem konstans. Tovabbi probléma a W* értékének meghatarozasa.
Tipikus értékpapirpiac feltételezése mellett

;=09 and ay=1.1,
modon teljesiil (cf.Fernholz [28]).

2. Stratégia A kovetkezs 1épésként staciondrius (id8invaridns) rekurzié
segitségével definidlok egy egyvaldszintiségl trajektériahalmazon optimaélis
portfélidt. Barmely 1 < k egész esetén, legyen

o) = {1/d,...,1/d}

és
b, = argmax {v(8"), ¥, X:) + (1 — 6)E{F5, (b, X;11)| X:}},  (4.10)
b/
barmely 1 < 3-re. A B®) = {bgk)} portfoliot a k szakérté portfélidjanak

nevezziik S,(B") tékével. Valasszunk egy tetszéleges g, > 0 valdszintiség-
eloszlast és definidljuk a kombinalt portfoliét a kovetkezéképpen

k=1

4.2. Tétel. (Gyorfi és Vajda [41]) Tegyiik fel, hogy a 4.1 Tétel feltételer
teljestilnek. Vadlasz- szuk meg a diszkontfaktort a 6; | 0, amint 1 — oo
modon. Ekkor

n—oo

1 1.
lim (L logS* — 1 Sn>:0
im (n og Sy, — ~log

m.m.
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A 4.2 Tétel jelentdsége, hogy aszimptotikusan S,-nel megkozelithetjiik
a maximalis atlagos novekedési iitemet. Fontos jovSbeni kutatéasi kérdés
lehet, hogy hogyan lehet megkonstrudlni ennek a stacionarius stratégidnak
az empirikus valtozatat.

Miel6tt bebizonyitanank az ebben a fejezetben kimondott két tételt egy
hires példan keresztiil bemutatom hogyan hatarozhaté meg a 2. Stratégia
konkrét esetben.

4.4. Tranzakcibés koltséggel kibovitett
Cover példa

A 2. Stratégiat alkalmazva tranzakcidés koltséget vezetiink be Cover hires
példajaba (1.1.példa), amelyet a log-optimalis portf6lié erejének demon-
stralasara idéznek szdmos cikkben. A példabeli portfdlié egy részvénybdl
és egy kotvénybdl all. Tovabbi egyszertsités érdekében feltessziik, hogy
a kétvénynek nincs hozama (ez természetesen altalanosithaté). Az :-dik
napra vonatkozé piaci hozamvektor x; = (1, y;), ahol az 1 jelenti a kétvény
allando6 értékét

(kamatlab nulla), az y; pedig a részvény arat. A részvény ara megduplazdd-
hat vagy megfelez6dhet minden egyes periédusban.

Az 1-dik napon b; = (1 — b;,b;) a portfélivektor. Tételezziik fel, hogy
c, = 0.

Az egyszerliség kedvéért az aldbbiakban az f.a.e. esetet mutatom be,
mint specidlis egylépéses Markov lancot. w; = w(b;, b1 1,x;) = w(b, ¥, y)
a koltségfiiggvény, ahol b; = (1 — b,b), b;y1 = (1 =V, V), x; = (1,9), a
kovetkezs egyenlet megoldasa (egyszeriiség kedvéért hasonld w jelo- lést
hasznélom a skalar argumentumokkal rendelkez§ fiiggvényre is):

l=w+c - {u—bw}, (4.11)

ahol u = by/(by+(1—b)). A (4.11) egyenlet w megoldésa a kdvetkez6képpen
vezethetd le:

Tekintsiik el6szor azt az esetet amikor y = 2. Egyszertien adédik, hogy
u=2b/(2b+ (1 —0b)) =2b/(1+b). Hab' > 2b/(1+b), akkor w = 1. Ha
b <2b/(1+b), akkor w < 1,ésal—w =c,-{2b/(1+b)—bw} formulabdl
kapjuk, hogy w = (1 —¢;2b/(1 + b))/(1 — cb').
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Hasonléan ha y = 0.5, akkor v = 0.56/(0.5b + (1 — b)) = b/(2 — b). Ha
b >b/(2-0), akkor w = 1. Ha ¥’ <b/(2—0b), akkor w < 1 és adddik, hogy
w=(1-1cb/(2—-0))/(1—csb).

Ha w egyenl§ 1-el akkor a logaritmusa 0. Jeldlje 0, a diszkontfaktort.

A (4.10) egyenlet a kovetkezs konkrét format Olti (az egyszertiség ked-
véért ugyancsak f-fel jeloljiik a skaldr argumentumokkal rendelkezé fiigg-
vényt):

Fs, (0™, 2) =

(1—cs-u)

m + 1/2 log((l + b(k)/)(l — b(k)l/2))+

max Ty, 1og

]. ! !
5(1 - 57@)(F5k(b(k) 12) + ng(b(k) ) 1/2));
ahol u = 2b(F) /(1 + b(*));

F5k(b(k)’ 1/2) =

l1—c,-u / /
/ S S (k) _ plR)
mae Lo ., 108 7y + 1/2108((1+5)(1 6 /2))+

1/2(1 — &) (Fs (0™, 2) + F5, (0%, 1/2)),
ahol u = b(¥) /(2 — blF)). Legyen Fj, (b,y) = 0, az els6 1épésként k = 1

F} (b,2) = max{v(b, ¥, 2) + (1 - 6x)1/2(Fs (V',2) + Fi (¥,1/2))}

1 1 _ _
F; (b, 5) = max{v(b, v, 7 +(1- 6x)1/2(F5 (Y, 2) + Fi (¥, 1/2))}
Megallunk, ha M} —m§ < e-mj,, ahol

mj, = min(Fy, (b,) - F5.” (b))

Mé m%X(Félk(b’ fB) - ng_l(b) ZE)),

£ (o)

egyébként [ =1 + 1 és megyiink tovabb a kovetkezd iteracios 1épésre.
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4.5. Bizonyitasok

A 4.1 Tétel bizonyitasa. Bevezetve a kovetkezd jelolést:
Fi(b,z) = F5,(b,z).

Meg kell mutatnunk hogy

n

liminf — Z(g(bi)bi+1)Xi)Xi+1) - g(bi)bi—l—l)Xi)Xi—i—l)) Z 0

n—00 ;
1=1

m.m.. A kordbbi martingdl differencia érvelés alapjan adédik, hogy

hmlnfiZ(g(b:7b:+1JX17X%+l) (bi7bi+1:Xi7Xi+1))
=1
= 11m1nf—Z(v(bf,bf+1,X) v(bs, bit1, X5))

n—0o0 n

m.m., ezért meg kell mutatni, hogy

1z 1z
lim inf <n2v(b;f,b;‘+1,x) nZv(bz,bZH,X )> >0 (4.12)

moee i1 i1
m.. (4.9) implikalja, hogy
Fi(b;, Xi) = v(b;, b541, Xi) + (1 = 0)BAF(B7, 1, Xora) 0740, X}, (4.13)
mig tetszéleges {b;} portféliora,
Fi(bi, X)) > v(bi, b1, X;) + (1 — 8)E{Fi(biy1, Xit1)|biv1, Xi}.  (4.14)

A (4.13) és (4.14) felhasznalasaval kapjuk, hogy

)

s
Il
—_

(b, 0511, Xi)

hE

(F(b Xi) = (1= 8)E{F(810, X o) [B]0, Xi})

Sl 3~ 3|
i

(F (85, X3) = (1= 6)E{Fi(b 1, Xi)|X3})

NE

s
Il
—
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és
1 n
— > v(bi, by, X2)
n =1
1 n
< > (Fi(bi, Xi) — (1 = 6)E{Fi(biya, Xia)|bita, X:})
=1
1 n
= EZ(F (biy X5) — (1 = 6)E{F(biy1, Xs11)| X })
=1
ezért
12 n
. Zv(b:’b;—l’ Z’U bubi—l—l;Xi)
"= n =1
12 .
> 0 (BB, X0) — (1= 6)E{F (b1, Xin) | X1})
=1
12 ;
- - (Filbi, X3) = (1 = 8)E{Fi(biys, Xi11)|X3}) -

s
Il
—

Alkalmazva a kovetkez& azonossagot

(1= 0)E{Fi(bs 1, Xi11)| X1} — Fi(bs, X)
= E{F(biy1, Xi1)| X1} — Filbiy1, Xita)
+  Fi(biy1, Xi1) — Fi(bi, X5)

— OE{Fi(bir1, Xit1)| X}

= a;+b tc.
Mivel
Fz(b1 ZIJ) = IIlﬁ.X{’U(b, b/: $) + (1 - 51)E(Fz(bla Xerl)‘Xz - $),}
ezért
1 Flleo < [[v]loo + (1 = 8:)[| Fs[ oo,
ahonnan Il
Vl||oo
Filleo < ——
1P < 255

(lasd. Lemma 4.2.3 Schéfer [66] dolgozataban). Mivel {a;} egy martingal-

differencia sorozat

0 <2/ Filw < 2 [[0]e

— 0
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ezért, mivel 3, — < 00, a Chow Tétel implikalja

n

1
—> a; =0 (4.15)
N

m.m. (lasd. Stout [69]).
Hasonléan a fenti korlathoz az egyenléségbdl az addédik, hogy

Fy(b,z) = max {v(b,b',z) + (1 — §;)E(F;, (Y, X:11)| X: = z))}
és az egyenlétlenség

Fi+1(b1 $)
= max {v(b,d",2) + (1 — §;11)E(F; 1 (0", X, 0)| X1 = 2)}
> v(b,b,z) + (1 - 01 )E(Fia (¥, Xi41)| X = )

tetsz6leges b'-re. Véve a kiilonbséget

Fi(bx iB) - Fi-‘rl(b: fB)

< max{(1 - 6)E(F(Y, Xia|X; = z))

—(1 = 0ir1)E(Fipa (V, Xi1)| X5 = 7))}
< (1=36)l|Fi — Fislloo

(0541 — 0:) max B(Fya (¥, Xipa)| X = 2)
< (1= 6)lIFi = Finlloo + (641 — 6)[| Fialloo-

Igy adodik
5i - 6i+1 ||
d;

és a 0;-re vonatkozo feltételeket, azt

|Fi — Fit1loo < Fit1lloo-

llv]loo
it1

felhasznalva, hogy ||Fii1|lee <
kapjuk, hogy

0; — Oi1

175 = Fisalloo < [[vllee =53
%
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(lasd. 4.2.3 lemmat Schéfer [66] dolgozataban). Vizsgélva a {b;},

1 n
2l

IN

adodik a feltételekbdl.

1 n
- > (Fi(bitr, Xi1) — Fi(bi,Xi))‘
=1
1 n
" Y (Fi(bir1, Xiy1) — Fipa(bigs, X¢+1))‘
-1
1 n
” Y (Fia(biv1, Xig1) — Fi(bi,Xi))‘
=1
1 n
LS IR Pl
=1
1
E(Fn+l(bn+11 Xn+1) - Fl(bb Xl))‘
13 [ Fatilloo + [ Filloo
;ZIIF Fusslo + Vil £ IE%
=1
|57, 1 1/571, 1+1/51
v Hoo Z +2 + 9]l
071 n

0

87

(4.16)

A (4.12) belatasahoz még azt kell megmutatni, hogy

llmsup Zé(E{F (bz+17 z+1)’X }

—E{Fi(biy1, Xit1)|Xi}) <0

m.m.. Az F; definici6janak a kovetkezménye, hogy

(b1, Xiv1) — Fi(big1, Xiia)
= max {v(b;3, 0, Xii1) + (1= G)E{F(Y, Xis2)| Xinn }

— max {0(bi1, ', X)) + (1 —
max {0(051, 8, X)) + (1= 8)B{F(b, Xs12) | Xi1n}

VAN

~v(bir1, b, Xii1) = (1= 6)B{F(Y, Xi12) [ Xis1}}

IA A

2|90

mbéx{ (651158, Xis1) — 0(bigs, b, Xip1) |

SELFL(b", X i12)| X 11} }
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ezért
= Zé E{F;(b}, 1, Xis1) — Fy(biy1, Xio1)| XL}
< 2”””“2&40. (4.17)
L
(4.15)-bol, (4.16)-bol és (4.17)-bé] adodik (4.12). .

A 4.2 Tétel bizonyitasa. A 4.1 Tételbdl kovetkezik, hogy

lim inf <log S, — 1 logS )

n—oo

m.m. meg kell mutatni

n—oo

1
lim inf ( log S, — = log S*) (4.18)
m.m.. A S, definici6ja miatt,

1 o0
Zlogs, = =1 S, (B*)
—log - ong::lqk (B*)

1
> = logsup gxS.(B™)
n k

1 1
= sup < %k | 1og Sn(B(k))> :
k n n

igy (4.18) adodik a

1 1
lim inf <sup ( %8k 2500 b, X, Xi+1))
no
1
n

k
Zg b;k’b:+1)Xz;X1+1)> Z 0

=1

m.m., amely ekvivalens azzal, hogy

lim inf sup
n—o0 k

k k * 7%
LSO, B, X0~ u(b, 8, X)) > 0
=1

(10g Qr
n

(4.19)
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m.. (4.10) implikalja hogy

F (b X)
k) k
= (0", 6, X3) + (1 — G)E{F(), Xapn) ), X,
(4.20)
mig tetszsleges {b;} portféliora,
Fy(biy Xi) > v(bs, b1, Xi) + (1 — 0p)E{Fr(bir1, Xi11)[bir1, X},
igy a {b;} portféliéra
Fk(b:7 Xz) Z U(bf; b:—|—17 ) + (1 - 5k)E{Fk(bz+17 z+1)’bz+11 Xz} (421)

A (4.20) és (4.21) miatt azt kapjuk hogy

:ngl'“(b:’bfﬂ’xi)
< ig:l (Fk(bf, Xi) = (1= 6p)E{F (], 1, Xi11) b7 1, Xz}>
_ iZ (Fu(b7, X:) — (1 — 6)B{FR(bl,0, Xi21) 1 X33)
és
j}év(bz’“%béﬁ,xo
_ ;é(sz(b X5) — (1 = 6)E{F (0%, X)), X1}
_ ;; (Fe(®®, X,) — (1 - 6 E{F (6%, X 10)1X1Y)
ezért
12 5 1 & . ox
ﬁ;v(bz 031, Xo) — E;U(bwbwl)xi)
> ;Z(F (6, %) - (1 - S)E{F.(P, Xo11)|X1Y)
— T (B X) — (1 BE{R(EL, X) XD)).

.Q
Il
—
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Alkalmazva a kovetkezé azonossagot

(1 = 6 )E{ Fio(big1, Xi1)| X3} — Fe(bs, X5)

= E{Fu(bir1, Xi01)| X1} — Fe(bisr, Xit1)
+ Fr(bir1, Xig1) — Fi(bi, X5)

— ORE{Fi(bsi1, Xi11)| X3}

= a;+b;+c.

Hasonlbéan a 4.1 Tétel bizonyitdsdhoz, az a;-k és b;-k atlaga nulldhoz tart

m.m., igy vizsgalva (4.19) az adédik, hogy 1 valésziniiséggel,

v

n—0o0o

1
lim inf sup ( Oiqk

4 200, 6 X - (61, 85,1, X))

log gz

sup lim inf (

k n—oo
k) (k) * 1%
4= Z(v ® b0 x,) - v(bi,bm,xi)))

suphmmfn > (v (bg ),bgi)l,X) v(b;, b}, Xi))

n—00
=1

5 .
sup lim inf gl Z(E{Fk (bﬁi)l, X)) X1}

n—00
k =1

~E{F(b],1, X111)| X1}).

Még meg kell mutatnunk azt, hogy az utols6é tag nemnegativ m.m.. Hasz-
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nalva az Fj

ezért

m.m., és (4.19) ezzel bebizonyitottuk a tételt.

vV

v

v

Fk(bﬁi)l, Xip1) — Fe(bi,y, Xit1)

max {v(b; 1,8, Xia) + (1= 6)E{FR(b, Xis2)| Xi1}}
max {0(051, 8", Xia) + (1 = 8)E{F(b", X i12) [ X iea}}
mpsermin { {4013, ¥, Xov)

+(1 = 8)E{FL(b, Xi12)| Xip1}

~{o(b40,8", Xi) + (1= G)E{F(Y", X i12)| Xipa} )
112,’1,11 {{v(bgi)l, b, Xit1)

+(1 = W) E{FL(Y", Xi10)| Xiia}}

{0018, Xiea) + (1= G)B{F(Y, X i) Xia}}
min {o(6{, b, Xia) — 0(0]. 1,8, Xisa)

—2]|9]eo,

. . 5 ” * 7
sup iminf _* ST E{F(b2), Xopn) — Filbiyn, Xin)| X1}

=1

sup bt(~2] )
0
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