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1. Témavalasztas

A kooperativ jatékelmélet szamos tarsadalmi dilemma illetve pénziigyi és gazdasagi probléma
modellje. Altalaban akkor alkalmazzuk, ha egy kozosség altal elérhets eredmény meghaladja
az egyénenként elérhets eredmények Osszegét (szinergia), vagy egy tevékenység teljes koltsége
alacsonyabb, mint a részfeladatok koltségeinek Gsszege (megtakaritas) illetve teljes kockézata ki-
sebb, mint a részfeladatok aggregalt kockazata (diverzifikicio). A 6 kérdés pedig természetesen
az, hogy hogyan osszuk el a tobbletet a szerepl6k kozott valamilyen ,jigazsagos” méddon.

Gyakorlati alkalmazasok

A kozosségi dontési problémakat altalaban szavazassal oldjuk meg. Az Eurépai Gazdasagi
Ko6z6sség (vagy mas néven Kozos Piac) nevi nemzetkozi megallapodéast 1957-ben hat orszag
irta ala, melyek nem egyenld silyozéssal, tobbségi szavazéassal hoztak dontéseket. Egy pozitiv
dontéshez legalabb 12 igen szavazat kellett a 17-bél, melyet a tagorszagok a 1. tablazatban
megadott stlyok alapjan kaptak (Taylor és Pacelli, 2008). A szavazasnal a ,tobblet” abbol

Orszéag Szavazatok szama  Népesség
Franciaorszag 4 44  milli6 16
NSZK 4 51  milli6 6
Olaszorszag 4 49  milli6 £6
Belgium 2 9 milli6 f§
Hollandia 2 11 milli6 6
Luxemburg 1 308 ezer 6

1. tablazat. EGK orszagok szavazbereje és népessége

adédik, hogy nem sziikséges a résztvevek teljes egyetértése a dontés meghozataldhoz, ennek
»Szétosztasa” pedig azt jelenti, hogy rendeljiink minden jatékoshoz egy szamot, mely reélisan
méri az 6 érdekérvényesit képességét. A fenti példa jol illusztralja, hogy a jatékosok sulyai erre
nem megfeleléek. Ugy tiinik, ugyanis, hogy Luxemburg erésen tilreprezentalt, mert negyed-
akkora a szavazodereje, mint a szazotvenszer akkora Nyugat-Németorszdgé, ha azonban kicsit
jobban megnézziik a szdmokat, lathatjuk, hogy a fenti rendszerben nem képzelhets el egyetlen
olyan dontési szituicioé sem, ahol Luxemburg szavazata szamitana. Ez ugyanis csak akkor for-
dulhatna els, ha a masik 6t orszag Ggy szakadna két partra, hogy az adott kérdést tamogatok
szavazatainak Osszértéke 11, az ellenz6ké pedig 5. Ezt azonban lehetetlen 5 darab paros szambol
kirakni.

Egy hétkoznapibb alkalmazas a kovetkezd. Egy kereskedelmi bank treasury osztélyan har-
minc bréker dolgozik, akik a piacon elérhet§ tobbezer lehetséges eszkdzbdl allithatnak Gssze
tetszGleges portfoliot. Az osztaly teljes koltségkerete harminc millidrd forint, a bank aggregéalt
portfoliojanak tékekovetelménye ezt az értéket egyetlen idépillanatban sem haladhatja meg.
A t&kekovetelmény a 99,9%-os CVaR értéke', melyet a portfoliét alkoté eszkdzdk hozamaé-
nak historikus adataibol becsiilt varhaté értékek és kovarianciamatrixuk alapjan szamolnak ki,
az eszkozok hozamanak tobbdimenzios normalis eloszlasat feltételezve. Az osztalyvezets az
egyenlGség elvét szem elGtt tartva, mindegyik brokernek 1 millidrd forintos keretet hagy jova,
t6kekovetelményét kiszdmoljak, az mindossze 13 milliard forint. A kiilénbozet oka, hogy a t6-
kekovetelmény, a hozamok kozti diverzifikdciés hatas miatt nem additiv. Raadasul, az, hogy
egy broker altal tartott eszkozok hogyan véltoztatjdk meg az aggragalt portfélio kockazatat,
az Osszes tobbi eszkozzel vald korrelaciotol is fiigg. Lehetséges, hogy valaki 6nmagéban latszo-
lag nagyon-nagy kockéizatot véllal, de ez a teljes portfoliora nézve valojaban fedezetet képez.

L Conditional Value at Risk, azaz feltételes kockaztatott érték egy gyakran hasznalt kockazati mérték.



Hogyan osszuk szét a portfélio teljes kockazatat az egyes eszkézok kozott? A probléma a szak-
irodalomban t¢keallokacio vagy kockéazatfelosztas (risk capital allocation) néven terjedt el (1d.
példaul Colini-Baldeschi et al. (2018), Csoka et al. (2009) illetve Csoka és Pintér (2016)).

A kooperativ jatékok szamtalan egyéb helyen fellépnek a kbzgazdasigtan, a pénziigyek, s6t
a statisztika és a jog teriiletén is. Az &ltalanos megoldéast Lloyd Stowell Shapley adta meg
1953-ban A wvalue for n-person games cimii cikkében. Bizonyithat6, hogy Shapley megoldésa,
melyet azota Shapley-értéknek neveznek, az egyetlen altalanos, azaz minden jatékra mikods
megoldasi koncepcid, mely bizonyos igazsidgossagi feltételeknek eleget tesz. Szépséghibaja, hogy
— az egyszertien felirhat6 formula és intuitiv tartalma ellenére — konkrét jatékokra nem feltétlentil
tudjuk az értékét pontosan meghatarozni, ha a jatékosok szama tul nagy, ugyanis a képlet a
jatékosok szaméban nem polinomiélis szamu tag Osszegébdl all. A disszertécié tartalma, ha egy
mondatban kéne Osszefoglalni: Hogyan lehet (illetve nem lehet) egy kooperativ jaték Shapley-
értékét hatékonyen kiszamolni vagy megbecsiilni?

2. Kutatasi el6zmények

A kooperativ jatékok ma megszokott matematikai formalizmusanak alapjai Neumann Janos és
Oskar Morgenstern Theory of Games and Economic Behaviour cimd, elGszor 1944-ben megje-
lent, kdnyvébdl erednek.

2.1. Definici6. Atruhdzhaté hasznossdgi (transferable utility), vagy roviden TU-jdtékon (N, v)
rendezett pdrt értink, ahol N egy nemdiires, véges halmaz, v pedig v : 2V — Z halmazfigguény,
melyre v(()) = 0, ahol 2 az N halmaz hatvinyhalmaza, azaz Gsszes részhalmazainak halmaza.

Az N halmaz elemeit jatékosoknak, részhalmazait koalicioknak, a v fiiggvényt pedig karak-
terisztikus fiiggvénynek nevezziik, a v(S) szamot pedig az S C N koalicio értékének?. Jelolje
Gn, az N-hez, mint jatékosok halmazahoz tartozo sszes lehetséges TU-jatékok (vagy roviden,
az N folotti TU-jatékok) halmazat. Ezek a koalicionkkénti miveletekre egy Z f6l6tti modulust
alkotnak.

2.2. Definicié. Legyen N # 0 halmaz. Erték alatt o : Gy — QN fiigguényt értink.

A jaték értéke a jaték egy lehetséges megoldéasi koncepcidjat jelenti, abban az értelem-
ben, hogy minden jatékban, minden jatékoshoz hozzérendel egy szamot, melyet tgy lehet
interpretalni, hogy az adott jatékos ennyit kapjon az osztozkodasnal, ha a jaték (a karakte-
risztikus fiiggvény) megszerezhetd pénzt ir le, illetve ennyit fizessen, ha koltséget ir le. Ha
¢ : Gy — QN egy érték, akkor definicié szerint minden g € Gy-re ¢(g) egy N — Q fiiggvény,
melybe be lehet helyettesiteni egy i € N jatékost, megkapva igy az i jatékos ¢(g)(i) € Q része-
sedését a g jatékban. A jelolések egyszeriisitése érdekében a tovabbiakban ezt ¢;(g)-vel, vagy
ha nem okoz félreértést, elhagyva a jatékra vonatkozo jeldlést, ¢;-vel jeloljiik.

2.3. Definicié. Legyen a g € Gy jdtékban S C N egy koalicid, i € N egy jdtékos, melyre i ¢ S.
Az i jatékos S koalicio értékéhez vald hatdr-hozzdjaruldsa (marginal contribution) alatt a

vi(S) = v(S U{i}) — v(S)
szamot értjik.
2.4. Definicié. A ¢ : Gy — QN érték

e cgyenlden kezeld (ETP - Equal Treatment Property), ha minden g € Gy jatékban, barmely
két olyan i és j jdatékosra, melyekre vi(S) = v}(S) Vi,j¢ S C N-re, o; = pj,

e hatékony (EFF - Efficiency), ha Y v; = v(N) mindegyik g € Gn jdtékban,

2Mint azt a bevezet&ben 1évé példaknal lattuk, a karakterisztikus fliggvény koltséget is lefrhat, de altalanos-
sagban a ,koalicid értéke” kifejezést fogjuk hasznalni.



o nulla jdtékos tulajdonsdgi (NPP - Null Player Property): ha mindegyik g € Gy jdtékban,
ha egy i jatékosra vi(S) =0 Vi ¢ S C N-re, akkor ¢; =0,

e additiv (ADD), ha ¢(g1 + g2) = ©(g1) + ¢(g2) Yg1,92 € Gn-Te.

Vegyiik észre, hogy az ETP, EFF, és NPP tulajdonsag jatékonként értendd, azaz minden
rogzitett g € Gy jaték esetén a p(g) : N — Q fiiggvényre szab ki feltételeket, mig az ADD tulaj-
donség az egyes jatékok értékeit koti 6ssze. Az EFF tulajdonsag azt jelenti, hogy a nagykoalicio
értékét /koltségét osztjuk szét a jatékosok kozott, mig a masik harom valamiféle igazsagossagi
feltétel:

e ha két jatékos egy jaték szempontjabol ,egyforma”, akkor abban a jatékban ugyanazt a
kifizetést kapjak,

e ha egy jatékos egy jatékban ,haszontalan”, akkor a kifizetése (abban a jatékban) nulla
legyen,

e ha egy jatékot két masik Osszegére bontunk, és kiilon-kiilon jatszuk le 6ket, ezzel senki se
jarhasson jobban vagy rosszabbul.

A TU-jatékok legismertebb megoldasi koncepcidjanak legfGbb eredménye a kovetkezd:

2.1. Tétel (Shapley, 1953). Minden N # () esetén 3! az ADD, ETP, NPP és EFF aziomdknak
eleget tevd p érték.

A 2.1. tétel nem csak egzisztenciatétel, a benne szereplsé Shapley-érték explicite is megadhato
a kovetkezGképpen.
2.5. Definicié. Legyen g = (N,v) egy TU-jiték n = |N| jatékossal. A jdatékosok egy érkezési
egyértelmi figguényt értink. Ha i € N egy jdtékos, o egy sorrend és o(i) = j € N ez azt
jelenti, hogy az i jatékos j-ediknek érkezik. A jdatékosok dsszes lehetséges sorrendjeibdl dllo
{o: N & {1,2,...,n} kélcsondsen egyértelmd figgvény} halmazt O(N)-el jeloljik. Nyilvin
|O] =n!l. Ha o€ O(N) egy sorrend, i € N egy jdatékos, akkor S,(i) C N jeloli az i eldtt érkezd
jatékosokat: S,(i) = {i' € N | o(i') < 0(i)}. A g= (N,v) TU-jaték Shapley-értéke

(S, (4 .
Sh; = E % Vi € N-re. (1)
0€O(N)

Az i jatékos Shapley-értékének kiszamolasakor figyelembevessziik a jatékosok Gsszes lehet-
séges sorrendjét. A v}(S,(4)) érték azonban nem valtozik attol, hogy az i jatékost megel6z6 és
kovets jatékosok egymaés kozti sorrendje megvaltozik, de senki, aki korabban el6tte volt, nem
keriil mogé és vice versa azaz, ha az i jatékos ugyanahhoz a koalicibhoz csatlakozik. Ha eze-
ket, a nagyon sokszor el6forduld, ekvivalens tagokat, melyek szama |S,(4)]! - (n — |S,(i)| — 1)!
osszevonjuk, akkor az

st Y |S\!~(n;!|5|—1)!,vz{(5):% > n}l).vg(@ (2)

SCN\{i} SCN\{i} (s

formuldhoz jutunk. Shapley eredeti cikkében ez a nehezebben értelmezhetd képlet szerepel.

Egy TU-jaték definici6 szerint egy 2™ — 1 elemti halmazon értelmezett fliggvény, azaz prak-
tikusan egy 2™ — 1 elemii sorozat, melyhez képest a (1) formula, mint n! tagszamua 0sszeg nem
értékelhetd ki polinom-idében, azonban a (2) formula, mely mar csak 27! tag dsszege, elvileg
hatékonyan kiszamolhat6. Egy TU-jatékot azonban nem praktikus és nem is szokas az Osszes
koalici6 értékének felsorolasaval megadni, altalaban valami tomdrebb forméban adjuk meg, a ja-
tékosok szaméban polinom-sok paramétert tartalmazé formuléval, ahogyan a kovetkezs példak
mutatjik:



2.1. Példa (TU-jatékok).
Szavazasi jaték: Legyen n € N, N = {1,2,...,n}, w = (w1, wa,...,w,) € N* és ¢ € Z. Min-
den S C N-re legyen
17 ha Z w; 2 q,
v(S) = €S
(5) 0, ha > w;<gq.
i€S
Repiil6tér-jaték: Legyen n € N, N egy n elemi halmaz, minden i € N-re ¢; € N, és legyen a
karakterisztikus fiiggvény v(S) = max{c;|i € S}.

Csédjaték: Legyen A € Zt n e N, Iy, la,...l, € N és legyen (N,v) az a TU-jaték, melynek
karakterisztikus fiiggvénye v(S) = max{0,4 — >, ,¢[;}.

Ez azt jelenti, hogy TU-jatékokat sok (akar tobb tizezer) jatékosra is meg lehet adni egy
kezelhet6 méretii adathalmazként, azonban a Shapley-érték ilyenkor mar sem az (1) sem a
(2) formula segitségével nem szamolhatod ki a gyakorlatban. Ennélfogva relevans és értelmes
kérdéssé valik egy adott jatékosztaly esetén a Shapley-érték kiszdmitasa, mint algoritmikus
probléma.

Az egyik legkorabbi ezzel kapcsolatos nemtrividlis eredmény Megiddo 1978-as Computational
Complexity of the Game Theory Approach to Cost Allocation for a Tree cimii cikkében jelent
meg. Legyen a jatékosok halmaza N = {1,2,...,n} és legyen G(N U {0}, E,d) iranyitott
stlyozott éld gyokeres fa, ahol a 0 csics a gyokér, és jelolje d(i,j) > 0 a sulyozast az éleken.
Legyen minden S C N-re v(S) az Gsszes olyan él silyainak 6sszege, melyeket valamelyik S-beli
csucshoz vezetd, gyokérbsl induld ut tartalmaz. Ez a jaték megadhaté n—1 darab sillyal, igy a
Shapley-értékének kiszamitisa értelmes és érdekes kérdés. Belathato, hogy ez megoldhatd egy
egyszerd graf-algoritmussal linearis idében és tarban.

A fent emlitett szavazasi jatékok a Shapley-érték bonyolultsaga szempontjabol a masik vég-
letet képviseli. Konnyen lathaté, hogy mar annak eldontése, hogy egy adott jatékos Shapley-
értéke nulla-e egy ilyen jatékban a kdztudottan NP-teljes részletosszeg-probléma altalanositasa
(illetve maga a részletdsszeg-probléma, egy 1 sulyu jatékosra). Mi tébb, Deng és Papadimitriou
(1994) szerint ez a probléma #P-teljes.

A komplexitasra vonatkozd eredmények eléggé behataroljak a Shapley-érték kiszamitasdnak
lehetGségeit, van azonban két lehet&ség, ami a gyakorlatban jol miikbdhet, eredetileg mindkett&t
maga Shapley javasolta még a '60-as években.

e Noha ezt a terminologiat sohasem hasznéltak, Mann és Shapley (1962) egy pszeudopolino-
midlis algoritmust ad szavazési jatékok esetére, Cantor Otlete alapjan, generatorfiiggvény
rekurziv kiszamitasaval. Az algoritmus a (szokésos értelemben) polinomialis olyan rész-
jatékosztalyokon, ahol a silyok a jatékosok szdmanak egy polinomjaval korlatozhatéak.

e Mann és Shapley (1960) javasolja a Shapley-érték Monte-Carlo szimuléacidval torténd becs-
lését.

3. Az értekezés eredményei

Az értekezés harom ponton kapcsolodik a téma irodalmahoz.

e Bizonyitunk egy a Shapley-érték komplexitdsara vonatkozé Gj eredményt, egy eddig nem
vizsgalt jatékosztalyra. Bemutatunk néhany kisebb eredményt a Shapley-érték kozelithe-

e Bemutatunk egy tj Monte-Carlo moédszert a Shapley-érték becslésére.

e Bevezetjiik a linearisan reprezentalhaté jatékok fogalméat, és bemutatunk egy a Mann
és Shapley (1962) altal szavazési jatékokra javasolt modszerrel komplexitasat tekintve
egyenértéki, de altalanosabb algoritmust és ennek repiil6tér-jatékokra valé alkalmazasat
és kovetkezményét.



3.1. TU-jatékok reprezentacidéja és komplexitasa

Mivel nem praktikus egy TU-jatékot a koaliciok értékeinek felsoroldsaval megadni, els§ 1épés-
ként, tisztazzuk, hogy mit is értiink egy jaték megadasan, ha azt egy algoritmus inputjaként
szeretnénk értelmezni. Ehhez jelolje Vn € N-re n = {1,2,3,...,n} az els6 n természetes szam
halmazat, melyek a jatékosokat fogjak reprezentélni (ez természetesen csak technikai feltevés,
nem jelenti az altalanossig valodi megszoritésat).

3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy jitékok eqy G C |J G osztdlya polinomidlisan reprezen-
neN
tdlhato, ha létezik egy véges 3 ABC, mely tartalmaz eqy x-al jel6lt specidlis tires szimbolumot

valamint a 0 és 1 szimbdlumokat® és egy X feletti legaldbb hdrom szalagos Te; Turing-gép, va-
lamint Vg = (rig,vg) € G-re olyan x4 € I = ;oo (2 \ {})" s2d, melynek hossza ng-ben
polinomidlis, és T elsd szalagjdra egy ng hosszi u 0-1-sorozatot, mdsodik szalagjdra pedig ,-t
irva, polinom-iddben kiszdmolja a g jatékban annak a koalicionak az értékét, melynek indikdtora
u. Roviden: Tg(u,z4) = v4(S5).

A polinomialis reprezenticié azt jelenti, hogy egy jatékosztaly megfelel modon ,témorithe-
t6” ahhoz, hogy Shapley-értékének komplexitasa értelmes kérdés legyen. A 2.1. példa minden
jatéka egy ilyen tOmor reprezentécioval van adva, példaul a szavazasi jatékok esetén ez n + 1
darab paraméter, a jatékosok sulyai és a kvéta.

3.2. Definicié. Legyen G C |J Grn egy polinomidlisan reprezentdlhatd jatékosztily. Fkkor a
neN
definicidban szerepld x, szavak egy La = {x, € L | g € G} nyelvet alkotnak. Ezt az Lg nyelvet

a definicioban szerepld T Turing-géppel egyiitt, az (Lg,Tq) rendezett part a G jdatékosztily egy

P

Mivel egy jatéknak tobb polinomialis reprezenticioja is lehet, ez felvet egy 1j problémét,
nevezetesen, hogy két formaélisan kiilonb6z6 reprezenticié ugyanazt a jatékot definidlja-e. Az
alabbi Aallitas szerint bizonyos esetekben méar ez is ,megoldhatatlan”

3.1. Tétel. co-NP-teljes annak eldéntése, hogy a 2.1 példa szerint megadott két linedris repre-
zentdcid ugyanazt a szavazdsi jatékok reprezentdlja-e.

Bizonyitds. Részletesen kiirva, azt kell eldonteni, hogy 2n + 2 darab wi,ws,...,wy,q és
wi, wh, ..., wh,q pozitiv egész szam esetén igaz-e hogy minden S C {1,2,...,n}-re

Zwi Zq®2w£ >q'.

i€S €S

Ez pedig mér a w; = w} és ¢’ = q—1 specialis esetben is a S C {1,2,...,n} hogy > w; = q,
€S

azaz a részletOsszeg-probléméaval ekvivalens, tehat mar ez is NP-nehéz. A probléma tovabba

co-NP-ben van, mert ha két jaték nem egyezik meg, akkor erre a bizonyiték egy olyan koalicid,

melyek értéke a két jatékban kiilonbo6zé. O

A polinomialis reprezentacio illetve reprezentalhatosag lehetévé teszi, hogy a Shapley-érték
kiszamitasanak probléméjat altalanosan definialjuk:

3.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a G C |J Gy jdtékosztilyra a Shapley-érték polinom-idében
neN

kiszamolhatd, ha létezik G-nek (Lg,Tq) polinomidlis reprezentdcidja, melyhez létezik olyan T

legaldbb hdrom szalagos Turing-gép, melynek elsd szalagjdra inputként eqy Lg-beli szot, mint

P

szubrutinként haszndlva), polinom-idében kiszamolja a g jdték Shapley-értékét.

31gy tudunk szamokat abrazolni;



Megjegyzés. A definicié csak azt koveteli meg egy adott jatékosztdlyhoz, hogy létezzen (leg-
alabb egy) olyan polinomialis reprezentécidja, ami alapjan a Shapley-érték gyorsan kiszamolha-
t6. Elvileg el6fordulhat, hogy egy jatékosztéaly tobbféleképpen is reprezentalhatd, de az egyikbdl
ki lehet szamolni a Shapley-értéket, a masikboél viszont nem. Ez nem jelent ellentmondést, csak
ekkor nyilvan egyik reprezentaci6bol nem lehet kiszamolni a mésikat.

A Shapley-érték komplexitasaval kapcsolatos eredmények két részre bonthatoéak: bizonyos
jatékokra polinomiélis (Megiddo, 1978), mas esetekben valamely NP-nehéz eldontési probléma
altaldnositdsa (Deng és Papadimitriou, 1994), azonban a dichotémia egyelére nyitott kérdés?.
A kovetkezSkben az utobbi kategoriaba tartozo 4j eredményt ismertetiink.

A tartozdsos jdatékok a 2.1 példa cs6djatékahoz nagyon hasonlé (polinomialisan reprezen-
talhato) jatékosztaly, melyet Csoka és Herings (2019) vezetett be. A jaték karakterisztikus
fliggvénye

min{A4, > [} ha 0€ S,
&) — jeso}
U= a0, A~ Y L} ha 045
J#50(0}

ahol N ={0,1,...,n—1}, Aésly,la,...l,—1 pozitiv paraméterek, melyekre A < > 1;. A jaték
szerepl6i egy 0-val jelolt jatékos, példaul egy cég, és véges sok hitelezd, I; jeloli a kotelezettséget
az i-edik hitelezs felé. Az A paraméter a 0-s jatékos eszkozeinek értéke, melynek értéke kevesebb,
mint a kdtelezettségek Osszege, igy a cég csédben van. A karakterisztikus fliggvény azt irja le,
hogy az egyes koaliciok mennyit tudnak behajtani az 6sszes kovetelésiikbdl. A csGdbemend cég
is szereplGje a jatéknak és azok a koaliciok, melyeknek 6 is egyik tagja, elsGbbséget élveznek
a kotelezettségek kielégitésében. A 0 jatékost nem tartalmazo koaliciok csak a maradékon
osztozkodhatnak. A jatékkal kapcsolatos tovabbi részletekért és példakert 1d. Csoka (2018).
Egy 2022-ben megjelent cikkben (Csoka et al., 2022) belatjuk az aldbbi tételt:

3.2. Tétel. NP-nehéz annak eldontése, hogy két tartozdsos jatékban a csddbemend cég Shapley-
értéke megegyezik-e, azaz az {(L1,Ls) | Shy = Sha} nyelv NP-nehéz, ahol L; tartozdsos jatékok,
Sh; pedig a 0-s jatékos Shapley-értéke az egyes jdatékokban.

Bizonyitds. Felhasznéljuk, hogy a

SUBSET-SUM = {(al,ag,...,ak,M) eZM [ 3H C {12, k)| Y a :M}
i€H

nyelv NP-teljes. Konnyt belatni, hogy ennek a
E
> ai

HALFSUM: (al’a’Q""’a’k) GZk | HH g {172a7k} ‘ Za’i = i:;
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specidlis esete is az. Ezt fogjuk visszavezetni a tartozasos jatékok Shapley-értékére.

Legyen (a1, a9, ...,ax) € 7ZF. Legyenek a kotelezettségek [; = a; A = 22‘“ és legyen L1 egy
tartozédsos jaték az l; és A paraméterekkel. Az Lo jatékban ugyanezek lesznek a kotelezettségek,
de az eszkozok értékét 1-el csokkentjitk. Azt fogjuk megmutatni, hogy az L1 és Lo jatékban a
0 jatékos Shapley-értéke pontosan akkor kiilonb6z6, ha (aq,as, ..., ax) € HALFSUM.

S koaliciojat erdsnek, ha a koveteléseik sszege meghaladja az eszkozok értékét: . ol > A,

4Azaz sem olyan jatékot nem ismeriink, ahol egyik eset sem 4ll fent, sem olyan eredmény nincs, hogy ilyen
jaték nem létezik.



kozepesnek, ha éppen egyenls: ), ol; = A és gyengének, ha kevesebb: 7. _ol; < A. Mi-
vel az eszk6zok értéke éppen fele az Gsszes kovetelésnek, minden S esetén S és 5S¢ koziil vagy
pontosan az egyik erds, a mésik gyenge, vagy mindketté kozepes. Egy gyenge koalicié értéke
6nmagaban nulla, mert a kdvetelések hatrasoroltak, és a komplementer koaliciét nem lehet kifi-
zetni. Amikor a 0 jatékos egy ilyenhez csatlakozik, akkor viszont az Osszes kivetelés kifizethetd,
ezért a 0 jatékos hatar-hozzajarulasa megegyezik a kovetelések Osszértékével. Egy erds koalicid
Osszes kovetelése akkor sem elégithets ki, miutan a 0 jatékos csatlakozott a koalicidhoz, ezért a
komplementer koalici6 teljes kovetelését, mely ilyenkor kevesebb az eszk6zok értékénél athozza
onnan, tehat ilyenkor ez lesz a hatar-hozzajarulas. Ezt tomdren megfogalmazva:

> li, haS gyenge,
/ S) = €S
%(5) > 1;, ha S erds.
ieSe

Ha S kozepes, akkor a két eset egybeesik és v)(S) = A természetesen. Ezt felhasznélva a 0
jatékos Shapley-értéke az L1 jatékban a nevez6ben 1évé nl-al felszorozva:

n!'Sh():ZzS'vé(S): ZZS'U6(5)+ Z zg - vy(S) + Z zg - vp(S) =

S S erds S kézepes S gyenge
= E ZS'(Zli>+ E zg+ A+ E ZS'(le)
S erds iese S kozepes S gyenge ies

Ahol zg = |S|! - |S€|! pozitiv sulyok. Nézziik, mi valtozik, ha a Shapley-értéket az Lo jatékban
akarjuk kiszamolni. Ebben a kotelezettségek ugyanazok, de 1-el csokkentjiik az eszkdzok A
értékét. Egy eredetileg gyenge koalicié tovabbra is nullat ér, mert a komplementer kovetelések
kevesebb eszkozzel még kevésbé fizethetGek ki. Amikor a 0 jatékos a koalicibhoz csatlakozik, to-
vabbra is kifizethet$ az 6sszes kovetelés, mert az A-nal szigortan kevesebb volt, tehat legfeljebb
A—1. A 0 jatékos hatar-hozzajarulasa tehat, és igy az 6sszeg harmadik tagja nem valtozik. Ha-
sonléan kénnytd meggondolni, hogy ugyanez a helyzet az erds koalicidkkal, tehat az Osszeg elsé
tagja sem valtozik. Az Osszeg masodik tagja pontosan akkor nemiires, ha az eredeti HALFSUM
probléma megoldhat6. Egy kozepes koalicié mindkét jatékban nulldt ér, mert a komplementer
kovetelések elérik (Lo-ben meghaladjak) az eszkozok értékét, igy nem marad semmi. Amikor
a 0 jatékos egy ilyen koalicidhoz csatlakozik, annak értéke Li-ben éppen A lesz, Lo-ben pedig
éppen A — 1. Az 6sszeg mésodik tagjanak tehat minden tagja, s igy a tejles Osszeg is csokken.
Ha tehat van kozepes koalicio, akkor a 0 jatékos Shapley-értéke az Lo jatékban kisebb lesz az
L1-hez képest, és pont ezt akartuk beléatni. O

3.2. A Shapley-érték becslése Monte-Carlo szimulaciéval

A Shapley-érték, mint a jatékosok atlagos hatar-hozzajarulasa, egy diszkrét valdszintiségi val-
tozo varhato értéke, s igy — ha kiszamolni nem is tudjuk — megbecsiilheté Monte-Carlo szimu-
lacioval. Az Gtletet elGszor maga Shapley vetette fel mar 1960-ban (Mann és Shapley, 1960)
és tObb lehetséges modszert is vizsgalt a becslési hiba (variancia) csokkentésére a termeészetes
benchmark-nak tekinthets, egyszerd véletlen mintavételezéses eljarashoz képest. Az értekezés
negyedik fejezetében azt a kérdést vizsgaljuk, hogy hogyan lehet a Monte-Carlo szimulacié becs-
lési hibajat csokkenteni, illetve arra fels6 korlatot adni. Ismertetjiik az Illés és Kerényi (2019)
altal bemutatott algoritmust, mely onnan kapta a nevét, hogy a generélt minta, nem fiiggetlen,
de tovabbra is igaz ra a nagy szamok torvénye.

3.2.1. Elméleti hattér

3.4. Definicié. Legyen X1, Xo,...,X;,... azonos eloszldsi, véges p = E(X;) varhatd értékid
valdszindségi valtozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a sorozat ergodikus, ha igaz rd a nagy szamok
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Az ergodicitas tehat egy a fiiggetlenségnél gyengébb feltétel, mely biztositja hogy a min-
taadtlagot hasznédlhassuk a varhat6 érték becslésére. Nem fiiggetlen, de ergodikus sorozatot a
kovetkezs altalanos konstrukcioval kaphatunk:

Legyen (21, A;,Py) klasszikus valoszintiségi mezs, azaz, || véges halmaz, A; = 21 a
teljes hatvanyhalmaz, Py (F) = % VE C Qi-re, és legyen X : Q1 — R tetsz6leges valoszi-
niségi valtozé p varhato értékkel. Legyen (Q,A,P) az 7 megszamlalhatéan végtelen hat-
vanya (a mértékterek szorzatanak szokdsos kontrukcioja szerint), és legyen minden j € N és
w = (w1,ws,...) € Qre X;(w) = X(w;). Vegyiik észre, hogy az X;-k fiiggetlen, az eredeti
X-el azonos eloszlasu valészintiségi valtozok. Legyen tovabba t: Q; <> 2 kdlcsondsen egy-
értelmi transzformacio Qi-en és legyen T : Q) <> Q) a t pontonkénti kiterjesztése (-ra, azaz
T(w) = T(wi,w2,...) = (t(w1),t(wz2),...). Végil legyen K € N egy pozitiv egész paraméter,
és tekintsiik a kovetkezd sorozatot:

o VI>1lrelegyen Vi, =X;

e minden 2 <k < K-raésl > l-relegyenYy,; =Y,_1,0T =Y 0T 0T --- 0T = Yl’lOTk_l
k—1

e Alljon az Y} sorozat az Y} véltozokbol ,soronként”,
Yig,You1,.. . Y1, Y12, Y22,..., Y2, Y13, Y23,...
sorrendben felsorolva 6ket, azaz Y;_1)xyr = Ya -

Az Y; valtozokra a tovabbiakban szimpla és dupla indexekkel ellatva is fogunk hivatkozni, de
ezek mindig ugyanazt a sorozatot jelentik.

3.3. Tétel. A fent definidlt Y; sorozat minden K > 2 ést: Qy «— Qy transzformdcio esetén
ergodikus.

3.2.2. Az algoritmus leirasa

Noha a 3.3 tétel megfogalmazésa igen absztrakt és bonyolultnak tiinik, valojdban nagyon egy-
szerd a tételben szerepl6 mintat generalni. Legyen 7 = O(N) a jatékosok N halmazéanak
Osszes lehetséges sorrendjeibdl 4116 halmaz, mig X valamely i € N jatékos hatar-hozzajarulasa.
Az algoritmus két lépcs6ben miikodik. A 3.3 tétel szerint sziikségiink van egy K € N szam-
ra, és egy olyan t : 1 < 2y transzforméciéra, mely kolcsonosen egyértelmii az €2y halmazon,
emellett lehetdleg gyorsan kiszamolhat6. Az algoritmus elsé 1épésben egy ilyen transzforméciot
keres, majd mésodik lépésben ezt felhasznélja a Shapley-érték becslésére. Az egyszertiség ked-
véért elGszor ezt a masodik lépést targyaljuk. Ha a 3.3 tételben szerepld t transzformaciot méar
valahogy kiszdmoltuk vagy megsejtettiik, akkor a kovetkezGképpen hasznélhatjuk fel:

e Legyen ms € N porzitiv egész paraméter és generdljunk mo darab fiiggetlen w €
sorrendet.

e Minden, az el6z6 pontban kapott w sorrendhez szamitsuk ki a tovabbi K — 1 darab #/ (w) :
1 < j < K — 1 sorrendet (ahol a ¢/ kitevé a ¢ transzformécié j-szeri egymés utani
alkalmazését jeleni.

o Az Gsszes igy kapott K'my darab sorrend esetén szamitsuk ki az i jatékos hatar-hozzajarulasat,
majd ezeket atlagoljuk ki, igy kapjuk a Shapley-érték becslését.



Most ratériink arra a kérdésre, hogy hogyan talalhatunk egy megfelel§ transzformaciét az
algoritmushoz. Jegyezziik meg, hogy a 3.3 tétel a ¢ transzformaciotol semmit nem kovetel meg,
azon kiviil, hogy legyen kolcsondsen egyértelmt, és ebbdl kifolyélag mértéktartd, azonban, ha
a transzforméacié nem negativan korrelalé mintékat eredményez, akkor nem lesz hasznos, mert
akkor az algoritmus nem cstkkeni, hanem néveli a Shapley-érték becslési hibajat. A cél az,
hogy az algoritmus valahogy sajat maga konsturaljon meg egy mikédéképes transzforméciot.
Ez teljes altalanossagban reményteleniil nehéznek illetve szamitésigényesnek tiinik, egyel6re
csak a K = 2 specidlis esetre tudunk ilyen médszert bemutatni.

Jelolje I1,, az {1,2,...,n} halmazon hat6 szimmetrikus csoportot. Minden 7 € II,, termé-
szetes modon meghatéaroz egy sorrendeken haté t, : O(N) — O(N) transzformaciot. Legyen
ugyanis minden o € O(N)-re és w € II,,-re Vi € N-re t.(0)(i) = (m00)(i) = 7(0(7)). Ez teljesen
értelmes jelolés, mert a 2.5. Definicié szerint egy sorrend értékkészlete pont az a halmaz, ahol
a szimmetrikus csoport hat, és kdlcsondsen egyértelmii fliggvények kompozicidja is kolcsonosen
egyértelmt. Ha példaul egy 7 € I1,,-re w(j) = k (ahol 1 < j, k < n egész szamok), ez azt jelenti,
hogy a jatékosok minden o € O(N) sorrendjéhez egy olyan ¢, (o) sorrendet rendeliink, ahol az
eredetileg j-ediknek értkezs jatékos most k-adiknak fog érkezni. Az Gsszes t: O(N) — O(N)
transzforméaciok szama |O(N)|! = n!l, mig |II,,| = n!, igy a legtobb transzformacio ilyen alak-
ban nem kaphaté meg. Hogy ezzel mennyit veszitiink, azt nem tudjuk, de az igy megkaphaté
transzformécidk szama is tul nagy ahhoz, hogy mindet végignézziik, csak olyanok kozott fogunk
keresgélni, melyekre 72 = id a II,, csoport egységeleme, azaz melyek elallnak diszjunkt transz-
poziciok szorzataként. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy parba allitjuk az {1,2,...,n} halmaz
elemeit (lehetnek elemek, amelyek sajat magukkal allnak parban) és a parokat felcseréljik.
Azt, hogy hogyan érdemes a parokat kialakitani, statisztikai alapon dontjiik el. Legeneraljuk
a jatékosok ,néhany” lehetséges sorrendjét, minden jatékos part felcseréliink, kiszamoljuk ezen
sorrendekhez tartozo hatar-hozzajarulasokat, megnézziik, mely két jatékos felcserélése esetén
fognak ezek minél inkdbb negativan korreldlni, majd ezeket a parokat Gsszekombinaljuk. Le-
gyen tehat m, egy tetszleges természetes szam i € N egy tetsz6leges (de rogzitett) jatékos, és
tekintsiik a kovetkezs proceduarat:

e Generdljunk m, darab lehetséges sorrendet a jatékosok N halmazan, legyenek ezek:
51,82, --,8m,, € jelolje S az i jatékos hatar-hozzajarulasaibol allo vektort, ez egy m;
hosszu adatsor.

e Minden a,b € {1,2,...,n} par esetén legyen s§“”’), séa’b), ., s\ 5 jatéekosok azon sor-

rendje, melyet gy kapunk, hogy a megfelel§ s;-ben az a-adiknak és b-ediknek érkezd
jatékost felcseréljiik. Itt az a-adik és b-edik jatékos felcserélése egy (specidlis) transzfor-

macio: 8§a’b) = (a,b) o s; ahol (a,b) € II,, az a és b elemek felcserélése.

ga,b) (a,b) s(a,b)

e Jeldlje a S,y az i jatékos hatar-hozzajarulasaibol allo vektort az s D Y.

sorrendek mellett. Ez tehdt minden (a,b) par esetén egy m; elemi vektor.
e Legyen minden (a,b)-re C(, 3y az eredeti S és az S(,) adatsorok kovarianciaja.?

e A O szamok az {1,2,...,n} alaphalmazon, mint csticshalmazon értelmezett teljes
graf éleinek egy silyozésaként is tekinthetSek. Keressiink moho algoritmussal ebben a
gratban egy minimalis sulya teljes parositast, és feleltessiik meg egyméasnak azokat a
pontokat, melyeket a pérositids Osszekdt. Ez részletesebben kifrva a koévetkezst jelenti:
Legyen E C {1,2,...,n} x {1,2,...,n} kezdetben az iires halmaz.

1. Tekintsiik az (a,b) C {1,2,...,n} x {1,2,...,n} parok C(,y) szerinti névekvs sor-
rendbe rendezését.

2. Adjuk hozza E-hez a sorozat elsé elemét.

5Ha m; elég nagy, akkor szamolhatnank a korrelaciés egyiitthatoval is, de igy egyszertibb, mert biztosan
elkeriiljiik a 0-val val6 osztast.
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3. Huzzuk ki a sorozatbél az Gsszes olyan (a,b) elemet, melyre akir a akir b szerepel
valamelyik E-beli parban (barmilyen sorrendben).

4. Ha nem marad tébb elem a sorozatban, kész vagyunk, egyébként ugorjunk a 2.)
pontra.

Most legyen 7 az a permutacio, mely minden a € {1,2,...,n} szdmot felcserél azzal az
egyértelmten létez6 b szammal, melyre (a,b) vagy (b, a) E-ben van. Ezzel kész vagyunk.

Megjegyzés. A moho algoritmus természetesen nem alkalmas a minimélis stlyu teljes pa-
rositds megkeresésére, de annak egy elfogadhatd kozelitését adja. Valdodi teljes pérositést is
kereshetnénk a magyar modszerrel, de annak nagyobb a mtveletigénye, és a véges mintabol
becsiilt kovariancidkban 1év6 zaj miatt az algoritmust érdemben valészintileg nem javitané.

3.2.3. Komplexitas

Legyen a jaték komplexitasa (a karakterisztikus fiiggvény kiértékelésének miveletigénye) G,
és vizsgéljuk meg az algoritmus lépésszamat! Ha éliink azzal a nem tul er6s megszoritassal,
hogy G,, = Q(n) akkor lathatjuk, hogy itt messze a legnagyobb miiveletigényti lépés az min>
darab hatar-hozzajarulés kiszamitasa, ami dsszesen O (mq(5)G,) mivelet. Amikor két jaté-
kost, mondjuk az a-adikat és b-ediket felcseréljiik, akkor az ¢ jatékos hatar-hozzajaruldsa nem
valtozik, ha 6 eredetileg nem az a-adik utén és a b-edik el6tt érkezett (vagy forditva). Mivel
az i jatékos egyenletes eloszlassal, barmikor érkezhet, a és b pedig végigfut 1-t6l n-ig, a karak-
terisztikus fliggvényt atlagban csak kb. az esetek 1/3-dban kell jra kiértékelni, az esetek kb.
2/3-aban a csere nem valtoztatja meg azt a koaliciot, amihez az i jatékos csatlakozik. Ebbdl
kifolyolag azt mondhatjuk, hogy az algoritmus els6 lépésének futéasideje kb. min’Gn A -
sodik lépés sokkal egyszertibb, itt mo darab véletlen sorrend generalasa torténik, ami O(man)
miivelet, majd ezek transzformaldsa, ami ugyanennyi, végiil mind a 2msy sorrend mellett a
hatar-hozzajarulasok kiszamitasa, az egész Osszesen O(moG,,) mivelet. Egy m elemd fiiggetlen
mintaval az egyszeri mintavételezés komplexitasa nyilvan mG,,. Az algoritmus paramétereit
tehat ugy a legigazsagosabb beéllitani, hogy

2 2
min“G min
— " 4 2muG,, = MaGy, azaz

5 5 +2mo =m

teljesiiljon, ez esetben az atlagos futasideje egy m elemd fiiggetlen mintés Monte-Carlo szimu-
lacioval megegyez6 (vagy legalabbis, lehets legjobban kozelits).

3.2.4. Eredmények
Az algoritmus tesztelésére a kovetkezd nyolc jatékot hasznaltuk:
1. Az amerikai elntkvalasztds 51 jatékosbol allo aszimmetrikus szavazési jatékat, amelyben

a jatékosok silyai:

w = (45,41, 27,26, 26, 25,21,17,17,14,13,13,12,12, 12,

11,10,...,10, 9,...,9,8,8,7,...,7,6,...,6,5,4,...,4,3,....3),
——— —— —— —— N ——
4 4 4 4 9 7

a kvota pedig ¢ = 22“” +1 = 270.
2. Szimmetrikus szavazési jaték 100 jatékossal (minden jatékos silya azonos, a kvota 50).

3. Legyen N; = {1,2,...,50}, Ny = {51,52,...,100}, N = N; U Na, és legyen minden
S C N-re v(S) =min (]S N N1[,|S N Nz|). Ez a jaték a szakirodalomban eredetileg shoes
game, magyarul kesztydjdték néven ismert, minden koalici6 értéke az egymast kiegészits
targyakbol képezhetd parok szama.
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4. Repiil6tér-jaték. Legyen N = {1,2,...,100} és ¢ = (1,...,1,2,...,2,3,...,3,4,...,4,
—— —— ——— ——
8 12 6 14
5...,5,6,...,6,7,...,7,8,...,8,9,...,9,10,...,10), és legyen a karakterisztikus fiigg-
—— —— —— —— —— Y———
8 9 13 10 10 10
vény v(S) = max{¢;|i € S}. A ¢ vektor azt irja le, mekkora koltség az egyes repiil6gépek-
hez kifutépalyat épiteni. Egy repiil6gép tehat csak akkor ndveli egy koalicio koltségét, ha
nagyobb, mint a koaliciéban a legnagyobb gép, és csak miatta kell nagyobbra épiteni a
kifutopalyat.

5. Legyen a jatékosok halmaza N = {0,1,2,...,100} és legyen tetszSleges S koalici6 értéke
a 1. abran 1évs graf S-beli cstcsai és a 0 csics dltal feszitett részgraf minimalis koltségd
feszit6fajanak koltsége.

/Qﬁ H@\\
LA
O Q)

N
\ 7
NGO

1. 4bra. Minimalis koltségi feszitéfa (MCST) jaték grafja

6. A 2.1 példa csédjatéka n = 100 jatékosra. Az eszkozok értéke 200, a kovetelések megy-
egyeznek repiil6tér-jatékban 1évé koltségekkel.

7. A 2.1 példaban bemutatott tartozasos jaték, a paraméterei megegyeznek a csédjaték pa-
ramétereivel.

8. Legyen Ny = {1,2,...,50}, No = {51,52,...,100}, N = Nj U N,, és tegyiik fel, hogy
minden jatékos az N; halmazban pontosan egy Ns-belivel van parba allitva. Legyen
minden S koalicio v(S) értéke az S-beli elemekbdl kirakhato parok szama. Ez tehét
hasonlit a shoes game jatékra, de itt nem képezhet§ par barmely jobb és barmely bal
labas cip6b6l hanem mindenkinek csak egy parja van, példaul képzelhetjiik tgy, hogy
minden par cip6 kiilonb6z6 szint.

A numerikus szimulécio eredményeit a 2. tablazat tartalmazza. Mindegyik jatékra 6t kiilonb6z6
paraméterbedllitassal futtattunk egy 1000 elemd szimuléciot, hogy megbecsiiljiik az algoritmus
altal becsiilt Shapley-érték szorasat. Ezt tartalmazza a op oszlop. Osszehasonlitasként feltiin-
tettiik az egyszerd mintavétel szorasat, és az utolsd oszlopban a kettd hanyadosat. A 4. és
6. jaték esetében a legnagyobb sulyd utolsé jatékos Shapley-értékét szamoltuk, a tobbinél az
elséét. Az eredményeket réviden hdrom pontban foglalhatjuk ossze.

e Ha az algoritmust til kis elemszamu mintaval futtatjuk, akkor a szamitasi kapacitas tul
nagy részét koti le a megfelels ¢ transzformacié megtaldlasa, igy rosszabb eredményt
produkal, mint az egyszerd mintavételezés. A tablazat ezen soraiban 1-nél nagyobb szam
van az utols6 oszlopban.
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Jaték m m; mo OR OE oE/oR
100000 100 28325 0,000897 0,001201 1,34
600000 100 278325 0,000366 0,000362 0,99
1. 4000000 100 1978325 0,000142 0,000136 0,96
600000 1000 83250 0,000366 0,000714 1,95
4000000 1000 1783250 0,000142 0,000146 1,03
1000000 500 83333 0,000099 0,000237 2,39
2000 000 50 958334 0,000070 0,000100 1,43
2. 10000000 50 4958334 0,000031 0,000030 0,98
2000000 1000 166 667  0,000070  0,000170 2,43
10000000 1000 4166667 0,000031 0,000035 1,12
400000 100 116667 0,000791  0,000848 1,07
3000000 100 1416667 0,000289 0,000229 0,79
3. 10000000 100 4916667 0,000158 0,000127 0,81
3000000 1500 250000 0,000289 0,000415 1,43
10000000 1500 3750000 0,000158 0,000101 0,64
200000 50 58333 0,002825 0,003602 1,28
2000 000 50 958333 0,000893 0,000911 1,02
4. 7000 000 50 3458333 0,000478 0,000465 0,97
2000 000 500 583333 0,000893 0,001159 1,30
7000 000 500 3083333 0,000478 0,000498 1,04
250000 100 41667 0,162058 0,204571 1,26
1700000 100 766 667 0,062146 0,052712 0,85
5. 4000000 100 1916667 0,040514 0,033662 0,83
1700000 1000 16667 0,062146 0,198159 3,19
4000000 1000 1166667 0,040514 0,023188 0,57
200000 100 16667 0,010639 0,018708 1,76
1000000 100 416667 0,004758 0,003526 0,74
6. 10000000 100 4916667 0,001505 0,001047 0,70
1000000 500 83333 0,004758 0,007708 1,62
10000000 500 4583333 0,001505 0,001051 0,70
200000 100 166667 0,180138 0,244463 1,36
1000000 100 416667 0,080560 0,056791 0,70
7. 10000000 100 4916667 0,025475 0,015614 0,61
1000000 500 83333 0,080560 0,045475 0,56
10000000 500 4583334 0,025475 0,006730 0,26
250000 100 41667 0,001000 0,001520 1,52
2000 000 100 916667 0,000354 0,000278 0,79
8. 5000 000 100 2416667 0,000224 0,000198 0,88
2000000 1000 166 667  0,000351  0,000442 1,26
5000000 1000 1666667 0,000224 0,000150 0,67

2. tablazat. Ergodikus és fiiggetlen minta 0sszehasonlitasa 1000 elemd szimulaco alapjan

e Ha az algoritmus ,elég nagy” elemszama mintat general, akkor a nyolc esetbdl haromnal
(1., 2. és 4. jaték) nem képes érdemi javulast elérni, és nagyon hasonlo eredményt
produkal, mint az egyszerii mintavételezés. A tablazat ezen sorainak utolsd oszlopaban
1-hez nagyon kozeli szdmok lathatéak.

e A nyolc esetbdl 5-nél az algoritmus szignifikdnsan csokkenti a becslés hibajat az egyszerd
mintavételezéshez képest, a legdrasztikusabban a 7. jatékban (a tablazat 35. sora).

3.3. Egzakt, pszeudopolinomialis algoritmusok

Egy algoritmust akkor neveziink pszeudopolinomialisnak, ha a futasi ideje polinomialis fligg-
vénye az input numerikus értékének (nem feltétleniil az input méretének). A fogalomnak csak
olyan probléméak esetén van értelme, ahol az input szdmokbol vagy szamsorozatokbol &ll. A
TU-jatékok tipikusan ilyenek, ezért van értelme a Shapley-érték kiszamitaséra olyan algorit-
must keresni, mely ugyan nem polinomiélis az input méretének fiiggvényében, de a futasi ideje,
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a brute force médszerrel ellentétben, a jatékosok szaméaval nem novekszik exponencidlisan. Az
értekezés utolso fejezetében egy ilyen eredményt mutatunk be.

3.3.1. Multilinearis kiterjesztés
Jelolje pozitiv a,b € N egészekre B(a,b) az Euler-féle béta fiiggvényt:

/ (a—1!-(b—1)
B(a,b) = | a° bld .
[

(a+b—1)

A Shapley-érték (2) képlete szerint:

Shi Z 8|1 (n ;!|5| )

SCN\{i}

ami a = |S|+ 1, b =n — |5] jeloléssel:

sm= Y SIS = Y et i) do -

SCN\{i} SCN\{i} 0
1
2: /xW“_xwﬂﬂA (S (/ D Sl ) IS () da,
SCN\{i} 0 e

Az z!81(1 — z)»~ 1811 kifejezés annak a valoszintsége, hogy ha minden N \ {i} -beli jatékos
egymastol fiiggetleniil x valoszintiséggel dont a kooperécio mellett, akkor a kooperald jatékosok
halmaza éppen S. Mivel ezt minden lehetséges S C N \ {i} koaliciéra kiszamoljuk és Gssze-
adjuk, az integral mogotti stulyozott Osszeg is egy varhato értékként értelmezhets. Emellett
egy fiiggvény integralja 0-t6l 1- ig (1-el osztva) is a fiiggvény étlagértékének tekinthetc’i Ezzel a

1
- / E,v!(S) do (3)

Bpvi(S) dv =3 al¥l(1—a)" 1570 0i(s).

SCN\{i}

ahol

3.3.2. Linearisan reprezentalhaté jatékok
A Shapley-érték pszeudopolinomialis algoritmussal az aldbbi esetben szamolhato ki:

3.5. Definicié. Egy (N,v) TU-jdtékra azt mondjuk, hogy linedrisan reprezentdlhatd, ha a jd-
tékosokhoz rendelhetdek a; : j € N silyok és létezik f : N — N figgvény, hogy minden S C N

koalicio értéke eldall U(S) =f (Z ai) alakban. Ezesetben a fenti f figgvényt és az a; szd-
€S

P

reprezentdcioja, akkor azt mondjuk, hogy a jdaték ez altal linearisan reprezentdlt.

Megjegyzés. A linearisan reprezentalhatosag egy elég altalanos fogalom, a szavazasi jatékok, a
cs6djatékok a tartozasos jatékok, a repiil6tér jatékok mind egy lineéris reprezentécioval vannak
adva, a koltségallokicids jatékok azonban nem.
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Az értekezés egyik 6 eredménye az alabbi

3.4. Tétel. Legyen a G = (N,v) jdték egy linedris reprezentdcidja (f, {aj 1 j € N}) Tegyiik
fel, hogy minden a; < 27, és az f figgvény linedris iddben és tdarban kiszdmolhato. Ekkor
tetszoleges i € N jdtékos Shapley-értéke a G jdtékban kiszamithats O(nK) idében és O(n*K)
tarban, ahol K = )" a;.

J#i

Bizonyitds. Az algoritmus a Shapley-értéket az

1
Sh(i) = / B!
0

(3) egyenlet felhasznalasaval fogja kiszamolni. Legyen S C N egy tetsz6leges, az i jatékost nem

tartalmazo koalicié. A lineéris reprezentécio6 szerint v(S) = f | > a; |, amibdl:
JjeSs

S =f D ai+ai| =D a
JES JES

Legyen most S, C N \ {i} az a véletlen koalicio, melyet az i nélkiili n — 1 jatékos alkot, midén
egymastol fliggetlentil z valoszintiséggel a kooperaciorol dontenek. Ezzel a jeloléssel

E v} = Z P(S,=8)-|f Zaj—kai —f Zaj =

SCN\{i} jes jes

Legyen K = Y a; és csoportositsuk az Osszeg tagjait az S-beli sulyok Osszege szerint:
JEN\{i}

K
=D D) PS=9(fkra) - () =
}

k=0 SEN\{i
"esaj:k
K K
= (rkra) - m) Y RS =5 = (Flk+a) - f(8)-BG = ).
k=0 SZQJQ{:ZIE k=0

ahol G, jeloli a ) a; valoszintségi véltozot, azaz, a jatékosok altal kialakitott véletlen ko-
JES,

alicio Osszsulyat, midén egymastol fiiggetleniil = valoszintiséggel a kooperaciorol dontenek. A

P(G. = k) valoszintiségek az x valtozo egész egyiitthatos (n — 1)-ed foku polinomjai, melyeket

rekurzive ki tudunk szamolni, a kévetkezSképpen:

e Tekintsiik az a;-n kiviili stlyok (vagyis az i-t6l kiilonbozs jatékosok) egy tetszéleges, de
eldre rogzitett sorrendjét, és legyen Plj, k| annak a valoszintisége, hogy az els6 j jatékos
egy k osszsilyu koaliciot alkot (0 < j <n—1¢és0 <k < K). Ez minden j-re és k-ra az
x valtozo egy j-edfokd polinomja. Nyilvan j = O-ra P[0,0] =1 és P[0,k] =0 k > 1-re.

e Minden 1 < j <n — l-re, ha P[j — 1, k] mér ismert minden 0 < k < K-ra, akkor a teljes
varhato érték tétele szerint:

ppjgg — {0 P~ 1A ha k < a;
PRV P - Lk—a)+(1—2)-Plj—1,k hak>aq
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A Pln — 1,k] szamok épp a P(G, = k) valoszintiségek. Ezek egyszert sulyozott Osszegeként
K
kapjuk a Egv) = > (f (k+a;)—f (k)) -P(G, = k) kifejezést, mely szintén egy n — 1-ed foku

polinom, igy az integraljat is ki tudjuk szamolni analitikusan: egyszeriien kiintegraljuk tagon-
ként (a konstans tagot nullanak tekintve), majd a primitiv fiiggvény (egy n-ed foka polinom)
egyiitthatoit 6sszeadjuk. Ez egy raciondlis szam, a jaték pontos Shapley-értéke.

Ami az algoritmus komplexitasat illeti, egy n x K-as matrixot kell kitolteni, melynek minden
eleme egy legfeljebb n-ed foku polinom, azaz praktikusan n darab egész szam, melyekre tudunk
exponencialis fels§ becslést adni. Az els§ sorban csak olyan (konstans) polinomok vannak, me-
lyek mindegyik egyiitthatoja 0 vagy 1. Minden sor legfeljebb harom, el6z6 sorban 1évé polinom
Osszege (nem csak kettG, hanem harom, mert az (1 — z)-es tag eleve két polinom Osszege, és
ehhez jon még az xz-es tag). igy j szerinti indukcioval P[j, k] mindegyik egyiitthatoja legfeljebb
37 ami legfeljebb 3", ami egy legfeljebb O(n) bites szam. Legfeljebb n darab legfeljebb O(n)
bites szdmot téarolni legfeljebb O(n?) tarhely, és két ilyet dsszeadni legfeljebb O(n?) miivelet.
A P[j, k] matrix tehat kiszamolhaté O(n?K) futasi idével. Az algoritmus soran sziikségtelen a
teljes matrixot tarolni, elegendd mindig a két aktualis sor, ami csak O(n?K) memoriat igényel.
Konnyen lathato, hogy az f-re tett egyszerisits feltevések mellett, a P[n — 1,%] polinomok
elgallitasa a leginkabb szamitasigényes miivelet, az algoritmus tobbi lépése (az f fliggvény kiér-
tékelése K pontban, a polinomok dsszestlyozasa, és integralasa) elvégezhets O(n?K) lépésben,
a teljes algoritmus futasi ideje tehat O(n®K). O

Az algoritmust n-szer fliggetleniil lefuttatva az Gsszes jatékosra nyilvan ki tudjuk szdmolni
mindegyik Shapley-értéket O(n*K) id6ben, azonban erre nincsen sziikség, ugyanis a leginkdbb
szamitasigényes részt elég egyszer megcsinalni.

3.1. Lemma. Legyen ji,7jo,...,jn_1 6z i-tdl kilénbézd jatékosok eqy tetszdleges sorrendje, és
tekintsik a 3.4. tétel szerinti P[j, k] mdtrizot. Ekkor:

a) Ha az l-edik és { + 1-edik jatékost felcseréljik, akkor a P[j, k] mdtriz (-edik sordn kivil
eqyis sem vdltozik.

* Specidlisan: a mdtriz j-edik sora nem fiigg az elsé j jatékos (sem az utolsé n—1—j
jatékos) egymds kozétti sorrendjétdl.
** Még specidlisabban: a mdtriz utolsé sora fiiggetlen a jdtékosok sorrendjétdl.

b) A jdtékosok eldre rigzitett sorrendjének ismeretében a mdtriz tetszéleges sordbdl megkap-
hato az eldzd sor.

A rekurzié megforditasahoz vegyiik észre, hogy a P[j, k] matrix elss oszlopa mindig (1—x)7,
s6t altalaban, ha k < a; akkor P[j,k] = P[j — 1,k] - (1 — ), igy a j-edik sor elsG a; — 1 eleme
mindig oszthaté (1 — z)-el (maradék nélkil) és P[j — 1,k] = P[j,k]/(1 — z). Innentdl balrdl
jobbra haladva a (j — 1)-edik sor t&bbi eleme is kiszamolhato6, hiszen ha k > a; és minden
I < k-ra P[j — 1,1] mar ismert, akkor

Plj,kl=2-Plj—1,k—a;]+(1—x)-Plj— 1,k
miatt P[j, k] —x - P[j — 1,k — a;| oszthato (1 — z)-el, és

P[j7k]_x'P[j_1vk_aj]
11—z

Plj— 1,k =

Ebbd6l mar latszik, hogyan hasznalhaté a moédszer az teljes jaték Shapley-értékének kisza-
mitdsara. A szamitasigényes mivelet a P[j, k] matrix utolsé soranak kiszamolasa, amelyet elég
egyszer megcsinalni.
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3.1. Kévetkezmény. Legyen a G = (N, v) jdték egy linedris reprezentdcidja (f,{a; : j € N}),
ahol a; < 27, és az f fiiggvény linedris idében és tdarban kiszdmolhato, azaz teljesiilnek a 3.4.
tétel feltételei. Ekkor a jaték Shapley-értéke kiszimithato O(n®K) idében és O(n?K) tdrban,
ehol K =" a;.

Bizonyitds. Az 3.4. tétel bizonyitasdban bemutatott algoritmust kell kissé modositani. Ahe-
lyett, hogy elGszor kivalasztanank egy i jatékost, akinek a Shapley-értékét tudni szeretnénk,
el6szor kiszamoljuk a P[j, k] matrixot az Osszes jatékosra, azaz az Osszes a; suly figyelembeveé-
telével. A métrix igy (n + 1) x K-as lesz és nyilvan még mindig O(n?K) idében elallithato.
Legyen most ¢ € N egy tetszdleges jatékos. A 3.1. lemma szerint a métrix utolsé sordban elGallo
P[n, k] polinomok (nevezziik ezeket a tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért alappolinomoknak)
nem fiiggnek attol, hogy az a; stulyok milyen sorrendjébdl allitottuk el6 a matrixot tovibba a
matrix utolsoé el6tti sora

P[n,k]
Piln -1,k = {Pl[nﬁc],—ayP[n—l,k—ai]

1—x ’

ha k < a;,
hakZai

lett volna, ha épp az i jatékos lett volna a sorrendben az utolso. (A képletben feltiintettiik az
eddig elhanyagolt i-t6l valo fiiggést is). A polinomosztas (és nyilvan az Osszes t6bbi mtvelet
is) elvégezhets Z[z]-ben, O(n?) id6ben, azaz a méatrix utols sorabol az utolsé elstti O(n?K)
lépésben elgallithaté. A P;[n, k] polinomok, ugyanazok a polinomok, melyek a 3.4. tétel szerint
az i jatékos Shapley-értékének kiszdmitasara felhasznalhatoak (és a szamitas tovabbi lépései
sem haladjak meg az O(n?K) komplexitast). Mivel ezek a polinomok egyméstol fiiggetleniil is
elsallithatoak O(n?K) id6ben a teljes métrix nullarél valo felépitése nélkiil, a Shapley-értékek
egyesével kiszamolhatoéak O(n?K + n?K) = O(n3K) idében és O(n?K) tarban. O

3.3.3. Repiilstér-jatékok

A repiilstér-jatékok speciélis koltségallokacios jatékok (a graf egyetlen utbol all), igy Shapley-
értékiik linearis idében kiszamithat6. Ezek a 3.5. definicié értélmében nem linearis reprezen-
tacioval vannak adva, mert a koaliciok értéke nem a silyok Gsszegének, hanem azok maximu-
méanak fiiggvénye, azonban a P[j, k] polinomok ez esetben is felirhat6ak rekurzivan: a salyokat
nemcsokkend sorrendben tekintve, minden sor dgy kaphaté a felette 1év6bél, hogy mindenkit
megszorzunk (1 — x)-el, az adott jatékos sulyaval megegyez6 indexti oszlopban pedig még hoz-
zdadunk z-et. Mivel P[j, k] = 0 minden j-re, minden olyan k-ra, amely nem egyezik meg egyik
jatékos koltségével sem, a matrix minden oszlopa, legfeljebb m oszlop kivételével azonosan nulla
lesz, ahol m a kiilénbo6z6 silyok szama. Ezen médositassal az algoritmus O(n®) idében és O(n?)
tarban fut, mert a méatrix K helyett csak m < n oszlopbdl &ll, azonban minden sor kiszdmi-
tasa sordn (a maximum fiiggvény miatt) minden nemnulla elemmel és nem csak kettGvel kell
szamolni.

Az 6todfoka algoritmus Snmagédban nem lenne tul hasznos felfedezés, de mindjart méas a
helyzet, ha észrevessziik, hogy a repiilGtér-jatékok esetén a méatrixot nem sziikséges rekurzive
kiszdmolni, mert kapasbol fel tudjuk irni az utolsé sorét:

ek; E Zh Z Zh z>: fh
Pl-tal= (1= (1-0)%) (= 2)75 " = 1=z = (1 =)o

ahol /; a ¢; sulyd jatékosok szama. Ezeket a polinomokat nem sziikséges monomok Osszegére
kibontani, mert csak az integraljukra van sziikségiink 0 és 1 kozott, ami nem véltozik, ha a
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fiiggvényt tiikrozzitk az @ = 1/2 egyenesre, azaz z-et 1 — z-el helyettesitjiik. Ebbdl az

/ / >
/P[’I’L— ]-7Ck: / 1_$ Lh>ck _ (]_—{E)"'hzck _
0 0

> / 2 tn 1 1
:/$Ch>ck _/(1_$)Ch2ck = —
Z Ip+1 Z by +1
0 Ch =>C,

1 1 1
P 710 1—2)" =
/ " /( o=
0 0

formuldk adédnak. A kimaradé i jatékos Shapley-értékének szamolasakor a ¢, < ¢; tagokat
kell stlyozni ¢; — ¢ hatarhozzajaruldsokkal, ami egy konnyen lathatéan linearis idében ki-
szamolhato6 teleszkopikus Osszeg. Ezzel kaptunk egy 1j bizonyitast (és egy 4j algoritmust) a
repiil§tér-jatékok Shapley-értékének komplexitasara (és kiszamitasara) a koltségallokacios jaté-
kok felhasznélasa nélkiil.

illetve az

4. Az értekezés f6bb eredményeinek 6sszefoglalasa

e Bevezettiik a polinomialisan reprezentalhato jatékok fogalmat, melyek keretében a Shapley-
érték komplexitasa értelmes szamitastudomanyi kérdés.

e Megmutattuk, hogy a nemrég bevezetett tartozasos jatékok (liability games - Csoka és
Herings (2019)) osztéalyara a Shapley-érték kiszamitasa polinom-idében nem megoldhato
(hacsak nem P = NP).

e Bemutattuk a Shapley-érték Monte-Carlo szimulacidval torténé becslésének egy 1j mod-
szerét.

e Bevezettiik a linedrisan reprezentilhaté jatékok fogalmét és megmutattuk, hogy ezekre
a Shapley-érték kiszamitasa pszeudopolinomidlis. Ez kozos altalanositasa tobb korabbi
eredménynek és lefed korabban nem vizsgalt eseteket, mert mind a szavazési jatékok, mint
a cs6djatékok, mind a tartozasos jatékok linearisan reprezentéalhatoak.

e Megmutattuk, hogy az algoritmus a nem linedrisan reprezentalt repiilGtér-jatékokra is md-
kodik, s6t nagymértékii egyszertisddés utan linearis idében fut, ami egy ismert eredmény
1j bizonyitésa.

A fenti eredmények nagy részét eddig egy cikk és két mihelytanulmény forméjéban sikeriilt
publikélni:

e (Csoka, Péter, Ferenc Illés, and Taméas Solymosi. "On the Shapley value of liability games."
European Journal of Operational Research 300.1 (2022): 378-386.

e Illés, Ferenc, and Péter Kerényi. "Estimation of the Shapley value by ergodic sampling."
arXiv preprint arXiv:1906.05224 (2019).
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