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Bevezetés

A kooperativ jatékelmélet szamos tarsadalmi dilemma illetve pénziigyi és gazdasagi probléma
modellje. Altalaban akkor alkalmazzuk, ha egy kozosség altal elérhets eredmény meghaladja
az egyénenként elérhets eredmények Osszegét (szinergia), vagy egy tevékenység teljes koltsége
alacsonyabb, mint a részfeladatok koltségeinek Osszege (megtakarités) illetve teljes kockazata
kisebb, mint a részfeladatok aggregalt kockazata (diverzifikacio). A {6 kérdés pedig természe-
tesen az, hogy hogyan osszuk el a tobbletet a szereplék kozott valamilyen ,igazsagos” modon.

A lehetséges alkalmazasok széles spektrumat illusztraljak a kovetkezs példak:

o Az egyik legrégebbi kooperativ jatékelméleti probléma az i.sz. 1140-bdl szarmazik, és a
Talmud-ban talalhato: ,Jakob meghalt és elsGsziilott fidra hagyta teljes vagyonat, masodik
fiara a felét, harmadikra a harmadat, és legkisebb fidra a negyedét.” (Driessen, 1988). A
rabbi tehat, nagylelkten teljes vagyonanak 25/12 -ed részét, valamint azt a probléméat
hagyta gyermekeire, hogy most aztidn osszék szét, ami van, ahogy tudjak. Mit tegyenek

a fink?

o Egy kereskedelmi bank treasury osztalyan harminc broker dolgozik, akik a piacon elérhe-
t6 tobbezer lehetséges eszkozbdl allithatnak Gssze tetszbleges portfoliot. Az osztaly teljes
ezt az értéket egyetlen idGpillanatban sem haladhatja meg. A tékekovetelmény a 99,9%-
os CVaR értéke', melyet a portfoliot alkotd eszkdzdk hozamanak historikus adataibol
becsiilt varhaté értékek és kovarianciamatrixuk alapjan szamolnak ki, az eszkozok ho-
zaménak tobbdimenziés normaélis eloszlasat feltételezve. Az osztélyvezets az egyenlGség
elvét szem el6tt tartva, mindegyik brokernek 1 millidrd forintos keretet hagy jové, amit
t6kekovetelményét kiszamoljak, az minddssze 13 millidrd forint. A kiilonbozet oka, hogy
a t6kekovetelmény, a hozamok kozti diverzifikicids hatas miatt nem additiv. Réaadasul,
az, hogy egy broker altal tartott eszk6zok hogyan valtoztatjak meg az aggragalt portfolio

kockazatat, az Osszes tobbi eszkdzzel vald korrelaciotol is fiigg. Lehetséges, hogy valaki

L Conditional Value at Risk, azaz feltételes kockiztatott érték egy gyakran hasznalt kockazati mérték.



Orszag Szavazatok szdma Népesség

Franciaorszag 4 44 milli6 16
NSZK 4 51  milli6 6§
Olaszorszag 4 49  milli6 f6
Belgium 2 9 milli6 f6
Hollandia 2 11 milli6 {6
Luxemburg 1 308 ezer 6

1. tablazat. EGK orszagok szavazobereje és népessége

onmagaban latszolag nagyon-nagy kockizatot vallal, de ez a teljes portfoliora nézve valo-
jaban fedezetet képez. Hogyan osszuk szét a portfolio teljes kockdzatat az egyes eszkdzok
kozott? A probléma a szakirodalomban tékeallokécié vagy kockazatfelosztas (risk capital
allocation) néven terjedt el (1d. példaul Colini-Baldeschi et al. (2018), Csoka et al. (2009)
illetve Csoka és Pintér (2016)).

e Az Eurépai Gazdasagi Kozosség (vagy méas néven Kozos Piac) nevii nemzetkozi megalla-
podast 1957-ben hat orszag irta ald, melyek nem egyenld stulyozassal, tobbségi szavazassal
hoztak dontéseket. Egy pozitiv dontéshez legalabb 12 igen szavazat kellett a 17-b6l, me-
lyet a tagorszagok a 1. tablazatban megadott stulyok alapjan kaptak (Taylor és Pacelli,
2008). Osszehasonlitésképpen a tablazat harmadik oszlopaban feliintettiik az orszigok
becsiilt népességét?. Azt gondolhatnank, hogy Luxemburg a népességéhez képest erdsen
talreprezentélt, hisz negyedakkora a szavazodereje, mint a szazotvenszer akkora Nyugat-
Németorszagé, ha azonban kicsit jobban megnézziik a szamokat, lathatjuk, hogy a fenti
rendszerben nem képzelhets el egyetlen olyan dontési szitudcidé sem, ahol Luxemburg
szavazata szamitana. Ez ugyanis csak akkor fordulhatna el, ha a méasik 6t orszag agy
szakadna két partra, hogy az adott kérdést tdmogatok szavazatainak Osszértéke 11, az

ellenzéké pedig 5. Ezt azonban lehetetlen 5 darab paros szambdl kirakni.

o Lényegesen hétkoznapibb probléma a kovetkezs. Két utas szeretne taxikoltségen osztozni.
Az els6 utas A-bol megy C-be, a masik utas féliton, B-ben széll be a taxiba. Hényad

részét fizesse a teljes koltségnek a masodik utas?

e A kooperativ jatékelméletnek olyan teriileteken is van relevancidja, ahol elsére nem is
gondolnank. Egy ilyen teriilet példaul a jog. Toébbes kirokozasrol akkor beszéliink, ha
tobb egymastél fiiggetleniil elkdvetett hibabol szarmazik valakinek kara, de azt kiilon-

kiilon egyik hiba sem okozta volna, vagy legalabbis sokkal kisebb kart okoztak volna

2forras:  https://www.worldometers.info/population/countriesineuropebypopulation, illetve NSZK esetén

https://en.wikipedia.org/wiki/West Germany



(Id. példaul Ferey és Dehez (2016) illetve Dehez és Ferey (2013)). Tipikus példa erre a
szitudcidra, ha egy autoés eliit egy gyalogost, akinek konnyebb sériilése keletkezik, példéul
eltérik a laba, azonban a kérhazban okozott mihiba koévetkeztében tovabbi maradandé

karosodast szenved. Milyen ardnyban téritse meg a korhaz és az autos a kart?

o Masik meglepdnek tiné alkalmazasként a kooperativ jatékok elmélete a tobbvaltozos sta-
tisztikdban regresszios modellek magyarazo valtozoinak értékelésére is hasznalhato (Pintér
2007, 2011). Ttt a teljes modell magyarézoerejét (példaul R?) szeretnénk szétosztani az

egyes magyarazo valtozok kozott hogy jobban megértstik, melyek a fontos valtozok.

A kooperativ jatékelméletnek a pénziigyek teriiletén is szamtalan alkalmazasa van. Néhany

példa a szakirodalombol:

e A klasszikus Markowitz-féle portfélio-optimalizalasi probléma (Markowitz, 1955) feltevé-
sei szerint a befektetd w-u— A-w!- X - w alakd hasznossagfiiggvényt maximalizal, ahol w a
portfoliosulyokbol allo vektor, p az eszk6z0k varhato hozamaibdl 4116 vektor, 3 az eszkdzok
hozamainak kovarianciaméatrixa, A pedig egy szubjektiv kockazatkeriilési paraméter. A
probléma egy érdekes altalanositasat kaphatjuk, ha figyelembevessziik, hogy a részvények
birtoklasa a tulajdonosnak kontrolljogokat is biztosit, azaz beleszélhat a cég miikodésébe,
szavazhat a kozgytlésen a menedzsment kinevezésérdl/levaltasarol stb. Ha a befektetd
a cégben megszerzett befolyast, is figyelembeveszi a portfélio kialakitdsa soran, az opti-
malis portf6lio megvéltozhat. Amihud és Barnea (1974) egy ilyen portfolio-optimalizalasi
problémat modellez, melyben a cégben megszerzett kontroll szamszertsitésére kooperativ
jatékelméleti eszkozoket haszndl. Az optimalizalasi probléma ebben a kiterjesztett mo-
dellben diszkrét jelleget 6lt, a Markowitz-féle kvadratikus programozasi feladathoz képest

sokkal nehezebb.

e A kooperativ jatékelmélet a (pénziigyi) piacok modellezésére is nagyon hasznos. Alapve-
téen fontos kozgazdasagtani eredmény, hogy ez egy olyan jatékosztaly, melyben mindig

létrejon a kooperacio (Shapley és Shubik, 1969).

e A 2008-as valsag egy korabban ismeretlen kockdzatra hivta fel a figyelmet. A rendszerkoc-
kazat a teljes pénziigyi szektor Osszeomlésanak, kiszdradasanak veszélye, melynek szam-
szerisitése egyel6re komoly kihivas a kockazatkezel6knek és a pénziigyi intézményeket
szabalyozo, feliigyel6 hatosagoknak, és intenziv kutatés targyat is képezi. Tarashev et al.
(2016) ennek az igen idGszerti probléménak a modellezésére hasznélja a kooperativ jaték-

elmélet eszkozeit.

o Végezetiil érdemes megemliteni egy nem tul szivderits, de tarsadalmilag fontos teriiletet:



Chantreuil et al. (2020) jovedelemegyenl6tlenségek vizsgalatara hasznélja a kooperativ

jatékelméletet.

A kooperativ jatékok legismertebb altalanos megoldasat Lloyd Stowell Shapley adta meg
1953-ban A wvalue for n-person games cimii cikkében. Bizonyithatd, hogy Shapley megoldésa,
melyet azota Shapley-értéknek neveznek, az egyetlen altalanos, azaz minden jatékra mikods
megoldasi koncepcid, mely bizonyos igazsidgossagi feltételeknek eleget tesz. Szépséghibaja, hogy
— az egyszertien felirhat6 formula és intuitiv tartalma ellenére — konkrét jatékokra nem feltétlentil
tudjuk az értékét pontosan meghatarozni, ha a jatékosok szama tiul nagy, ugyanis a képlet a
jatékosok szaméaban nem polinomidlis szamu tag dsszegébdl all. Ennek a dolgozatnak a tartalma,
ha egy mondatban kéne osszefoglalni: Hogyan lehet (illetve nem lehet) egy kooperativ jaték
Shapley-értékét hatékonyen kiszdmolni vagy megbecsiilni?

A dolgozat felépitését tekintve 6t tovabbi fejezetbdl all. Az elsé fejezet a kooperativ jaték-
alaptulajdonsagait tartalmazza, ebben semmilyen 4j eredmény nem jelenik meg. A mésodik
fejezet a dolgozat szempontjabol fontos bonyolultsdgelméleti fogalmakat foglalja Gssze, a har-
madik pedig a Shapley-értéket mint bonyolultsidgelméleti problémat targyalja. Ebben, a méar
korabban ismert eredmények mellett, néhany 4j is lesz. A negyedik fejezet a Shapley-érték
Monte-Carlo szimulécidval valoé becslésének lehetséges modszereivel foglalkozik, melyet maga
Shapley vetett fel eredetileg, és azdta specidlis jatékosztalyokra sziilettek biztatdé eredmények.
Az 6todik fejezet a Shapley-érték egzakt kiszamitdsanak lehetGségeivel foglalkozik. A fejezet
legfébb eredménye a Mann és Shapley (1962) altal szavazasi jatékokra javasolt algoritmussal
megegyezd komplexitéasi, illetve annal bizonyos esetekben gyorsabb algoritmus bemutatasa bé-

vebb jatékosztalyokra. Az a sejtésiink, hogy ez az algoritmus érdemben mar nem javithato.



1. fejezet

Kooperativ jatékok és a

Shapley-érték

A kooperativ jatékok ma megszokott matematikai formalizmusanak alapjai Neumann Janos és
Oskar Morgenstern Theory of Games and Economic Behaviour cimd, elGszor 1944-ben meg-
jelent, kdnyvébdl erednek. A Shapley-érték mint a jaték altaldnos megoldasa 1953 6ta ismert
(Shapley, 1953). A tovabbiakban ezeket ismertetjiik roviden. (Részletes és frissebb, modernebb
leirasért 1d. pl. Peleg és Sudhdlter, 2007).

1.1. TU-jatékok

Pénziigyi teriileteken altalaban olyan speciélis konfliktushelyzetekkel néziink szembe, ahol (egye-
di szubjektiv hasznossigok helyett), minden pénzben mérhets, mely mindenki szdmara ugyan-

annyit ér. Ennek formaélis leirdsa a kdvetkezs.

1.1.1. Definicié. Atruhdzhaté hasznossdgi (transferable wutility), vagy roviden TU-jdtékon
(N,v) rendezett pdrt értiink, ahol N egy nemiires, véges halmaz, v pedig v : 2N — Z halmaz-
fiigguény, melyre v(0) = 0, ahol 2V az N halmaz hatvinyhalmaza, azaz Gsszes részhalmazainak

halmaza.

Az N halmaz elemeit jatékosoknak, részhalmazait koalicidknak, a v fliggvényt pedig ka-
rakterisztikus fiiggvénynek nevezziik, a v(S) szémot pedig az S C N koalicié értékének®. A
jatékosok szamat, azaz N elemszamat a tovabbiakban n-el fogjuk jeldlni. A TU jelz6, az els-

rebocsatott megjegyzésnek megfelelGen, arra utal, hogy egyedi szubjektiv preferencidk helyett,

3Mint azt a bevezetSben 1év6 példaknal lattuk, a karakterisztikus fliggvény koltséget is leirhat, de dltalanos-

sagban a ,koalicié értéke” kifejezést fogjuk hasznalni.



egyetlen, a jatékot leird karakterisztikus fliggvény létezését tételezziik fel, mely minden lehetsé-
ges koalicidhoz hozzarendeli azt a minden jatékos szaméra kozos (pénzben mért) értéket, amit
az adott koalici6 6nmagéban, a tobbi jatékos nélkiil, el tud allitani.

Legyen N egy nemiires halmaz. Jeldlje Gy, az N-hez, mint jatékosok halmazéhoz tartozo
Osszes lehetséges TU-jatékok (vagy roviden, az N {6lotti TU-jatékok) halmazat. Més szoval,
lassuk el jatékosok egy N halmazéat az Osszes lehetséges karakterisztikus fliiggvénnyel, és ezek
Osszességét jeldlje Gy. Gy elemein természetes modon értelmezhetd az Osszeadas miivelet:
g1 = (N,v1) és go = (N,vs) esetén legyen g; + go = (N,v3), ahol vy a v1 és vy pontonkénti
(azaz koalicionkénti) Gsszege, azaz V.S C N-re v3(S) = v1(S) + v2(S). Hasonloan értelmezhetd
a jatékokon az egész szamokkal vett szorzas, ha g € Gy és ¢ € Z, akkor cg € Gy az a jaték
melynek karakterisztikus fiiggvénye g karakterisztikus fiiggvényének pontonkeénti (koalicionkén-
ti) c-szerese. Konnyen lathato, tovabbé, hogy pozitiv ¢ estén cg ugyanaz, mint g +g+---+g¢

(6sszesen ¢ példanyban). Ezt réviden gy mondjuk hogy Gy egy Z-modulus?.
1.1.2. Definicié. Legyen N # () halmaz. Erték alatt ¢ : Gy — QN fiigguényt értink.”

Az érték (value) kifejezés torténelmileg alakult ki megkiilonboztetésiil a megoldds (solution)
kifejezést6l, mely utobbi alatt halmaz értékid fliggvényt értiink. Shapley eredeti cikkében még
csak a Shapley-értéket nevezte ,érték™nek (mivel értelemszertien Shapley-értéknek nem nevez-
hette), ma ezt a kifejezést altalanosabban hasznéaljuk. A jaték értéke a jaték egy lehetséges
megoldéasi koncepcidjat jelenti, abban az értelemben, hogy minden jatékban, minden jatékos-
hoz hozzarendel egy szdmot, melyet Ggy is lehet interpretdlni, hogy az adott jatékos ennyit
kapjon az osztozkodasnél, ha a jaték (a karakterisztikus fliggvény) megszerezhets pénzt ir le,
illetve ennyit fizessen, ha koltséget ir le.

Ha ¢ : Gy — QY egy érték, akkor definici6 szerint minden g € Gy-re ¢(g) egy N — Q fiigg-
vény, melybe be lehet helyettesiteni egy ¢ € N jatékost, megkapva igy az i jatékos ¢(g)(i) € Q
részesedését a g jatékban. A jelolések egyszertisitése érdekében a tovabbiakban ezt ¢;(g)-vel,
vagy ha nem okoz félreértést, elhagyva a jatékra vonatkozo jeldlést, op;-vel jeldljiik.

A karakterisztikus fliggvény illetve az érték értékkészletébdl kizartuk a nem egész, illetve az
irracionalis szamokat. Erre, a pusztan technikai feltételre, ezen a ponton még nem lenne okvet-
leniil sziikségiink (a definicié valos szamokkal is értelmes lenne), de irraciondlis szamokat nem
tudunk szamitégéppel abrazolni, ezért szadmitastudoményi értelemben nem kapnank értelmes
kérdéseket. A racionalis szamokat a karakterisztikus fiiggvény esetében az egyszertiség kedvéért

zartuk ki, a k6z0s nevezgvel atszorozva ,lényegében ugyanazt” a jatékot kapnénk.

4A modulus a vektortérhez hasonlé struktira, csak nem test, hanem gytird f5létt értelmezziik. Részletesebb

lefrasért 1d. Kiss (2007).
5AB a B — A fiiggvények halmazat jelsli tetszéleges A, B halmazok esetén, tehat QV olyan fiiggvények

halmaza, melyek minden jatékoshoz hozzarendelnek egy racionélis szamot.



A 1.1.2. definici6 szerint barmely ¢ : Gy — QY fiiggvényt értéknek neveziink, a jaték ,értel-
mes” megoldasanak azonban csak bizonyos tulajdonsagoknak eleget tevs fliggvényeket érdemes

nevezni. A legfontosabb ilyen tulajdonsagokat formalizalja a kévetkezs

1.1.3. Definicié. Legyen N # 0, G C Gy egy jdtékosztdly, ¢ : Gy — QN egy érték Azt
mondjuk, hogy ¢ a G jdatékosztdlyon

e meguvaldsithatd, ha minden g = (N,v) € G-re > v;(g) < v(N),

e hatékony, ha minden g = (N,v) € G-re Y ¢, = v(N),

o individudlisan raciondlis, ha minden g = (N,v) € G-re Vi € N-re ¢; > v({i}),
e koalicidsan raciondlis, ha minden g = (N,v) € G-re VS C N-re > ¢; > v(S5).

i€S

1.2. A Shapley-érték

Az 1.1.3. definici6 a megoldas stabilitasat, megvalosithatosagat leird tulajdonsigokat fogalmaz-
ta meg. Shapley eredeti kiindulopontja valamilyen ,igazsdgos” megoldas keresése volt, melynek

alapgondolatai, hogy

e ha két jatékos egy jaték szempontjabol egyforma”, akkor abban a jatékban ugyanazt a

kifizetést kapjak,

e ha egy jatékos egy jatékban ,haszontalan”, akkor a kifizetése (abban a jatékban) nulla

legyen,

e ha egy jatékot két masik Gsszegére bontunk, és kiilon-kiilon jatszuk le Sket, ezzel senki se

jarhasson jobban (vagy rosszabbul).
A kovetkezdkben ezeket formalizaljuk.

1.2.1. Definicié. Legyen a g € Gy jdtékban S C N egy koalicio, i € N egy jdtékos, melyre
i¢S. Az i jitékos S koalicio értékéhez vald hatdr-hozzdjdarulisa (marginal contribution) alatt

a

vi(S) = v(S U {i}) — v(S)
szdmot értyiik.

Két jatékost akkor tekinthetiink ,egyformanak” egy jatékban, ha a hatar-hozzéjaruldsuk
megegyezik minden olyan koaliciéra nézve, melynek egyik sem tagja. Shapley 1953-as cikkében
olyan é&ltaldnos ¢ megoldéast keresett és talalt, amely eleget tesz az 1.1.3. definicié szerinti

hatékonysagi és a fenti harom igazsagossagi feltételnek, melyeket 6sszefoglal az alabbi



1.2.2. Definicié. Legyen N # 0, G C Gn. Azt mondjuk, hogy a ¢ : Gy — QN érték a G

jatékosztalyon

e additiv (ADD), ha ©(g1 + g2) = ©(91) + ¢(g2) minden olyan g1,92 € G-re, melyre
g1+ g2 € g;

e cgyenlden kezeld (ETP - Equal Treatment Property), ha minden g = (N,v) € G jdtékban,
barmely két i és j jatékosra, ha vi(S) = v} (S) V¥ i,j ¢ S C N-re, akkor ¢i(g) = ¢;(9),

e hatékony (EFF - Efficiency), ha minden g = (N,v) € G jdtékban ), ¢;(g) = v(N),

o nulla jdtékos tulajdonsigi (NPP - Null Player Property): ha minden g = (N,v) € G
jatékban, ha egy i € N jatékosra vi(S) =0 Vi ¢ S C N-re, akkor ¢; = 0.

Vegyiik észre, hogy az ETP, EFF, és NPP tulajdonsig jatékonként értends, azaz egy adott
rogzitett g € G jaték esetén a p(g) : N — Q fliggvényre szab ki feltételeket, mig az ADD
tulajdonsag egy fliggvényazonossag, a ©(g1 + g2) = ¢(g1) + ¢(g2) egyenldség azt jelenti, hogy
Vi € N jatékosra ¢;(g1 + g2) = wi(g1) + ¢i(g2).

A TU-jatékok legismertebb megoldasi koncepcidjanak legfébb eredménye a kévetkezd

1.2.1. Tétel (Shapley, 1953). Minden N # 0 esetén 3! ¢ : Gn — QN érték, mely a teljes
Gn-en eleget tesz az ADD, ETP, NPP és EFF tulajdonsdagoknak.

1.2.1. Unicitas

Konnyt latni, hogy, az 1.2.1. tétel ETP, NPP, EFF és ADD feltételeinek eleget tevs o fiigg-
vény legteljebb egy van (vagyis, ha létezik, akkor egyértelmii). Vezessiik be ehhez a kovetkezd
jatékosztalyt.

1.2.3. Definicié (egyetértési jatékok). Legyen O # R C N egy nemiires koalicid, ¢ € 7 para-

méter, és tekintsik azt a gr,. = (N,vr.) € Gn jdtékot, melyre

¢ ha RCS,
’UR7C(S) =

0 egyébként.
Az ilyen alakban adott jatékokat egyetértési jatékoknak (unanimity games) nevezzik.
Megjegyzés. Az egyetértési jatékok karakterisztikus fiiggvénye c-ben homogén, azaz
CoVR,c, (5) = c1020R1(S) = VR c1c,(S) = C10R ¢, (5)

minden S C N koalicidra, specidlisan gr . =c- gr,1-



Els6 1épésként belatjuk, hogy ¢ az egyetértési jatékok osztalyan egyértelmiien meghatéro-

zott.

1.2.1. Lemma. Legyen 0 # R C N, c € Z, g = gr,c egyetértési jaték, és o olyan érték, melyre
»(g) ETP, EFF és NPP. Ekkor minden i € N-re

I—CI ha i € R,

0 egyébként.

vi(g) =

Bizonyitds. Az NPP tulajdonsag miatt, ha i ¢ R, akkor ;(g) = 0. Az ETP tulajdonsag miatt
minden i € R-re ¢;(g) az i-t6l fiiggetleniil ugyanaz a szam, és az EFF tulajdonsig miatt ezek

osszege |R|pi(g) = vr(N) = c. O

Megjegyzés. A ¢ fliggvény c-ben homogén, azaz ¢(gr,.) = ¢- ¢(gr,1), ami nem tal meglepd,

mert ennek pozitiv c-re az additivitas miatt egyébként is igaznak kell lennie.

Innen mér sejthetd a bizonyitas mésodik 1épése. Mivel additiv fiiggvény csak egyféleképpen
terjedhet ki azon jatékosztalyra, melynek elemei eléllnak egyetértési jatékok Osszegeként, meg

kell mutatni, hogy minden jaték ilyen. Most ez kovetkezik.

1.2.2. Lemma. A gr, alaki ,,normdlt” egyetértési jatékok bdzist alkotnak Gn-ben, azaz minden
g € Gn jdték eldall éspedig egyértelmiien
9= Z AR gR,1
RCN

R#0

alakban valamely Ar € 7 egyiitthatokkal.

Megjegyzés. A lemmaban szerepld Ar egylitthatokat Harsanyi osztaléknak (Harsanyi divi-
dend) nevezziik (Harsanyi 1959, 1963).

Megjegyzés. Ha az 1.1.1. definicidban a karakterisztikus fliggvény értékkészletérdl nem ko-
veteltiik volna meg, hogy csak egész szdmok lehetnek, hanem megengedtiik volna a racionalis
(vagy akar valos) szamokat, akkor Gy egy Q (vagy R) folotti (2" — 1)-dimenzids vektortér lenne,
ami megegyezik az egyetértési jatékok szamaéaval, igy azok — mivel kénnyen lathatéan linearisan
fiiggetlenek — bazist alkotnanak, amibdl egyszertien kovetkezne a kiterjesztés egyértelmiisége.
Mivel azonban kik6tottiik, hogy a karakterisztikus fiiggvények értékei egész szamok, a bizonyi-
tas kicsit koriilményesebb, viszont igy azt is be tudjuk latni, hogy a A egyiitthatok is egész

szamok.

Bizonyitds. Tekintsiik azt a 2" x (2™ — 1)-es M métrixot, melynek sorai az S C N &sszes lehet-

séges koaliciokkal, oszlopai pedig az Gsszes gr1 (0 # R C N) jatékokkal vannak indexelve és



melyre M[S, gr,1] = vr,1(S). Tehat az M métrix oszlopai a gr1 jatékok vg 1 karakterisztikus
fliggvényei. Azt kell belatni, hogy tetszoleges v karakterisztikus fiiggvény, azaz olyan oszlopvek-
tor, melynek az iires halmazhoz tartoz6é koordinataja nulla, egyértelmiien elGall az M matrix
oszlopainak egész egyiitthatos linedris kombinacidjaként. Az iires halmazhoz tartozo csupa nul-
la sor tehat redundéns, ezt elhagyhatjuk. A linedris kombinécié tagjainak (oszlopok) és az
egyenletek (sorok) sorrendje nyilvan tetszoleges, ezért készitsiik el az M matrixot ugy, hogy az
oszlopindexei, a gr 1 jatékok az R koaliciok elemszadma szerinti névekvs sorrendben legyenek, a
sorokban 1év6 S koaliciok pedig pontosan ugyanebben a sorrendben (az tires halmazhoz tartozo
sort mar elhagytuk). Mivel vg1(S) = 0, ha R € S, egy véges halmaz pedig nem lehet rész-
halmaza egy néla kisebb elemszamu halmaznak, megegyezd elemszamunak pedig csak akkor,
ha egyenlGek, igy az M métrix als6 haromsz0g méatrix lesz, a f6atloban csupa 1-esekkel (mivel
minden halmaz részhalmaza sajat magénak). Ebbol kovetkezik, hogy a métrix determinansa (a
foatlobeli elemek szorzata) 1 (sorok vagy oszlopok mas sorrendje esetén ennek csak az elGjele
valtozna). Az M matrix tehat invertalhato és az inverze is egész szamokbol all, amib6l mar

nyilvan kovetkezik a lemma &llitésa. O

A 1.2.2. lemmé&bdl méar trividlisan kovetkezik ¢ egyértelmtisége, hiszen az additivitds miatt

minden g € Gn esetén p(g) csak

elg)=¢ (Z AR gR,1> =Y ¢ (r-gr1) =D ¥(grAs)
R R R

lehet, ez pedig a A egyiitthatok egyértelmiisége miatt értelmes kiterjesztés a teljes Gy-re.
Ebbdl azonban még nem nyilvanvald, hogy a teljes Gy-re kiterjesztett fiiggvény is eleget tesz az
ETP, EFF és NPP feltételeknek, egyeldre csak azt lattuk be, hogy a megadott tulajdonsagokkal
legfeljebb egy ¢ érték létezhet.

1.2.2. Létezés

Vegyiik észre, hogy a 1.2.1. tétel feltételei koziil a hatékonysig az egyetlen, amelyet nem elégit ki
az azonosan nulla fiiggvény, megleps modon tehat, ez tiinik a legkevésbé trividlisnak. Van azon-
ban egy nagyon egyszerii és kézenfekvs modja, hogy ezt elérjiik. Tegyiik fel, hogy a jatékosok
egy el6re megbeszélt helyen és id6ben talalkoznak, hogy végrehajtsanak egy bizonyos feladatot,
majd, mikor a feladat készen van, valahogy elosszak egymaés kozt az eredmény értékét. Az elss-
nek érkezd iy jatékos Gnmagaban v({i;}) értéket tud eldallitani, ha a tobbiek el sem jonnek, ez
lesz az 6 ;, kifizetése. Amikor a masodik megérkezik, ketten egyiitt v({i1,i2}) értéket tudnak
elérni, amin a legtrividlisabbnak tinik ¢;, = v({i1}) és ¢;, = v({i1,492}) — v({i1}) felosztasban
osztozkodni. Ahogy sorban érkezik a t&bbi jatékos, ugyanezt folytatjik, a j-ediknek érkezs

jatekos részesedése @, = v({i1,i2,...,4;}) — v({i1,42,...,%;_1}) épp az & hatar-hozzajarulasa
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az érkezésekor meglévs koalicidhoz, vagyis pont annyit kap, amennyivel annak a kozosségnek
az értékét noveli, amelyhez csatlakozik. Ennek az ,osztozkodasnak” a végeredménye hatékony,
mert az elemeinek Osszege egy teleszképikus Gsszeg, melynek megmaradé tagjai az els és az
utolso: v(N) — v(B) = v(IN), azonban teljesen esetleges, mert attol fiigg, milyen sorrendben ér-
keznek a jatékosok, igy nem tesz eleget az ETP axiomanak. A megoldés az, hogy az igy kapott
(véletlen) kifizetés-vektorokat kiatlagoljuk a jatékosok Gsszes lehetséges sorrendje szerint. Ez a
nevezetes Shapley-érték.
1.2.4. Definicid. Legyen g = (N,v) egy TU-jaték n = |N| jdtékossal. A jatékosok egy érkezési
egyértelmid figgvényt értink. Ha i € N egy jdtékos, o egy sorrend és o(i) = j € N ez azt
jelenti, hogy az i jatékos j-ediknek érkezik. A jdtékosok Gsszes lehetséges sorrendjeibél dllo
{o: N < {1,2,...,n} kélcséndsen egyértelmi figguény} halmazt O(N)-el jeloljik. Nyilvin
|O| =n!l. Ha o€ O(N) egy sorrend, i € N egy jatékos, akkor S,(i) C N jeldli az i eldtt érkezd
jatékosokat: S,(i) = {i' € N | o(i') < 0o(7)}.
1.2.5. Definicié. A g = (N,v) TU-jdték Shapley-értéke

Shi= Y 7U§(i°!(i)) Vi € N-re. (1.1)

0€O(N)

A Shapley-érték tehat minden jatékban, minden jatékoshoz hozzérendel egy racionélis sza-
mot, tehat az 1.1.2. definici6 értelmében érték, és konnyd belatni, hogy kielégiti 1.2.1. tétel
mind a négy feltételét. (az ETP az egyetlen, ami nem teljesen trivialis, de az is kénnyen
meggondolhat6). A felfedezése® ota eltelt kizel hetven évben a Shapley-értéknek szémtalan
egyéb axiomatizalasa latott napvilagot, altalanossédgban, és specidlis jatékosztalyokra egyarant
(bévebben 1d. pl. Young (1985), Chun (1989), de Clippel (2018), Dubey (1982) vagy Pintér
(2015)). Ezzel a kérdéssel a tovabbiakban nem foglalkozunk.

Az i jatékos Shapley-értékének kiszamolasakor figyelembevessziik a jatékosok 6sszes lehet-
séges sorrendjét. A v}(S,(4)) érték azonban nem valtozik attol, hogy az i jatékost megel6z6 és
kovets jatékosok egymaés kozti sorrendje megvaltozik, de senki, aki korabban el6tte volt, nem
keriil mogé és vice versa azaz, ha az i jatékos ugyanahhoz a koalicibhoz csatlakozik. Ha eze-
ket, a nagyon sokszor eléforduld, ekvivalens tagokat, melyek szama |S,(i)|! - (n — [S,(2)] — 1)!

osszevonjuk, akkor az

Sh, = Z |S\!-(n;!|5|—1)!.v£(5):% (nl1>'”2(3) (1.2)

SCN\{i} SCN\{i}

formuldhoz jutunk. Shapley eredeti cikkében ez a nehezebben értelmezhetd képlet szerepel.

SEgyesek szerint ,feltalaldsa”, de nem kivanunk 2800 éves matematikafilozofiai vitakat eldénteni ebben a

dolgozatban.
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2. fejezet

Bonyolultsagelméleti hattér

Miel6tt ratérnénk a Shapley-érték kiszamitésaval kapcsolatos problémék részletes targyaldsara,
osszefoglaljuk a bonyolultsdgelmélet alapfogalmait és Osszefiiggéseit. Nem célunk az elmélet
preciz felépitése, csak az, hogy egy félig naiv bevezetést adjunk a téméaban, megkénnyitve a
tovabbi fejezetek értelmezését mélyebb szamitastudoményi hattér nélkiil is. Részletesebb és

precizebb felépitéshez 1d. pl. Papadimitriou (1994), illetve Arora és Barak (2009).

2.1. Szamitasi modell

Az algoritmus leggyakrabban hasznalt matematikai modellje a Turing-gép, most ezt ismertetjiik.

e Legyen X egy legaldbb harom elemi, véges halmaz, melyet ABC-nek neveziink, elemeit
pedig szimbolumoknak. Feltessziik, hogy az ABC tartalmaz egy *-al jelolt ,jires” szimbo-
lumot. Legyen tovabba o = X\ {*}. X elemeibdl képzett véges sorozatokat (beleértve
az {ires sorozatot is) szavaknak nevezziik, ezek halmazat Xj = G i-el jeloljiik. ¥
részhalmazait, azaz szavak halmazat nyelveknek nevezziik. =

e A Turing-gép belsd dllapotainak halmaza egy M véges halmaz, mely tartalmaz egy speci-

alis START és egy ettdl kiilénboz6 STOP allapotot.

e A Turing-gép ezen kiviil véges sok, mindkét irdnyban végtelen szalagbol all, melyek végte-
len sok memdriacelldbol dllnak. A cellak az Gsszes egész szamokkal vannak indexelve, azaz
minden cella cime egy egész (negativ is lehet) szam és minden egész szdmhoz pontosan
egy memoriacella tartozik mindegyik szalagon. Minden cella pontosan 1 darab (X-beli)

szimbolum tarolésira képes.

e Minden szalagon van egy ir6- és olvaso fej, mely egyszerre egyetlen cella tartalmat ,latja”

és képes atirni, ha akarja. (A fej nem tudja, hogy melyik cellan 4ll, csak a cella tartalmét

12



latja, a cimét nem.)

e A Turing-gép miikodését (az altala futtatott programot) az dtmeneti fiigguvényei hataroz-

zék meg. Minden egyes szalaghoz adott egy
B Mx¥F ¥

és egy
vi: M x ¥F - {~1,0,1}
fiiggvény (vagy egyszertibben megfogalmazva két | M| x |X]-as matrix), ahol k a szalagok

szama, valamint egy darab

a:MxYF s M

fiiggvény. Feltessziik, hogy «(STOP, s) = STOP, $3;(STOP, s) = s és ;(STOP, s) = 0 minden
s € XF estén. Jelolje B : M x ¥F — YF ¢s v 1 M x ¥F — {~1,0,1}F a B; és v

atmenetfiiggvényekbdl, mint koordinatakbol allo vektor értékd fiiggvényeket.

A Turing-gép miikédése soran mindig van valamilyen m € M allapotban és a fejek latnak

valamely s € ©F szimboélum k-ast, melynek hatésara

e minden fej leirja az & &atmenetfiiggvénye szerinti §;(m,s) € X szimbolumot, és a
~vi(m,s) € {—1,0,1} értéknek megfelelen egy cellat lép jobbra vagy balra, vagy a he-

lyén marad,
e a gép az a(m, s) € M éallapotba keriil.

A Turing-gép formalisan végtelen ideig mikodik, de a STOP allapotra tett feltevések értelmében,
ha egyszer ebbe az dllapotba keriil, a tovibbiakban mar ,nem csinl semmit”. A szamitas menete

a kovetkeza:

o Kezdetben a gép a START &llapotban van, minden fej a sajat szalagjanak 0 indext cellajan

all és minden cella tartalma a x € ¥ iires szimbo6lum.

e Megadjuk az inputot, mely egy Yo f0l6tti szd. A gép els6 szalagjanak 0 indext cellajatol
balra elhelyezkedd, véges sok cellabol 4ll6 Gsszefiiggs tartomanyba irunk Yg-beli szimbo-
lumokat, vagyis a szalag ,elejére” irunk egy szét szimbolumonként. Az input nem tartal-
mazhatja az iires szimboélumot, kiilénben a gép arra sem lenne képes, hogy megtalélja az

input végét. Maga az input természetesen lehet az iires sz6.

e Ezutén a Turing-gép az id6k végezetéig az dtmeneti fliggvényeinek megfelelen miikodik,
azaz minden egyes lépésben &tirja (akar sajat magara, azaz tulajdonképpen nem irja at) a
fejek altal latott celldk tartalméat, minden fej 1ép valamerre (esetleg ott marad, ahol van),

és éallapotot valt (esetleg ugyanabban az allapotban marad, amiben volt).
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A Turing-gép egy miikddését leirhatjuk a teljes konfiguracidinak sorozataval a kovetkezs
alakban

(mo, 0, 50) = (M1, 21,81) = -+ = (M4, T4,8;) = ...,

ahol m; € M, x; € Z* a fejek helyzete és s; € ¥*, amit a fejek latnak a cellakban, ahol
allnak. Egy ilyen sorozat akkor irja le a Turing-gép egy szabalyos miikddését, ha mg = START,
m; = a(m;—1,8,—1) az i-edik képés utan az x; cellak tartalma ((m;,s;)-re valtozik és z; =
xi—1 + y(mi—1, 8s—1). Az mondjuk, hogy a Turing-gép leall, ha valaha a STOP allapotba keriil,
azaz a fenti sorozatban létezik 4, hogy m; = STOP (és innentdl a sorozat konstans).

Lathato, hogy a Turing-gép maga is leirhato egy véges ABC elemeibdl képzett véges sorozat-
tal (csak meg kell adni az ABC-jét, az allapotainak halmazat és az dtmenetmatrixait, példaul
oszlopfolytonosan), igy egy Turing-gép formalis leirasa is értelmezhets egy Turing-gép inputja-
ként. Ennek részletes targyalasdba nem bocsatkozunk, mert rengeteg technikai nehézséggel jar
(el kell nevezni X-beli szavakkal a gép allapotait, megengedni, hogy egynél tobb szalag tartal-
mazzon input-ot, esetleg tobb szalagot megengedni, vagy kigondolni, hogyan lehet egy szalagon

tobb szalag munkéjat szimulélni, stb.), de belathato, hogy

e egy Turing-gép képes szubrutinként meghivni egy mésik Turing-gépet, ha annak leiradsat

atadjuk, mint extra inputot egy extra szalagon, tovabba

e létezik U univerzélis Turing-gép, mely minden Turing-gép miikddését képes szimulélni,
azaz U-nak atadva barmely masik T Turing-gép leirasat és egy x inputot, lefuttatja a T
programjat z-en, pontosan akkor all le, ha T is leall és ekkor U utolsé szalagjan ugyanaz

van, mint 7" utolsé szalagjan.

Mindezt gy is interpretalhatjuk, hogy a Turing-gép egy konkrét program (vagy algoritmus)
matematikai modellje, az univerzalis Turing-gép pedig a szamitégép modellje, melyre barmilyen

programot lehet irni.

2.2. Algoritmusok bonyolultsaga

oo .
Jelolje 3§ = |J Xf a Turing-gép Osszes lehetséges inputjainak halmazat, és legyen minden
i=0
x € X§-ra |z| az x sz6 hossza. Ha a T Turing-gép ledll az x inputon, akkor a T allapotainak
sorozata az x inputon futtatva
START =mg —m1 = mg — -+ —>m; — ...

elébb-utobb stabilizalodik a STOP allapotban. Ebbdl kifolydlag

o egyrészt, 3! i = i, csak x-tdl fiiggd index, melyre Vj > i-re m; = STOP, de m;_; # STOP,
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e masrészt, T' szalagjainak tartalma nem véaltozik az i-edik 1épés utan,

> specidlisan T utolso szalagjanak (0-t6l kezdds) elsé L darab celldjanak tartalma is
ugyanaz az o, y1, - - - , yr_1 szimbolumsorozat marad, ahol L az elsé *-ot tartalmazo
cella cime,

> tovabb4a, ha S; jeloli a nemiires cellak szamat a j-edik 1épés utan, akkor ezen S; sem
valtozik az i-edik 1épés utan, igy ezen szdmoknak van egy S, csak az input-tol fiiggs

maximuma.

A fenti legkisebb ¢ = i, index a Turing-gép lépésszama vagy futdsi ideje az x inputon, melyet
TIME(T x)-el jelolink, az yo,y1,...,yr—1 € Yo szimbolumokbol all6 szé6 a T outputja az x
inputon, melyre a fiiggvényekhez hasonlo T'(x) jelolést hasznaljuk (L = 0 esetén ez az iires
sz0), mig a nemiires cellak maximalis S, szama a futas soran a T altal felhasznalt tarteriilet
nagysaga, vagy mas szoval T memodriaigénye, melyet pedig SPACE(T x)-el jelolink.

A tar és id6, mint a szamitasi problémék két sziikos erdforrdsa nem Turing-gép specifikus,
a legtdbb szamitasi modellben hasonléan mérjiik az algoritmusok hatékonysagat. A formalis
definiciok modellfiiggk a Turing-gép esetében nagyon egyszeriiek, mas modellekben bonyolul-
tabbak lehetnek, de a tar- és id§ bonyolultsag koncepcidja egységes: egy algoritmus futési ideje
a megtett elemi lépések szama (csak az a kérdés, hogyan definialjuk az ,elemi lépés” fogalmat),
a memoriaigénye pedig a felhasznalt tarteriilet nagysiga, beleértve az inputot is. Hogy ezeket

mérni tudjuk, szem el6tt kell tartani néhany dolgot.

1. Egy algoritmus futasi ideje (és a felhasznalt tarteriilet is) nagymértékben fligg(het) az
inputtél, de nem arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen gyorsan tudunk egy konkrét szam-
sorozatot sorba rendezni, hanem hogy &altalanossagban hany lépés n darab szamot sorba

rendezni.

2. A tér és id6 hajszalpontos mérése altalaban teljesen reménytelen (és kiilonb6z6 modellek-

ben szamszerten eltérhet).

3. A futési id6 az input méretével tipikusan ng, ezért nem az az érdekes, hogy ,kicsi” inputon

mennyi, hanem, hogy milyen gyorsan né az input méretével.

Mindezen okokbol egy algoritmus tar- és id§ komplexitasat ugy definidljuk, mint a tarhely és a
futasi id6 végtelenbeli (aszimptotikus) viselkedését, az input méretének fiiggvényeként, az adott
méretd inputok koziil a lehets legrosszabb esetet véve figyelembe. Ehhez sziikséges bevezetni
még néhany jelolést.

2.2.1. Definicid. Legyen f, g : N — N pozitiv értékd figgvények. Az mondjuk, hogy f = O(g)

(kimondva: ,f egyenld ordé ¢’"), ha Ic € R pozitiv konstans és ng € N kiiszébinder, hogy

"Valészintileg szerencsésebb lenne az f € O(g), azaz ,f eleme ordd g” széhasznélat, de igy terjedt el.
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f(n) < c-g(n) Yn > ng esetén. Megforditva, azt mondjuk, hogy f = Q(g), ha g = O(f) és
f=0(g), ha f =0(g) és g = O(f) egyszerre.

Szemléletesen megfogalmazva, f = O(g) azt jelenti, hogy f a végtelenben nem tart nagy-
sagrendileg gyorsabban végtelenbe, mint g. Kénnytd belatni, hogy az f = O(g) relacié tranzitiv,
tovabba f = O(g) & g = O(f) és, ha f = O(g) akkor f = O(h) & g = O(h) Vh : N - N
pozitiv fiiggvényre. Roviden Osszefoglalva f = ©(g) ekvivalenciarelacio, és az f = O(g) relacio
részbenrendezés az ekvivalenciaosztalyokon. A jelolés azt probalja megfogalmazni, hogy két
fiiggvényt ,egyformanak” tekintiink, ha ,ugyanolyan gyorsan” tartanak végtelenbe, mig, ha az
egyik gyorsabban, akkor azt ,nagyobbnak” tekintjiik.

Legyen most T egy Turing-gép. A koradbban bevezetett jeloléssel legyen TIME(T,x) a T
futasi ideje egy « inputon és legyen SPACE(T,x) a felhasznalt tarteriilet. Aggregaljuk ezeket az

input mérete szerint, azaz legyen

e TIME(T, n) = max TIME(T,x) a T futési ideje a legrosszabb n méretii inputon,

|z|=n

e SPACE(T, n) = max SPACE(T,x), a T’ maximalis memoriaigénye egy n mérett inputon.
r|=n

A T tar- és id6 bonyolultsdga a T' memoriaigénye a SPACE(T, n) illetve a TIME(T, n)

fliggvény O relaci6 szerinti ekvivalenciaosztalya. Azaz részletesebben, azt mondjuk, hogy

e T futasi ideje (vagy kissé magyartalanul id6 komplexitasa) f(n) (ahol f egy N — N
fiiggvény), ha TIME(T, n) = O(f),

e T memoriaigénye (vagy tar komplexitdsa) g(n) (ahol g egy N — N fiiggvény), ha
SPACE(T, n) = O(g).

Gyakoribb az a széhasznalat, amikor a tar- és/vagy id6 komplexitéasra csak felsg becslést adunk.

Azt mondjuk, hogy
e T f(n) id6ben fut, ha futasi ideje TIME(T, n) = O(f),
e T g(n) tarban fut, ha, memoriaigénye SPACE(T, n) = O(g).

Megjegyzés. Egy Turing-gép (illetve egy algoritmus valamely méas szamitési modellben vagy
akar egy szamitogeépes program a gyakorlatban) elvileg akkor is hasznédlhat véges mennyiség
memoriat, ha sohasem all le (végtelen ciklusba keriil). Ezt az érdektelen esetet a definicioban

az egyszertiség kedvéért zartuk ki.
Elérkeztiink a legfontosabb definicidhoz.

2.2.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a T Turing-gép futdsi ideje polinomidlis (vagy hogy

polinom-idében fut), ha az idé komplezitisa n* valamely k € N pozitiv egész szamra. Hasonléan
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T polinom tdrban fut, ha a memdriaigénye n’ valamely j € N pozitiv egész szimra.® Konvencio
szerint, — ha kilon nem specifikaljuk, hogy melyik komplexitdisra gondolunk — a ,polinomidlis”

jelzd mindig az iddre vonatkozik, ha polinomidlis tarrol beszéliink, ezt kiilon kiemeljik.

A polinom-idében futo algoritmusok azok, amelyek az elmult évtizedek tapasztalatai szerint
a ,gyakorlatban mikddnek”, az ennél lassabbak futési ideje tipikusan legalabb exponencialis,
igy nagyon ,kicsi” input méretet leszamitva hasznalhatatlanok. Néhany tipikus komplexitési

osztaly példaul
e O(n), azaz linearis: példdul minimum/maximum keresés,

e O(log(n)): keresés rendezett tombben (binaris keresés),

O(n?), négyzetes (vagy kvadratikus): ilyen néhany naiv rendezési eljaras, mint a beillesz-

téses rendezés és a buborék rendezés,
e O(nlog(n)): optiméalis rendezési algoritmusok, példaul Gsszefésiiléses rendezés,

e O(n?) azaz harmadfoki: példaul Gauss-eliminacié.

2.3. Szamitasi problémak, NP és co-NP osztaly

Az eddigiekben véazoltuk, hogyan definidlhatjuk egy algoritmus futési idejét és memoriaigényét
(id6- és tar komplexitasat), ami az elmélet konnyebb része. Ha ugyanis mér van egy konk-
rét algoritmusunk, annak a komplexitdsat altaldban nem tul nehéz felmérni, vagy legalabbis
fels§ becslést adni rd. Azonban egy adott problémardl eldonteni, hogy (a) algoritmikusan
megoldhato-e egyaltalan, és (b) ha igen, akkor mi ennek a legjobb médja, az nagyon nehéz. (Itt
jegyezziik meg, hogy mér az sem trivialis, hogy mit nevezziink a ,legjobb” algoritmusnak, mert

a futasi id6 és a megmoriaigény néha csak egymas rovasara javithato.)

2.3.1. Eldo6ntési problémak

A tovabbiakban legyen ¥ egy olyan ABC, mely a * iires szimbolum mellett tartalmazza a 0
és 1 szimbolumokat, melyeket szamjegyekként interpretalunk, igy fel tudjuk irni tetszGleges
pozitiv egész szam kettes szamrendszerbeli alajat. Legyen a korabbi jeloléseknek megfelelGen
So=X\{x} &s Z§ = U $h a Xg folotti Osszes lehetséges véges szimbolumsorozatok (azaz
szavak) halmaza. Mivel Za szavak alkotjik egy X feletti Turing-gép Gsszes lehetséges inputjat és
outputjat, egy algoritmikus probléméat formadlisan ¥j-on értelmezett fiiggvényként irhatunk le.

Ezeknek két fajtajat kiilonboztetjiik meg.

8 A két kitevét mashogy jeldltiik, mert altaldban nem egyeznek meg.
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e Szamitési probléman a kovetkezst értjiik. legyen f : ¥ — X§ fiiggvény. Azt kérdezziik,
letezik-e T' ¥ feletti Turing-gép, amely ezt kiszamolja, és ha igen, milyen téar- illetve
id6 komplexitassal. (Azon, hogy egy Turing-gép kiszamol egy fiiggvényt, egyszeriien azt
értjiik, hogy minden z € £f inputra leall és az outputja éppen T'(z) = f(x).)

o Eldontési problémén a kovetkezst értjiikk. Legyen L C X egy nyelv, létezik-e olyan
Turing-gép mely eldénti L-t, azaz kiszamolja az indikatorfiiggvényét (azaz az output-ja

1, minden L-beli inputon, egyébként 0), és ha igen milyen komplexitassal?

A tovébbiakban eldontési problémékra fogunk koncentralni. Az mondjuk, hogy az L nyelv el-
donthetd, ha van olyan Turing-gép, ami eldonti. A szamitastudomanynak azt a részteriiletét,
amely nyelvek eldonthet&ségét illetve X5-on értelmezett fiiggvények kiszamolhatésagat vizsgal-
ja, kiszamithatosag-elméletnek nevezik és a tovabbiakban ezzel nem foglalkozunk, mert az itt
vizsgalt, Shapley-értékkel kapcsolatos problémék ebbdl a szempontbdl trividlisak. Ehelyett a

kovetkezs kérdést vizsgaljuk.
o Legyen L C X§ egy nyelv, létezik-e olyan Turing-gép mely L-t polinom-idében eldonti, és
e ha igen, pontosan milyen a komplexitasa?

Ez a kérdés a szamitastudoméany bonyolultsdgelmélet részteriiletéhez tartozik. Amennyiben a
fenti kérdés elss felére a valasz igen, akkor azt mondjuk, hogy az L nyelv P-ben van, vagy P-beli.

Pongyolan fogalmazva, P = {polinom-idében eldonthetd problémak}. Kicsit precizebben:
P ={L C%j: 3T Turing-gép, mely L-t Polinom-idében eldtnti}.

A kérdést id6 helyett tar komplexitasra is fel lehetne tenni, ezzel szintén azért nem foglalkozunk,
mert a Shapley-érték polinom tarban még a definiciéja alapjan is kiszamolhato, dgyhogy az

egyetlen relevans kérdés, hogy milyen gyorsan lehet kiszdmolni.

2.3.1. Példa. A probléma, amit meg szeretnénk oldani, egy szdm primtényezSkre bontasa.
Alljon a ¥ = {0,1,],*} ABC a binaris szamjegyekbdl, az iires szimbolumbol és egy semleges
elvalaszt6 karakterbdl, amit most egy fliggsleges vonal jelol. Tekintsiik az

L = n|/€ . n és k egy egész szam kettes szdmrendszerbeli alakja és
- * n-nek van 1-t61 kiilonb6z8, k-nal nem nagyobb osztdja

nyelvet. Ha ez a nyelv P-ben van, akkor azt a gépet, amely polinom-idében eldénti szubru-
tinként hasznalva, ,felezgetéssel” barmely n szamnak megkereshetd valamelyik [ osztdja, majd
ugyantgy n/l valamelyik osztoja, amig van, stb. végiil n-t fel tudjuk bontani primtényezdkre.
A tudomaény jelenlegi allasa szerint nem tudjuk, hogy ez a nyelv P-ben van-e. A nyilvanvalénak
tiné megoldas, hogy kezdjiik el 2-t6l k-ig elosztani n-t minden szammal, nem polinomiélis, mert
legalabb k lépést igényel, mig az input mérete [log,(n)] + [logy(k)] + 1 (a binaris szamjegyek

szama plusz az elvalaszt6 karakter).
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2.3.2. Nemdeterminisztikusan polinomialis problémak

Legyen most L egy nyelv, amit szeretnénk eldonteni, és legjobb baratunk, Hary Jéanos, azt
allitja, hogy 6 minden x € X§ szérol — jo pénzért — meg tudja mondani, hogy L-ben van-e
vagy sem, de azt nem hajland6 elarulni, honnan tudja. Az iizlet létrejottének semmi akadalya
nem lenne, de — barmennyire szép dolog is a bizalom — azért fel kell tenniink a kérdést, hogy
mégis miért higgyiik el a valaszt, amit kapunk. Janos erre a kovetkez6t mondja: ,,Minden egyes
x € L széhoz atadok egy masik, y € X szot, melynek hossza |z|-ban polinomialis és konnyen
ellendrizhetGen bizonyitja, hogy « L-ben van.”. Ez nem hangzik rosszul, de figyeljiik meg, hogy
arra vonatkozoan nem hangzott el igéret, hogy mi a helyzet, ha = ¢ L.

Az ilyen nyelvek egy nagyon fontos problémaosztalyt alkotnak, melynek definicidja a kovet-

kezs.9.

2.3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az L nyelv nemdeterminisztikusan polinomidlis, roviden
NP-beli, ha minden x € L-hez létezik y € L§ melyre |y| = O (|x\k), és létezik olyan T Turing-

gép, mely polinom-idében eldonti az {x,y € X§ x X§ : & € L} nyelvet.

A definiciéban szerepl y szét tanunak is szoktak nevezni, mert tanusitja, hogy z L-ben

van. Ezzel kapcsolatban két dolgot érdemes kiemelni.

e Az NP definiciojaban 1évé T Turing-gép az ,Igaz-e, hogy y bizonyitja, hogy x L-ben van?”
kérdésre ad valaszt polinom-idében. Ez azt jelenti, hogy ha T az (x,y) inputon leall és
Ligen” (azaz 1) valaszt ad, akkor z € L, de ha ,nem” (azaz 0) valaszt ad, az nem azt jelenti,
hogy © ¢ L, hanem azt, hogy ,Ez az y nem bizonyitja hogy x L-ben lenne.”. Ebbdl semmi
nem kovetkezik arra nézve, hogy x valojdban L-ben van-e vagy sem, csak annyi, hogy az

y erre nem bizonyiték.

e Nem tettiik f6l, hogy a tanu kiszamolhaté. A dolog lényege éppen az, hogy nem tudjuk,
hogy hogyan talaltuk, de ha méar a keziinkben van, az egy kénnyen ellenérizhets bizonyiték

x L-beliségére.

Vegyiik észre, hogy (mint azt elére is emlitettiik) az NP problémaosztaly latszolag nem szim-
metrikus. A definici6 nem kéveteli meg annak ellendrizhetGségét, hogy « ¢ L. Vezessiik be
a

co-NP ={L C X : X\ L € NP}
jelolést, és vizsgaljuk meg ezt az aszimmetriat kozelebbrsl. A kiindul6é probléménk, miszerint

adott egy L nyelv, szeretnénk elddnteni, teljesen szimmetrikus volt, azaz az eldonthets nyelvek

{L C X§ : 3T Turing-gép ami L-t eldonti}

9A szamitastudomany kurzusokon ez altaldban nem definicié, hanem tétel, de most az egyszerfiség kedvéért

ezt az ekvivalens jellemzést hasznaljuk definicidéként.
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osztalya szimmetrikus. Ehhez csak azt kell latni, hogy ha a T" Turing-gép eldénti L-t, akkor
a X \ L nyelvet eldonti az a Turing-gép, amely minden z inputra szubrutinként meghivja T-t

majd kiirja 1 — T'(x)-et. A
P ={L C %§ : 3T Turing-gép ami L-t polinom-id&ben eldtnti}

osztaly, ugyanezen okbol, szintén szimmetrikus. Az NP osztaly azonban nemcsak latszolag, ha-
nem valéban nem szimmetrikus. Ha egy L C X§ nyelvet gy interpretalunk, hogy az bizonyos
tulajdonsaggal rendelkezé X§-beli szavakbol all, akkor NP azon tulajdonsigok osztalya, me-
lyek meglétére 1étezik polinom-idében ellenérizhets bizonyiték, mig co-NP azon tulajdonsagok
osztalya, melyekre létezik polinom-idében ellendrizheté cafolat, és ez egy természetes modon

aszimmetrikus jelenség.

2.3.2. Példa. Tegyiik fel példaul, hogy egy szamroél akarjuk eldénteni, hogy prim-e. Legyen
L, ={neN:n prim}.

Nyilvanvald, hogy L, € co-NP, azaz ez a tulajdonsag kénnyen cafolhaté. Erre a tanu egy valodi
0szt0, mert az oszthatésag konnyen ellenérizhets. Nem nyilvanvalé azonban, hogy milyen tomor

bizonyitékot tudunk elképzelni arra, ha egy szdm prim!°.

2.3.3. Példa. Ha faktorizalni akarunk, légyegében forditva tesziink fel egy hasonl6 kérdést:
legyen

Ly ={n,k : n-nek van 2 és k kozotti osztoja}.
Ezt bizonyitani koénnyt, Ly € NP, hiszen egy megfelel§ oszt6 jo tanu, de hogyan igazoljuk egy
ilyen oszt6 hidnyat?
2.3.4. Példa. Az

L. ={zy,x9,...,2,, K € N: az 2,;-k koziil néhanynak az osszege K}

nyelv a nevezetes részletosszeg-probléma (SSP, subset sum problem). Ez NP-ben van, hiszen ha
mar adott az x;-k egy részhalmaza, akkor az ellenérzéshez csak Sssze kell 6ket adni. De hogyan
bizonyithato, az Gsszes exponencidlisan sok eset végigprobalgatasa nélkiil, hogy a probléma nem

megoldhatd?

?
Visszatérve a kiindul6é problémara, az ¢ € L kérdés megoldasara vonatkozé ajanlat akkor
ér valamit, ha L € (NP Nco-NP) \ P (vagy legalabbis nem tudjuk, hogy L € P-e). Ez esetben

a problémat nem tudjuk megoldani, de a megoldéast tudjuk ellenérizni. De vajon van-e ilyen

10Valoban nem nyilvanvald, de kdzepesen mély szamelméleti ismeretek birtokaban belathaté, hogy a prim

tulajdonsdg NP-beli (s6t mi tobb, P-beli de ez mar egy komoly, nehéz eredmény).
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nyelv egyéltalan? Nyilvanvalo, hogy P C NP, hiszen, ha valamit meg tudunk oldani, az egyuttal
bizonyitéka is a megoldasnak (ha van olyan Turing-gép, ami tanu nélkiil is eldonti P > L-t,
a P osztaly szimmetrikus, az is vilagos, hogy P C NP Nco-NP. Talan meglepd, de a tudoméany
jelenlegi &llasa szerint sem az NP z co-NP, sem a P Z NP kérdésre nem tudjuk a valaszt. Ez

pongyolan fogalmazva azt is jelenti, hogy

e egyetlenegy olyan konkrét eldéntési probléméat sem ismeriink, ahol az ,igen” és a ,nem”
valasz is konnyen ellenérizhet6 egy-egy megfelel§ bizonyiték birtokaban, de a problémét

ne tudnank a bizonyitékok nélkiil is gyorsan eldénteni, vagyis

e nem tudjuk, hogy létezik-e olyan eldontési probléma, aminek megoldasat hatékonyan tud-

juk ellenérizni, de tudjuk, hogy megoldani nem lehet, tovabba

e egyetlenegy olyan konrét eldéntési problémat sem ismeriink, ahol az ,igen” vélaszra van
kénnyen ellenérizheté bizonyiték, de biztosan tudnank, hogy a ,nem” valaszra nincsen
vagy forditva (mikdzben a legtobb ilyen probléma esetén az egyik triviélis a masik pedig

teljesen megfoghatatlannak tnik).

2.4. Visszavezetés és teljesség

A nyelveket, mint eldontési problémak formalis leirasat, eddig csak énmagukban, kiilon-kiilon
vizsgaltuk, az igazan érdekes kérdések azonban a koztiik 1év8 Osszefliggések. Vegyiik észre
példaul, hogy a korabbi jeloléssel az Ly = {n,k : n-nek van 2 és k kozotti osztoja} fakto-
rizacié probléma az L, = {n € N : n prim} primtulajdonsig-probléma altalanositésa, hi-
szen minden m € N esetén m € L, < (m,m) ¢ L, s6t konnyen lathatd, hogy valdojaban

m € L, < (m,[\/m |) ¢ Ly. A kovetkezékben ezt altalanositjuk.

2.4.1. Definicié. Legyen Ly és Lo két tetszdleges nyelv. Azt mondjuk, hogy Ly polinomidlisan
visszavezethetd Lo-re, ha létezik olyan T polinomidlis futdsidejd Turing-gép, melyre minden

xr € X§ esetén x € Ly < T(x) € Lo.

Az Li-nek Lo-re vald visszavezetése azt jelenti, hogy az L; probléma minden példényahoz
konnyen hozza tudjuk rendelni az Lo egy példanyat, gy, hogy ,igen” példanyhoz ,igen” pél-
dényt, ,nem” példdnyhoz mindig ,nem” példanyt rendeliink, de anélkiil, hogy tudnank, hogy
az adott példany ,igen” vagy ,nem” példiny-e. Az egyik legegyszeriibb, nem teljesen trivialis

példa erre az alabbi:

2.4.1. Példa. Legyen

Lcoi3 = {3 szinnel kiszinezhetd grafok},
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és
Leoi17 = {17 szinnel kiszinezhets grafok}.

Egy graf szinezésén a csicsainak a szinezését értjiik ugy, hogy szomszédos csicsok kiilonb6z6
szintek (franyitatlan, egyszerd grafokrol beszéliink). Egyik probléma sem altalanositésa a ma-
siknak, de L3 konnyen visszavezethet6 L..;17-re. Ehhez minden grathoz kell konstrualni egy
maéasikat Ggy, hogy ha az eredeti harom szinnel szinezhetd, akkor az 1j 17 szinnel szinezhetd
legyen és vice versa. Ezt konnyen lathatéan ugy kell csinalni, hogy fogjuk az eredeti grafot meg
egy 14 csicsu teljes grafot, és minden lehetséges élet behuzunk koztiik. Nyilvanvalo, hogy ekkor
az eredeti graf egy 3-szinezése kiterjeszthetd az 0 egy 17-szinezésévé, mig az 1j egy 17-szinezése
az eredetit harom szinnel szinezi, azaz a kétféle szinezés egyszerre létezik vagy nem létezik, de

nem tudjuk, hogy melyik.

Ha L, visszavezethet§ Ls-re, ez azt is jelenti, hogy L; nem nehezebb, mint Lo, legaldbbis

abban az értelemben, hogy
e ha L, eldonthets, akkor L, is az,
e ha L, P-ben van, akkor L; is, valamint
e ha L, NP-ben van, akkor L is.

Egyrészt, ha T az La-t eldonté Turing-gép, és T' a visszavezetést kiszamolé Turing-gép, akkor
az a T Turing-gép, ami minden z inputra elGszor meghivja T-t, majd T'(z)-en meghivja To-t
és visszatér ennek értékével, nyilvan eldonti Li-et, és ha T, polinom-idében fut, akkor T is.
Maésrész, minden z input esetén a T'(z) Lo-beliségét igazolo tanu egyszersmind x Lq-beliségét
is igazolja, hiszen ez a két feltétel ekvivalens, az ezt leellenérzé Turing-gépnek csak Gssze kell
kombinalnia a visszavezetést és T'(x) ellendrzését.

Hogy a jelolés tiikrozze a problémak nehézsége kozti Gsszefliggést, ha az L, nyelv az Lo
nyelvre polinomialisan visszavezethets, ezt tgy fogjuk jeldlni, hogy L1 <p Ls. Mivel két
polinomidlis visszavezetés egymasutanja is polinomidlis visszavezetés, a <p relacié tranzitiv,
azaz részbenrendezés az Osszes ¥y ABC feletti nyelveken, melyek minimalis elemei a P-beli,
azaz konnyd” nyelvek (azaz, ezek barmely mas (-t6l és a teljes 2§-t6l kiilonb6z8 nyelvre —
specialisan kolcsondsen egymaésra is — visszavezethetGek), a maximalis elemei pedig a ,nehéz”

nyelvek, amit pontosabban megfogalmazva a kiovetkezd fogalmakhoz jutunk.
2.4.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy az L nyelv
e NP-nehéz, ha minden L' € NP nyelvre L' <p L,

e NP-teljes, ha NP-nehéz és L € NP.
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Az NP-teljesség a bonyolultsagelmélet egyik legfontosabb fogalma. Pongyolan fogalmazva,
az algoritmikusan ,nehéz” probléméak osztalyat jelenti, de ezzel az interpretaciéval nagyon vi-
gyéazni kell. Egyrészt, vannak probléméak, amik eleve nincsenek benne NP-ben, igy ezek még
nehezebbek. Masrészt, nem tudjuk, hogy P z NP-e, igy az NP-beli problémakrol nem Allit-
hatjuk biztosan, hogy nehezek, csak azt, hogy a lehet6 legnehezebbek. Mivel P C NP, igy NP
agy is interpretalhato, mint a problémék legh&vebb olyan osztalya, amelyekre elvi lehet&ség van
polinom-idejii megoldast talalni. Az, hogy egy probléma NP-teljes, azt jelenti, hogy egyrészt
NP-ben van, azaz, a megoldasara létezik gyorsan ellenGrizhets bizonyiték, masrészt, olyan ne-
héz, hogy ha egyetlen egy ilyet ,véletleniil” meg tudnank oldani polinom-idében, akkor azonnal
meg tudnank oldani a vilag Gsszes tobbi olyan problémajat is, amelyre ez egyaltalan elvileg le-
hetséges. Vagyis, ha egyetlen NP-teljes problamara lenne polinom-ideji algoritmus, akkor egy
csapéasra lenne az 6sszes tobbi NP-beli probléméra is (a nem NP-beliekre pedig ugy is lehetet-
len). Az, hogy egy probléma NP-nehéz, nagyjabol ugyanezt jelenti, kivéve, hogy még azt sem
tudjuk réla, hogy NP-ben van-e. Ezekre tipikus példak az NP-teljes problémak komplementerei.

A definici6bol nem nyilvanvalo, hogy léteznek-e egyaltalan NP-teljes nyelvek, illetve, ha
igen, akkor csak a létezésiiket tudjuk-e bizonyitani, vagy meg is tudunk adni ilyet konrétan.
Nyilvanvalo, hogy ha L; NP-teljes, és Ly <p Lo, akkor Lo is az (feltéve, hogy NP-beli),
igy ha mar van egyetlenegy NP-teljes nyelviink, akkor ennek polinomidlis visszavezetésével

igazolhatjuk sok masik nyelv NP-teljességét is. De hogyan taldljuk meg az els6t?

Cook tétele

Tekintsiik ismét az L.y3 3-szinezhetség problémat és egy k cstucstu G(V, E) grafot. Jeldlje k a
csucsok szamat, vezessiikk be az r1,91,b1,72,92, b2, ..., 7k, gk, b 3k darab valtozoét, és tekinsiik
a

ANV g VoA NEVa) A EVE) A G V) A\ (7 V) A GV G) A D Vb

J J (J,l)eE
logikai kifejezést (ahol a feliilvonés a logikai tagadast jeloli). Konnyen lathato, hogy ez elkédolja
a graf 3-szinezhet&ségét: minden j-re a j-edik cstcs legyen piros, ha r; igaz, z6ld, ha g; igaz és
kék, ha b; igaz. Az rj;, g; és b; valtozok logikai értékei pontosan akkor vilaszthatoak meg agy,
hogy a formula igaz legyen, ha ez egy jol definialt és helyes szinezés, mert minden j-re r;, g;
és b; koziil pontosn az egyik igaz, és ha két csics kozott van él, akkor ez mindig két kiilonb6z6
szint jelols valtozo lesz.

A logikai formuldk kifejezGereje valojaban sokkal nagyobb. Nem csak a 3-szinezhetGséget,
hanem tetszdleges Turing-gép dtmenetfiiggvényei altal meghatarozott miikodési szabalyokat ké-

pesek elkédolni. Ez a nevezetes Cook-tétel: az ugynevezett SAT nyelv NP-teljes (Cook, 1971).

23



Ez volt az elsé és talan egyetlen, melynek NP-teljességét kozvetleniil a Turing-gépek felhasz-
nalasaval lehetett (és kellett) bizonyitani. Ahogy ez megvolt, és felismerték a jelentGségét,
tovabbi nyelvek NP-teljességét mar a korabbiakra visszavezetve garmadaval lehetett bizonyita-
ni (Karp, 1972), és ma mar hemzsegnek az NP-teljes nyelvek (Garey és Johnson, 1979). Ezek
koziil a legnevezetesebbek példaul a korabban mar emlitett részletosszeg probléma és a grafok
harom (illetve minden legalabb harom) szinnel valo szinezhetGsége, a Hamilton-kor probléma,

a héatizsak-probléma vagy az egészértékii programozas.

2.5. Pszeudopolinomialis futési idé

Azt mondjuk, hogy a T Turning-gép futasi ideje pszeudopolinomidlis, ha az inputjaban 1évé
szamokat egyes szamrendszerben megadva a futési ideje polinomialis. Ez nagyjabol azt akarja
jelenteni, hogy T futasi ideje az input értékének, de nem feltétleniil a méretének polinomja. A
kiilonbség akkor a legszembet(ingbb, ha az input egyetlen n szdm, ami tetszéleges K > 2 alapi
szamrendszerben megadhaté O(logy (n) darab szimbolummal, igy, ha a Turing-gép éppen n
lépeést tesz, akkor a futési ideje pszeudopolinomidlis (,pszeudolinearis”, O(n)), de ez az input
méretének, ami O(log(n)) exponencialis fiiggvénye.

Hogy az ilyen algoritmusokat még véletleniil se nézziik polinomialisnak, annak legnagyobb
jelentGsége a kriptografiaban van'!. Tekintsiik példaul azt a naiv algoritmust, ami tigy probél
egy n szamot faktorizalni (primtényezskre bontani), hogy 2-t6l n — 1-ig egyesével végigellendriz
minden szamot, hogy osztéja-e n-nek'?. Maganak az oszthatésignak az ellendrzését elhanyagol-
va (nem ez a sz(ik keresztmetszet ennél a problémanal), marad a ,szamoljunk el egyesével n-ig”
algoritmus. 100-ig a legtSbben egy-két perc alatt el tudunk szamolni. 200-ig szamolni nagyjabol
kétszer annyi id6. Csakhogy a komplexitast elvileg nem ugy kell mérni, hogy megduplazzuk
az inputot, hanem hogy megduplazzuk az input hosszat. A 100 egy haromjegyt szam, ha az
inputot leiré szimboélumok szamat akarjuk megdupléazni, akkor (minimum) ahhoz a probléma-
hoz jutunk, hogy szamoljunk egy 100000-ig. A dolgozat megirasanak idépontjaig (2023 tavasz)
mintegy 27 millios megtekintettsége van (bar valészinttlen, hogy barki is tényleg végignézte),
annak a 2017-ben késziilt YouTube videénak, amelyen egy ,Harvard” feliratd kék pélot visel
srac elszamol szdzezerig.'® A kiiras szerint az eredeti vide6 t&bb, mint negyven 6ras. Ha a ,8z4-
moljunk el n-ig” algoritmus lineéris lenne, akkor nem 200-ig, hanem 100000-ig tartana kétszer
annyi ideig elszdmolni, mint 100-ig. Az algoritmus exponenciélis, de pszeudopolinomialis, mert

a futési ideje az input numerikus értékének polinomidlis fiiggvénye.

1A Shapley-érték kapcsan is fontos lesz, de itt most jobb egy egyszertibb példa
12Eltekintiink attol, hogy valéjaban elég \/n-ig keresni az osztokat.
13Bar nincs r4 garancia, hogy o6r6kre fent marad, jelenleg még megtekinthets itt:

https://www.youtube.com/watch?v=xWcldHxHFpo
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Hogy mire j6 a pszeudopolinomidlis algoritmus, ha valojadban exponencialis futédsideji, azt
célszert egy példaval illusztralni. Tekintsiik a kordbban mar emlitett részletdsszeg problémét:
adott n 4+ 1 darab x1,xs,...,x, € N és K € N porzitiv egész szam, és azt kérdezziik, ki lehet-e
valasztani az x;-k koziil valamennyit, hogy az 6sszegilik éppen K legyen. Ez a probléma nyilvan
NP-beli, hiszen ha valaki megmondja mely szamokat kell kivalasztani, akkor elég konnyd ellen-
Orizni, hogy az Osszegiik valoban egyenlé-e K-val, de mint kordbban emlitettiik NP-teljes. A
kézenfekvs megoldés (nyers erével'*) végigprobalgatni az z;-k 2" darab lehetséges részhalma-
zat, ami legalabb exponencialis futasidejii (nem csak n-t6l fiigg, ha az x;-k nagyok, az Osszeadés
komplexitasat sem hanyagolhatjuk el). Van azonban egy triikk. Mivel az x;-k mind nemnega-
tiv szamok, minden részhalmazuk Gsszege 0 és W kozé esik, ahol W = > x; az Osszesnek az
Osszege. Hozzunk létre egy W + 1 elemii [Ag = 1,41 =0,..., Ay = 0] t6mbot, és toltsiik ki a
kovetkezSképpen: Vi € {1,2,...,n}-reV j € {z;,x;41,...,W}-re ha A;_,, = 1, akkor legyen
Alj] = 1. Tehat elGszor csak Ag = 1, majd ¢ = 1-re a belss j-s ciklus 1-re valtoztatja A,,-et,
i = 2-re a bels6 ciklus 1-re véltoztatja A,,-t és Ay, 4a,-t, és igy tovdbb. Ezzel az tn. dina-
mikus programozas modszerrel, az i-edik iteracié utan azon Ay értékek valtoznak 1-re melyek
elgéllnak az elsé ¢ szam valamely részhalmazanak Osszegeként. A részletosszeg-probléma tehat
akkor és csak akkor megoldhatd, ha az utolso iterdcio utan Ax = 1. A megoldashoz hasznalt
A t6mbot Osszesen n-szer irtuk feliil, minden feliiliras (a belss j-s ciklus) legfeljebb W miivelet
W-nél kisebb szamokon, igy a teljes futasi id6 O(nW log(W)), ahol tehat W =Y z;. Ez kissé
unortodox moédja a komplexitds megadasanak, mert azt definicié szerint az input méretének
fiiggvényében kell megadni, ami pedig > log(z;) lenne, az n pedig ennek nem fliggvénye. Ezzel
egyiitt, konnyen lathato, hogy a futasi id6 nem becsiilhets feliilrél az input méretének sem-
milyen polinomjaval, az algoritmus ,nagyjabol exponencidlis”. Az érdekes benne az, hogy a
brute force végigprobalgatas Q(2™) futasi idejéhez képest ez n-ben ,kicsi”, a gond a W szorzo,
mely az input méretében exponencidlisan nagy és n-t6l fiiggetleniil akidrmilyen nagy is lehet.
Ez elég jol ravilagit, hogy milyen komplexitasi tulajdonsagot probéal megfogni a pszeudopoli-
nomidlis id6 komplexitas: olyan problémak Gsszesége, ahol az input valamilyen szdmokbol &ll6
sorozat, de nem azért nehéz megoldani, mert tal sokan vannak, hanem azért mert tul nagyok.
A részletosszeg és sok ,hasonld” probléma, beleértve a Shapley-érték bizonyos specidlis eseteit,
melyek inputjai egész szamokbdl allo sorozatok, nem a paraméterek szamanak noévekedésével
nehezednek (nagyon), hanem elsésorban attol nehezek, hogy gigantikus paramétereket adunk
meg inputnak (sok kis szamra koénnyebb megcsinalni, mint kevés nagyra), ami a gyakorlati

alkalmazasokban nem feltétleniil all fenn.

14 Az ilyen ,0Osszes eset végigprobalgatasa” modszert brute force algoritmusnak nevezik.
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2.6. Kozelithetgség

Eldontési problémak kozelitésének semmi értelme nincsen, mert mit jelentene az, hogy valami
Hkoriilbeliil igaz”? A kozelitést altalaban optimalizilasi problémak esetében szoktéik értelmezni,
de itt, most egy sokkal egyszeriibb, speciilis esetet fogunk érteni rajta.

Legyen f egy f : Z* — Q fiiggvény, ahol Z* = EOJ 7', azaz f minden egész szamokbdl 4llo
véges sorozathoz hozzarendel egy racionélis szémotl.: OHa valamely € > 0 val6s szamhoz 1étezik
olyan T. Turing-gép, amely polinom-idében fut és minden z inputra |f(x) — Te(z)| < ¢|f(z)]
(ahol | | most a racionalis szamok abszolutértékét jeloli), akkor azt mondjuk, hogy f kozelithetd
legfeljebb e relativ hibaval.

Noha léteznek ,nagyon jol” kozelithets ,nehéz” problémak (olyanok, melyek eldontési verzi-
6jal® is NP-teljes), ebbdl nem érdemes elhamarkodott kovetkeztetéseket levonni. Egyrészt, a
kozelités nem felcserélhetd a visszavezetéssel, masrészt, az hogy egy probléma koézelithetd, nem
azt jelenti, hogy van egy polinomilis algoritmus, ami adott e-ra kiszamol egy kozelitést, hanem
azt, hogy adott e-ra létezik egy polinomialis algoritmus, ami kiszamol egy kozelitést. Tehét

lehetséges, hogy (1) létezik egy kozelités e = %—re, de e = % méar nem tudjuk hogy van-e, vagy

tudjuk, hogy nincs, illetve (2) elképzelhets, hogy létezik egy kozelités e = L-re is és e = +-ra
is, de az mar egy teljesen mas algoritmus, mondjuk az elsé linearis, a méasik viszont négyzetes.
Még ha igaz is, hogy egy probléma minden € > 0 esetén kozelitheté € hibaval, ez sem azt je-
lenti, hogy van egy polinom-idejd algoritmus ami akdrmilyen pontossiggal kozeliti, hanem azt,
hogy minden hibdhoz van egy polinom-idejd algoritmus, ami legfeljebb akkora hibaval kozeliti,
de ezek az algoritmusok kiilonbdzéek s6t kiilonb6z6 bonyolultsagiak lehetnek. Harmadrészt,
még abban az esetben is, ha van egy fix algoritmus, ami minden e-ra kiszamol egy kozelitést,
ennek a komplexitasa, lehet hogy példaul "?2 (vagy, esetleg n? - 1052), ami minden fix e-ra
n-ben polinomidlis, azonban, ha a probléma egy fix példanyara szeretnénk a hibat nulldhoz

kozeliteni, az mar nem megy. A definicié nem zérja ki, hogy a kozelités futasideje € — 0 esetén

exponencidlisan gyorsan tartson végtelenbe.

15Eldéntési verzio alatt azt érthetjiik példaul, hogy létezik-e = : f(z) < K adott K inputra.
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3. fejezet

A Shapley-érték mint

bonyolultsagelméleti probléma

Adott egy TU-jaték, szamoljuk ki a Shapley-értékét! Ez latszolag nagyon egyszert, be kell he-
lyettesiteni az (1.1) vagy az (1.2) formulaba, és megkapjuk a konkrét szamokat. Harom jatékos
és nyolc lehetséges koalicid esetén ezt akar kockas papiron is konnyen megtehetjiik, de ha a
jatékosok szama akar csak 100, és a Shapley-értéket algoritmikusan, szamitégéppel szeretnénk

kiszamolni, akkor mindkét 2. fejezetben targyalt probléméaval szemben talaljuk magunkat:
1. Id6: Az utébbi években (2016-2020) egy szuperszamitogép szamitasi kapacitasa hozzéave-
télegesen 100 petaFLOPS', ami masodpercenként kb. 10'7 lebegdpontos miivelet elvégzését

jelenti.

e Az (1.1) formula egy n! tagszdmu Osszeg, ez azt jelenti, hogy

— kb. 10 jatékosra ki tudjuk szamolni,

— kb. 33 jatékosra lehetett volna kiszdmolni az Gsrobbands 6ta eltelt mintegy 14 mil-

lidrd év alatt,

— 100 jatékos esetén pedig sz6 szerint az idSk végezetéig tartana.'”

e Az (1.2) formulénak ,csak” 277! tagja van, ez n = 100 esetén 2°9 > 102° miivelet, ami

kb. 10'2 méasodpercig, azaz igy is tobb mint 30 ezer évig tart.

2. Tar: Egy TU jatékot elvileg a karakterisztikus fiiggvénye definidl. Ha a jatékot a szami-
togépnek inputként az Gsszes koalicio értékének felsorolasaval akarnank megadni, akkor ez, az

emlitett 100 jatékos esetén, mintegy kétmillié gigabyte-nyi adat lenne.

16https://en.wikipedia.org/wiki/FLOPS
17Tovabb tartana mint mire az univerzum eléri a termodinamikai egyenstly (maximalis entrépia vagy héhaldl)

allapotaban a 107 3K hdmérsekletet és megsziinik az idg.
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3.1. A Shapley-érték bonyolultsaga

Mivel egy algoritmus komplexitdsa alatt a futésa soran felhasznalt erdforrasok (tér és ido)
maximalis mennyiségének nagysagrendjét, mint az input méretének fiiggvényét értjiik, a fejezet
elején feltett kérdés alapvetSen értelmetlen amig meg nem mondjuk, hogy mi az input, azaz
milyen forméban, milyen modon van adva a jaték. A teljesség kedvéért kezdjiik az alabbi,

kozismert!'® eredménnyel:

3.1.1. Tétel. Amennyiben eqy TU-jatékot az dsszes koalicio értékének felsoroldsdval adunk

meg, a Shapley-érték kiszamithatd polinom-iddben és tdrban.

Bizonyitds. A bizonyitashoz vizsgéljuk meg, hogy az (1.2) formula hany mivelettel szamolhato
ki (az (1.1) formula kiértékelése konnyen lathatéan nem polinomialis). Az input méretét (azaz

a koaliciok értékeit megado elemek Gsszes bitjeinek szdmat) jelolje & = > logy(v(S)), mely
0#£SCN
tehat legalabb 27, de lehet sokkal nagyobb is. Nyilvanvalé, hogy 27! darab hatar-hozzajarulast

(azaz, ennyi darab kivondst) linearis id6ben ki lehet szamolni, és a hatar-hozzajarulasokat
linearis tarban eltarolni. Mivel az (1.2) formuldban legrosszabb esetben is n! vélaszthato az
Osszeadando tortek kozos nevezdjének, |S|!- (|N] — | S| —1)! pedig ennél nem nagyobb, a feladat
2"~1 olyan tortnek az sszeaddsa, melyeknek mér van kozds nevezdjiik, a szamlalojuk pedig
(Osszesen ¥ - nlog(n) id6 alatt kiszamolhato) legfeljebb nlog(n) + ¢ bites szamok. Két szam
Osszeadasakor az Osszeg legfeljebb egy helyiértékkel lehet nagyobb a legnagyobb 6sszeadandonél,
igy tobb szam Osszeadédsakor a bitek szama legfeljebb az 6sszeadandok szamanak logaritmusaval
néhet, ami jelen esetben n, aminél ezek a szdmok mar eleve nagyobbak, igy az Osszeg is egy
legfeljebb n log(n) + ¥ bites szdm. Ebbél kell 6sszeadni 271 darabot, ez legfeljebb (nlog(n) +
¥) - 2" mtvelet. Mivel ¥ > 2" igy ez legfeljebb 92 mivelet, és nyilvan legfeljebb ugyanennyi
tarhely. O

Megjegyzés. A bizonyitas nagyon nagylelkiien banik az inputot alkot6 szaimok nagysagéval, az
utolsé lépésben minden hatar-hozzajarulast egy legfeljebb annyi bites szaimnak tekint, amekkora
a teljes input mérete, ezért kaptunk ilyen rossz eredményt, négyzetes futasi idét. A becslés
azonban nem tiinik a koaliciék szamaban lineérisra javithaténak, még abban az esetben sem,
ha a karakterisztikus fliggvény 0 - 1 értéki (az input mérete ilyenkor 2"). Ezesetben ugyanis
a hatéar-hozzajarulasok Ssszesulyozasakor a miveletek szama nem 2"~', mert — noha a hatar-
hozzajarulasok konstans mérettiek — a sulyokat ado faktorialisok nagy, n - log(n) bites szamok,

ami a linearisnal egy kicsit rosszabb nlog(n) - 2"-re rontja a teljes futasi idét.

Osszefoglalva tehat, ha egy TU-jatékot a koaliciok értékeinek listajaval adunk meg, akkor a

Shapley-érték négyzetesnél semmiképpen sem rosszabb futési idgvel kiszamolhat6. A tétel nem

18 A tétel mondhatni folklér, az irodalomban valé els§ felbukkanasat keresni sem érdemes.
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oldja meg a Shapley-érték probléméjat (tehat érdemes tovabb olvasni a dolgozatot), ugyanis
ebben a formaban csak nagyon ,kicsi” jatékokat szokas definialni, a legtobb TU-jatékot nem igy

adjuk meg. Nézziink néhany konkrét példat.
3.1.1. Példa.

Szavazasi jaték: Legyenn € N, N = {1,2,...,n}, w = (w1, ws,...,w,) € N* és g € Z. Min-
den S C N-re legyen

1, ha > w; >gq,
U(S) _ €S

0, ha > w; <gq.
€S

RepiilStér-jaték: Legyen n € N, N egy n elemi halmaz, minden i € N-re ¢; € N, és legyen a

karakterisztikus fiiggvény v(S) = max{c;|i € S}.

Csédjaték: Let A € ZT,n € N, 1y,ls,...l, € N és legyen (N,v) az a TU-jaték, melynek
karakterisztikus fiiggvénye v(S) = max{0,4 — >, .5 [;}.

A jatékok részletes leirdsa, a paraméterek interpreticioja, szamtalan egyéb példéaval egyiitt,
megtalalhato példaul Driessen (1988) kényvében.

Egy TU-jatékot tehat a karakterisztikus fliggvénye definidl, de — amint ezt a fenti harom
példanal is lathatjuk — ez a fliggvény altaldban nem az Gsszes koalici6 értékének felsorolasaval
van adva, hanem valami egyszerd képlettel, melyet a jatékosok szaméban polinomialis (a fenti
harom példanél linearis) mennyiségli paraméter hataroz meg. Ezt formalizalja az aldbbi
3.1.1. Definici6é. Tekintsik TU-jatékok eqy G C |J Gn halmazdt, ahol ¥Yn € N-re
n={1,2,3,...,n}. Azt mondjuk, hogy G polinomidlis‘a;iiprezentdlhaté, ha létezik 3 (véges)
ABC" és egy T feletti legaldbb hdarom szalagos T Turing-gép, valamint ¥g = (riy,v,) € G-re
olyan x4, € X3 s20, melynek hossza ng-ben polinomidlis, és Tg elsd szalagjdra egy ng hosszi
0-1-sorozatot, mdsodik szalagjdra pedig x4-t irva, polinom-idében kiszamolja (bindris alakban
visszaadja output-ként) a g jatékban annak a koalicionak az értékét, melynek indikdtor-vektora

az elsd szalagjdn van. Réviden T (S, z4) = vg4(S).

A polinomialis reprezentacio létezése azt jelenti, hogy a jatékosztaly ,t0omorithetd”, azaz le-
irhaté a jatékosok szamaban polinomialis mennyiségi adattal. Az 3.1.1. példa jatékai mind
ilyenek, ha a jatékokat meghatirozo w;, ¢;, illetve [; sulyok a jatékosok szaméban legfeljebb ex-
ponencialisan nagyok, hiszen a jatékokat meghatarozé egyszerd képletek nyilvan kiszamolhatéak

Turing-géppel.

9Mely a 2. fejezet feltevéseinek megfelelSen az * iires szimbélum mellet tartalmazza a 0 és 1 szimbélumokat,

hogy szamokat tudjunk abrazolni.
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3.1.2. Definicié. Legyen G C |J Gr egy polinomidlisan reprezentdlhatd jatékosztily. Ekkor
neN

a definicicban szerepld x4 szavak eqy Lo = {4 € X§ | g € G} nyelvet alkotnak. Ezt az

L¢ nyelvet a definicidban szerepld Tg Turing-géppel egyiitt, az (Lg,Tg) rendezett part a G

jatékosztaly polinomidlis reprezentaciojanak nevezziik.
Megjegyzés. A polinomidlis reprezentacié nem feltétleniil egyértelmii.

3.1.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a G C |J Gy jdtékosztdlyra a Shapley-érték polinom-
iddben kiszamolhatd, ha létezik G-nek (LG,Tgr)lG;Iolinomidlis reprezentdcidja, melyhez létezik
olyan T legaldbb hdrom szalagos Turing-gép, melynek elsd szalagjdara inputként egy x4 € La
s20t, a masodik szalagjdra pedig T leirdsdt irva, (Tg-t szubrutinként haszndlva), polinom-idében

kiszamolja a g jdték Shapley-értékét.

Megjegyzés. A Turing-gépek szalagjainak szamaéra tett feltevés természetesen technikai jelle-

gl, és ha ezt elhagynank, ekvivalens definiciokhoz jutnank.

Egy jatékosztalyra a Shapley-érték kiszamolhatosaga két feltétel egyiittes teljesiilését jelen-
ti. Egyrészt, a karakterisztikus fliggvények megadhatéak valamilyen egyszerd képlettel vagy
témoren leirhato eljarassal (az Gsszes koalicio értékének exponencidlisan hosszu listaja nélkiil),
tehat a problémat fel tudjuk irni ,sok” jatékos esetén is. Masrészt, ebbdl a tOmor reprezentaci-
6bol, mint inputbdl, a jaték Shapley-értéke valamilyen algoritmussal hatékonyan kiszdmolhaté.

Mivel a polinomiélis reprezentécié dltalaban nem egyértelmd, ez felvet bizonyos kérdéseket.

1. Hogyan tudjuk eldénteni, hogy egy polinomialis reprezentacié tényleg ,azt a jatékot ir-
ja le, amit akartunk”, azaz, hogyan lehet két polinomialis reprezentaciorél elddnteni,
hogy ugyanazt a jatékot reprezentaljik-e (vagyis ugyanazt a karakterisztikus fiiggvényt

szamoljak-e ki)?

2. Elsfordulhat, hogy egy jatékosztaly kétféleképpen is reprezentidlhatd, de az egyikbdl ki
lehet szamolni a Shapley-értéket, a mésikbol viszont nem. Ezesetben nyilvan egyik rep-

rezenticiobol nem lehet kiszamolni a masikat.

3. Egyéltalan nem egyszerd annak az eldontése, hogy melyik a kdnnyebb feladat: adott

reprezentacidhoz Shapley-értéket szdmolni, vagy mas reprezentaciot keresni.

Megjegyzés. A definiciobdl természetesen kimaradnak olyan érdektelennek tiing esetek, ha
példaul a jaték nem az Gsszes koalicio értékének felsorolasaval, de polinomialisnal tobb, mond-
juk 2v™ paraméterrel irhato6 le. Emellett kizartunk olyan érdekesnek tiing esetek is, mint példaul
a Faigle és Kern (1993) altal bevezetett ladapakolasos jatékok vagy utazoiigynok-jatékok. Ezek

a jatékok megadhatoak polinom-sok paraméterrel, azonban mér az egyes koalicidk értékének
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kiszdmolésa is NP-nehéz. Ebbd6l nem kovetkezik automatikusan, hogy a Shapley-érték sem szé-
molhat6 ki polinom-idében, hiszen az szimmetrikus esetre példaul trividlis, de a tovabbiakban

ilyen jatékokkal sem foglalkozunk.

3.2. Kiszamolhato6 jatékok

Bizonyos jatékok Shapley-értéke méretiiktdl fiiggetleniil konnyen kiszamithato.

3.2.1. Példa. A g = (N,v) € Gy jatékot additivnak nevezziik, ha barmely két diszjunkt
51,52 C N koalici6 esetén v(S; U S2) = v(S1) + v(Ss).

Koénnyen lathato, hogy additiv jaték Shapley-értéke: ¢; = v({i}), ugyanis minden hatar-
hozzajarulés is ezzel egyenls. Az additiv jatékok megadhatdak a 3.1.1. definicibnak megfelels
alakban, a v; = v({i}) szdmok, (a jatékosok szaméval megegyez6 méretd paraméterhalmaz),

egyértelmten definidljak a teljes jatékot.

3.2.1. Koltségallokaci6 fakon

Az egyik legkorabbi nemtrividlis eredmény a Shapley-érték komplexitasival kapcsolatban Meg-
iddo 1978-as Computational Complexity of the Game Theory Approach to Cost Allocation for
a Tree cimi cikkében jelent meg.

Legyen a jatékosok halmaza N = {1,2,...,n} éslegyen G(NU{0}, E, d) irdanyitott stlyozott
éld gyokeres fa, ahol a 0 csucs a gyoker, és jelolje d(i, j) > 0 a sulyozast az éleken. Legyen minden
S C N-re v(S) az sszes olyan él sulyainak 6sszege, melyeket valamelyik S-beli csicshoz vezetd,
gyokérbdl indulo ut tartalmaz. A sulyok az éleken jelenthetik példaul egy csatorna-, vasut- vagy
elektromos halézat épitési vagy fenntartasi koltségeit.

A megoldas a Shapley-érték additivitdsan alapul. Tekintsiik ugyanis minden e € E élre
azt a G, jatékot, amit ugy kapunk az eredetibdél, hogy az e él silyan kiviil mindegyiket lenul-
lazzuk. Mivel a karakterisztikus fiiggvény az élek silyozasara nézve additiv, ezzel az eredeti
jatékot n darab sokkal egyszeriibb jaték Osszegére bontottuk, amelyek Shapley-értékei siméan
Osszeadddnak. A kapott G, jatékok egyetértési jatékok, az 1.2.1. fejezet jelolésével R azon
csucsok halmaza, melyekhez a gyokérbél vezets at az e élen dtmegy. Ezen csicsok kozott kell
egyenlGen szétosztani az e él koltségét. Az Gsszes lehetséges e élre ezeket Gsszeadva, a megoldéas
agy is interpretalhato, hogy minden él koltségét egyenletesen kell szétosztani azon jatékosok
kozott, akik az élet hasznéljak. Nyilvan minden e élre és i csticsra kiszdmolhato, példaul az e
végpontjabol inditott szélességi vagy mélységi kereséssel annak az indikitora, hogy az i csics
hasznélja-e az e élet és ez az informacio eltarolhato példaul egy n X n-es méatrixban, amibdl a

jatékosok Shapley-értékei mar kénnyen kiszdmolhatoak. Mindez a legnaivabb médon is O(n?)
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idében megvalosithato. Valojaban, Megiddo (1978) szerint, a feladat az algoritmus tigyes opti-

malizalédsaval, egyetlen mélységi kereséssel, linearis id6ben is megoldhaté.

3.2.2. Tovabbi példak

A bevezetSben ismertetett példak koziil a variancia-allokaciés jaték Shapley-értékének komple-
xitésa szintén polinomidlis, s6t a megoldas nagyon szemléletes, minden eszkdz Shapley-értéke
a hozamanak a teljes portfolio (sajat magét is beleértve) hozaméval vett kovariancidja (Colini-
Baldeschi et al., 2018), speciélisan a jaték pontosan akkor additiv, ha az eszkézok hozamai
fliggetlenek, és ekkor minden eszkéz Shapley-értéke a sajat varianciéja.

A mar ismert jatékok koziil érdemes még megemliteni a 3.1.1. példaban leirt repiilGtér-
jatékokat. Ezekre az 5. fejezetben még visszatériink, mert érdekes Osszefliggésekre fognak
ravilagitani. Most csak annyit jegyezziink meg, hogy a Shapley-értékiik konnyen szamolhato
a kovetkez$ egyszert észrevétel felhasznédlasaval: minden ¢ € {0,¢1,¢a,...,¢,} szamra, a leg-

feljebb ¢ értéki koaliciok szama 2/{<c kdltségi jatekosok}|

Ebbdl differencidlédssal megkaphaté a
pontosan ¢; koltségi koaliciok szama, amibdl a Shapley-érték az (1.2) formula felhasznalasaval

kiszamolhato.

3.3. NP-nehéz jatékok

A Shapley-érték kiszamitasa a bonyolultsagelméleti szempontbdl masik végletnek tekinthetd
NP-nehéz probléméak kozott is képviselteti magat. Fzzel kapcsolatban, régi klasszikus eredmé-

nyek helyett, most néhany frisset mutatunk be.

3.3.1. Tartozasos jatékok

A tartozdsos jatékok a 3.1.1 példa cs6djatékahoz nagyon hasonlo jatékosztaly, melyet Csoka és

Herings (2019) vezetett be. A jaték karakterisztikus fliggvénye

min{A4, > [} ha 0€S,
v(8) = jes\{o}
max{0,A— >  I;} ha 0¢85
jgsu{o}

ahol N ={0,1,...,n—1}, Aésly,la,...l,—1 pozitiv paraméterek, melyekre A < > [;. A jatek
szerepl6i egy 0-val jelolt jatékos, példaul egy cég, és véges sok hitelezd, I; jeloli a kotelezettséget
az i-edik hitelezs felé. Az A paraméter a 0-s jatékos eszkozeinek értéke, melynek értéke kevesebb,
mint a kotelezettségek Osszege, igy a cég csédben van. A karakterisztikus fliggvény azt irja le,
hogy az egyes koaliciok mennyit tudnak behajtani az 6sszes kovetelésiikb6l. A csGdbemend cég

is szereplGje a jatéknak és azok a koaliciok, melyeknek 6 is egyik tagja, elsGbbséget élveznek

32



a kotelezettségek kielégitésében. A 0 jatékost nem tartalmaz6 koaliciok csak a maradékon
osztozkodhatnak. A jatékkal kapcsolatos tovabbi részletekért és példakert 1d. Csoka (2018).
Egy 2022-ben megjelent cikkben (Csoka et al., 2022) belatjuk az alabbi tételt:

3.3.1. Tétel. NP-nehéz annak eldontése, hogy két tartozasos jatékban a csédbemend cég Shapley-
értéke megegyezik-e, azaz az {(L1,Ls) | Sh1 = Sha} nyelv NP-nehéz, ahol L; tartozdsos jatékok,
Sh; pedig a 0-s jatékos Shapley-értéke az eqyes jdatékokban.

Bizonyitds. Felhasznéljuk, hogy a

SUBSET-SUM = {(al,ag,...,ak,M) ez 1 3F C{1,2,... k} | Zai = M}
1€H
nyelv NP-teljes. Konnytd belatni, hogy ennek a
k
> a;
HALFSUM = ¢ (a1,az,...,ax) € Z¥ | 3H C{1,2,...,k} | Y a; = i:;
i€cH

specialis esete is az. Ezt fogjuk visszavezetni a tartozasos jatékok Shapley-értékére.

Legyen (a1, as,...,a;) € Z*. Legyenek a kitelezettségek I; = a;, A = ZT‘I és legyen L egy
tartozasos jaték az l; és A paraméterekkel. Az Lo jatékban ugyanezek lesznek a kotelezettségek,
de az eszkozok értékét 1-el csokkentjilk. Azt fogjuk megmutatni, hogy az £ és Lo jatékban a
0 jatékos Shapley-értéke pontosan akkor kiilénb6z8, ha (ay,as, ..., a;) € HALFSUM.

Hitelezék egy S C {1,2,...,n—1} koalici6janak, hitelez6k halmazara vonatkozo komplemen-
terét jelolje S¢ = {1,2,...,n—1}\ S. A konnyebb érthetGség kedvéért nevezziik hitelezsk egy

s sz

kozepesnek, ha éppen egyenls: ), ol; = A és gyengének, ha kevesebb: » . ¢l; < A. Mi-
vel az eszk6zok értéke éppen fele az Gsszes kovetelésnek, minden S esetén S és S¢ koziil vagy
pontosan az egyik erds, a méasik gyenge, vagy mindkett§ kozepes. Egy gyenge koalicio értéke
onmagaban nulla, mert a kdvetelések hatrasoroltak, és a komplementer koaliciét nem lehet kifi-
zetni. Amikor a 0 jatékos egy ilyenhez csatlakozik, akkor viszont az Gsszes kovetelés kifizethetd,
ezért a 0 jatékos hatar-hozzajarulasa megegyezik a kovetelések Osszértékével. Egy erds koalicid
Osszes kovetelése akkor sem elégithets ki, miutan a 0 jatékos csatlakozott a koalicidhoz, ezért a
komplementer koalici6 teljes kovetelését, mely ilyenkor kevesebb az eszk6zok értékénél athozza
onnan, tehat ilyenkor ez lesz a hatar-hozzajarulas. Ezt tomdren megfogalmazva:
> 1;, ha S gyenge,
o(5) = ¢ <8

> 1, ha S erds.
icSe

Ha S kozepes, akkor a két eset egybeesik és v()(S) = A természetesen. Ezt felhasznélva a 0

jatékos Shapley-értéke az £ jatékban a nevezében 1évé nl-al felszorozva:
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n!'Sh():ZzS'v(')(S): ZZS"U(/)(S)+ Z zg - vp(S) + Z zg - vy(S) =

S S erds S kézepes S gyenge
S erds iese S kozepes S gyenge ies

Ahol zg = |S|! - |S¢|! pozitiv stulyok. Nézziik, mi valtozik, ha a Shapley-értéket az Lo jatékban
akarjuk kiszamolni. Ebben a kotelezettségek ugyanazok, de 1-el csokkentjiik az eszkézok A
értékét. Egy eredetileg gyenge koalicié tovabbra is nullat ér, mert a komplementer kdvetelések
kevesebb eszkozzel még kevésbé fizethetGek ki. Amikor a 0 jatékos a koalicidhoz csatlakozik, to-
vabbra is kifizethets az 6sszes kovetelés, mert az A-nal szigorian kevesebb volt, tehat legfeljebb
A—1. A 0 jatékos hatar-hozzajarulasa tehat, és igy az 6sszeg harmadik tagja nem valtozik. Ha-
sonléan kénnytd meggondolni, hogy ugyanez a helyzet az erds koalicidkkal, tehat az Osszeg elsé
tagja sem valtozik. Az Osszeg masodik tagja pontosan akkor nemiires, ha az eredeti HALFSUM
probléma megoldhat6. Egy kozepes koalicié mindkét jatékban nulldt ér, mert a komplementer
kovetelések elérik (Lo-ben meghaladjak) az eszkozok értékét, igy nem marad semmi. Amikor
a 0 jatékos egy ilyen koalicidhoz csatlakozik, annak értéke L£q-ben éppen A lesz, Lo-ben pedig
éppen A — 1. Az Gsszeg mésodik tagjanak tehat minden tagja, s igy a tejles Osszeg is csokken.
Ha tehat van kozepes koalicid, akkor a 0 jatékos Shapley-értéke az Lo jatékban kisebb lesz az

L1-hez képest, és pont ezt akartuk belatni. O

Ezek szerint nincs polinom-idében futéd egzakt algoritmus a tartozdsos jatékok Shapley-

értékének kiszdmolasara, hacsak nem P=NP.

3.3.2. Szavazasi jatékok kozelithetetlensége

A 3.1 fejezet els6 példaja talan a legismertebb és legfontosabb jatékosztaly, a szavazasi jaté-
kok osztdlya. Ebben n jatékos mindegyike rendelkezik egy a, sullyal, valamint adott egy ¢
kvota. A jatékosok eldontendd kérdésekben szavazhatnak, és ha az igennel szavazok Osszsi-
lya eléri a kvotat, akkor az inditvanyt megszavaztak. A karakterisztikus fiiggvény azt irja le,
mely koalicioknak van elég ereje egy inditviny megszavazisahoz, azaz mely koaliciok alkotnak
tobbséget.

A szavazési jatékok osztélya a Shapley-érték szempontjabol a bonyolultsdgelméleti értelem-
ben ,nehéz” problémék kozé tartozik. Deng és Papadimitriou (1994) szerint a Shapley-érték
kiszamitasa #P-teljes??. Ehelyett most egy, bizonyos értelemben gyengébb, bizonyos értelemben

ergsebb allitast fogunk igazolni, melynek nem taldltuk nyomat az irodalomban.?!

20Ez az NP-teljes eldontési problémak ,kiszamitasi” megfelelsje, vagyis ,,nehéz”.
21Talan azért, mert nehézségét tekintve inkabb feladatgytijteménybe valé mint tudoméanyos publikaciéba.
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3.3.2. Tétel. Az
{(/J,i) | L= (N,v) szavazdsi jaték ,i € N egy jdtékos, melyre Sh; # 0}
nyelv NP-teljes.

Bizonyitds. A bizonyitas hasonld a tartozasos jatékokrol szolo tételéhez, csak sokkal egysze-
riibb. Legyen (ai,as,...,ax, M) a SUBSET-SUM probléma egy példanya, és rendeljiik hozza
az ((a1,a9,...,a5,1, M +1),k+1) problémat, vagyis vegyiink egy 0j jatékost, akinek 1 a stlya
és allitsuk M + 1-re a kvotat. Igy az 1 salya jatékos Shapley-értéke pontosan akkor nem nulla,
ha a tébbi jatékosnak van olyan koalicioja, amelyben a silyok Osszege éppen M. Masrészt a
probléma NP-ben van, mert egy ilyen koalici6 megadasa bizonyitja a Shapley-érték nemnullasa-

gat. O

Vegyiik észre, hogy a szavazasi jatékok Shapley-értékének nemnullasiga a részletdsszeg prob-
léméanal altalanosabb
{(al,ag,...ak,I,J) €ZM? |3HC (1,2, kY | Y € [I,J]}
icH
problémét oldja meg. A részletOsszeg probléma ennek az a specialis esete, ha I = J. A tétel te-
hét tulajdonképpen trividlis, és ebben a forméban nem is tul izgalmas, az alabbi kdvetkezménye

azonban sokkal érdekesebb.

3.3.1. Kovetkezmény. Semmilyen € < 1-re nem létezik a szavazdsi jatékok Shapley-értékére

polinom-ideji e-kiozelités, hacsak nem P=NP.

Bizonyitds. A kozelités definicidja szerint, ha létezne ilyen §, melyre s - (1 — ¢) < § teljesiilne,
akkor ez ¢ < 1 miatt szigorian pozitiv becslést adna minden olyan jatékos Shapley-értékére,
akire ez nem nulla, és § < s- (1 + €) miatt nullat azokra, akikre nulla, amivel eldontene egy

NP-teljes problémat. Ez valéban csak P=NP esetén lehetséges. O

Megjegyzés. Abbdl, hogy egy jatékosztily esetén nem tudunk polinom-ideji algoritmust a
Shapley-érték kiszamolasara, nem kovetkezik, hogy az csak a brute force 27! futésidejii algo-
ritmussal oldhaté meg. Példaul éppen szavazasi jatékokra Klinz és Woeginger (2005) bemutat
egy eljarast, mely a koaliciok iigyes ,feldarabolasaval” meg tud spoérolni egy csomé szadmolast és
még mindig exponenciélis, de kicsit gyorsabb, O (nﬂn> idében képes kiszamolni a Shapley-

értéket.

3.3.3. Shapley NP-ben?

Alapitunk a bevezetSben litott EGK-hoz hasonlé jatékot??, eztittal nem hét, hanem hetvenhét

orszag részvételével. A legkisebb résztvevs orszag, Aprajafalva (tovabbiakban A) és a legna-

22Vannak ma is hasonlék, példaul az EU bizonyos dontéshozo szervei.
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gyobb, Bergengocia (tovabbiakban B) képviselsi kisvartatva osszevesznek, az el6bbi ugyanis azt
allitja, hogy az 6 orszdganak Shapley-értéke nulla, mig az utébbi azt, hogy ez nem igaz.

A Shapley-értéket, mint tudjuk, nehéz kiszamolni, de elképzelhets, hogy a jatékosok egyiit-
tesen rendelkeznek az ehhez sziikséges szamitési kapacitassal, azonban nem biznak egyméasban
annyira, hogy a végeredményt elhiggyék. Ha egy jatékra ,rabizonyithaté” lenne a Shapley-
értéke, azaz a Shapley-érték NP-beli lenne, akkor a probléma a bizalomhidny ellenére athidal-
hat6 lenne. A résztvevs orszigok egyiittes erdvel kiszamoljak a Shapley-értéket és elGallitjak
az ellenGrzéséhez szitkséges bizonyitékot. Az NP definicioja szerint a bizonyiték ellenGrzése
polinom-idében elvégezhetd, ezt mar onallban minden orszag a tobbiek kézremikddése nélkiil
is meg tudné csindlni, és tobbé nincs vita.

A tudomény jelenlegi dllasa szerint teljes bizonyossaggal nem éllithatjuk, de nagyon valo-
szintitlen, hogy a Shapley-érték NP-ben legyen. Visszatérve ugyanis az eredeti probléméra, B
jatékos allitasara létezik bizonyiték. Annak igazolasara, hogy A jatékos Shapley-értéke nem
nulla, egyszeriien meg kell adni egy olyan koaliciét, melynek értéke kisebb, mint a kvéta, de
A-val kiegészitve, mar nagyobb.?? Megforditva: ha A jatékos Shapley-értéke tényleg nulla,
hogyan tudja ezt kdonnyen bizonyitani? Elég megfoghatatlan a dolog, mert rengeteg koaliciorél
kéne valahogy belétni, hogy a szavazoereje nem esik bele egy bizonyos intervallumba. A beveze-
t6ében Luxemburg példaja mutatta, hogy bizonyos specidlis esetekben ez belathaté. Ha példaul
A kivételével minden jatékos stlya és a kvota is oszthaté ugyanazzal az m szammal (példaul
mindegyik paros), az A jatékos sulya pedig ennél az m-nél kisebb, akkor A Shapley-értéke nul-
la, és ez az m szam, erre egy tOmor bizonyiték. Azonban ez természetesen csak egy elégséges
és nem sziikséges feltétel, ha ilyen m szam nincs, milyen kénnyen ellenérizhets bizonyitékot
tudunk elképzelni? Valészint, hogy semmilyet. A 3.3.2. tétel szerint ugyanis ez a probléma

NP-nehéz. Ha egyuttal NP-beli is lenne, az eldontené a nevezetes NP < co-NP problémat.

3.3.2. Kovetkezmény. Hacsak nem NP = co-NP, akkor a TU-jitékok Shapley-értéke nem
NP-beli probléma.

3.4. Reprezenticidés ekvivalencia

Hetvenhét orszaghol allo szovetségiink tagjai heves vita utan arra jutnak, hogy a legkisebb or-
szag, A silyat meg kéne emelni 3-mal. Ezt A és B is elfogadhatonak tartja, két masik orszag
képvisel6i azonban interpelldlnak. Narnia (a tovabbiakban N) képviselGje tiltakozik a doén-

tés ellen, arra hivatkozva, hogy A silyanak a novelése az N Shapley-értékét csckkentené, mig

23 Altalanosabban, egy darab nullatél kiilénboz6 hatar-hozzajarulas bizonyftékként szolgal a Shapley-érték
nemnullasdgira minden olyan jatékban, ahol a hatar-hozzajaruldsok nemnegativak. De milyen bizonyitékot

tudunk elképzelni abban az esetben, ha a hatar-hozzajarulasok tetszéleges elGjeliiek lehetnek?
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Kozépfolde (a tovabbiakban K) képvisel§je azt allitja, hogy a szakértsik szerint A silyanak no-
velése valojaban egyéltalan nem valtoztatja meg a jatékot, és javasolja egy bizottsag felallitasat
ennek kivizsgalasara.

A TU-jatékok bonyolultsagaval kapcsolatos utolsé allitAsunk (melyhez hasonlénak nem ta-
laltuk nyomat a szakirodalomban), hogy a K altal javasolt bizottsag felallitasa indokolt, mert

a felvetett probléma (teljes altalanossagban) nehéz.

3.4.1. Tétel. NP-nehéz annak eldéntése, hogy a 3.1.1 példa szerint megadott két szavazdsi

jaték reprezentdcid ugyanazt a jatékok definidlja-e.

Bizonyitds. Részletesen kiirva, azt kell eldonteni, hogy 2n + 2 darab wi,ws,...,wy,q és
wh, wh, ..., wh, ¢ pozitiv egész szam esetén igaz-e hogy minden S C {1,2,...,n}-re
Sz Yuizd
= i€s

Ez pedig a 3.3.1. és 3.3.2. tételhez hasonléan a részletdsszeg-probléma egy ijabb kontdsben,

ugyanis ez w; = w! és ¢’ = q — 1 specidlis esetben is azzal ekvivalens, hogy #S C {1,2,...,n}
hogy > w; =g O
€S

3.5. Osszefoglalé

A TU-jatékokat tehat nem trivialis ,kdnnyen hasznalhaté” formédban megadni, ha sikeriil, nem
feltétleniil tudjuk megmondani, hogy ezek a reprezentaciok mikor definidljdk ugyanazt a jé-
tékot, a Shapley-érték altaldban nem szdmolhaté ki polinom-idében egzaktul, nem adhaté ra
bizonyithatoan jo kozelités, és még ha valaki megmondana is az eredményt, val6sziniileg nem
tudjuk ellenérizni. Csupa negativ eredmény. Két kiat igérkezik: a Shapley-érték Monte-Carlo
szimulécioval valo becslése, illetve pszeudopolinomialis algoritmusok alkalmazéasa. A kévetkezd

két fejezetben ezekkel foglalkozunk.
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4. fejezet

Becslés Monte-Carlo szimulacioval

A Shapley-érték definicié szerint a jatékosok atlagos hatar-hozzajarulasa az Osszes koalicid érté-
kéhez a jatékosok minden lehetséges sorrendjét figyelembe véve. Ezt gy is mondhatjuk, hogy
a Shapley-érték a varhat6é hatar-hozzajarulas egy egyenletes eloszlasbol szarmazo véletlen sor-
rend esetén, tehat egy diszkrét valoszintiségi valtozo varhato értéke. A varhato érték pedig —
ha kiszamolni nem is tudjuk — megbecsiilhet6 Monte-Carlo szimulaciéval.

A Monte-Carlo szimulaci6 lényege, hogy egy valoszintiségi valtozo varhatd értékét, a nagy
szamok erds torvényére alapozva, egy véletlen mintabol a mintaatlaggal becsiiljiik. Akkor érde-
mes hasznélni, ha a varhato érték kiszamitasara nincs egyszerti modszeriink (példéul analitiku-
san nem kezelhet) és akkor tudjuk hasznalni, ha a valtozo olyan eloszlasbol szarmazik, amibol
(szamitogéppel) konnyen tudunk mintat generalni. A Shapley-érték ennek tokéletes példaja
olyan jatékok esetén, amikor nincs Gtletiink az exponenciélisan sok tag Osszegének kiértékelé-
sére, de a karakterisztikus fliggvény konnyen kiszamolhaté (tehat pontosan abban az esetben,
amellyel az egész dolgozatban foglalkozunk), hiszen egy véges halmaz elemeibdl permutéciokat
generélni kénnyti és linearis ideji probléma.?*

A fejezet hatralévs részeiben azt a kérdést vizsgaljuk, hogy teljes altalanossagban, illetve
speciélis TU-jatékosztalyokra hogyan lehet a Monte-Carlo szimuléacié becslési hibajat csokken-
teni, illetve arra fels6 korlatot adni. A fejezet {6 eredményeként ismertetjiik az Illés és Kerényi
(2019) altal bemutatott algoritmust, mely a mar Shapley altal 1960-ben (Mann és Shapley,
1960) szavazési jatékokra javasolt mdodszerek nagyfoku altalanositdsanak (is) tekinthetd, és tet-

sz6leges jatékra és mindenféle heurisztika nélkiil alkalmazhato.

247 véletlen permutaciok, illetve altalanosabban, visszatevés nélkiili minta generalasara szolgalé algoritmus
leginkabb Fisher—Yates shuffle (Fisher—Yates keverés vagy Fisher—Yates algoritmus) néven ismert, a szakiroda-
lomban legel6szor még a Turing-gép el6tt, 1938-ban bukkan fel (Fisher et al., 1938), majd a mai jeldléseinkhez
hasonlé, felismerhetd formaban — feltehetGen a korabbiaktol és egymastol is fliggetleniil — bemutatja Durstenfeld

(1964) és E. Knuth (1969) is.
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4.1. Monte-Carlo szimulacié egyszerti, fiiggetlen mintavéte-
lezéssel

Az egyszert véletlen mintavétel, az elnevezés alapjan konnyen kitaldlhatéan, minddssze annyit
jelent, hogy vélasztunk egy m € N mintaelemszamot, legeneradlunk m darab fiiggetlen per-
mutaciét a jatékosok N halmazan, kiszamoljuk az ezekhez tartozé hatar-hozzajarulasokat és
ezek atlagat tekintjiik a Shapley-érték egy becslésének. Castro et al. (2009) részletesen leirja a
modszer nagy szamok torvényébdl és a centralis hatareloszlas-tételbsl kovetkezd tulajdonsagait
(torzitatlan, konzisztens és asszimptotikusan normalis), bar, amint arra Maleki et al. (2013) is
ravilagit, a konfidencia-intervallumok megadéasanal elhanyagolja a CHT maradéktagjat, igy az
nem teljesen korrekt, csak jo kozelités. Maleki et al. (2013) két korrekt konfidenciaintervallu-
mot is megad a hatar-hozzajarulasok szorasanak, illetve also és fels§ korlatainak fliggvényében.
Ezzel egyiitt, a fejezet hatralévs részeiben - sszhangban a szakirodalommal - nem foglalko-
zunk a becsiilt Shapley-érték eloszlasanak alakjaval, csak a szérasat igyeksziink csokkenteni. A
fiiggetlen minta szorasa termeészetesen o//m, ahol o a hatar-hozzajarulasok szorasa.

Két becslési médszer 6sszehasonlitisa igy igazsagos, ha az Sket elGallité algoritmusok vala-
milyen értelemben ekvivalensek. A Monte-Carlo szimuléciohoz feleslegesnek tiinik mind az m
darab permutéciot egyszerre térolni (erre egyik modszernél sincs sziikség), a sziik keresztmet-
szet inkabb a futasi id6, mint a memoria. Ezért a tovabbiakban két algoritmust akkor tekintiink
Osszehasonlithatonak, ha a futési idejiik varhaté értéke asszimptotikusan egyenls, tehat mind-
ként algoritmus altal elvégzett mitiveletek atlagos szdma n-ben polinomidlis, és a polinomok
fGegyiitthat6i megegyeznek. Ha ez a feltétel fennall, akkor azt a modszert tekintjiik jobbnak,
amelyik kisebb szorasu becslést ad a Shapley-értékre. Az Osszehasonlitas alapjat az egyszeri
véletlen mintavételezéses eljaras képezi, melynek komplexitasa O(m - (n + G,,)), ahol m a ge-
nerélt minta elemszama (ebben a fejezetben ezt a jelolést fogjuk végig alkalmazni), n szokés
szerint a jatékosok széma, és G, a karakterisztikus fliggvény kiértékelésének bonyolultsédga (a

jatékosok szamanak fiiggvényében).

4.2. Shapley és Mann heurisztikai szavazasi jatékokra

Legyen my,ma,..., T, figgetlen véletlen permutécioi (egyenletes eloszlasbél) a jatékosok N
halmazanak és i € N egy tetszéleges jatékos. Ha si,s2,..., s, az ¢ jatékos megfelel hatar-
hozzajarulasai valamely TU-jatékban, akkor az s;-k fliggetlen azonos eloszlasi, véges varhato
értéki és szorast valoszintségi valtozok, igy ezek 5 = Y s;/n mintaatlaga a nagy szamok
torvénye szerint 1 valészintiséggel tart a valddi varhato értékhez, azaz az i jatékos Sh; Shapley-

értékéhez, mig /m - (s — Sh;) hatareloszlasa normalis, nulla varhat6 értékkel és s; szérasaval.
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Ez természeti torvény, melyen semmilyen tritkkkel nem tudunk valtoztatni. Hogyan lehetséges
akkor jobb (kisebb szoérasu) becslést adni a Shapley-értékre? Nyilvanvalo, hogy a két feltétel,
a fliggetlenség és az azonos eloszlas koziil valamelyiket (esetleg mindkettst) el kell engedni.

Mann és Shapley (1960) a kovetkezd szellemes eljarast javasolja:
4.2.1. Példa (Shapley-Mann MC algoritmusok).
1. Generaljunk egy véletlen sorrendet az i-t6l kiilonbo6z6 jatékosokbol.

2. A. verzid: Tegyiik be az i jatékost az Osszes lehetséges helyre a sorban. Ez n darab

permuticidja az Osszes jatékosnak.

* O & & O
O % & & O
O &6 & & — O & % & O
O &6 & *x O
O & & O K

B. verzio: Tegyiik be az i jatékost az els6 helyre, majd az Gsszes jatékos igy kapott
sorrendjét permutaljuk ciklikusan minden lehetséges modon (amig a ciklus korbe nem
ér), vagyis hozzuk el6re az utolso jatékost, és kiildjiink mindenkit eggyel hatrébb,

amig i az utolsé helyre nem keriil. Ez n darab permutaci6ja az Osszes jatékosnak.

* O & & O
D SRV WY )
O & & & — O x O o
O & O % O
O &6 & O %

3. Ismételjiik ezt meg m/n-szer fliggetlentl, és az igy kapott sorrendekbdl becsiiljitk a Shapley-

értéket.

Az igy generélt permutaciok (és a beldliik kapott hatar-hozzdjarulasok) nyilvan nem fiig-
getlenek, ezért a Shapley-értékre kapott becslésiink tulajdonsagait t6bbé nem hatarozza meg a
centrélis hatareloszlas-tétel. Mann és Shapley nem foglalkozik annak formaélis bizonyitaséaval,
hogy a becslés konzisztens és torzitatlan, s6t arrél sem allit semmit, hogy jobb-e mint az elGszor
szintén &ltaluk javasolt fiiggetlen minta hasznélata. A moddszert kizérolag szavazasi jatékokra
hasznaljak, és nincs is ra semmi garancia, hogy egyéb jatékosztalyokra is miikodik. A tesztelés-
hez hasznalt jaték az amerikai elnckvélasztas modellje, melynek silyai a népszamlalasi adatok

fiiggvényében minden valasztiskor médosulnak.??

25A stilyok az elss elndkvalasztasig, 1788-ig visszamendleg megtalalhatéak az interneten: https://en.

wikipedia.org/wiki/United_States_Electoral_College.
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4.3. Tovabbi Variancia-redukcios modszerek

Variancia-redukcién a Monte-Carlo szimulacié olyan valtozatait értjiik, melyekkel csokkenteni
lehet a mintaatlag szorasat a fiiggetlen mintdhoz képest. Ehhez &ltaldban sziikségiink van
valami plusz informaciora, vagy valamilyen heurisztikin alapuld triikkre. Ilyen heurisztikét

talalt példaul Mann és Shapley az el6z6 alfejezetben. Nézziink erre néhany tovabbi példat:

4.3.1. Példa (Fiiggs valtozo modszere). Legyen Y egy valoszintiségi valtozo p = E(Y') véges
varhato értékkel, melyet nem ismeriink de Y-bol tudunk mintat generdlni. A mintaatlag szo-
rasat csokkenthetjiik, ha ismeriink Y-ra egy Y = X + u + ¢ lineéris regresszios modellt, ahol
X az Y-al korreldl, a [ regresszios egytitthato és X varhato értéke ismert, tovabba az (X,Y)
egyiittes eloszlasabol tudunk mintat generalni. Ekkor Y helyett egybdl az Y-al megegyezd var-
hato értéekid Y — 8- (X —E(X)) maradéktag varhato értékét becsiiljilk meg, mert ennek varhato
értéke megegyezik Y varhato értékével, szorasa azonban kisebb, hisz az X altal magyarazott
varianciatol a regresszios modell megszabaditott minket (nem ingyen persze, mert ismerniink

kell a bétat).

4.3.2. Példa (Feltételes varhato érték modszere). Tegyiik fel, hogy az Y valdszintségi valtozo
értékkeészlete véges sok R URU- - -URyy diszjunkt részhalmazra bomlik, ahol a P(Y" € R;) valo-
szintiségeket pontosan ismerjiik. Legyen y1, 42, . .., yn, fliggetlen megfigyelések az Y valtozobol,

ahol m; darab megfigyelés esik az R; halmazba. Ekkor:

m M M ;R Yj
yi .
SUTRED VR S I » i
S j=1 k=ly;€Ry, k=1 ! _ Z my 4i
m m m1+mo+ -+ my m1+m2+~~+ka
ahol 35, = 2 m: az Y mintaatlaga az Y € Ry feltétel mellett. Ez azért jo, mert a i’%
¢ J

hanyadosok éppen az Y € Ry események valoszintiségeinek becslései, melyeket a feltevés szerint

ismeriink, igy a képletben ezeket helyettesithetjiik pontos értékiikkel:

:Z]P(YERk)~]jk
k

ami tulajdonképpen a teljes varhato érték tétele, igy a varhatoé érték becslését visszavezettiik
feltételes varhato értékek becslésére. A p-re kapott becslésiink mér azéltal sokat javul, hogy a
relativ gyakorisdgokat az egzakt valoszintiségekre cseréljiik, az igazan nyerd észrevétel azonban
a kovetkezs: ha a mintabol csak a feltételes valoszintiségeket becsiiljiik, az my /m relativ gyako-
risdgokat pedig nem hasznaljuk semmire, akkor nem sziikséges, hogy azok a valodi P(Y € Ry)
valoszintiségeket (melyek pontos értékeit ismerjiik) kozelitsék. Ha példaul Y valamelyik Ry hal-

mazon konstans, akkor egyetlen mintaelemn is tokéletes becslést ad a feltételes varhato értékre,
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helyette tobb elemet generalhatunk valamelyik masik feltételes eloszlasbol. S6t altalaban is, ha
valamelyik feltételes eloszlasnak kicsi a szérasa, abboél generélhatunk egy kis elemszamt mintat,
cserébe, ahol a széras nagyobb ott hasznalhatunk nagyobbat. Ezt a mdédszert rétegzésnek neve-
zik. Konnytd megmutatni, hogy az optimaélis rétegzést (amikor a teljes minta szérasa minimalis)

ugy kapjuk, ha az m; szamokat épp a feltételes szordsnégyzetek ardnyaban osztjuk szét.

Varianciacsokkentd eljarasokrél bévebben szamos statisztika konyvbél lehet informélédni,
de példaul Botev és Ridder (2017) egy elég jo és tomor Osszefoglaloval szolgal. A Shapley-
érték becslésére a rétegzést Maleki et al. (2013) javasolja elGszor és Castro et al. (2017), fejleszti
tovabb. Shapley és Mann szavazési jatékokra javasolt heurisztikainak nagyfoku, tetszéleges TU-
jatékra alkamazhato altalanositasat Illés és Kerényi (2019) javasolja. A fejezet tovabbi részeiben
ezt ismertetjiikk. Tovabbi varianciacstkkenté modszerek Shapley-értékre valo alkalmazéasanak,

alkalmazhatosaganak kutatasardl, nincs tudomasunk.

4.4. A Shapley-érték becslése ergodikus mintabol

Ebben a fejezetben ismertetjuk az Illés és Kerényi (2019) altal javasolt modszert, mely arrél
kapta a nevét, hogy a generélt minta, amibdl becsiilni fogjuk a Shapley-értéket, nem fiiggetlen,
de tovabbra is igaz r4 a nagy szamok torvénye. FEz biztositja a konzisztenciat, azaz, ha a
minta elemszama minden hataron til ng, akkor a becslésiink kozelit az igazi Shapley-értékhez.
ElGszor ennek elméleti hatterét épitjiik fol, utdna ismertetjiik az algoritmust, végiil a numerikus

szimulacié eredményeit.

4.4.1. Elméleti hattér

4.4.1. Definici6. Legyen X1, Xo,...,X;,... azonos eloszldsi, véges p = E(X;) vdrhato értékd
valdszindségi vdltozok sorozata. Azt mondjuk, hogy a sorozat ergodikus, ha igaz rd a nagy szamok

erds torvénye, azaz
n

> X
Pl lim & — =p| =1

n—oo n

Megjegyzés. Az idGsorok elméletében az ergodicitast nem igy szokés definiédlni, itt az egysze-

rliség kedvéeért azt a tulajdonsigot definidljuk, amire sziikségiink lesz.

Az ergodicitas tehat egy a fiiggetlenségnél gyengébb feltétel, mely biztositja hogy a min-
taadtlagot hasznédlhassuk a varhat6 érték becslésére. Nem fiiggetlen, de ergodikus sorozatot a

kovetkezs altalanos konstrukcioval kaphatunk:
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Legyen (21, A;,Py) klasszikus valoszintiségi mezs, azaz, 21| véges halmaz, A; = 21 a

22

o] VE C Qq-re, és legyen X : Q1 — R tetszéleges valoszi-

teljes hatvinyhalmaz, Py (FE) =
niiségi valtozé p varhato értékkel. Legyen (Q,A,P) az ; megszamladlhatoan végtelen hat-
vanya (a mértékterek szorzatanak szokdsos kontrukcioja szerint), és legyen minden j € N és
w = (wi,wa,...) € Qre X;(w) = X(wj;). Vegyiik észre, hogy az X;-k fiiggetlen, az eredeti
X-el azonos eloszlasu valészintiségi valtozok. Legyen tovabba t: Q; <> 7 kdlcsondsen egy-
értelmi transzformacio Qi-en és legyen T : Q) <> Q) a t pontonkénti kiterjesztése (-ra, azaz
T(w) = T(wi,wa,...) = (t(w1),t(ws),...). Végil legyen K € N egy poritiv egész paraméter,

és tekintsiik a kovetkez§ sorozatot:
e VI>1relegyen Y7, =X,

e minden 2 < k < K-raésl > l-relegyen Y, ; =Y,y 0T =Y, 0l 0oT---0T = YLloTk‘1
k—1

e Alljon az Y; sorozat az Yy valtozokbol ,soronként”,
Yl,17 }/2,17 cee YK,la Yl,2a 16,27 e 7YK,2> Y1,33 }/2,37 S
sorrendben felsorolva 6ket, azaz Y;_1)xr = Yi -

Az Y; valtozokra a tovabbiakban szimpla és dupla indexekkel ellatva is fogunk hivatkozni, de

ezek mindig ugyanazt a sorozatot jelentik.

4.4.1. Tétel. A fent definidlt Y; sorozat minden K > 2 ést: )y <+ Qy transzformdcio esetén

ergodikus.

B N . L\ o)
Bizonyitds. Minden C' = (C1,Cs,...) € A cilinderhalmaz mértéke P (C) = (m> .

Mivel ¢ sziirjektiv C; = Q1 & t(C;) = Q, igy P(C) = P(T(C)), azaz T mértéktarto (ezt
elegendd a cilinderhalmazokon igazolni). El&szér megmutatjuk, hogy a véltozok azonos elosz-

lasuak:
MnJem:PGQGMwenjwﬂ>:PG@GMT“%@EKT@H):
=P ({T" )T (W) € Y (B)}) =P ({w e Qw e Y A(B)}) =
=P(Y,, € B)=P(X, € B) =P (X, € B)
minden B C R Borel halmazra. A harmadik egyenl@ségnél hasznéljuk, hogy T' mértéktarto, a

tobbi egyszerd atalakitds. Most ratériink az ergodicitas bizonyitasara. Ehhez el6szor tegyiik

fel, hogy m oszthatd K-val, legyen m = K - L és tekintsiik a kovetkez6 atalakitast:

YVi_Mi+Ye+... Y,
m_ m
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Ma+Yoa+-+ V) + Mo+ 4+ Vo)t -+ M+ +Yir)
KL
(Y1,1+Y1,2L+'“+Y1,L) + (Y2,1+Y2,2L+-“+Y2,L) + (YK,1+YK,2+"'+YK,L) B T+ Tyt + 7k

K K

Elég megmutatni, hogy V1 < k < K esetén az Yy 1,Ys2,..., Y, valtozok fiiggetlenek. Ez-
K

esetben P(Z, — p) = 1, igy P ( N {w € Q) Zk(w) = M}) = 1. A Z,-k atlaga pedig nyilvan
k=1

ugyanoda tart, ahova 6k kiilon-kiilon.

Megjegyzés. Az Yj1,Yk2,..., Y valtozok fiiggetlensége azt is jelenti, hogy \/E(Zj — )
minden j-re asszimptotikusan normélis eloszlasti. Ez a Z;-k atlagéra nem feltétleniil igaz,
példaul elfajulo esetben tokéletesen korrelaltak is lehetnek és ilyenkor az atlaguk konstans (ami
itt szerencsés eset, mert akkor pontosan megkaptuk a Shapley-értéket), de a ,tipikus” esetben

azt varjuk, hogy ennek a hatareloszlasa is normalis.

Az Y 1,Y%0,. .., Yy 1 valtozok definici6 szerint fliggetlenek k = 1-re. A k > 2 esetben pedig

L
P (ke B} | =P ({we ey} (B)weY}(B)....we Vi (B)})
j=1

L L L
=[[P(welwey (B)}) =[PV, € Bj)=]][P(Vij € B)).
j=1 j=1 j=1
fennall minden By, Bs,...,B;, C R Borel-halmazra. Itt a harmadik sorban T" mértéktartosa-

gat hasznaltuk, az utolsé egyenlSség pedig azért van, mert (ahogy azt koradbban bizonyitot-
tuk), a valtozok azonos eloszlastak. Most tegyiik fel, hogy K t m, és legyen s = s(m) =

max{j <m : K|j} a K legnagyobb, m-nél nem nagyobb t6bbszorose. Ekkor

VitYot Yo YitYot. Ve Yeprtoot¥n _

m m m
_Y1+}/2+~-~Ys.i+ys+1+' +Y,
N s m m
—_— e —m —
\ \
1 1 0

Itt K egy konstans melyre m — s < K, igy, ha m — oo akkor s is, ezért az els6 tag u-hoz tart,

K-max | X|
m

mig - — 1. Az utols6 tag majoralhato — 0 -val, amivel kész is a bizonyitéas. O
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4.4.2. Az algoritmus leirasa

Noha a 4.4.1 tétel megfogalmazasa igen absztrakt és bonyolultnak tiinik, val6jadban nagyon
egyszerd a benne szerepld mintat generalni. Legyen 1 = O(N) a jatékosok N halmazinak
Osszes lehetséges sorrendjeibdl 4116 halmaz, mig X valamely ¢ € N jatékos hatar-hozzajarulasa.
Az algoritmus két 1épcsében miikodik. A 4.4.1 tétel szerint sziikségiink van egy K € N szamra,
és egy olyan t : Q1 > )y transzformacidra, mely kdlcsondsen egyértelmi az 7 halmazon,
emellett lehet6leg gyorsan kiszamolhato. Az algoritmus elsé 1épésben egy ilyen transzforméciot
keres, hogy hogyan, arra késébb visszatériink, majd méasodik 1épésben ezt felhasznélja a Shapley-

érték becslésére. Az egyszertiség kedvéért elGszor ezt a masodik 1épést targyaljuk.

Masodik 1épés
Ha a 4.4.1 tételben szerepls t transzformaciot méar valahogy kiszamoltuk vagy megsejtettiik,

akkor a kovetkezgképpen hasznalhatjuk fel:

e Legyen mo € N pozitiv egész paraméter és generaljunk mo darab fiiggetlen w €

sorrendet.

e Minden, az el6z6 pontban kapott w sorrendhez széamitsuk ki a tovabbi K — 1 darab #/ (w) :
1 < j < K — 1 sorrendet (ahol a t/ kitevs a t transzformacié j-szeri egymés utani

alkalmazasat jeleni.

e Az Gsszes igy kapott K'ms darab sorrend esetén szamitsuk ki az i jatékos hatér-hozzajarulasat,

majd ezeket atlagoljuk ki, igy kapjuk a Shapley-érték becslését.

Tlusztracioként az algoritmus miikodésére, tekintsiik azt az 51 jatékosbol all6 szavazasi jatékot,

amelyben a jatékosok sulyai:

w = (45,41, 27,26,26,25,21,17,17,14,13,13,12,12,12,
11,10,...,10, 9,...,9,8,8,7,...,7,6,...,6,5,4,...,4,3,....3),
Y T T T v T

a kvota pedig g = %—i—l = 270. A jaték az Electoral College, az Egyesiilt Allamok elndkvalasz-
tasi rendszerének modellje a ’70-as évek silyaival, melynek Shapley-értékét ma mar pontosan
ismerjiik, igy kivaloan hasznalhaté az algoritmusok tesztelésére (ennek egy régebbi verzidjat
hasznalta Mann és Shapley (1962) is). A legnagyobb silyu jatékos, California Shapley-értékét
szeretnénk megbecsiilni.

Az algoritmushoz a ¢t : © — (x 4+ 17) (mod 51) transzformaciot fogjuk hasznalni, mely

harmadrendd, tehat K = 3 lesz igy végeredményben mo-szdr ismételjiik a kovetkezdket:
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e Generdlunk egy véletlen sorrendet és kiszamojuk az i = 1 jatékos hatar-hozzajarulésat,

jelolje ezt Y7.

e Tekintsiik most azt a sorrendet, amit ugy kapunk az el6z6bdl, hogy az utolsé 17 jatékos
egymas kozti relativ sorrendjének megdrzése mellett beall a sor elejére (a tobbi jatékos is
meg0rzi egymaés kozti relativ sorrendjét, de mindenki 17 jatékossal hatrébb keriil). Jelolje

Y5 az els§ jatékos hatar-hozzajarulasat ennél a sorrendnél.

e Ismételjiik az el6z6 pontot, igy kapjuk az Y3 valtozot. (Ha ugyanezt harmadszor is meg-

ismételnénk, akkor negyediknek visszakapnéank az eredeti sorrendet és Yi-et.)

Az algoritmust egy megegyezs elemszamu (3ms) fliggetlen mintavételezéssel Gsszehasonlitva, az
eredményeket a 4.1 tablazat tartalmazza. A szorast 1000 elemii szimulécié alapjén becsiiltiik.

A modszer kb. 10%-al csokkenti a Shapley-érték becslésének szorasat.

Minta elemszama m=10°-1 m=10°-1
Fiiggetlen minta szérdsa  0.0008568 0.0002890
Algoritmus szorasa 0.0008012 0.0002609
A két szoras aranya 0.9351519 0.9027682

4.1. tablazat. Ergodikus minta tesztelése az amerikai elndkvélasztés példajan.

Ezt elméleti alapon is belathatjuk. Jeldlje ideiglenesen p; az egyes szamu jatékos Shapley-
értékét, mely egyébként kb. 0,088. A jatékosok egy véletlen sorrendjében pontosan egy olyan
jatékos van, aki atbillenti a szavazast, az § hatar-hozzajaruladsa 1, mindenki méasé 0, p; éppen
annak a valdszintisége, hogy ez a jatékos éppen California lesz. Ha egy adott véletlen sorrend-
nél California épp jokor érkezik, hogy a ,mérleg nyelve” legyen, az azt jelenti, hogy egy olyan
koaliciéhoz csatlakozott, amelyben a silyok Gsszege kisebb, mint a ¢ kvéta, de nagyobb, mint
q — 45. Ha most 6t 17-el hatrébb kiildjiik a sorban, gy, hogy az eredetileg 17 utolsé jatékos
beel6zi, akkor ez a helyzet mar nem allhat font, mert a 17 leggyengébb jatékos szavazdereje is
62, ezért a nyerd koalici6é korabban fog kialakulni. Hasonléan kénnyt meggondolni, hogy az sem
lehetséges, hogy eredetileg az utolsé 17 jatékos kozott érkezett, és 1 volt a hatar-hozzéajarulésa,
majd atkeriilt az els6 17 jatékos kozé és ennél a sorrendnél is 1 maradt. Vagyis, ha egy olyan
sorrendet generalunk, ahol California hatar-hozzajarulasa 1, akkor a masik ketténél mar bizto-
san 0 lesz, azaz Y7,Ys és Y3 koziil legfeljebb az egyik lehet nem nulla. Mindharom Y; binéris
eloszlast és varhato értékiik p;. Két ilyen véltozo kovariancidjanak minimalis értéke —p?, és ezt
a minimumot pontosan akkor kapjuk, ha a két valtoz6 szorzata azonosan nulla. A Y-k tehat,

nem csak hogy paronkként negativan korrelalnak (s igy az Osszegiik szorasa kisebb, mint két
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ugyanilyen eloszlasu fliggetlen valtozoé lenne), hanem a lehetd ,legnegativabban” korrelalnak,

igy az Osszegiik szorésa eléri az elméleti minimumot. A véltozok kovaraianciamatrixa tehét:

pi(l—p1) i i
-1 p(-p)  —pi
—pi -ni m(1-p)
A fiiggetlen valtozok kovaraianciaméatrixa ugyanez lenne, csak a nem diagonélis elemei csu-
pa nullak. Harom ilyen valtoz6 atlaganak szérasnégyzete épp a kovaraianciamatrix elemeinek

Yi+Yo+Y3
3

Osszege 9-el osztva, vagyis az valtozo, és harom ugyanilyen eloszlasi de fiiggetlen val-

. 3p1(1—p1)—6p2 o
tozo szoérasanak aranya W =/1-2 &~ Ezp = 1 esetén éppen eliminaln4 a

szorast?8, jelen esetben, p; ~ 0,088 esetén ennek értéke kb. 0,89, ennyied részére csdkkenti az

algoritmus a becslési hibat.

Elsé 1épés

Most ratériink arra a kérdésre, hogy hogyan talalhatunk egy megfelel§ transzformaciét az al-
goritmushoz. Jegyezziik meg, hogy a 4.4.1 tétel a t transzforméciotol semmit nem kdvetel meg,
azon kiviil, hogy legyen kolcsondsen egyértelmii, és ebbdl kifolyolag mértéktartd, azonban, ha a
transzformécié nem negativan korrelalé mintakat eredményez, akkor nem lesz hasznos, mert ak-
kor az algoritmus nem csokkeni, hanem néveli a Shapley-érték becslési hibajat. Egy példat mar
lattunk megfelels transzforméaciora, azonban azt a jatékhoz ad-hoc talaltuk ki (intuicié alapjan,
emberi képességekkel), a cél most az, hogy ezt az algoritmus valahogy sajat maga konsturalja
meg. Ez a probléma teljes dltalanossagban reményteleniil nehéznek illetve szamitasigényesnek
tinik, egyel6re csak a K = 2 speciélis esetre tudunk ilyen médszert bemutatni.

Jelolje I1,, az {1,2,...,n} halmazon hat6 szimmetrikus csoportot. Minden 7 € II,, termé-
szetes modon meghatéroz egy sorrendeken haté t, : O(N) — O(N) transzformaciét. Legyen
ugyanis minden o € O(N)-re és w € I,,-re Vi € N-re t,(0)(i) = (r00)(i) = w(o(i)). Ez teljesen
értelmes jelolés, mert a 1.2.4. Definici6 szerint egy sorrend értékkészlete pont az a halmaz, ahol
a szimmetrikus csoport hat, és koleséndsen egyértelmd fiiggvények kompozicioja is kolcsénosen
egyértelmt. Ha példaul egy = € I1,,-re 7(j) = k (ahol 1 < j, k < n egész szamok), ez azt jelenti,
hogy a jatékosok minden o € O(N) sorrendjéhez egy olyan ¢, (o) sorrendet rendeliink, ahol az
eredetileg j-ediknek értkezs jatékos most k-adiknak fog érkezni. Az Gsszes t: O(N) — O(N)
transzforméaciok szama |O(N)|! = n!l, mig |II,,| = n!, igy a legtobb transzformécio ilyen alakban
nem kaphaté meg, csak azok, ahol, az, hogy egy jatékos hova keriil a transzformécié utan, nem
fiigg attol, hogy & kicsoda, csak attol, hogy eredetileg hanyadiknak érkezett. Shapley és Mann

4.2.1. példaban latott két intuitive nagyon hasonlé moédszerének B verzidja megkaphaté ilyen

26p; > 1/3-ra ilyen valtozok nem léteznek.
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alakban (7 épp az n hosszi ciklikus permutécio), az A verzio azonban nem. Hogy ezzel mennyit
veszitiink, azt nem tudjuk, de az igy megkaphaté transzforméciok szdma is tul nagy ahhoz, hogy
mindet végignézziik, csak olyanok kozott fogunk keresgélni, melyekre 72 = id a II,, csoport egy-
ségeleme, azaz melyek elGallnak diszjunkt transzpozicidk szorzataként. Ez szemléletesen azt
jelenti, hogy péarba allitjuk az {1,2,...,n} halmaz elemeit (lehetnek elemek, amelyek sajat ma-
gukkal allnak parban) és a parokat felcseréljiik. Azt, hogy hogyan érdemes a péarokat kialakitani,
statisztikai alapon dontjiik el. Legeneréljuk a jatékosok ,néhany” lehetséges sorrendjét, minden
jatékos part felcseréliink, kiszamoljuk ezen sorrendekhez tartozd hatar-hozzajarulasokat, meg-
nézziik, mely két jatékos felcserélése esetén fognak ezek minél inkabb negativan korrelalni, majd
ezeket a parokat Osszekombinaljuk. Legyen tehat m; egy tetszéleges természetes szdm i € N

egy tetszGleges (de rogzitett) jatékos, és tekintsiik a kovetkezs procedurat:

e Generdljunk my darab lehetséges sorrendet a jatékosok N halmazén, legyenek ezek:
51,82, --,8m,, €s jelolje S az i jatékos hatar-hozzajarulasaibol allo vektort, ez egy m;

hossza adatsor.

b b b) il
ga, ) séa’ )8y jatéekosok azon sor-

e Minden a,b € {1,2,...,n} par esetén legyen s
rendje, melyet tgy kapunk, hogy a megfelel§ s;-ben az a-adiknak és b-ediknek érkezs

jatékost felcseréljiik. Itt az a-adik és b-edik jatékos felcserélése egy (specidlis) transzfor-

macio: s§.a’b) = (a,b) o s; ahol (a,b) € II,, az a és b elemek felcserélése.
o Jeldlje a S, az i jatékos hatar-hozzajarulasaibol &llo vektort az sga’b),séa’b), GOl

sorrendek mellett. Ez tehat minden (a,b) par esetén egy m; elemi vektor.
¢ Legyen minden (a,b)-re C(, ) az eredeti S és az S(,) adatsorok kovarianciaja.2”

e A Cgp) szdmok az {1,2,...,n} alaphalmazon, mint cstcshalmazon értelmezett teljes
graf éleinek egy sulyozésaként is tekinthetSek. Keressiink moho algoritmussal ebben a
grafban egy minimalis sulya teljes parositast, és feleltessiik meg egyméasnak azokat a
pontokat, melyeket a péarositids Osszekdt. Ez részletesebben kifrva a kovetkezst jelenti:

Legyen E C {1,2,...,n} x {1,2,...,n} kezdetben az iires halmaz.
1. Tekintsiik az (a,b) C {1,2,...,n} x {1,2,...,n} parok C(4y) szerinti névekvs sor-
rendbe rendezését.
2. Adjuk hozz& E-hez a sorozat elsé elemét.

3. Huzzuk ki a sorozatboél az Gsszes olyan (a,b) elemet, melyre akar a akar b szerepel

valamelyik F-beli parban (barmilyen sorrendben).

2THa m; elég nagy, akkor szamolhatnank a korrelaciés egyiitthatéval is, de igy egyszertibb, mert biztosan

elkeriiljiik a 0-val vald osztast.
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Eredeti sorrend  Csere(1,2) Csere(1,3) Csere(1,4) Csere(2,3) Csere(2,4) Csere(3,4)

CBAD (2) BCAD (2) ABCD (0) DBAC (2) CABD (0) CDAB (2) CBDA (10)
DABC (0) ADBC (0) BADC (0) CABD (0) DBAC (2) DCBA (10) DACB (0)
BDAC (2) DBAC (2) ADBC (0) CDAB (2) BADC (0) BCAD (2) BDCA (10)
BACD (0) ABCD (0) CABD (0) DACB (0) BCAD (2) BDCA (10) BADC (0)
ABDC (0) BADC (0) DBAC (2) CBDA (10) ADBC (0) ACDB (0)  ABCD (0)
BADC (0) ABDC (0) DABC (0) CADB (0) BDAC (2) BCDA (10) BACD (0)
DCBA (10) CDBA (10) BCDA (10) ACBD (0) DBCA (10) DABC (0) DCAB (2)
BCAD (2) CBAD (2) ACBD (0) DCAB(2) BACD (0) BDAC (2) BCDA (10)
ABCD (0) BACD (0) CBAD (2) DBCA (10) ACBD (0) ADCB (0)  ABDC (0)
DBCA (10) BDCA (10) CBDA (10) ABCD (0) DCBA (10) DACB (0) DBAC (2)

4.2. tablazat. Parositas keresésének algoritmusa

4. Ha nem marad tobb elem a sorozatban, kész vagyunk, egyébként ugorjunk a 2.)

pontra.

Most legyen 7 az a permutacio, mely minden a € {1,2,...,n} szdmot felcserél azzal az

egyértelmten létez6 b szammal, melyre (a,b) vagy (b,a) E-ben van. Ezzel kész vagyunk.

Megjegyzés. A moho algoritmus természetesen nem alkalmas a minimélis sulyu teljes pa-
rositds megkeresésére, de annak egy elfogadhatd kozelitését adja. Valodi teljes parositést is
kereshetnénk a magyar moédszerrel, de annak nagyobb a mtveletigénye, és a véges mintabol

becsiilt kovariancidkban 1év6 zaj miatt az algoritmust érdemben valésziniileg nem javitané.

A két 1épés osszekapcsolasa

A teljes algoritmus miikodését a kovetkezs egyszerii jatékon illusztraljuk: a négy jatékos A, B,
C, és D, minden haromelemi koalicié 2-t ér a nagykoalici6 értéke 12, az Osszes tOobbi koalicid
értéke pedig 0. Az A jatékos Shapley-értékét szeretnénk megbecsiilni. Az algoritmus elészor
legeneral a négy jatékosbol my = 10 darab véletlen sorrendet, ezeket latjuk a 4.2. tablazat elsG
oszlopdban. Ezutén minden lehetséges modon feleseréli valamelyik két jatékost, ezzel my - ()
darab 1j sorrendet kap, melyek a tablazat tovabbi hat oszlopaban lathatéak. A tablazatban za-
rojelben feltiintettiik minden egyes sorrend mellett az A jatékos hatar-hozzajarulasat is. Ezutan
az algoritmus a 4.1. abrén 1évs grafban keres egy pérositast, melyben az a ésbél (1 < a <b < 4)
stlya a 4.2. tablazat Csere(a,b) fejléct és els6 oszlopaban 1évé hatar-hozzajarulasok kovarian-
cidja (illetve a csiucsokban 1év6 szam az els§ oszlop szoérasnégyzete). Az algoritmus el&szor
kivalasztja a —204/25 sulyu (2,4) élet, és ezutan mér nem foglalkozik egyetlen olyan éllel sem,
amely a 2-es vagy 4-es csucsra illeszkedik. Két lehet6ség marad tehat, vagy kivalasztjuk az
(1,3) élet is, vagy ez a két cstics 6nmaga parja lesz. Mivel 344/25 < 361/25, ezért az elébbit

valasztjuk, tehat az 1-es és 3-as cstcs is parban lesz. Az eredményt gy kell értelmezni, hogy
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4.1. dbra. Az optimalis transzformacio keresése az ergodikus minta generalasahoz.

az algoritmus a mésodik lépéshez azt a t transzformaciot fogja hasznélni, mely a jatékosok
egy (i1,12,13,14) sorrendjéhez az (is,i4,141,12) sorrendet rendeli. Miutan a megfelel§ ¢ transz-
forméciét megtalalta, az algoritmus visszamegy a kalyhahoz és legenerdl msy darab wj érkezési
sorrendet. Az mo paraméter megvélasztasara késGbb visszatériink, a példa kedvéért legyenek
az 1j sorrendek most ADBC, CABD, BDCA, BACD, DACB, ABDC, ADBC é ABDC.
Ez egy elég szerencsétlen minta, mert az A jatékos hatar-hozzajarulasa mindegyik sorrendnél
0, kivéve a harmadikat, ahol 10, igy a Shapley-értékre kapott becslésiink 5/4. Az algoritmus
most alkalmazza a ¢ transzforméciot mindegyik sorrendre és kap ujabb mo darab sorrendet,
felcserélve a masodiknak érkezé jatékost a negyediknek érkezével, és a harmadiknak érkezét az
elsének érkezzével: BCAD, BDCA, CABD,CDBA,CBDA, DCAB, BCAD, illetve DCAB.
A transzformécioval azt értiik el, hogy ahol eredetileg 10 volt a hatar-hozzajarulas, ott most 0
lett, ahol eredetileg 0 volt, ott most 2 vagy 10 lett, amivel kaptunk egy az el6z6h6z hasonléan
rossz becslést a Shapley-értékre, ami 38/8. Ha azonban a kett6t kiatlagoljuk, az eredmény
éppen 3, ami hajszal pontosan a korrekt érték. A két rossz becslésbdl azért kaptunk egy jot,
mert a két adatsor negativan korrelél, igy ha az egyik nagyon melléls az egyik oldalon, akkor a

mésik nagy valoszintséggel kompenzalja azzal, hogy a masik oldalon 16 mellé.

4.4.3. Komplexitas

Legyen a jaték komplexitasa (a karakterisztikus fliggvény kiértékelésének miiveletigénye) G, és
vizsgaljuk meg az algoritmus lépésszamét! Vegyiik sorba a elsG lépésben végrehajtott utasita-

sokat:

1. Legeneralunk m, veéletlen sorrendet: ez lényegében egy my X n -es méatrix, O(min) mi-
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velet.

2. Cserélgetjiik a jatékosokat, azaz, az el6z6 1épésben létrehozott métrix oszlopait. Ehhez
értelemszeridien nem masoljuk le djra az egész maétrixot, csak kicseréliink két oszlopot,
aztan vissza és megint kicseréliink két méasikat és igy tovabb, egy csere mj-ben linearis

mennyiségii mtvelet, amit (%)-szor végziink el, tehat Ssszesen O(myn?) mivelet.

3. Az eredeti, és az oszlopok cserélgetésével kapott matrixra is kiszamolunk dsszesen O(mn?)

hatér-hozzajaruldst. Ennek miiveletigéne O(min’G,,).
4. Kiszamoljuk a kovariancidkat, ez O(m;n?) miivelet.
5. Rendezés: O(n?log(n)) miivelet.

6. Parositas moho algoritmussal: kénnyen lathatd, hogy ez megvaldsithaté a kovarianciak

szdmaban linedris szamu, azaz O(n?) mtvelettel.

Ha éliink azzal a nem tul erés megszoritéssal, hogy G,, = Q(n)?® akkor lathatjuk, hogy itt
messze a legnagyobb miveletigényt 1épés a 3.) pontban a hatar-hozzdjarulasok kiszdmitésa,
az Osszes tobbi elhanyagolhaté. Ezt a tagot tehat érdemes kicsit pontosabban megbecsiilni.
Osszesen m; (’2’) hatar-hozzajarulast kell kiszamolni. Vegyiik észre, hogy némi szamolast meg
tudunk spoérolni. Amikor két jatékost, mondjuk az a-adikat és b-ediket felcseréljiik, akkor az i
jatékos hatar-hozzajarulasa nem valtozik, ha 6 eredetileg nem az a-adik utan és a b-edik el6tt
érkezett (vagy forditva). Mivel az i jatékos egyenletes eloszlassal, barmikor érkezhet, a és b
pedig végigfut 1-t6l n-ig, a karakterisztikus fliggvényt atlagban csak kb. az esetek 1/3-aban
kell Gjra kiértékelni, az esetek kb. 2/3-aban a csere nem valtoztatja meg azt a koaliciot, amihez
az i jatékos csatlakozik. Ebbdgl kifolyolag azt mondhatjuk, hogy az algoritmus elsé lépésének
futasideje kb. %ZG".

A masodik lépés sokkal egyszertibb, itt msy darab véletlen sorrend generédlasa torténik, ami
O(mgn) miivelet, majd ezek transzformaldsa, ami ugyanennyi, végiil mind a 2ms sorrend mel-

lett a hatar-hozzajarulasok kiszamitésa, az egész osszesen O(moG,,) mivelet.

Mindezt azért szamoltuk ki, mert szeretnénk Osszehasonlitani az algoritmust, az egyszerd fiig-
getlen mintavételezéssel, és ehhez a paramétereket (a minta elemszamét: m-et, illetve mq-et
és mo-t) Ugy kell beallitani, hogy a futasi id6k (legalabb atlaghan, és elég nagy minta esetén)
minél pontosabban megegyezzenek. Egy m elemii fiiggetlen mintéval az egyszerd mintavételezés

komplexitasa nyilvan mG,,. Az algoritmus paramétereit tehat agy a legigazsidgosabb beéllitani,

hogy

min?Gy, min?

5 + 2moG,, = moG,, azaz 5

28Fz azt jelenti, hogy a jaték karakterisztikus fiiggényének kiértékelése a jatékosok szamaban legalabb linearis

+2mo =m

futasidejti, ami elég ésszerd feltétel, nagyon nehéz értelmes jatékot elképzelni, ahol ennél gyorsabb lenne.
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teljesiiljon. Az m; és mo paraméterek barmely olyan vilasztasa esetén, mely teljesiti a fenti
Osszefiiggést, az algoritmus egy m elemd fiiggetlen mintas Monte-Carlo szimulaciéval megegye-
2629 atlagos futasideji, arrdl azonban még nem széltunk semmit, hogy a csak egymas rovasira
novelhetd my és moy paramétereket hogyan hatarozzuk meg. Erre az eredmények elemzése utan

tériink vissza.

Megjegyzés. Ha a jatékosok n szama nagyon nagy, akkor az algoritmus elsé 1épésének négy-
zetes futasideje esetleg vallalhatatlanul lassti. Ez nem teszi feltétleniil hasznalhatatlanna az
algoritmust, ugyanis megtehetjiik, hogy olyan transzformécio helyett, amely jatékosokat allit
parokba, olyat keresiink, amely a jatékosok példaul \/n méretii csoportjait cserélgeti és allitja
parokba. Ezzel kapcsolatban részletes eredményeket nem fogunk bemutatni, de a szimulaciok
alapjan ugy tinik, hogy ez a verzi6é nem ad rosszabb eredményt, s6t néha éppen hogy stabilabba

teszi és megkonnyiti egy jol haszndlhatd transzformécio megkeresését.

4.4.4. Eredmények
Az algoritmus tesztelésére a kovetkezd nyolc konkrét jatékot hasznéltuk:
1. A 4.4.2 fejezetben bemutatott szavazasi jaték az amerikai elnokvalasztasra.
2. Szimmetrikus szavazasi jaték 100 jatékossal (minden jatékos sulya azonos, a kvota 50).

3. Legyen Ny = {1,2,...,50}, Ny = {51,52,...,100}, N = N; U Ny, és legyen minden
S C N-re v(S) = min (]S N N1[,|S N Nz|). Ez a jaték a szakirodalomban eredetileg shoes
game, magyarul kesztydjdték néven ismert, minden koalici6 értéke az egymast kiegészitG

targyakbol képezhetd parok szama.

4. Repiil6tér-jaték. Legyen N = {1,2,...,100} és ¢ = (1,...,1,2,...,2,3,...,3,4,...,4,
~——— Y — Y — ——
8 12 6 14
5...,5,6,...,6,7,...,7,8,...,8,9,...,9,10,...,10), és legyen a karakterisztikus fiigg-
—— —— —— —— —— Y—}— —

8 9 13 10 10 10
vény v(S) = max{c;|i € S}. A ¢ vektor azt irja le, mekkora koltség az egyes repiilégépek-

hez kifutépalyat épiteni. Egy repiil6gép tehat csak akkor ndveli egy koalicié koltségét, ha
nagyobb, mint a koaliciéban a legnagyobb gép, és csak miatta kell nagyobbra épiteni a

kifutopalyat.

5. Legyen a jatékosok halmaza N = {0,1,2,...,100} és legyen tetszSleges S koalici6 értéke
a 4.2. dbran lévs graf S-beli cstucsai és a 0 csics altal feszitett részgraf minimélis koltségd

feszit6fajanak koltsége.

29Vagy legalabbis a lehets legjobban kozeliti azt.
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4.2. abra. Minimalis koltségi feszitéfa (MCST) jaték grafja

6. A 3.1.1 példa csédjatéka n = 100 jatékosra. Az eszkozok értéke 200, a kovetelések megy-
egyeznek repiil6tér-jatékban 1évé koltségekkel.

7. A 3.1.1 példaban bemutatott tartozésos jaték, a paraméterei megegyeznek a csédjaték

paramétereivel.

8. Legyen Ny = {1,2,...,50}, Ny = {51,52,...,100}, N = N; U N,, és tegyiik fel, hogy
minden jatékos az N; halmazban pontosan egy Ns-belivel van parba allitva. Legyen
minden S koalicié v(S) értéke az S-beli elemekbdl kirakhatoé parok szama. Ez tehat
hasonlit a shoes game jatékra, de itt nem képezhet§ par barmely jobb és barmely bal
labas cip6b6l hanem mindenkinek csak egy parja van, példaul képzelhetjiik tgy, hogy

minden par cip6 kiillonb6z6 szint.

A numerikus szimuléci6é eredményeit a 4.3. tablazat tartalmazza. Mindegyik jatékra o6t kii-
16nb6z6 paraméterbedllitassal futtattunk egy 1000 elemid szimuléciét, hogy megbecsiiljik az
algoritmus altal becsiilt Shapley-érték szorasat. Ezt tartalmazza a op oszlop. Osszehasonlitas-
ként feltiintettiik az egyszert mintavétel szorasat, és az utolso oszlopban a kettd hanyadosat. A
4. és 6. jaték esetében a legnagyobb sulyu utolséd jatékos Shapley-értékét szamoltuk, a tébbinél

az els6ét. Az eredményeket roviden harom pontban foglalhatjuk Gssze.

e Ha az algoritmust tul kis elemszami mintaval futtatjuk, akkor a szamitasi kapacitas tul
nagy részét koti le a megfelels ¢ transzformaciéo megtaldlasa, igy rosszabb eredményt
produkal, mint az egyszerd mintavételezés. A tablazat ezen soraiban 1-nél nagyobb szam

van az utols6 oszlopban.

e Ha az algoritmus ,elég nagy” elemszami mintat general, akkor a nyolc esetb6l haromnal
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(1., 2. és 4. jaték) nem képes érdemi javuldst elérni, és nagyon hasonlo eredményt
produkal, mint az egyszerd mintavételezés. A tablazat ezen sorainak utolsé oszlopaban

1-hez nagyon kozeli szdmok lathatéak.

¢ A nyolc esetbdl 5-nél az algoritmus szignifikdnsan csokkenti a becslés hibajat az egyszerd

mintavételezéshez képest, a legdrasztikusabban a 7. jatékban (a tablazat 35. sora).

Az algoritmus els6 1épésben m; elemti minta felhasznélaséval egy t transzformaciot keres, amely-
nek segitségével a mésodik 1épésben két mo elemid negativan korreldlé mintat tud generalni.
Adott szamitasi kapacitas mellett, minél nagyobb az els§ lépésben felhasznélt m; mintaelem-
szam, a méasodik lépésben anndl kisebb ms-t lehet valasztani, azonban magasabb m; valasz-
tasa (egy bizonyos hatérig) ,,jobb” transzformaciot, azaz kisebb (nagyobb negativ) korrelaciot
eredményezhet, ami viszont lehet, hogy nagyobb mértékben csékkenti a becslési hibat, mint a
magasabb mg érték. A két paraméter k6zott tehat egy nagyon nemtrivialis trade-off van. Hogy
ezt szamszerdsitsiik, legyen az algoritmus altal generdlt mintapar Y7 1,Y12,...,Y1 m, illetve
Y21,Y22,...,Ys m, és jelolje p a koztiik 1évs korrelaciot. Ha az (Y1,;,Y2,) valtozok egyiittes

eloszlasa azonos, és fiiggetlenek, akkor a korreldlt minta atlaganak szorasnégyzete

D? (Y1,1, + Yo 1+ Yo+ Yoo+ -+ Y, + Y2,mz> _

2m2
. Y1,1J2rY2,1 + Y1,242rY2,2 4ot Yl,mQ-;Yz,mz B
= o =
_ L pr(YatYan)
mZ 2
1
T me 4 (D? (Y1) + D* (Y1) + 2 cov(Y11,Y2,1)) =
2
=L~(02+02—|—2~0~a-p) =L~(202-(1+p)) =L2~(1+,0)
4m2 4m2 2m2

ahol o egy darab Y; ; azaz a hatar-hozzajarulas szérasa. A mintaéitlag szérasa egy m elem fiig-

g

getlen minta esetén egyszertien =, a ketts hanyadosa (azaz a 4.3. tablazat utolsé oszlopaban

lévE szamok elméleti értéke)
98 _ v2m2”1+p: "1+ p), (4.1)
OR ﬁ 2m2

annak a sziikséges és elégséges feltétele pedig, hogy az algoritmus javitsa a becslést az egyszeri

véletlen mintadhoz képest:

\/ZLWQ\/(I—i—p)g%(:)m-(l—&—p)Sng.

Ez a feltétel természtesen nem tud teljesiilni, ha p > 0, hiszen a pozitiv korrelacié nem csokkenti

hanem néveli a mintadtlag szorasat. Ha azonban 1étezik olyan mq, amellyel az algoritmus elsé
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Jaték m mi mo OR OE oE/oR
100000 100 28325 0,000897 0,001201 1,34
600000 100 278325 0,000366 0,000362 0,99
1. 4000000 100 1978325 0,000142 0,000136 0,96
600000 1000 83250 0,000366 0,000714 1,95
4000000 1000 1783250 0,000142 0,000146 1,03
1000000 500 83333 0,000099 0,000237 2,39
2000000 50 958334 0,000070 0,000100 1,43
2. 10000000 50 4958334 0,000031 0,000030 0,98
2000000 1000 166 667  0,000070  0,000170 2,43
10000000 1000 4166667 0,000031 0,000035 1,12
400000 100 116667 0,000791  0,000848 1,07
3000000 100 1416667 0,000289 0,000229 0,79
3. 10000000 100 4916667 0,000158 0,000127 0,81
3000000 1500 250000 0,000289 0,000415 1,43
10000000 1500 3750000 0,000158 0,000101 0,64
200000 50 58333 0,002825 0,003602 1,28
2000000 50 958333 0,000893 0,000911 1,02
4. 7000000 50 3458333 0,000478 0,000465 0,97
2000000 500 583333 0,000893 0,001159 1,30
7000000 500 3083333 0,000478 0,000498 1,04
250000 100 41667 0,162058 0,204571 1,26
1700000 100 766667 0,062146 0,052712 0,85
5. 4000 000 100 1916667 0,040514 0,033662 0,83
1700000 1000 16667 0,062146 0,198159 3,19
4000000 1000 1166667 0,040514 0,023188 0,57
200000 100 16667 0,010639 0,018708 1,76
1000000 100 416667 0,004758 0,003526 0,74
6. 10000000 100 4916667 0,001505 0,001047 0,70
1000000 500 83333 0,004758 0,007708 1,62
10000000 500 4583333 0,001505 0,001051 0,70
200000 100 166667 0,180138 0,244463 1,36
1000000 100 416667 0,080560 0,056791 0,70
7. 10000000 100 4916667 0,025475 0,015614 0,61
1000000 500 83333 0,080560 0,045475 0,56
10000000 500 4583334 0,025475 0,006730 0,26
250000 100 41667 0,001000 0,001520 1,52
2000000 100 916667 0,000354 0,000278 0,79
8. 5000000 100 2416667 0,000224 0,000198 0,88
2000000 1000 166667 0,000351 0,000442 1,26
5000000 1000 1666667 0,000224 0,000150 0,67

4.3. tablazat. Ergodikus és fiiggetlen minta 6sszehasonlitdsa 1000 elemd szimul4co alapjan
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Korrelacio
Korrelacié

2 6 15 40 100 250 610 1525 2 6 15 40 100 250 610 1525 3300 9500

4.3. abra. Ergodikus minta korreléciés egyiitthatdja a mintanagysag fliggvényében

lépésében talalt transzformaéciora p negativ, akkor az algoritmus a

m
(1 — /1
2m2( +p) +p

faktorral javitja a becslést, azaz ,elég nagy” minta esetén kb. /1 + p-szoroséra csokkenti a
becslés szorasat a fiiggetlen mintahoz képest.

Vegyiik észre, hogy ha ismernénk p-t, mint m; fiiggvényét, akkor triviélis lenne megmondani,
hogy hogyan kell az algoritmust optiméalisan paraméterezni, és érdemes-e egyéltalan hasznalni.
A 4.1 egyenletben - fix m mellett - mo-t my-el kifejezve és négyzetre emelve, azt kapjuk, hogy
az ergodikus minta és a fliggetlen minta szérasnégyzetének aranya

H(m1)= m—

(1+ p(ma)).

min?
6

A szorzat elsé tényezdje m; = m - %—ig monoton ng, a masodik tényez6tsl pedig, bar garancia
nincs ra, azt varjuk hogy monoton fogyo legyen, igy tipikus esetben egy U alaku fiiggvényt kéne
kapnunk, melynek egyértelmiien létezik egy globdlis m] minimuma. Az algoritmus pontosan
akkor csokkenti (nem ndoveli) a becslés szorasat a fiiggetlen mintahoz képest ha erre H(m7) < 1.

Ezzel persze nem sokra megyiink, mert p-t nem ismerjiik, s6t még csak nem is fiiggvény,
hanem valészintségi valtozo, de nem reménytelen, hogy a korrelacié m, fliggvényében bizonyos
jatékosztalyokon hasonléan viselkedik, és legalabb arra talalhatunk valami tdAmpontot, mikor
és milyen m mintanagysagtol kezdve lehet érdemes az algoritmust hasznalni. A 4.3. abra két
eléggé kiilonbozs esetet illusztral. A bal oldali grafikonon a szimmetrikus szavazési jaték esetén
lathato a korrelacio, my fiiggvényében. Ez természetesen kis elemszam esetén 1-rél indul és

valahol hat és hatszaz koz6tt nullara zuhan. Abban az esetben, ha a felhasznalt m; darab
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véletlen sorrend kozott egyetlen egy olyan sincs, amikor az els§ jatékos 50-ediknek érkezik, a
becsiilt Shapley-érték konstans nulla lesz, amivel természetesen semmit sem lehet kezdeni, ilyen
esetben az algoritmus altal talalt transzformacié az identités lesz. Ha akad olyan sorrend, ahol
az els6 jatékos 50-ediknek érkezik, az algoritmus azonnal ,rajon”, hogy az 50-edik jatékost kell
felcserélni barki mas random jatékossal, és ezzel korreldlatlan mintat tud generdlni, amit tovabb
javitani mar nem képes (és alkalmasint, ezzel a modszerrel, nem is lehet). Ilyenkor a Shapley-
érték becslésének hibija meg fog egyezni 2ms elemii fliggetlen mintaéval. A jobb oldali dbran
ugyanez lathato a feszit6fa-jatékra. Itt a korrelacido m; fiiggvényében folyamatosan cstkken,
és egyre kevésbé szor. Az algoritmus elég nagy (néhany ezer elemii) minta esetén megtanulja,
hogy a legjobb t transzformécié a sorrend tiikrozése, amely -98,5%-0s korrelaciot ereményez. A
fliggvény végtelenben - ugy tiinik - egy valoszintiséggel ehhez az értékhez tart. Ezzel nagyjabol

a negyedére csokkenthet§ a szorés a fliggetlen mintdhoz képest.

Korrelacigval kapcsolatos megfigyelések

A maésik hat jatékra a 4.3. abran bemutatotthoz hasonlo eredmények adédnak. Ezek megfi-
gyelése alapjan, bizonyitani ugyan nem tudjuk, de ugy tinik, hogy a kiévetkezd tulajdonsagok

teljesiilnek:

e A korrelacié my fliggvényében el6bb-utébb stabilizalodik. Kis m;i-re véletlenszerd ered-
ményt ad, de elég nagy mi-re a szérasa eltinik, igy értelmes a korrelaciorél, mint my

fliggvényérdl beszélni.

e Elég nagy m, esetén a korrelacié viszonylag stabil, monoton fogyé fiiggvény, ebbdl kifo-

lyolag a végtelenben létezik lim p(m;) hatarértéke.
mi—00

e A korrelacio az Gsszes vizsgalt példan elgbb-utobb megkozeliti a nullat. Ez nagyon fontos
és pozitiv eredmény, azt jelenti, hogy az algoritmus asszimptotikusan nem adhat rosszabb
eredményt, mint a fiiggetlen minta, vagyis elég nagy minta esetén, az alkalmazasaval akkor

sem kovetiink el nagy hibat ha javitani nem tudunk.

Hogy mely jatékok esetén mit jelen az ,elég nagy”, arra nehéz konkrétumot mondani, de elég
robusztusnak tiinik a megfigyelés, hogy n-ben lineiris mennyiségii informécio, m; = ¢ - n méar
elegendd. Ez elméletileg is megalapozhaté észrevétel. Az a-adik és b-edik jatékos felcserélésével
az algorimus semmiféle informéciéhoz nem jut, ha a generalt mintaban nincs olyan megfigyelés
ahol az i-jatékos az a-adik és b-edik kozott érkezik, mert akkor e két jatékos felcserélésének nincs
hatasa az i hatar-hozzajarulasara. Minimum kovetelményként tehat ésszertinek tiinik, hogy a

generélt mintaban V j € {1,2,...,n}-re legyen olyan sorrend, ahol i éppen j-ediknek érkezik.
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4.4, dbra. Ergodikus és fiiggetlen minta szérasanak aranya az elemszam fiiggvényében

my darab véletlen sorrend esetén annak a valészintisége, hogy ez ne igy legyen

1 ma 1 cn
2=
n n

Ez ¢ = 5 esetén mar 1% alatt van, ¢ = 10 esetén pedig elhanyagolhatéan kicsi, és a vizsgélt

példak alapjan ugy tinik, hogy ez tényleg elég is.

Becslési hiba a mintaelemszam fiiggvényében

A 4.4. &bran az m fiiggvényében lathatjuk a og/or mennyiséget, ami az algoritmus ,,josaga-
nak” legfébb mércéje: hanyad részére csokkenti a becslés szérdsat. A bal oldali grafikon tartozik
a szimmetrikus szavazasi jatékhoz. A folytonos piros és a szaggatott narancssarga gorbe két
lehetséges esetet ir le, m; = 50-re. Az abran A-val jelolt pont a 4.3. tablazat hetedik soranak
felel meg, itt az algoritmus az elsé 1épésben 50 mintaelembdl még nem képes megfelel§ transz-
forméciét taldlni, és simédn megduplazza a mintat, ami tokéletes pozitiv korrelaciot jelent: a
gorbe a végtelenben /2-héz tart (vizszintes piros szaggatott vonal), azaz legjobb esetben kb.
41%-al noveli a becslési hibat. A narancssarga szaggatott vonalon 1évs D pont a 4.3. tablazat
nyolcadik soranak felel meg. Itt az algoritmus mar m; = 50-re megtanulta azt a ¢ transzfor-
méciot, mely az 50-ediknek érkezé jatékost felcseréli valamelyik maésikkal, és két korrelalatlan
mintat generdl, ez a gérbe végtelenben 1-hez tart, azaz asszimptotikusan ugyanakkora becslési
hibaval dolgozik, mint az egyszerii mintavételezés. A piros és a narancssarga esetek koziil vélet-
lenszertien kovetkezik be valamelyik. A kék gorbe az m; = 1000 paraméterhez tartozik, amikor
az algoritmus maér szinte biztosan a korreldlatlan mintéat generalja, ezért ez a gorbe is 1-hez tart
végtelenben, de sokkal lassabban, mivel az els6 1épésben tobb szamitési kapacitast hasznalt fel.

Kétmilli¢ koriili m esetén még lényegesen rosszabb eredményt ad, az A pont helyett a B pontot,
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de tiz milliéra mar jobbat (bar rosszabbat, mint a D pont, de azzal csak szerencsénk volt). A
jobb oldali grafikon a feszitéfa-jaték eredményeit mutatja. Itt az algoritmus jél mikodik, mér
my = 100-ra erSs negativ korrelaciot tud elérni és mar Gtszazezer elemii minta esetén javit az
egyszerd mintavételezéshez képest (a gorbe az zold vonal altal jelzett 1 szint ald megy). Az A,
B és C pontok a tablazat 21-23 sorai. Ha my értékét foljebb allitjuk 1000-re akkor még erésebb
negativ korrelaciot képes elérni az algoritmus, azonban ennek az &ra tobb szamitéasi kapacitas,
ezért kis elemszam esetén (D pont) nagyon rossz eredményt ad, rosszabbat, mint m; = 100-ra,
s6t még rosszabbat, mint az egyszerd mintavételezés (ez jol illusztralja az mq és mo kOzOtti
nemtrividlis trade-off-ot). Ha noveljiik a minta elemszaméat, mondjuk négy milliora akkor vi-
szont mar megéri ebbdl tobb kapacitast az elsé 1épésben felhasznélni egy jobb ¢ transzformécio

megkeresésére, és a C pont helyett az E pontba keriilni.

4.5. Osszefoglalé

A statisztika modszertanabol ,lopott” variancia-redukcié Shapley-értékre valo alkalmazéasa nem
a legegzaktabb tudomany. A hatasfoka nagyon nehezen megjosolhato, dltalaban csak olyan
paraméterek ismeretében szamszertsithet6, amelyeket nem feltétleniil konnyebb kiszamolni,
mint magat a Shapley-értéket, jatékrol jatékra valtoz(hat)nak, és egyeldre nem latunk benniik
mintakat. Annak elddntése, hogy egy konkrét modszer egy adott jatékra (vagy jatékosztélyra)
miikddik-e, egy egyszertibb probléma visszavezetése egy nehezebbre.3°

Ennek fényében térjiink vissza Mann és Shapley hatvan évvel ezel6tti modszeréhez, és ele-

mezziik ki alaposabban:

O &6 & O —

3 3 3 *
> > % G
o % > >
* 3 P
S o o O

O & & O K

A modszer lényege, hogy az i € N jatékos Shapley-értékének becsléséhez generalunk egy vélet-
len sorrendet az Gsszes t6bbi jatékosbol, majd ebbe a sorba minden lehetséges helyre betessziik
az 1 jatékost, igy n darab kiilénb6z6 sorrendet kapva. Ezekre kiszdmoljuk az ¢ jatékos hatar-
hozzajarulasat, és tekintjiik ezek atlagat. Mindezt m/n-szer megismételve Gsszesen m darab
véletlen sorrendbdl becsiiljiik a Shapley-értéket, melyek azonban nem fiiggetlenek, igy remél-

hetdleg kisebb szorasu becslést kapunk mint egy m elemii fiiggetlen mintabol. Mivel Mann és

30Miért lenne kénnyebb megmondani, hogy mennyi California hatar-hozzajarulisinak szorasa azon feltétel

mellett, hogy tizen6todiknek csatlakozik a t6bbiekhez, mint magat a Shapley-értéket?
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Shapley (1960) kifejezetten az FElectoral College Shapley-értékét szerette volna kiszamolni, egy-
altaldan nem foglalkozik azzal, hogy a moédszer miikodik-e barmely mas jatékosztéilyra, és elsé
ranézésre ez egyaltalan nem is nyilvanvalo. Az n darab sorrendhez tartozd hatar-hozzajaruldsok
egy része még a szavazasi jatékok esetén is pozitivan korrelal, ami pedig nem csokkenti, hanem
noveli a becslési hibat.

Legyen ¢ € N egy jatékos és tekintsiik a jatékosok N halmazanak Gsszes lehetséges sorrend-

jeibdl allo O(N) halmazon a kévetkezs relaciot:
o1~ 02 L& Witiy iy te o01(i1) < o1(ia) © 0a(i1) < 03(iz).

Két sorrend tehét ekvivalens, ha az i-t6l kiilonb6z6 jatékosok ugyanabban a sorrendben vannak.
Nyilvanvalo, hogy ez ekvivalencia-relacio, melynek (n—1)! darab n elemt osztalya van. Jelolje A
arelacio ekvivalencia-osztalyai altal generalt o-algebrat. A Shapley-Mann algoritmus a E(v) | A)
feltételes eloszlasbol general fiiggetlen mintat és ennek varhato6 értékére ad becslést. A feltételes
varhatd érték Lo-ben vetités, a szordsnégyzete nem nagyobb, mint a valtoz6 szorasnégyzete,
varhato értéke pedig maga a varhaté érték, igy a mddszer torzitatlan, konzisztens, és a becslési
hibéja legfeljebb akkora, mint a fiiggetlen mintag, ezért, ha ezzel a modszerrel generalunk n - 7=
véletelen sorrendet, abbdl jobb becslést kapunk a Shapley-értékre, mint egy ugyanennyi m
elemii fiiggetlen mintabol. Csakhogy két Monte-Carlo algorimust nem a generalt minta mérete,
hanem a futéasi idejiik alapjan kell 6sszehasonlitani. Nézziik meg részletesen, hogyan szamolja ki
a szavazasi jaték esetén a sima Monte-Carlo eljarés az i jatékos hatar-hozzajarulasat a jatékosok

egy véletlen sorrendjéhez.
1. Legyen k =1 és legyen s = 0.
2. Tekintsiik a k-adik jatékost, aki legyen ;.

e Ha i =14, és s < ¢ — w; akkor return 0

e Ha i =14y és s > ¢ — w; akkor return 1
3. s=s4+w,, k=k+1
4. Ha s > ¢q akkor return 0 egyébként GoTo (2).

Erkezési sorrendben elkezdjiik dsszeadogatni a jatékosok stlyait és ezek kummulalt értékét egy
valtozoba mentjiik. Ha megtalaljuk az ¢ jatékost, és a jatékosok kummulalt szavazoéereje vele
egylitt is kisebb, mint a kvota, vagy nem talaltuk meg, de nélkiile is nagyobb, akkor visszatériink
nullédval. Ha az i jatékost pont akkor taldljuk meg, amikor a jatékosok kummulalt szavazdereje
még kisebb, mint a kvéta, de vele egyiitt mar nagyobb, akkor visszatériink 1-gyel.

Mit csinél ugyanezzel a sorozattal a Shapely-Mann algoritmus?
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1. Legyen k=1, s =0 és cntr = 0.

2. Ha w; > q akkor entr = entr + 1

3. Tekintsiik a k-adik jatékost, aki legyen 4.
4. s=s5+w;,

e Ha s > ¢ akkor return cntr/n

e Ha s > q — w; akkor cntr = cntr + 1.
5. k=k+1, GoTo (3)

Létrehozunk egy szamlalot, melyet mindig megnoveliink 1-gyel, ha az i jatékos az aktualisan
vizsgalt jatékos utan, vagy elsének érkezve, éppen megforditana a szavazas eredményét. Erkezési
sorrendben elkezdjiik Osszeadogatni a jatékosok stulyait és ezek kummulalt 6sszege g — w; és g
kozott van, akkor noveljiik a szamlélot. Ha a jatékosok kummulalt szavazoereje eléri a kvotat
kilépiink.

A két algoritmus lényegében ugyanazt csindlja, csak a masodik nyilvantart még +1 szam-
lalot, tehat minden iteraciéban 1-gyel tobb miiveletet végez, mely lényegében elhanyagolhaté.
Ha nagyon precizek akarunk lenni, akkor a kiilonbség a ciklus hosszédban van. A méasodik algo-
ritmus mindenképpen addig iteral a jatékosokon, amig azok kummulalt szavazbereje el nem éri
a kvotat, mig az els6 hamarabb is kilép, ha megtaldlja az ¢ jatékost. Mivel a jatékosok vélet-
lenszertien allnak sorba egyenletes eloszlassal, az els§ algoritmus nagy atlagban kb. fele annyi
lépés utan kilép, mint a mésodik és minden lépésben kicsit kevesebb miveletet végez, tehat
legyen mondjuk, négyszer gyorsabb. Ha tehat a futési idejiikk alapjan akarjuk éket tgy Ossze-
hasonlitani, hogy a Shapley-Mann modszer semmiképpen se legyen elényben, akkor mondjuk
negyedannyi véletlen sorrendet kell vele generaltatni, mint a sima Monte-Carlo algoritmussal.
Ennek eredményeként azonban az utébbi minden sorrendhez egy darab, az el6bbi viszont n
darab hatar-hozzajaruldst tud kiszamolni. A Shapley-Mann algoritmus becslési hibédja tehat
nagyjabol 2/./n-szerese az egyszerii fiiggetlen mintavételezésnek3!, vagyis annél tobbet javit,
minél nagyobb a jaték, még akkor is, ha eltekintiink a feltételes varhato érték eredetitdl kisebb
szorasatol (amit ugyantgy nem tudunk megjosolni, ahogy az Gsszes tobbi modszernél sem).

Az Electoral College-ra (ez egy 51 jatékosbol allo jaték) futtatott numerikus szimulacio
eredményeként azt kaptuk, hogy a Shapley-Mann algoritmus becslési hibdja negyedakkora minta
generalasaval 23%-a a fliggetlen mintaénak. Ilyen eredményt a legtijabb modszerek (Maleki et al.
(2013), Castro et al. (2017), Illés és Kerényi (2019)) csak a legjobb esetekben és igen ritkan

produkalnak, és ez t&bb jatékos esetén feltehetGen még durvabb.

31Ennyi lenne, ha fiiggetlen megfigyeléseket generalna, igy nem tudjuk pontosan.
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Kérdés, hogy a Shapley-Mann modszer miikodik-e mas jatékosztalyokra. Az, hogy lénye-
gében ugyanannyi mivelettel ki tudtunk szdmolni n darab hatér-hozzajarlast, mint amennyi
miivelettel egy darabot ki lehet szdmolni, azon mulott, hogy minden ¢ € N jatékos és S C N
koalici6 esetén az S U {i} koalicio v(S U {i}) értéke konstans id6ben, vagy elhanyagolhatdan
kevés miivelettel kiszamolhato volt az S koalicio v(S) értékének ismeretében, mert a jatékosok
silyainak kummulaldsat nem kellett minden lépésben el6lrél kezdeni, amikor egy 1j jatékos a
koalicidhoz csatlakozott. Ez a helyzet minden olyan jaték esetében fennall példaul, amelynek

karakterisztikus fliggvénye megadhatd

v(S) = f <Z ai>

€S
alakban, ahol az a; silyok a jatékosokhoz rendelt valamilyen paraméterek, f pedig egy ,.gyor-
san” kiszamolhato fiiggvény®?. Ezesetben ugyanis barmely i jatékosra a jatékosok egy tetszole-
ges sorrendjéhez egyetlen ciklussal ki lehet szdmolni az i jatékosnak a sorozat kezdGszeleteibél
all6 Gsszes koalicidhoz valo hatar-hozzajarulasat, pontosan ugyanugy, ahogy a szavazasi jaté-
kok esetében. A feszitfa-jaték példaul nem ilyen. A minimalis koltségi feszitGfat nemtrivialis
modon véltoztatja meg egy 1j csics hozzavétele a grafhoz, mert olcso élekkel Gsszekothet olyan
komponenseket, amelyeket nélkiile csak dragabban lehetett Gsszek6tni. Egy 4j jatékos csatlako-
zdsa esetén a koalicio értékét ,el6lrsl kell kezdeni” kiszdmolni. A legtobb jatékunk (csédjaték,
szavazasi jaték, repiilGtér-jaték, tartozasos jatékok) azonban ilyen. Ezekre a Shapley-Mann al-
goritmus valészinileg kivaldan miikddik, meglehet®?, annyira kivaléan, hogy az elmilt hatvan

évben nem sikeriilt jobbat talalni.

32]lyen jatékokrol szol a kovetkezs fejezet, ott pontosabban is definialjuk majd.
33Fz egyelére egy sejtés, tovabbi kutatast igényelne eldénteni.
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5. fejezet

Egzakt, pszeudopolinomialis

algoritmusok

A pszeudopolinomialis algoritmusokat a 2.5 fejezetben vezettiik be. A fogalomnak csak olyan
problémék esetén van értelme, ahol az input szamokbol vagy szamsorozatokbol &ll. A TU-
jatékok tipikusan ilyenek, ezért van értelme a Shapley-érték kiszamitasara olyan algoritmust
keresni, mely ugyan nem polinomiélis az input méretének fliggvényében, de a futasi ideje, a
brute force modszerrel ellentétben, a jatékosok szamaval nem noévekszik exponencialisan.
Noha ezt a terminolégiat sohasem hasznaltdk, Mann és Shapley (1962) is egy pszeudopo-
linomialis algoritmust ad szavazési jatékok Shapley-értékének kiszamitasara. Az algoritmus a
(szokasos értelemben) polinomialis olyan rész-jatékosztélyokon, ahol a silyok a jatékosok szé-
méanak egy polinomjaval korlatozhatoak. A fejezet hatralévs részében a célunk ezt az eredményt
Tlles (2022) alapjan kiterjeszteni a szavazéasos jatékoknal bgvebb jatékosztalyra. Ehhez hasznos
lesz (és ettdl fliggetlentil is érdekes) a Shapley-értéket egy kevésbé hasznalatos, alakban felirni,
melyet Owen (1972) multilinearis kiterjesztésének egyik alkalmazasaként Leech (2003) hasznal

szintén szavazasi jatékok esetére.

5.1. Multilinearis kiterjesztés

Jelolje pozitiv a,b € N egészekre 8(a,b) az Euler-féle béta fliggvényt, azaz:

1
Bla,b) = [ z27 11 —z)°7! da.
/
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Ko6nnyen lathat6, hogy parciélis integralassal:

1

1
/x (1—2)"tde = [x(l } / x—b—l — )2 da
a a
0

0

azZaZ:

Blab) =" Lp(a+1,0-1)

amibdl b szerinti teljes indukciéval konnyen adodik a kozismert

(@a—1)-(b—1)!
(a+b—-1)!

B(av b) =

formula. Az els6 fejezet (1.2) képlete szerint:

B S LB

SCN\{i}

ami a = |S|+ 1, b =n — |5] jeldléssel:

Shz — Z (a (—all'b (b];ll)' . U;(S) _ Z /J,‘a_l(l _ x)b—l 3 U;(S) dr =

SCN\{i} SCN\{i} 0
1
Z /I\S\(l —)nIS-t (s / Z 21511 = 2)n=1S1-1 /() da.
SCN\{i} 0 0 SEN\{i}

Az z181(1 — 2)"I51=1 kifejezés annak a valoszintisége, hogy ha minden N \ {i} -beli jatékos
egymastol fiiggetleniil x valoszintiséggel dont a kooperacio mellett, akkor a kooperalod jatékosok
halmaza éppen S. Mivel ezt minden lehetséges S C N \ {i} koaliciéra kiszamoljuk és Gssze-
adjuk, az integral mogotti sulyozott Osszeg is egy varhato értékként értelmezhets. Emellett

egy fﬁggvény integrélja 0-tol 1-ig (1-el osztva) isa fﬁggvény étlagértékének tekinthets. Ezzel a

= /ELUQ(S) dx (5.1)
0

ahol az E, jelolést ugy kell értelmezni, hogy az i jatékoson kiviil az Gsszes tGbbi jatékos x

s sz

valoszintiséggel egyméstol fliggetleniil (szimultan) dont, hogy kooperal-e és tekintjiik az 7 jatékos
hatar-hozzajarulasat a kooperaléd jatékosokbol allo véletlen koalicidhoz. A Shapley-érték ennek
a varhaté értéknek az integralja az = valosziniliség szerint, azaz ennek a varhaté értéknek a
varhaté értéke, az z-et is egyenletes eloszlassal valasztjuk 0 és 1 kozott.

5.2. Linearisan reprezentalhaté jatékok

A Shapley-érték pszeudopolinomialis algoritmussal az aldbbi jatékok esetében szamolhato ki:
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5.2.1. Definicié. Egy (N,v) TU-jdtékra azt mondjuk, hogy linedrisan reprezentdlhatd, ha a
Jjatékosokhoz rendelhetdek a; : j € N silyok és létezik f : N — N fiiggvény, hogy minden

S C N koalicio értéke elddall v(S) = f <Z ai) alakban. Ezesetben a fenti [ figgvényt és az a;
i€s

s o s

reprezentdcidja, akkor azt mondjuk, hogy a jaték ez dltal linedrisan reprezentdlt.
Megjegyzés. Egy jatéknak lehet tobb kiilonb6z6 lineéris reprezentécioja is.

A linearisan reprezentalhatosag latszolag azt jelenti, hogy a jaték megadhatd a jatékosok
szamaval megegyezl szdmu paraméterrel, a kévetkezs tétel szerint azonban ez nem a helyes

megkozelités.
5.2.1. Tétel. Minden TU-jdték linedrisan reprezentdlhato.

Bizonyitds. Szamozzuk be tetszéleges sorrendben a jatékosokat 0-tél n — 1-ig és rendeljiik a
j-edik jatékoshoz a 27 szamot, az f fiiggvény pedig minden 1 < k < 2" szamra legyen an-
nak az egyértelmiien létez S koalicionak a v(S) értéke, melyre k = > a,. Ilyen S koalicio
létezik és egyértelmid, mert minden szam egyértelmten all elé kett()’haéf/gnyok Osszegeként, és
konnyen megtaldlhato, mert k kettes szdmrendszerbeli szamjegyei épp a neki megfelels koalicid

indikatorvektora. O

Trivialisnak tinik tehat, hogy minden jaték linearisan reprezentalhatd, azonban vegyiik ész-
re, hogy a latszolag konstruktiv bizonyitas ellenére, ez egy egzisztenciatétel. Bar a jatékosokhoz
rendelt silyok exponencidlisan nagyok, ami — mint latni fogjuk — a Shapley-érték kiszamolasé-
ban nem segit, a f6 probléma nem ez, hanem az, hogy az f fiiggvényrsl nem tudjuk, hogyan
kell kiszamolni. A fiiggvény valéjaban egy ordkulum, aki ismeri a jatékot, azaz minden koalicio
értékét hozza tudja rendelni egy egész szdmhoz annak bindris reprezentéiciéja alapjan. Egy
koaliciok értékét kiszadmol6 Turing-gépnek at kell adni a koalicidk értékeinek teljes listajat is,
ami exponencialis mennyiségd informécié. Egy jaték linearis reprezentaciéja akkor hasznos,
ha a benne szerepld siulyok n-ben polinomialisak, az f fiiggvény pedig a jatékosok szaméban
polinomialis mennyiségii informécié alapjan kiszamolhato, ahogy az aldbbi példak mutatjik:

e A tObbségi szavazasos jatékok linearisan reprezentalhatoak a; = w; sulyokkal és az

1 ha z >gq,

flz) =
0 ha z<gq.

fiiggvénnyel.

e Konnyen lathato, hogy a cs6djatékok is linearisan reprezentalhatéak a; = I; silyokkal és

az f(r) = max {0, A — (L — z)} fiiggvénnyel, ahol L =" [;.
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e A 3.3.1. alfejezetben bemutatott tartozasos jatékok is linedrisan reprezentdlhatoak, de
ez nem teljesen trividlis a karakterisztikus fliggvényben 1évG esetszétvalasztas miatt. A
triikkk az, hogy a fizetésképtelen céget reprezentald 0-s jatékoshoz egy elég nagy silyt
rendeliink ahhoz, hogy a stlyok Gsszege alapjan szét lehessen valasztani a két esetet (azaz
meg lehessen mondani, hogy a cég tagja-e az adott koalicionak vagy sem). Legyen tehét
L=5%1;4+1,a0 =L, a; =1; minden 7 > 1-re és legyen

min{A,z — L} hax > L

fx) =
max{0,A—(L—1—=z)} haz<L.

Vegyiik észre, hogy az egyetlen 0j bevezetett L sily n-ben még mindig polinomidlis, ha

az eredeti [;-k azok voltak.

5.3. Linearisan reprezentalt jatékok Shapley-értéke

A kovetkezSkben bemutatéisra keriil§ algoritmus tobb ismert eredmény kozos altalanositasa,

tobbek kozott a kdvetkezs harom, egymastol 1atszolag tavolesé probléma megoldasanak:

e Mann és Shapley (1962) altal szavazasi jatékokra javasolt algoritmus, Cantor tlete alap-

jan, a generatorfiiggvény rekurziv kiszamitaséaval.
e Polinomidlis algoritmus a 3.1. fejezetben bemutatott repiil6tér-jatékok Shapley-értékére.

e Aziz (2013) altal javasolt algoritmus csédjatékok Shapley-értékének kiszamitasara dina-

mikus programozéassal.

Megjegyzés. Noha belattuk, hogy minden jaték linearisan reprezentalhato, mivel a reprezen-
tacio altalaban (legrosszabb esetben) exponenciélis, a bemutatésra keriil§ algoritmus nem segit
olyan jatékok Shapley-értékének kiszamitasaban példaul, ahol a jaték egy graffal, (a jatékosok
szamaban négyzetes méretd paraméterhalmazzal) van adva, még akkor sem, ha az adott jaték-
ra a Shapley-érték egyébként polinom-idében szdmolhaté. Ilyen esetre példa a 3.2. fejezetben

megismert koltségallokacids jaték.

5.3.1. Linearisan reprezentialhat6 jatékok fGtétele
Most ismertetjiik a fejezet {6 eredményét.

5.3.1. Tétel. Legyen a G = (N,v) jdték egy linedris reprezenticidja (f, {a;:j € N}) Tegyiik
fel, hogy minden a; < 27, és az f figguény linedris idében és tdarban kiszdmolhatd. Ekkor
tetszoleges i € N jdtékos Shapley-értéke a G jdtékban kiszamithats O(nK) idében és O(n*K)

tarban, ahol K = )" a;.
J#i
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Megjegyzés. A silyok nagysigara feltett exponencialis korlat az 5.2.1. tétel alapjan mindig
elérhets, az f-re tett feltételek pedig technikai jellegtiek (és az eddigi példaknal fennéllnak), a

tétel, értelemszert modositasokkal, ezek nélkiil is érvényes.

Bizonyitds. Az algoritmus a Shapley-értéket az

1
= /Exv;
0

(5.1) egyenlet felhasznalasaval fogja kiszamolni. Legyen S C N egy tetszsleges, az i jatékost

nem tartalmazo koalicié. A linearis reprezentacio szerint v(S) = (Z aj |, amibdl:
JjES

Zaj—l—ai —f Zaj

JES JES
Legyen most S, C N \ {i} az a véletlen koalicio, melyet az i nélkiili n — 1 jatékos alkot, midén

egyméstol fliggetleniil x valészintiséggel a kooperaciérol dontenek. Ezzel a jeloléssel

E.v; = Z P(S,=5)-|f Zaj+ai —f Zaj =

SCN\{i} jES jes
Legyen K = ) a; és csoportositsuk az Osszeg tagjait az S-beli sulyok Osszege szerint:
JEN\{i}
§ YRS =) (Flhita)- k)=
k=0 SCN\{i}
aj=k
JES
K K
= E (Fra)—rm) D PS=8) =Y (fk+a)—f#) PG =h),
k=0 SCEN\{s} k=0
Z (Lj:k
JjES

ahol G, jeloli a ) a; valoszintségi véltozot, azaz, a jatékosok altal kialakitott véletlen ko-
JES,

alicio Osszsulyat, midén egymaéstol fiiggetleniil = valoszintiséggel a kooperaciorol dontenek. A

P(G. = k) valoszintiségek az x valtozo egész egyiitthatos (n — 1)-ed foku polinomjai, melyeket

rekurzive ki tudunk szamolni, a kévetkezSképpen:

e Tekintsiik az a;-n kiviili stlyok (vagyis az i-t6l kiilonbozs jatékosok) egy tetszéleges, de
el6re rogzitett sorrendjét, és legyen P[j, k] annak a valoszintisége, hogy az els6 j jatékos
egy k Osszstlyt koaliciot alkot (0 < j<n—1¢és0<k < K)*'. Ez minden j-re és k-ra

az x valtozo egy j-edfoku polinomja. Nyilvan j = 0-ra P[0,0] =1 és P[0,k] =0 k > 1-re.

34Mar itt jegyezziik meg, hogy a P[j, k] matrix a jatékosok egy elére rogzitett, dnkényes sorrendjétdl fiigg,

amit6l a Shapley-érték természetesen nem fiigghet, és nem is fog. Erre kés6bb még visszatériink.
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e Minden 1 < j < n — 1-re, ha P[j — 1, k] mér ismert minden 0 < k < K-ra, akkor a teljes
varhato érték tétele szerint:
(1—2)-Plj—1,k] ha k < a;

P[‘ak]:
z-Plj—1k—aj]+(1—2)-Pj—1,k] hak>a;

A Pln — 1,k] szamok épp a P(G, = k) valosziniiségek. Ezek egyszeri stlyozott Osszegeként
kapjuk a Eyof = 3° ( Flk+a)—f (k;)) -P(G, = k) kifejezést, mely szintén egy n — 1-ed foka
polinom, igy az irli‘c:ggraljat is ki tudjuk szamolni analitikusan: egyszertien kiintegraljuk tagon-
ként (a konstans tagot nullanak tekintve), majd a primitiv fiiggvény (egy n-ed foka polinom)

egyitthatoit osszeadjuk. Ez egy raciondlis szam, a jaték pontos Shapley-értéke.

Ami az algoritmus komplexitasat illeti, els§ ranézésre ugy tiinik, hogy egy n x K-as matrixot
kell kitolteni, melynek minden eleme algebrai alapmiiveletekkel (egyetlen lépésben) megkapha-
t0, azonban ez kicsit félrevezets, ennyire azért nem jo a helyzet. A matrixban ugyanis egyrészt
polinomokat tarolunk, tehat praktikusan n darab egyiitthatot, mésrészt, ezek az egyiitthatok
n-ben exponencidlisan nagyok lehetnek, amit az olyan egyszeriinek latszé mtiveleteknél, mint
az Osszeadas vagy szorzés, is figyelembe kell venni. A matrix elsg sordban csak olyan (konstans)
polinomok vannak, melyek mindegyik egyiitthatoja 0 vagy 1. Minden sor legfeljebb héarom,
el6z6 sorban 1évé polinom Gsszege (nem csak kettd, hanem harom, mert az (1 — x)-es tag eleve
két polinom &sszege, és ehhez jon még az x-es tag). igy j szerinti indukcioval P[j, k] mindegyik
egyiitthatoja legfeljebb 37 ami legfeljebb 3", ami egy legfeljebb O(n) bites szam. Legfeljebb
n darab legfeljebb O(n) bites szdmot tarolni legfeljebb O(n?) térhely, és két ilyet Osszeadni
legfeljebb O(n?) mtivelet. A P[j, k] matrix tehat kiszdmolhaté O(n3K) futési id6vel. Az algo-
ritmus soran sziikségtelen a teljes matrixot tarolni, elegend6 mindig a két aktualis sort tarolni,
ami csak O(n?K) memoriat igényel. Kénnyen lathato, hogy az f-re tett egyszertisits feltevések
miatt, a P[n — 1, k] polinomok elgallitasa a leginkabb szémitasigényes miivelet, az algoritmus
t6bbi lépése (az f fliggvény kiértékelése K pontban, a polinomok Gsszestlyozasa, és integralasa)

elvégezhets O(n?K) lépésben, a teljes algoritmus futasi ideje tehat O(n®K). O

5.3.1. Példa. Tllusztracioként tekintsiik azt a csddjatékot, amelyben négy hitelezd kovetelései
rendre I1 =2, lo = 3, l3 = 5, l4 = 7, az eszkozok értéke A = 9, és szamitsuk ki a negyedik
jatékos Shapley-értékét. A P[j, k] matrixot a 5.1. tablazat tartalmazza. A métrix els6 sora
azt fejezi ki, hogy az iires halmaz 1 valoszintiséggel egy 0 stulyu koalicidt alkot, a tobbi sor a
kezdet kezdetén nullakkal van feltdltve. Ezutan minden sortboél igy kapjuk az alatta 1évét, hogy
minden elem 1 — z-szeresét hozzdadjuk az alatta 1évé elemhez, illetve z-szeresét hozzdadjuk a
télet [;-vel jobbra 1évs oszlop eggyel lejjebb 1évé eleméhez, ahol I; a nagysag szerinti (vagy

barmely tetszsleges eldre rogzitett sorrend szerinti) j-edik saly. Fejérdsl a talpéara allitva, a
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matrix minden eleme a kozvetleniil folétte 1évé polinom (1 — x)-szeresének és az [;-vel balra,
a folotte 1évs sorban 1évs (ha van ilyen) polinom x-szeresének az Gsszege. A maétrixban 1évé
polinomokat ki kell fejteni monomok Gsszegére, ahogy azt a 5.2. tablazatban lathatjuk, hogy a
végén konnyen ki tudjuk integralni.®® A téblazat utolsé sordban k dsszkdveteléssel rendelkezd
koalicié kialakuldsdnak valdszintiségei vannak k£ = 0,1,...,10-re. Ha egy S koalici6 Gsszes
kovetelése k, akkor a komplementer koalicioé 2+3+45+7—k. Az eszkozok értékének (ami A = 9)
ezt meghalado része azaz (A— (17—k))t = (k—8)™ jut az S koalicionak. Ha a negyedik jatékos
egy koalicibhoz csatlakozik, akkor annak Osszstlyat, azaz a kovetelések Osszértékeét [y = T-el
noveli, igy az (k — 1)T lesz. A jatékos hatar-hozzéjarulasa e két érték kiilonbsége, melyet
feltiintettiik a 5.2. tablazat alatt. Ezekkel a szdmokkal kell 6sszesulyozni a folétte 1évs sorban

lévs polinomokat. A negyedik jatékos varhaté hatar-hozzajarulasa igy:
23 =222 42 42(2® — 202 + x) +4(—2® +2) +6(—a3 + 22+ T(—23 +2%) + 723 = 323 + 322+ Tz

A Shapley-érték ennek x szerinti integréalja 0-t6l 1-ig, azaz a primitiv fiiggvény egyiitthatoinak

1

Osszege: f% + 1+ % =7

35Elméletileg megprobalhatnank a matrixban 1évé polinomokat z%(1 —x)v alaki tagok 6sszegeiként is tarolni.
Az ilyen alakt polinomokat is ki tudjuk integralni, hiszen ez épp az 5.1 fejezetben mar targyalt 5 fiiggvény, de

nem vilagos, hogy ez érdemben gyorsftani-e az algoritmust.
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5.3.2. Shapley-érték az Osszes jatékosra

Ha egy jatékban egy tetszGleges jatékos Shapley-értékét ki tudjuk szamolni, akkor nyilvan ezt
n-szer alkalmazva megkaphatjuk az Gsszes jatékos Shapley-értékeibdl allo vektort, igy az 5.3.1.

tétel trividlis kovetkezménye az alabbi

5.3.1. Kovetkezmény. A 5.3.1. tétel feltételei mellett, tetszdleges linedrisan reprezentdlhato

jaték Shapley-értéke elddllithaté O(n*K) idében, ahol K =Y a;.

Gyanus azonban, hogy ha a P[j, k] matrixot mar egyszer elGallitottuk, akkor talan felesleges
a teljes szamolast jatékosonként el6lrél kezdeni. A P[j, k] matrix definicié szerint fiigg az i
jatékostol, akinek a Shapley-értékét ki akarjuk szamolni, mert éppen 6t kell kihagyni, és fiigg
az Osszes tObbi jatékos egy elbre rogzitett, onkényes sorrendjétsl. Az i jatékos azonban, az ezen
Oonkényes sorrend szerinti utolsé jatékosra konnyen kicserélhets. Példaul a 5.2. tablazatban
lathato hogy, ha az Iy, = 7 sulya jatékos helyett a utolséd el6tti I3 = 5 sulya jatékos Shapley-
értékét akarnank kiszamolni, akkor elegendd lenne az utolsé sort Gjraszamolni, a matrix elsé két
sora valtozatlan. Ez persze (latszolag) nem segit, ha példaul az (eredeti sorrend szerinti) elsé
jatékos Shapley-értéke érdekel minket, mert gy tiinik, hogy ahhoz egész az els§ sorig vissza
kellene bontani a méatrixot, de érdemes rajta elgondolkodni, hatha mégsem. A tovabbiakban azt
fogjuk belatni, hogy valéjaban elegendd a matrix sszes jatékoshoz tartozé utolsd sorédt ismerni,
abbol az Gsszes jatékos Shapley-értéke gyorsan kiszamolhato. Ez, réviden Ossszefoglalva, azon az
észrevételen alapul, hogy a matrix utolso sora nem fiigg a jatékosok (azaz a stlyok) sorrendjétdl,
és a jatékosok (sulyok) tetszéleges sorrendjéhez a matrix visszafelé is elGéllithato, azaz barmely

sorabol visszakaphato ez el6z6. Nézziik mindezt részletesen:

5.3.1. Lemma. Legyen ji,j2,..-,Jn—1 6z i-t0l kiillénbézd jatékosok egy tetszdleges sorrendje,

és tekintsik a 5.3.1. tétel szerinti P[j, k] matrizot. Ekkor:

a) Ha az l-edik és { + 1-edik jdatékost feleseréljiik, akkor a P[j, k] mdtriz £-edik sordn kiviil

eqyis sem vdltozik.

* Specidlisan: a mdtriz j-edik sora nem fiigg az elsd j jatékos (sem az utolsé n—1—j

jatékos) egymds kozotti sorrendjétdl.

** Még specidlisabban: a mdtriz utolsé sora fiiggetlen a jdtékosok sorrendjétél.

b) A jdtékosok eldre rigzitett sorrendjének ismeretében a mdtriz tetszdleges sordbdl megkap-

hato az elézd sor.

Bizonyitds.
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a) A lemma a) része trivialis, ha elhissziik, hogy P[j, k] annak a valoszintsége, hogy az els
J jatékos egy k Gsszsulyud koaliciét alkot, ez nyilvan nem fiigghet a jatékosok sorrendjétél.
Ha errdl kozvetlen szamoléssal is meg akarunk gy6z6dni, akkor a P[j, k]-ra vonatkozo
rekurziot j = £+ 1-re, majd j = f-re is felirva (az értelmetlen indexekhez tartozé elemeket

nullanak tekintve), kapjuk, hogy:

Pll+1,k = Plt,k —ag1] + (1 — ) Pl k] =
:x~(x-P[Z—l,k—agH—ag]+(1—x)-P[€—1,k—ae+1]>+
+(1-a)- (x-P[z—Lk—aA+(1—x)-P[12—1,k]) -

= 22 P[0, k—(apsr +ag)]+z(1—z) (P[z—1, k—ag 1]+ P01, k:—ag]) +(1—2)2-P[l—1,k]

ami pedig ag-ben és ayy1-ben kétségteleniil szimmetrikus, igy a rekurzié két 1épésben méar

érzéketlen arra, hogy ezt a két lépést milyen sorrendben hajtjuk végre.

b) A lemma b) részének bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy, ha a matrix sorait K-dimenzids
vektoroknak tekintjiik, akkor a j — 1-edik sorbol a j-edik sor egy xX(z) — x®(z) line-
aris transzformacioval kaphato, ahol x(x) az z hatarozatlant egyvaltozos polinomgytri
hényadosteste. A transzformécié méatrixa diagonalis, f6atlojaban végig az 1 — x polinom
all, a;-vel a f64tl6 alatt pedig az x polinom. Mivel ez alsé hdromszog-métrix, a f6atloban
nemnulla elemekkel, a determindnsa sem nulla igy invertdlhatd. Azt is konnyt latni, ho-
gyan kaphato meg a j-edik sorbél a j—1-edik. Példaul a P[4, k] méatrix els6 oszlopa mindig
(1—x)?, s6t altaldban, ha k < a; akkor P[j, k] = P[j —1,k]- (1 —z), igy a j-edik sor elso
a; — 1 eleme mindig oszthat6 (1 — x)-el (maradék nélkil) és P[j — 1,k] = P[j,k]/(1 — x).
Innentdl rekurzive balrél jobbra haladva a (j — 1)-edik sor tobbi eleme is kiszamolhato,

hiszen ha k > a; és minden [ < k-ra P[j — 1,[] mar ismert, akkor
Pljkl=x-Plj—1,k—a;]+ (1 —2)- - P[j — 1,k
miatt P[j, k] — - P[j — 1,k — a;] oszthatd (1 — x)-el, és

Plj =1,k = (Plj,k] —2- P[j — 1,k —q;]) /(1 — 2)

Ezzel a lemma mindkét allitasat belattuk. O

Nézziik, hogyan hasznalhato ez a Shapley-értékek szamolasanak felgyorsitaséra.

5.3.2. Kévetkezmény. Legyen a G = (N, v) jaték egy linedris reprezentdcidja (f,{a; : j € N}),
ahol a; <27, és az f figguény linedris idében és tdarban kiszdmolhatd, azaz teljesiilnek a 5.3.1.
tétel feltételei. Ekkor a jaték Shapley-értéke n kiszdmithato O(n®K) idében és O(n*K) tdrban,
ahol K =" aj;.
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Bizonyitds. Az 5.3.1. tétel bizonyitasaban bemutatott algoritmust modositjuk az alabbiak sze-
rint. Ahelyett, hogy elGszor kivalasztanank egy i jatékost, akinek a Shapley-értékét tudni
szeretnénk, el6szor kiszamoljuk a P[j, k] matrixot az Gsszes jatékosra, azaz az Osszes a; sily
figyelembevételével. A matrix igy (n + 1) x K-as lesz és nyilvan még mindig O(n®K) idében
elgallithatd. Legyen most ¢ € N egy tetszdleges jatékos. A 5.3.1. lemma szerint a métrix utol-
86 soraban el6allo P[n, k] polinomok (nevezziik ezeket a tovabbiakban az egyszertiség kedvéért
alappolinomoknak) nem fiiggnek attol, hogy az a; stlyok milyen sorrendjébdl allitottuk els a

maétrixot tovabba a matrix utolso elGtti sora

b . Plnk] ha k < a;,
i|n — 1, =
[ ] P[n,k]—wP[n—l,k:—ai]’ ha k > a;

l1-zx

lett volna, ha épp az i jatékos lett volna a sorrendben az utols6. (A képletben feltiintettiik az

eddig elhanyagolt i-t6l valo fliggest is). Egy (1 — x)-el oszthatd (tetszéleges) polinom

)\m'$m+)\mf1'l'm_l-i-"'-i-)\j'$j+"'+)\1'$+)\0:

:(l—z)~(um_l':z:mfl+um_2-xm’2+~-+ujxj+~~+,uox)

alaku felbontésaban, egyrész > A; = 0, mésrész p; = —(Apy + Ap—1 + -+ + Ajy1), I8y a
polinomosztas (és nyilvan az Osszes tObbi mivelet is) elvégezhet§ Z[x]-en belill (azaz egész
szdmokon értelmezett miiveletek korében), O(n?) idében, azaz a métrix utols6 sorabol az utolsd
elstti O(n2K) lépésben elsallithat6. A P;[n, k] polinomok, ugyanazok a polinomok, melyek a
5.3.1. tétel szerint az ¢ jatékos Shapley-értékének kiszamitasara felhasznalhatoak (és a szamitas
tovabbi lépései sem haladjék meg az O(n? K) komplexitast). Mivel ezek a polinomok egyméstol
fiiggetleniil is elgallithatoak O(n?K) id6ben a teljes matrix nullardl val felépitése nélkiil (mely
O(n3K) bonyolultsagi, de ezt tehédt csak egyszer kell megcsinalni), a teljes szamolas kiilon-
kiilén minden i € N -re elvégezhets egyenként O(n?K) azaz dsszesen O(n3K) id6 alatt. Ezzel

a 5.3.2. kovetkezmeényt is belattuk. O

5.3.2. Példa. Tllusztracioként tekintsiik ismét az 5.3.1. példaban vizsgalt jatékot. Elss lépés-
ban elgallitjuk a teljes P[j, k] matrixot, az Gsszes jatékosra. Ezt szemlélteti az 5.3. tablazat.
A jatékosok sulyait Onkényesen nagysig szerinti névekvs sorrendben tekintettiik, de az 5.3.1.
lemma szerint a matrix utolsé soraban 1évg alappolinomok nem fliggnek ettél a sorrendtsl. Ha
mar az alappolinomok megvannak, a métrixra tobbé nincs sziikségiink, ezért eleve célszerd ugy
elGallitani, hogy mindig csak a két aktualis sorat téroljuk. A kovetkezd lépést az 5.4. tablazat
illusztralja. Minden egyes jatékos Shapley-értéke kiszamolhato a tablazat mésodik sordban 1évé
alappolinomokbdl. Jelolje a; az adott jatékos stlyat a linearis reprezentaciéban. Ekkor k < a;-

re a k-adik alappolinomot el kell osztani (1 —x)-el, jeldlje az igy kapott polinomot py(x) (az i-t6l
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valo fliggést nem jeldljiik). Az (1 — x)-el valo osztas szerencsére nagyon egyszertien elvégezhetd:
csOkkend x-hatvanyok szerint rendezve, az Gj polinom /-edik egyiitthatdja, az eredeti polinom
els6 ¢ egylitthatojanak az Osszege, negativ elGjellel (feltéve termeészetesen, hogy a polinom oszt-
hato 1 — z-el de ez itt mindig teljesiil). Ha k > a; akkor a py(z) polinomot tgy kapjuk, hogy a
k-adik alappolinombél levonjuk az - py_q, (z) polinomot, és ezt osztjuk (1 — x)-el. Igy kapjuk
a tablazat harmadik, hatodik, kilencedik illetve tizenkettedik soraban 1évé polinomokat, rend-
re az els6, masodik, harmadik illetve negyedik jatékoshoz (az utols6 jatékosnal természetesen
visszakaptuk a 5.3. tablazat utolso el6tti, illetve az 5.2. tablazat utols6 sorat). Veégil a pg(x)
polinomokat ossze kell silyozni az f(k + a;) — f(k) stlyokkal, ahol f a jaték 5.2.1. definicio
ban kozvetleniil a megfelel6 p(z) polinomok alatt). Az igy kapott Gsszesulyozott polinomok
a szaggatott vonalakkal elvalasztott szakaszok jobb als6 sarkdban vannak feltiintetve. A jaték

Shapley-értékének kiszadmitasdhoz ezeket a polinomokat kell kiintegralni, 0-tél 1-ig, ami jelen

példanal
i 3 4 1,1 3 1 13
Sh — _ .3 42 dr = 2.4 =3 -2 _ _ = = I
1 z° 4+ 4z +x dx 490 +3x +2a: . 4—1—3-1-2 12
0
i 3 4 o3 4 19
_ _ 3 42 2 — _ 2.4 =3 2 — _= - 1=-"
Sha /3z+x+xdm - i +3x +x . 4+3+ TR
0
i 3 4 L S| 31
_ _ 9.3 2 — 2,44 =3 2 =24 = = —
Shs = / 3z° 4 4x” + 4o dx _ 1Z +3x +21’]0 4+3+2 15
0
i 3 7, 3 7 15
_ 9.3 2 S 34 2 =2 — =
Shy = / 3x° + 32° + Tx dx _ 4;10 +x —|—2x}0 4—|—1—|—2 1

o
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5.3.3. Kovetkezmények

Repiilotér-jatékok

A fejezet 6 eredményeit bebizonyitottuk, azonban arrél még nem adtunk szamot, hogyan segit
az algoritmus az egyébként nagyon fontos jatékosztély, a repiilétér-jatékok Shapley-értékének
kiszamitasaban. A 3.1. fejezetben bevezetett definicié alapjan a repiilGtér-jatékok karakte-
risztikus fiiggvénye, v(S) = max{c¢;|i € S}, ahol a ¢;-k a jatékosokhoz rendelt pozitiv stlyok,

melyeket itt koltségként interpretalunk. A maximum fiiggvénytdl megszabadulva egy alternativ

az osztalyokat egy graf csicsainak, melyet egészitsiink ki egy s ,legkisebb” csiicesal és minden
csucsot kossiink Ossze a koltségek szerint kozvetleniil elGtte 1évivel, a legolcsobbat az s csticesal

és az élekre irjuk a koltségek kiilonbségét (nagyobbdl a kisebbet levonva).

c1 . . . Cey+1—Cey ., . . Coo+1—Cly . . Ceg+1—Ceg
S —> 11,12, ..,%p — U0 +1s L0425+ -5 Lty — Vo415 Uot2y -5 005 —
—_———
Cl1=Ca=r"=Cpy Cly+1=Cey42=""=Cty Clo+1=Cly2="""=Ctg
Clpy_o+1 7 Clpm_o . . . Clpp—1+1 7 Clyp 1, . .
? Wy o+ 15 Uy o425+ o5 Uy Vo141 Wy 1425 -+ o5 Uy
Clop o +1=Clyy 427" =Clyy g Clyy 1 +1=Clyy 1 +2==Cly

Ko6nnyen lathaté hogy minden koalicié koltsége azon élek koltségeinek Osszege, melyeken a
koalicié barmely tagjdhoz el lehet jutni a grafban az s csicsbol, vagyis a repiil6tér-jaték elgall
egy specialis (egyetlen utbol/lancbol allo graffal megadott) koltségallokacios jatékként, amelyet
a 3.2.1. fejezetben targyaltunk.

A repiilStér-jatékok az 5.2.1. definici6 értélmében nem linedris reprezentaciéval vannak ad-
va, mert a koaliciok értéke nem a silyok Osszegének, hanem azok maximumanak fiiggvénye
(a koltségallokicios reprezentacio sem lineéris reprezentacio, mert a silyok az élekhez, nem
a jatékosokhoz vannak rendelve). A matematikai intuici6é azt sugallnd, hogy ez bonyolitja a
dolgokat, mert a nemlineéris fiiggvények altalaban nehezebben kezelhet&ek mint a linearisak,
azonban itt az a helyzet, hogy az 5.3.1. tétel illetve az 5.3.2. tétel bizonyitasa soran bemutatott
séma nem csak hogy erre az esetre is kivdl6an hasznalhat6, hanem az Osszegzés helyett a ma-

ximum fiiggvény hasznalata automatikusan polinomidlissa teszi az értelemszertien moédositott

algoritmust.
Legyen i egy tetszGleges jatékos és jeldlje cy,co,...,cp az i-t6l kiillonbozs, Osszes tobbi
repiilgk koltségeit novekvs sorrendben, rendre ¢4, 4s, . .., £, multiplicitassal, ahol n = > ¢,.

Jelolje Plj, k| ugyanazt, amit az 5.3.1. tétel bizonyitasaban, annak a valoszintségét, hogy az i-
t6l kiilonbo6zs jatékosok kozott az elss j jatékos egy k 6sszkoltségt koaliciot alkot, ha egymastol

fliggetleniil = valoszintiséggel kooperalnak. Most vegyiik észre a kovetkezsket:
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1. Az 5.3.1. tételnél latotthoz nagyon hasonldéan, a teljes varhato érték tételével a Pj, k]
polinomok a maximum fiiggvény esetén is felirhatéak rekurzivan: a sulyokat nemcsok-
kend sorrendben tekintve, minden sor tgy kaphatoé a felette 1év6bdl, hogy mindenkit
megszorzunk (1 — x)-el, az adott jatékos sulyaval megegyez6 indexd oszlopban pedig még

hozzadadunk z-et.

2. Pl[j, k] = 0 minden j-re, minden olyan k-ra, amely nem egyezik meg egyik jatékos koltsé-
gével sem. Igy a matrix minden oszlopa, legfeljebb m oszlop kivételével azonosan nulla
lesz, melyet sem tarolni sem kiszdmolni nem sziikséges, a matrix lényegében n x m-es és

polinom-id&ben feltdlthetd.

3. A P[n — 1,k] polinomok alapjan kiszamolhat6 az i jatékos Shapley-értéke: a hatar-
hozzajérulasa egy k koltségi koaliciohoz (c; — k)™, ezekkel a stlyokkal kell a polinomokat

szorozni és integralni, ugyantgy, mint a linearisan reprezentalhaté jatékoknal.

Az algoritmus tehét, csekély modositassal a repiiltér-jatékokra is alkalmazhaté és polinom-
idében fut, konkrétan O(n®) idében és O(n®) tarban, mert a matrix K helyett csak m < n
oszlopbol all, azonban minden sor kiszamitasa soran (a maximum fliggvény miatt) minden
nemnulla elemmel és nem csak kett&vel kell szamolni.

Mivel a koltségelosztasi jatékok Shapley-értéke lineéris idében szdmolhato, a fenti O(n®)
futéasi idejii algoritmus latszolag teljesen haszontalan. Vegyiik észre azonban, hogy a repiilStér-
jatékok esetén a P[j, k] métrixot nem kell rekurzive kiszamolni, kapasbol fol tudjuk irni az
utolso sorat. Legyen ¢ egy tetszoleges suly. A P[j, ¢k polinom kezdetben (j = 0-ra) 0, majd

ezutédn harom dolog torténhet vele.
1. Amig a ¢-nal kisebb koltségi jatékosokkal szamolunk, addig semmi.

2. Amikor a cg-val megegyez6 koltségi jatékosokkal szamolunk, akkor megszorozzuk (1 — x)-

el majd hozzdadunk z-et, ilyenkor P[j + 1, ¢x] = Plj,ck] - (1 — x) + .
3. A ¢-nél nagyobb koltségt jatékosok esetén megszorozzuk (1 — x)-el.

Az els6 és harmadik lépés elég konnyen érthetd, a méasodikkal kapcsolatban vegyiik észre a

kovetkezét:

5.3.2. Lemma. Legyen p(z) = 0 polinom és k € N egy pozitiv egész szam. Ismételjiik k-szor a
p(z) :=p(@)1—2)+z

miveletet. Ekkor: p(x) =1 — (1 — z)" lesz.

Bizonyitds. Az allitas k = 1-re igaz, mert 1 — (1 — x) = . k-r6l k + 1-re az
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(1-0-2f) - +a=(1-0-0") -z (1-(1-2)") +2 =
:(1—(1—x)k)—x+x Q- te=1-(1-2) 42 -(1-2)=
—1- (-0 —z-0-2)f) =1-(1-2)-(1-2)") =1- 1 -2
talakitassal kovetkezik. 0

Ha ezt még megszorozzuk annyiszor (1 — x)-el ahany c-nal nagyobb koltségi jatékos van,

akkor a kovetkezdt kapjuk:

5.3.3. Kovetkezmény.
Pla— 1 = (1= (1 =) ) (1 - yrEa ™ 2 (1 (1 gyrEa

Ez valoban annak a valészintisége, hogy ,.a cp-nal nagyobb koltségi jatékosok koziil senki
sem csatlakozik a koalicidhoz, de nem igaz, hogy a legalabb ¢ koltségi jatékosok koziil senki
sem csatlakozik a koalicidhoz (vagyis valaki igen)”.

Ezeket a binomialis tétellel kibontva sok tagbol all6 polinomokat kapunk hatalmas egytitt-
hatokkal. Vegyiik észre azonban, hogy erre nincs feltétlen sziikség. A Shapley-érték kiszamita-
sdhoz ezeket a polinomokat Ossze kell stlyozni a hatar-hozzéjarulasokkal,® és végiil 0-t6l 1-ig
integralni. Mivel mind a stlyozas, mint az integral lineéris, ezeknek a sorrendje felcserélhetd,
és elvégezhetjiik az integralast ebben a formaban is. Egy fiiggvény [0, 1]-en vett integralja nem
valtozik, ha fiiggslegesen tiikrozziik az x = 1/2 egyenesre, azaz az (1 — x) helyére z-et irunk.

Az integralas elvégzése utan az

1 1 s
/Pn— 1, ¢k :/ (1-2x) °’L>°k —(1—xz)nzw =
0 0

[h
— (‘h>(‘k

o 1 1
S o+l Yl +1

cp>ck Ch>Ck

ch>ck

O\H

illetve az

1
n+1

Pln—1,0] =

(1—-2)"=

o _
o _

formulék adédnak.

A kimaradoé i jatékos Shapley-értékének szamolasakor a ¢, < ¢; tagokat kell stulyozni ¢; — ¢
hatarhozzajarulasokkal. Ebbdl egy teleszkopikus Osszeg adodik, amibdl minden tag kiesik, kiveé-
ve a legels6t. Ez azt jelenti, hogy az ¢ jatékos minden utszakasz koltségének m—ed részét allja,
ahol ¢ azon jatékosok szama akik (rajta kiviil) az adott utszakaszt hasznaljak, ami konzisztens

a koltségallokacios jaték megoldasaval.

36FEnnél a példanal akar hatarksltségeknek is nevezhetnénk.
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5.3.3. Példa. Tekintsiik azt a hat fGs repiiltér-jatékot, ahol a koltségek rendre A : 1, B,C : 5,
D:12 EF:15és F:40. Ez a
B
shah () BobE Sy

koltségelosztasi jatékkal ekvivalens. Szamoljuk ki az F' jatékos Shapley-értékét. Az adott kolt-
ségl koalicio létrejottének valosziniiségei rendre

Pj5,0l=(1-2)5 PB1=z(1-2)" P[512=(1-2)*(1-(1-12)?)

P[5,12] =z(1—x) P[5,15] ==,

az integralok pedig

1 1 1 1 L
— _ — _ 2 _ - _ =
'/P[5,12]f'/1‘1 x) /x /1: 573
0 0 0 0
1 1
/P[5,15]:/a::%.
0 0
Amibdsl
1
1 1
254+3)- | z— 3
r 543 (5-3)

+(25+3+7)- <;—é>

1
+(25+3+7+4)-(5—6>

+(25+3+T7+4+1)-

Az egyenletben a 40 — 15 = 25 hatarhozzajarulés teljes stlya

2 \2 3 3 5 5 6 6

ami helyes, mert a kifutépalya 15 folotti részét a legnagyobb repiil6gép egyediil hasznalja, igy
neki is kell kifizetni. Az 3 sulya (% - %) + (é - %) + (% - %) + % = %, ami azt jelenti, hogy
a 12 és 15 kozotti 3 koltségi szakasz koltségét a két legnagyobb repiils allja, stb. végiil az 1

koltsége egyenletesen eloszlik a hat jatékos kozott.
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Polinomialis esetek

Az 5.3.1. tétel illetve az 5.3.2. tétel szerint linearisan reprezentalhaté jatékok Shapley-értékének
kiszamitéasa lehet nehéz (akar NP-nehéz is), de ez csupan abbél fakad, hogy ,tul nagy” szamokkal
paramétereztiik Sket. A jatékok paramétereire tett egyszerii feltevések mellett az algoritmus

polinomidlissa valik. Két ilyen eset példaul:
5.3.4. Kovetkezmény.

1. Minden linedrisan reprezentdlhato jatékokbdl dllo jatékosztdlyra polinom-idében kiszdmol-
hato a Shapley-érték, ha a linedris reprezentdcid silyai a jatékosok szimdnak egy polinom-

javal korldtozhatdk.

2. Legyen G linedrisan reprezentdlhato jatékok olyan osztdlya, melyhez létezik egy p polinom,
hogy minden G-beli jaték esetén f(k) =c-k ha k> p(n) alaki ahol f a jaték linedris
reprezentdcidjiban szerepld figguény, n pedig a jatékosok szama (megjegyzés: a feltevés
szerint [ fiigg a jatéktol, p viszont nem!). Ekkor G-ben a Shapley-érték polinom-idében
kiszamithato.

Specidlisan: szavazdsos jatékok Shapley-értéke polinom-idében kiszamolhatd, ha a kvdta a

jatékosok szamdnak egy polinomjdval korldtozhatd.>”

Bizonyitds. Az els6 (1) allitdson nincs mit bizonyitani, a 5.3.1. tételben a futési idére adott
korlat n-ben polinomiélis. Ami a (2) éllitast illeti, a feltevésbdl az kovetkezik, hogy elegendd
a P[j, k] matrix els6 p(n) oszlopat kiszamolni, ugyanis az ettdl jobbra 1év6 polinomok mar az
f(k+a;)— f(k)=c-(k+a;) —c k= c-a; konstans stlyokkal 6sszegz6knek, igy kiilon-kiilon

nem kell ket ismerni. O

Latens gyorsitas

Repiil6tér-jatékokra az algoritmus azért polinomiélis, mert a P[j, k] méatrixnak legfeljebb
polinom-sok oszlopa nem azonosan nulla, és elére meg is tudjuk mondani, hogy melyek ezek.
Noha ez a feltevés nem teljesiil altalaban minden linedrisan reprezentalhaté jatékra, célszert
az algoritmust gy implementalni, hogy ne végezzen felesleges miiveleteket exponencialisan sok
nullaval. Mivel nem tudjuk el6re, hogy melyek lesznek a matrix nem azonosan nulla oszlopai,
az egészet dinamikusan célszeri csindlni, azaz minden lépésben csak az aktuélis sor nemnulla
elemeivel foglalkozni, és ezek korét folyamatosan béviteni, ahelyett, hogy el6re 1étrehoznénk egy
exponenciélisan sok oszlopbdl 4ll6 nullmatrixot. Ezt tgy lehet legkdnnyebben megoldani, ha a

PJj, k] méatrix aktualis sorat nem szekvencilisan egy K hosszu tombben taroljuk, hanem egy

3TA tétel kétségteleniil igaz, bar nem tul hasznos, mert a kvota tipikusan a stlyok Gsszegének felével egyenl.

80



dinamikusan béviils hash-tablaban.?® Ennek persze dra van, mert a hash-fiiggvény (hasitofiigg-
vény, de ez a szohasznélat mar magyarul is ritka) kiszamolasanak koltségei nagyobbak a direkt
memoriacimzéshez képest, azonban a méatrix elemeihez valé hozzéférés igy is (tobbé-kevéshé?)
konstans komplexitasa, és cserébe csak a tényleg sziikséges miiveleteket végezziik el. Emellett
sziikségiink lesz még egy extra lépésre. A 5.3. matrixot minden nehézség nélkiil folépithetjiik
egy hash-tablaval, melynek kulcsai a fejlécek, azonban a 5.4. matrix kiszamolasanal a fejléce-
ken mindenképpen balrél jobbra kell haladni, amit csak igy tudunk megoldani, ha a két 1épés
kozOtt sorbarendezziik a kulcsokat (vagy folyamatosan valamilyen rendezett strukturaban téa-
roljuk, de ennek a koltsége ugyanannyi). A rendezés futési ideje O(K -log(K)), ami a stlyokra
tett feltevéek szerint O(Kn), ami a teljes algoritmus komplexitasiat nem véltoztatja meg, de
a masodpercekben mért futasi idejét valamelyest rontja. Ha tehat hash-tabla felhasznalasaval
implementaljuk, akkor az algoritmus egy latens faktorral gyorsabb lesz, azaz el6re nem tudjuk
megmondani, hogy mennyivel, és cserébe a hash-elés és a rendezés miatt kicsit lassabb. Az
ellentétes hatasok eredGje ismeretlen, de sokat biztosan nem rontunk rajta, viszont cserébe a
jateéktol és a lineéris reprezentacié sulyaitol is fliggs lehets leggyorsabb algoritmust tudjuk fut-
tatni. Mi tobb, anélkiil, hogy el6re tudnank, az algoritmus komplexitasat, az automatikusan
olyan gyors lesz, amilyen gyors csak lenni tud, igy gyakorlati alkalmazés esetén ez a legjobb,

amit tehetiink.

5.3.4. A Shapley-érték becslése Owen mdédszerével

A 5.1. fejezetben bemutatott multilinedris kiterjesztés (Owen, 1972) segitségével szellemes
becslést adhatunk szavazési jatékok Shapley-értékére (a részletes leirast 1d. pl. Leech, 2003).
Legyen i egy tetszGleges jatékos, a tobbi jatékos silyai rendre wi,ws, ... w,_1, és legyen ¢q a
kvota. Az i jatékos varhato hatar-hozzajarulasa a 5.3.1. tétel jeloléseivel

k=q—w;
éppen annak a valészintisége, hogy a tobbi jatékos egy ¢ —w; és q kdzé esd szavazderejd koalicidt
alkot. A Shapley-érték ennek az integralja 0-t6l 1-ig. A G, valoszintségi valtozoé n— 1 fiiggetlen
tag Gz = > Ay(w;) alaka Osszege, melyek x valoszintséggel veszik fel a w; szamokat (és 1 — x

valoszintiséggel a nullat), igy els6 két momentuma:

E(G) = po(w) = - Z wj illetve E(G?) = x - Z wj2 + 22 Z Wj, Wj,

J1#72

38 A hash-table/hash-map vagy magyarul hash-tabla vagy ritka szohasznéalattal hasitotabla egy asszociativ

témb, errsl bévebben 1d. példaul Cormen et al. (2009) 3. fejezet.
39 A hash-fiiggvény elméleti legrosszabb esetben akar linearis is lehet, de 4tlagban konstans lesz.
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szorasnégyzete pedig

Ji(w):me?—ﬁZw? :x(l—m)Zw?.

Ha most a fiiggetlen tagok Gsszegeként el6allo G, eloszldasat normaélis eloszlassal kozelitjiik, akkor
a fenti két momentum meg is hatarozza a siriségfiiggvényt. Persze, G, nem normalis, hanem
diszkrét eloszlasu, de ha a jatékot ,elég sok”, ,elég kicsi" jatékos alkotja, akkor a kozelités ,elég
jo”. Igy az i jatékos varhato hatar-hozzajarulasara a kovetkezs becslést nyerjiik:

P (G, € [q—wi,q—1]) ~ @ <q_“$(w)> _ P (q_wl_%(w)>

oz (w) oz (w)

ahol ® a standard normélis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ezt x szerint numerikusan kiintegralva
megkapjuk az i jatékos Shapley-értékének egy becslését.

A moédszer értelemszeri modositassal alkalmazhato tetszéleges linedrisan reprezentalhato
lyen értelmes médon) ki kell terjeszteniink az egész szamegyenesre. Az eddig latott példaknal
ennek semmi akadélya, de a Shapley-értékre kapott becslésiink fiigg ettdl az énkényesen valasz-
tott kiterjesztéstdl, és elméletileg elképzelhets, hogy a kiterjesztett fiiggvény olyan ,idétleniil
viselkedik” (két egész szam kozott Ossze-vissza ugrél) hogy teljesen elrontja a becslést. Min-
denesetre, az i jatékos varhaté hatar-hozzajarulasat megadé diszkrét formula folytonositésa"

(linearis helyettesités utan):

S (Pl a0 - 109 -BG. =) ~

k=0
i ] (25 o () o

ahol ¢ a standard normalis eloszlés sirtségfiiggvénye. Ezzel a Shapley-értékre egy kettGs integ-

ralt kapunk (a formulat még ki kell integralni x szerint is), melynek becslési hib4jara nemtrivialis
fels6 korlatunk nincs, hiszen a valodi Shapley-érték akar 0 is lehet. J6 hir viszont, hogy a bels6
integral felirhato analitikusan példdul a cs6djatékok esetén, mivel ezesetben f(t) = [t—(L—A)]*
(ahol L az 6sszes kovetelés értéke, A pedig az eszkozoké) éppen egy call opcio®? kifizetésfiigg-
vénye, amelynek kotési arfolyama a ,cs6d nagysiga”, azaz a hidnyzo kovetelések értéke. Az
integralast tagonként elvégezve egy opcidarazasi formuldra emlékeztetd integralt kapunk, ahol
az alaptermék arfolyama nem lognormalis, hanem normalis eloszlasa. Az ilyen alaki integral
konnyen kiszamolhato, mivel a ¢ - p(t) primitivfiiggvénye analitikusan felirhat6 (éppen —¢(t)),

igy a Shapley-értékre egy a szavazasi jatékokéhoz hasonldé numerikus integralt kapunk.

40 Az opcio veteli jog, melyr6l részletes leiras talalhato példaul Hull (2017) kényvében.
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5.4. Korlatok

Az 5.3.1. tétel legfbb mondanivaloja talan (pongyolan fogalmazva), hogy ha egy TU-jaték a
jatékosok szaméaban linedrisan sok paraméterrel adott, akkor a Shapley-érték kiszamitasanak
nehézsége csak abbdl adddik, hogy a paraméterek tal nagyok. Mivel azt is érszevettiik, hogy
barmely jaték atirhato ilyen alakura (5.2.1. tétel), természetes modon adédik a kérdés, hogy
tudjuk-e az eredményeket altaldnositani olyan jatékosztalyokra, melyek eredetileg nem lineé-
ris reprezenticioban, hanem valamilyen bonyolultabb alakban vannak megadva. A valasz erre
a kérdésre is nemleges. Ando (2012) szerint minimalis koltségi feszitfa jatékokban (tovab-
biakban: MCST - minimum cost spanning tree game) a Shapley-érték kiszamitasa akkor is
#P-nehéz, ha a sulyfiiggvény 0 - 1 értékd. Az ilyen jatékok a jatékosok szamaban még mindig
polinom méretd adathalmazzal vannak megadva, csak a silyokat nem a jatékosokhoz rendeljiik,
hanem egy graf éleihez, melynek csiicsai a jatékosok. Az eredmény azért is fontos, mert mutat-
ja az 5.3.1. tétel korlatait: hacsak nem P = NP akkor az MCST jatékok Shapley-értékére mar
nincs pszeudopolinomiélis algoritmus. Tehat a nem linearis reprezentacioban megadott jatékok
Shapley-értékét valoban ,nehezebb” kiszamolni, mint a linearis reprezentacioban lévskét, mert
ezeknél mar nem a paraméterek nagysiga okozza a nehézséget, itt mar taldlunk dn. erésen

NP-nehéz problémékat. Ez nem mond ellent annak, hogy az 5.2.1. tétel szerint az MCST-k is

5.4.1. Kovetkezmény. Hacsak nem P = NP, akkor az MCST jditékok vagy nem linedrisan
reprezentdlhatéak polinom nagysdgu sulyokkal, vagy, ha igen, akkor ez a linedris reprezentdcio

nem szdmolhatd ki polinom-iddben.

Az allitds nem tul erds, mert nemhogy az nem vilagos, hogy hogyan lehetne altaldban
valaki mond egyet, hogyan tudnéank ellenérizni, hogy az tényleg az adott jatékot reprezentalja.
Valoszintleg el kell fogadni, hogy az 5.2.1. tétel ellenére, az 5.3.1. tétel, illetve az 5.3.2. tétel
csak olyan jatékok Shapley-értékének kiszamitdsaban segit, amelyek ,természetiiknél fogva”

linearisan reprezentaltak.
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Osszefoglald

Ez a dolgozat — sajatos modon — egyszerre szol a Shapley-érték kiszamolasanak lehetGségeirdl és
lehetetlenségeird! (illetve nehézségeirsl). Az eredmények matematikai értelemben természetesen
konzisztensek, hisz a matematika nem tiiri az ellentmondéasokat, az intuicié azonban azt sugallja,
hogy a probléma egyrészt reményteleniil nehéz, masrészt speciélis esetekre jol hasznalhato, szép
eredmények vannak.

Mar a feladat pontos specifikdlédsanél felmeriil két egymést valamilyen értelemben kiolto
probléma. Az egyik a jaték tarolasanak képessége, mert egy altalanos TU-jaték kezelhetetlen
méreti adathalmaz, azonban a Shapley-érték ennek az adathalmaznak a fiiggvényében ,gyor-
san” szamolhat6. Ennek kezelésére bevezettiik a polinomiélis reprezentacié fogalmét, azaz vizs-
galodasainkat olyan jatékosztalyokra korlatoztuk, melyek valamilyen moédon ,,jol tomorithets-
ek”, igy tudjuk Sket tarolni. A mésik problama a Shapley-érték kiszamitdsanak képessége. Ha
egy jatékosztaly elég jol tomorithetd ahhoz, hogy sok jatékos esetén is meg tudjuk adni, akkor
eléfordulhat, hogy ennyi jatékosra a Shapley-értéket mar nincs kapacitdsunk kiszdmolni. Ez-
zel kapcsolatos friss eredményként bizonyitottuk, hogy a tartozéasos jatékok Shapley-értékének
kiszadmolasa NP-nehéz, és megemlitettiink néhany klasszikus, ismert tételt és kdvetkezményeit.

A szamitastudoméanyi szempontbél megoldhatatlannak tiing problémak kezelésére két lehe-
t6ség adja magat. Az egyik a Monte-Carlo szimulacioval torténd becslés. Ezzel kapcsolatban
bemutattunk egy 1j algoritmust, mely statisztikai médszerekkel képes csdkkenteni a becslés hi-
bajat a fliggetlen mintavételezéshez képest. Ez Shapely-Mann kozel hatvan évvel ezel6tt java-
solt modszereinek altaldnositasa, mely specialis jatékosztélyokra (bar nem mindegyikre) biztato
eredményeket ad. A masik lehetSség az utolséd fejezetben bevezetett linearisan reprezentalhato
jatékokra kifejlesztett pszeudopolinomialis algoritmus.

A dolgozat, mely — ahogy altaldban lenni szokott — tobb kérdést vetett fel, mint amennyit
megvalaszolt, itt véget ér, de a kutatds nem. Nem nagyon értjiikk még, hogy a Monte-Carlo
modszerek mely jatékosztalyokon miikddnek jol, melyeken nem és miért. Egy TU-jaték nagyon
sokféleképpen megadhatd a koaliciok értékének felsorolasa nélkiil is, és sok mindent nem értiink

még azzal kapcsolatban, hogyan lehet egyiket a masikboél kiszdmolni, illetve, hogyan fiigg et-
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t6l a Shapley-érték komplexitdsa. Nem tudjuk, hogy van-e polinom-idejt, randomizélt, vagy
exponenciélis, de a brute force moédszernél gyorsabb, gyakorlatban hasznélhat6 algoritmus a
Shapley-érték kiszamolasara vagy becslésére. Ezek mind nehéz kérdések, de talan tettiink egy

apro6 lépést a valaszokhoz vezets tton.
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