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1. fejezet

Bevezetés

A pénziigyi piacok Osszetettsége nagy kihivést jelent a piaci jelenségek kutatoi sza-
méara. A tradicionélis megkozelités szerint a tékepiacokat benépesits befektetSk
teljesen raciondlisak. Preferenciéik kielégitik a Neumann—Morgenstern-féle axioma-
rendszert (Neumann és Morgenstern, 1944), a befektet6k homogének a varakoza-
saikban, illetve a varakozasaik konzisztensek az adatgenerdld folyamattal. Minden
szitkséges informacié birtokaban vannak, ismerik a Bayes-tételt, és ezek alapjan —
mintha ismernék magéat a modellt — helyesen optimalizalnak, azaz homo 6konomi-

kuszként viselkednek.

A tradicionalis megkozelités a hatékony piacok hipotézisében (Malkiel és Fama,
1970) 6sszpontosul. A hipotézis szerint a tGkepiaci arfolyamok minden pillanatban
az sszes elérhetd informaciot tiikrozik, egyenstlyban vannak. Uj informacio esetén
(és csak akkor!) az arak azonnal modosulnak, és az 0j egyenstlyba keriilnek. Mi-
vel az arak mindig megegyeznek a valos, ugynevezett fundamentalis értékkel, ezért
a befektetéknek tobblethozam elérésére nincs lehetdségiik: a legjobb piaci modell
a véletlen bolyongas. A hatékony piacok hipotézisének gyenge formaja szerint az
arak teljességgel tiikrozik a nyilvanosan elérhets pénziigyi véaltozokban (historikus
arfolyamok, osztalékok) rejls informaciot. A félerds szint szerint az arak tiikrozik a
nyilvanosan bejelentett, a vallalatot érint6 4j informéciokat (vallalati fuziok, jelen-
tések). Az erds szint szerint az arak az olyan informaciokat is teljességgel tiikrozik,

melyekkel csak bennfentesek rendelkezhetnek.

Bar a piaci szereplSk racionalitasat és a piacok hatékonységéat sok kritikus nem
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tartja realisztikusnak, ezek nagyon mélyen gyokereznek a pénziigyi kozgazdasag-
tanban. Friedman (1953) érvelése szerint a befektetSk akadémiai értelemben nem
racionalisak, de Osszességében gy viselkednek, mintha racionalisak lennének. Bar
nem rendelkeznek minden informaciéval, nem oldanak meg komplex optimalizacios
feladatokat, de Alchian (1950) szerint a piacok kegyetlenek az irracionalisan visel-
kedGkkel szemben, és az evoliciés folyamatok azt diktéaljak, hogy idével eltiinnek
a tekepiacrol. Ezek az evolicios folyamatok tehat egy olyan allapot felé terelik a
piacokat, ahol az ,életben maradt” befektetGk tigy viselkednek, mintha racionalisak
lennének.

A hatékony piacok gyenge szintje szerint technikai elemzéssel, mig félerés szintje
szerint fundamentalis elemzéssel sem tudunk tobblethozamot elérni. Ennek ellenére
mégis azt latjuk a piacokon, hogy mindkét kereskedési stratégiatipus nagy népsze-
riségnek orvend. Piaci anomalidk (januar effektus, kiscég effektus, hétvége effektus,
tinnepnap effektus; lasd Singal (2004))) szintén azt sugalljak, hogy a teljes racionali-
tas feltevése és a hatékony piacok hipotézise gyenge labakon all.

A pénziigyi piacok heterogén agens irodalma szakit a hatékony piacokkal és a ra-
cionalis befektetdkkel, és a piacot egy tobbdimenziés dinamikai rendszerként képzeli
el, ahol a kereskedsk portfolidja, az arfolyamok, a piaci sulyok egyidében evolvalod-
nak. E dolgozat ehhez az irodalomhoz kivan csatlakozni. Az ilyen modellekben a
piaci résztvevik korlatozottan racionélisak, azaz heurisztikus szabalyok szerint visel-
kednek, és dontéseiket csak a rendelkezésiikre allo informéciok alapjan hozzak meg.
A valosag tulsagosan Osszetett, minden bizonnyal nincsen olyan piaci résztvevs —
legyen az akar egy olyan hedge fund, ahol sem szellemi, sem pénziigyi t6kébdl nincs
hidny — aki minden lehetséges akcidé pontos hatasat ismerné, ezért egy heurisztikus
szabalyok szerint mikods piaci modell realisztikus eredményeket produkalhat.

A dolgozatnak egy pénziigyi kozgazdasagtani és egy technikai célja van. A pénz-
ligyi kozgazdasagtani cél az agensalapi modellezés eszkoztaraval a befektetsi hete-
rogenitas és a heurisztikus torzitasok hatésanak vizsélata az arfolyamokra és a be-
fektetsi profitabilitasra. A legfontosabb motivum, hogy a piacon fennall6 keresleti-
kinalati egyensulytalansag megjelenik a kereskedett eszkoz arfolyamdinamikajaban.
Ezen keresztiil olyan jelenségeket igyeksziink bemutatni, mint az arfolyam elszaka-
désa a fundamentalis értékt6l, az arfolyam hirtelen felfutdsa majd visszaesése, a

hozamokban idétavtol fliggen megjelend pozitiv vagy negativ autokorrelacio, illet-
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ve a hozamok vastag széld eloszlasa. E jelenségeken tul vizsgalni fogjuk a kanonikus
befektetési stratégiak — fundamentélis, technikai és indexkereskedd — profitabilitésat
és arhatasat.

A technikai cél egy olyan realisztikus sztochasztikus pénziigyi modell felirasa,
amelyben a fenti jelenségek sztochasztikus viselkedése analitikusan is vizsgalhato.
A téma irodalmanak egy hianyossdga, hogy a modellek sztochasztikus voltat nem
vizsgalja kell6 mélységgel. Az analitikus eredmények szinte minden esetben csak a
modellek determinisztikus csontvazarol szolnak, a sztochasztikus modellt csak szi-
mulécios eszkozokkel vizsgaljak. Ebben a dolgozatban igyeksziink szakitani ezzel a
hagyomannyal, és (kvézi)analitikus eredményekkel szolgalunk a sztochasztikus ese-
tekben is.

A dolgozat felépitése

A2l fejezet két funkciot tolt be. Egyrészt egy irodaloméattekintés az dgensalapt
pénziigyi modellezésbe, f6leg annak azon agaba, ahol kanonikus befektetési stratégi-
ak versenyeznek, és a matematikai modell altalaban egy néhany dimenzios sztochasz-
tikus dinamikai rendszer. Masrészt, a fejezetben bemutatjuk — egyszert dinamikai
egyenleteken keresztiil — a dolgozat késébbi részeiben modellezett legfontosabb je-
lenségeket és hatésokat; az dgenseket, a vagyon fejlédésén keresztiil megvaldsuld
evoluciot és a piaci armechanizmust.

A dolgozatban két folytonos ideji modellt targyalunk. A3 fejezet a szerzd Koz-
gazdasagi Szemlében megjelent tanulményat mutatja be. Ebben a tanulmanyban
a volatilitas még az irodalomban megszokott mdédon konstans, érdekes nemlinearis
hatasok a kereskedSk poziciofiiggvényén keresztiil jelennek meg. A sztochasztikus
modell hosszi tavia stabilitasat vizsgaljuk bizonyos relevans valtozok invarians el-
oszlasén keresztiil. A nemlinearis hatdsoknak koszonhetGen az eloszlasok esetén
tobbmoduszu viselkedés jelenik meg. A modell gyengesége, hogy az a kereskedd, aki
kezdetben erdsebb a piacon, hosszu tavon is profitabilisabbnak bizonyul, akar vég-
letesen elhatalmasodhat a masik felett. Azaz nincs olyan hatés, amely valamilyen
piaci egyensuly felé mutatna.

Al fejezetben szakitunk az irodalomban szokasos konstans volatilitassal, és azt

feltételezziik, hogy a piaci kereslet-kinalati egyensilytalansdg megjelenik kozvetle-
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niil a volatilitasban is. Ez az endogén volatilitas hatas megoldja az el6z6 fejezet
problémajat: egyik kereskedd sem tud a maésik felett hosszii tavon végérvényesen
elhatalmasodni. A sztochasztikus volatilitasnak koszonhetéen a hozamok eloszla-
sa vastagszéld, amely alapvetd elvaras és tidvozlendd egy sztochasztikus pénziigyi

modell esetén.
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2. fejezet

Agensalapt pénziigyi modellezés

A kozgazdasagtan sok teriiletén alkalmaznak sikerrel dgensalapt modelleket, de sza-
mos oka van, hogy ezek kiilonosen népszertiek a pénziigyi piacok modellezésére.
Természetes otletnek tiinik, hogy a kiilonbo6z6, tipikus befektetési stratégiakat kove-
t6 kereskeddk legyenek a piaci modell heterogén agensei. A tékepiacok tekinthet&k
legkozelebbinek a modern kozgazdasagtan idealisztikus ,piacdhoz”. més piacokhoz
képest a t6kepiacok termékei homogének, sztenderdizaltak, a sarlodasok (tranzak-
cios koltségek, az informaciok koltsége, sth.) elhanyagolhatok, illetve konnyen mo-
dellezhetsk (LeBaron, 2001). A pénziigyi piacokkal kapcsolatban allithatjuk talan
legnagyobb magabiztossaggal, hogy a mindenkori drfolyam a természetes kereslet és

a kinalat eredménye.

A piacok stabilitasa és az arfolyam kialakulasanak folyamata a kozgazdasagtan
kozponti kérdései. Kiilonosen tetten érhetSk ezek a pénziigyi kozgazdasagtanban,
ahol az ar két funkciot is betolt egyszerre: egyrészt informécioval szolgal a piaci
szerepl6k varakozéasairol, masrészt a kereslet és a kinalat viszonyarol: a tékepiacokon

figyelhetjiik meg puszta valojaban a hayeki armechanizmust (Hayek, 1945).

Az dgensalapi pénziigyi modellezés a modern kézgazdasagtan egy ,alulrdl felfelé”
épitkez6 tudomanyteriilete. Az ilyen modellekben egy mesterséges pénziigyi piacot
épitiink fel, ahol a heterogén agensek — azaz a befektetdk, keresked6k — kolesonos
interakciéban vannak egymaéssal. A modellezés — legyen sz6 magukrol az agensekrol,
a piaci mechanizmusrol, vagy a tanulési folyamatrol — mikroszinten torténik, igy

a tradicionalis pénziigy racionalitasi feltevése elkeriilhets. Ehelyett korlatozottan
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racionalis agensek kereskednek heurisztikus szabélyrendszer szerint — akar csak a
valosagban. Az agensek evolucidja két, kvalitetive is kiilonb6z6 szinten megy véghe,

melyeket aktiv és passziv tanulési folyamatnak neveziink (LeBaron, 2011)).

Bar a modellezés mikroszinten torténik, a vizsgalat targya gyakran a modell
makroszintti viselkedése, azaz példaul a komplex nemlineéris dinamikai rendszerben
az arfolyam empirikus statisztikai tulajdonséigai, a kereskedési stratégiak piaci sze-
lekcioja és hosszu tava fennmaradasa. A pénziigyi piacok ilyen modellezése segithet
abban, hogy a mikroszinti viselkedési torzitasok és a piacok stilizalt tényei kdzott

kapcsolatot talaljunk.

A heterogén dgens alapu piaci modellezés rendkiviili szabadsagot nyajt mivels-
jének, mely egyszerre aldas és atok. Aldéas azért, mert a nagy szabadsag lehet&séget
ad arra, hogy barmilyen hatast modellezni és vizsgalni tudjunk. Atok azonban azért,
mert a modellek erésen heurisztikusak, a pontos hatasmechanizmusok olykor nehe-
zen kovethetdk, illetve altaldban csak a piaci jelenségek egy sziik szegmensét képesek

magyarazni.

A matematikai eszkoztarat tekintve megkiilonboztethetjiik az analitikus és a szi-
mulacios kutatéasokat. Az analitikus kutatasok altalaban viszonylag kevés kereske-
dési stratégiat illetve eszkozt modelleznek, és altalaban kikapcsoljak a sztochasztikat
a modellbsl. Az igy kapott determinisztikus nemlinearis dinamikai rendszerben al-
landosult allapotokat keresnek, és ezek stabilitasat vizsgaljak, lasd példaul Brock
és Hommes (1998), Chiarella és tsai. (2006). Nemlinearis voltuk miatt az ilyen
dinamikai rendszerek gyakran kaotikus eszkozarfolyamot produkalnak, mely segit-
het példaul olyan kérdéseket megérteni, hogy a realizalt arfolyam volatilitasa miért

haladja meg jelentGsen a fundamentalis érték volatilitasat.

A szimulacios kutatasok még nagyobb szabadsigot nytjtanak a modellezés sorén,
még kevesebb restriktiv feltételre van sziikség. Az evolucié gyakran egy genetikus
algoritmus segitségével megy végbe, mely csak numerikus szimulacioval vizsgalhato.
Az ilyen modellek jo pontossidggal adjak vissza a pénziigyi piacok stilizalt tényeit,
de gyakran csak nehezen lehet tetten érni, hogy az agensek kozotti mely csatolasok

felelgsek mely jelenségekért.
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2.1. Az agensek

Az agensalapt modellek legfontosabb tisztdzandé elemei természetesen maguk az
agensek, azaz a kereskeddk. A kereskeddk alapfeladata az, hogy a rendelkezésre allo
informaciok (tipikusan az arfolyam és osztalékadatok, de elképzelhetsk egyéb mak-
romutatok is) alapjan portfoliodontéseket hoznak. A portfoliodontés eredménye egy
vektor, mely tartalmazhatja a tartani kivant értékpapirok darabszamét, vagy a port-
folio értékében betoltott ardnyat is. A portfoliodontés szabalyrendszere rendkiviil

valtozatos lehet, ezért nagyon sokféle keresked6t definidlhatunk.

Klasszikus megkozelités szerint a valos piacokon tevékenykedd és megfigyelhetd,
véges (2-3) szamu kereskedési stratégiat karakterizalunk és irunk le néhany egyenlet
segitségével. Ilyen példaul a kés6bbiekben ismertetett fundamentalis és trendkévetd
kereskeddk. A kereskedési stratégidk ilyen direkt leirdsa analitikusan megoldhato
modellekhez vezethet, az agensek kozotti csatolasok konnyen vizsgélhatok lesznek. A
stratégidk rideg beépitésének azonban ara van: honnan tudjuk, hogy nem hagyunk-
e ki egy nagyon fontos kereskedét, vagy hogy a kereskedének nem é&ll-e érdekében
magat a stratégiat is idével kissé megvaltoztatni (evolvalni)? Egy olyan modellben,
ahol az evolucio a vagyonokon keresztiil jelenik csak meg (passziv tanulasi folyamat),
elgallhat az a helyzet, hogy az egyik kereskedd akkor sem valtoztat a stratégiajan,
ha méar az 0sszes pénzét elveszitette.

Modern, numerikusan intenziv megkozelitésben a kereskedési stratégidk geneti-
kailag keriilnek kodolésra, és egy célfiiggvény mentén evolvalodnak. Az ilyen gyenge
definidlasnak az az el6nye, hogy kevés kvalitativ jellemzé ég bele a modell magjaba,
és valosdghti lehet az, ahogy a kiilonbozé stratégiak endogén modon emergaldd-
nak a kezdeti véletleniil generalt ,Gslevesbdl”. A klasszikus modellekkel szemben a
genetikus modellekben tehat az dgensek heterogenitasa nem exogén modon adott,
hanem endogén modon alakul ki. Ilyen genetikus algoritmusokra épiilé mesterséges
piacokra talalhatunk példat Chen és Yeh (2001) és Arifovic (1996) publikaciéiban.
A genetikus algoritmusok gyakori kritikdja azonban az, hogy a kialakult stratégi-
ak tul Osszetettek lehetnek, illetve nehéz valds, a piacon is megfigyelt stratégiakkal
azonositani ¢ket.

Nem egyértelmd azonban az, hogy a komplexebb modellek jobb eredmények-

hez vezetnek vagy sem. Chen és tsai. (2012) az 6konometria szemiivegén keresztiil
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vizsgaljak azt, hogy kiilonb6z6 komplexitast heterogén agens modellek milyen haté-
konyséaggal reprodukaljék a pénziigyi piacok stilizalt tényeit (vastag széli eloszlasok,
volatilitas klaszterezédése, stb.). Egyrészt azt talaljak, hogy a klasszikus modellek-
ben a kereskedési stratégidk szamanak noévelésével nem né szamottevéen a repro-
dukalt stilizalt tények szama, masrészt a genetikus algoritmusokra épité modellek
sem jobbak e tekintetben szamottevfen az egyszeri klasszikus modelleknél. Ezek
az eredmények megerdsitenek benniinket abban, hogy kutatasunk soran elsésorban
a klasszikus utat kovessiik, ahol a piacot véges sok jol definialt kereskedési straté-
giat kovetd kereskeds népesiti be. A kovetkezGkben a leggyakrabban modellezett
stratégiakat (4gens-tipusokat) mutatjuk be.

2.2. Fundamentalis kereskedd&

A fundamentalis kereskeddt tekinthetjiik a klasszikus, teljesen racionélis dgensnek
a pénziigyi piacokon. A fundamentalis kereskedd kisérletet tesz arra, hogy megéalla-
pitsa egy eszkoz fundamentélis (belsd) értékét, majd poziciojat attol fliggden veszi
fel, hogy a piaci arfolyam milyen iranyban tér el ett6l a fundamentalis értéktsl. A
fundamentalis kereskedére gondolhatunk tgy, mint egy jelentés eréforrasokkal és inf-
rastruktiraval rendelkezd befektetési alap, amely elemzési tevékenységét hatékonyan
és eredményesen végzi, és ez alapjan kereskedik. Ezzel 6sszhangban a modellekben
gyakori feltevés, hogy a fundamentalis stratégia kovetése koltséggel jar, igy tompitva
a sikerességét.

A fundamentalis érték, illetve a fundamentéalis érték alapa befektetési stratégia
létezése onmagaban is jatékelméleti problémakat vet fel. Keynes (1936) egy olyan
jatékhoz — szépségversenyhez — hasonlitotta a t&zsdét, ahol a résztvevSknek 100
holgy koziil a kés6bbi gydztest kell megtippelniiik. Egy strategizalo jatékos egy ilyen
esetben eltekint a sajat preferencidjatol, és igyekszik a tobbiek preferencidja szerint
valasztani. A gondolatmenetet azonban lehet folytatni a végtelenségig: vajon mit
gondolnak a tébbiek arrol, hogy mit gondolnak a tébbiek a legszebb versenyzérol...
Keynes szerint valojaban hasonlé er6k mozgatjak a t&zsdét is. Egy kereskedd még ha
arra is jut egy eszkozzel kapcsolatban, hogy az feliilértékelt a piacon, ha mindekozben
gy gondolja, hogy a piac tobbi szereplGje alulértékeli ugyanezt az eszkozt, akkor

neki is inkdbb venni érdemes beléle, mint eladni.
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A [tippelje meg az atlag 2/3-a4t” egy tovabbi klasszikus jaték, amelyben meg-
jelenik az egyéni és a koztudott racionalitds. A jatékban a jatékosok 0-t6l 100-ig
mondanak egy szamot, és az nyer, aki végiil legkozelebb van az atlag 2/3-adhoz.
Konnyd megmutatni, hogy a jaték egyetlen Nash-egyensiilya, ha minden jatékos
nullat mond. Azonban még egy teljesen racionalis jatékosnak sem érdemes nullat
tippelnie, ha nem tud meggy6z&dni a tobbiek racionalitasarol. S6t, arrol, hogy min-
denki tisztaban van azzal, hogy mindenki racionalis, és igy tovabb. Ez a jaték szintén
lehet egy tavoli analogiaja annak, hogy bar a fundamentélis érték nulla, és ezt a ra-
cionalis jatékosok tudjék is, ha vannak olyan jatékosok, akik nem racionélisak, vagy
akar csak olyanok, akik nincsenek meggy6z&dve a tobbi jatékos racionalitasarol, ve-
giil mégsem a nulla bizonyul a legjobb tippnek, és a kialakul6 ,ar” nem a nulla lesz.
S6t, nem csak a kialakulo ar tér el a fundamentalis értéktsl, hanem még a racionalis
jatékosok tippje sem lesz nulla, ha 6k élnek azzal a feltételezéssel, hogy a tobbiek
nem racionalisak.

A pénziigyi heterogén agens irodalomban a fenti jatékelméleti probléméktol fiig-
getleniil gyakran explicit megjelenik a fundamentalis érték, igy a dolgozatban is ezt
a modellezési gyakorlatot fogjuk kovetni. A kovetkezs alszekcidban egy egyszert

modelljét mutatjuk meg a fundamentélis értéknek.

2.2.1. Fundamentalis érték

A fundamentalis érték két moédon jelenhet meg a modellekben. Egyrészt maga a fun-
damentalis érték lehet egy exogén modon fejl6dd sztochasztikus folyamat, példaul
egy exponencialis véletlen bolyongas. Masrészt az eszkoz pénzaramlasat (osztalé-
kat) irhatjuk le egy exogén modon fejl6ds sztochasztikus folyamattal, és ekkor a
fundamentalis értéket a pénzaramlés varhato értékének diszkontalt jelenértékeként
definialjuk. Utobbi esetben a fundamentalis keresked6rsl altaldban feltessziik, hogy
varakozasai nem csupan individualisan racionalisak, hanem konzisztensek a realizd-
ciokkal — azaz példaul ismeri az osztalék valos varhaté novekedési iitemét.

A kovetkezGkben egy olyan egyszerti modellt mutatunk be, amelyben az oszta-
lékok exogén sztochasztikus voltabol indulunk ki, és végiill maga a fundamentéalis
érték — mint diszkontalt jelenérték — is ugyanazzal a dinamikaval fog birni. Mivel

a dolgozatban folytonos ideji felirast fogunk kdvetni, ezért itt is igy tesziink. Le-
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gyen egy eszkoz (részvény) esetén az osztalékok folyamata D : Q x [0,00) — R egy
geometriai Brown-mozgéas (GBM) u € R drifttel és o € R volatilitassal:

dD(t) = uD(t) dt + o D(t) dB(t),

ahol B : Q x [0,00) — R egy sztenderd Brown-mozgas, illetve dB(t) annak meg-
valtozasa. Az osztalékfolyamatot tgy értelmezziik, hogy az eszkoz a t id6pontban
D(t)dt osztalékot fizet, pontosabban a ¢ és to id6pont kozott nominalisan fttf D(t)dt
mennyiségi osztalék keriil kifizetésre.

A fundamentélis kereskedd az F'(t) fundamentalis értéket a jovsbeli osztalékok
diszkontalt jelenértékeként hatarozza meg, 0 € R szubjektiv diszkontrata mellett,

amelyrdl feltessziik, hogy & > u:

F(t)= E [ / 560 D (s) ds

t

]-"(t)} = / e PCIE[D(s)|F(#)] ds
t
o D(t
F(t) = / e D(t)er ds = D) (2.1)
t 0—p
Azaz a pillanatnyi fundamentélis érték a pillanatnyi osztalékrata konstansszorosa,

és igy nyilvan maga is geometriai Brown-mozgés:
dF(t) = pF(t)dt + oF(t) dB(t)

Ennek az eredménynek a tiikrében a dolgozat késGbbi részében az osztalékok explicit
megjelenitésétdl eltekintiink, és kozvetleniil a fundamentalis értékrsl fogjuk feltéte-

lezni, hogy az egy exogén geometriai Brown-mozgéas.

2.3. Technikai kereskedd

A technikai kereskedk nem ismerik (illetve figyelmen kiviil hagyjak) a fundamen-
talis értéket. Ugy gondoljak, hogy a kereslet és kinalat véaltozéasai kiolvashatok az
arfolyambol, ezért az arfolyam mozgasanak mintézatait felhasznalva igyekeznek pre-
dikciokat hozni a jov6 arfolyamara. A technikai kereskedési stratégiak akadémiai

megitélése az 1980-as évekig rendkiviil elutasito volt:
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,Nyilvanvald marmost, hogy elditéleteim vannak a chartelemzdkkel szem-
ben. Am ebben nem csupan személyes, hanem szakmai indittatasok is
kozrejatszanak. A technikai elemzés botranykd a tudosvilag szemében.
Boldogan taszitunk rajta, amikor csak tehetjiik, s tessziik ezt két neve-
zetes okbol: (1) mert a modszer nyilvanvaloan téves, és (2) mert olyan
pompésan lehet élcelédni a rovasara. Es ha valaki azt gondolna, hogy
nem szép dolog ilyen gyonge ellenfelet bantani, annak csak azt mondom:

pénzrél van szo, ember!” (Malkiel, [1973)

Nem mehetiink el azonban sz6 nélkiil amellett, hogy a technikai kereskedés egy 1é-
tezG jelenség. A befektetési vallalatok dontd tobbsége publikal rendszeresen technikai
elemzéseket és hirleveleket az iigyfelei szdmara. Gyakran még alapvetéen fundamen-
talis alapokon nyugvo befektetési otlet esetén is elhangzik az, hogy azt a technikai
kép tamogatja vagy sem.

Az 1970-es évek végéig tarto regnéalasa ota rengeteg kritika éri a hatékony piacok
elméletét. Tobb kutatas megallapitja, hogy egyszert kockizati mértékekkel nem
magyarazhatok teljesen a hozamok, illetve a miltbéli hozamok — olybéar gyenge —
magyarazo erével birnak a késébbi hozamokra. Ezek az eredmények szoges ellen-
tétben allnak a korabbi, véletlen bolyongason alapulé elméletekkel. (Brock és tsai.,
1992)

A kiilonb6z6 technikai kereskedési stratégiak bemutatasara szamossaguk miatt
nem tehetiink kisérletet, de néhany gyakran alkalmazott példat az alabbiakban be-

mutatunk:

1. Trendkovetd és kontrarianus stratégidk. Trendkovetd stratégiat kovets keres-
ked6k hisznek az arfolyammozgés tehetetlenségében, azaz ha egy trendet azo-
nositanak, akkor aszerint kereskednek, hogy ez a trend a jovGben folytatodni
fog. A kontrarianus stratégiat kovets kereskedsk az ,atlaghoz” valo visszaté-
résben hisznek, ezért éppen a trenddel ellentétesen kereskednek. Bér a hatas
viszonylag gyenge, Poterba és Summers (1988) az Egyesiilt Allamok és 17
tovabbi orszag tézsdéit vizsgilva a hozamokban révid idGhorizonton pozitiv
autokorrelacidt, mig hosszu idShorizonton negativ autokorrelacioét azonosita-
nak. Ez empirikus bizonyitékkal szolgal arra, hogy mind a trendkdévetd, mind

a kontrarianus stratégidknak lehet 1étjogosultsaga.
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2. Mozgoatlagokon alapuld stratégiak. A napi arfolyamokboél szamolt kilénbo-
zG6 idGablakt mozgodatlagokat kovetik a kereskeddk. A mozgoatlag szamitasa
az arfolyamat kisimitasara szolgal. A vételi (eladési) jelet az adja, amikor a
rovidebb mozgoatlag alulrol (feliilrél) metszi a hosszabb mozgoatlagot, azaz a
stratégia kovetsi a metszés tényét egy kibontakozo trend jeleként értelmezik. A
leggyakoribb az 1-200 mozgoatlag stratégia, azaz amikor az egy napos mozgo-
atlagot (a napi arfolyamot) és a 200 napos mozgoatlagot kovetik a kereskeddk.

(Brock és tsai., [1992))

3. Tamaszokon és ellenallasokon alapulé stratégidk. A stratégia kovetdi szerint
a befektetsk hajlamosak eladni (venni), amikor az arfolyam eléri egy korab-
bi lokalis maximumat (minimumat). Ez a kinalat (kereslet) azt eredményezi,
hogy az arfolyam ellenallasba titkozik (tamaszra talal). Ellenben vételi (elada-
si) jelként értelmezhets, ha az arfolyam az ellenallas felé emelkedik (a tdmasz

ala esik).

4. Kiilonbozeti stratégiak. A kereskeddk két eszkozt kovetnek, melyek kiilonbsé-
gét (esetleg a logaritmikus arfolyamok kiilonbségét, azaz az arfolyamok ara-
nyat) idében allandénak feltételezik. Amikor a kiilonbség ettdl a konstans
szinttdl eltér, akkor az egyik eszkozt veszik, mig a masikat eladjak abban a

reményben, hogy a kiilonbség visszatér a szokasos mértékére.

Kiilonbozeti stratégia alkalmazhatd példaul a Royal Dutch Petroleum és a
Shell Transport esetében, amely részvények rendre az amsterdami és a new
yorki t&zsdére vannak bevezetve, de egy 1907-es megallapodas értelmében
60:40 aranyban osztozkodnak minden bevételen és koltségen (Froot és Da-
bora, [1999). Az [2.1] abra mutatja a két részvény arfolyamainak eltérését az
elméleti paritastol, mely az arbitrazs korlatossagara vonatkozo empirikus bizo-
nyitéknak is tekinthets. E két részvény hanyadosara alapulo stratégidk jelentés
miultra tekintenek vissza. Ennek ellenére gyakran évekig is eltér hanyadosuk

a paritastol.

A heterogén agens alapti modellekben a technikai kereskedSket leggyakrabban
a trendkovetd stratégiakkal azonositjak. Legfontosabb hatasuk, hogy buborékokat,

illetve nagy Osszeomlasokat generalnak. A koévetkezGkben a dolgozatban hasznalt,
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2.1. abra. A Royal Dutch Shell és a Shell Transport részvényarfolyamainak
eltérése az elméleti paritastol. Forras: Froot és Dabora (1999).

a technikai kereskedési stratégiat kovets kereskedsk altal kovetett trend indikdtor

dinamikajat mutatjuk be.

2.3.1. Trend indikator

A trend indikator egy olyan sztochasztikus folyamat, amely azt hivatott mutatni,
hogy egy eszkoz arfolyama éppen novekvs vagy csokkend trendben van. Egy kézen-
fekvs és nagyon egyszeri trend indikator definicié lehetne a 7 > 0 idGhorizonthoz
tartozo (log)hozam: jeldlje s(t) = log (S(t)) egy kockazatos eszkoz arfolyaménak

logaritmuséat, és legyen az x(t) trend indikator

z(t) =s(t) —s(t—71) = /t_ ds(u)

Ennek a trend indikator definicionak két problémaja is van. Egyik, hogy a meg-
valtozasa dx(t) = ds(t) — ds(t — 7) lesz, ami a mésodik tag miatt egy ugynevezett
késleltetett sztochasztikus differencial egyenlet. A késleltetés miatt ez a dinamika
matematikai szempontbol nehezen kezelhets. A masik — praktikus — probléma meg-
értéséhez képzeljik el, hogy x(t) rovid id6 alatt nagyot emelkedik. Ekkor a technikai

stratégiat kovetd kereskedd azt hihetné, hogy éppen most alakul ki a trend az eszkoz
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araban — mikoézben konnyen lehet, hogy az arfolyam alig valtozott e rovid id6 alatt,
hanem egy korabbi, t — 7 id6pont kornyékén tortént nagyobb esés tiint el mindossze
x(t)-bol. Azaz egy nagyobb arvaltozas kétszer is megjelenik a trend indikatorban,
és pusztan a trend indikatorbol nem lehet kisztirni, hogy egy els6dleges hatéast vagy
egy méasodlagos visszhangot észleliink.

Ennek a két problémanak a kikiiszobolésére exponencidlis simitast szoktak al-
kalmazni. A kovetkezSkben két megkozelitést is bemutatunk exponencialisan simi-
tott trend indikatorra nézve, amelyek a sztochasztikus dinamika szintjén pontosan

ugyanoda vezetnek.

A trend indikdtor mint a pillanatnyi ar és annak mozgdéatlagatol vett

eltérése

Jelolje m(t) az s(t) = log (S(t)) log-arfolyam exponenciélis stilyozést mozgoatlagat:

m@:l/ 20054 du, (2.2)

ahol 7 > 0 paraméter szabalyozza a mozgoatlag-folyamat relevans visszatekinté ho-
rizontjat. Bar a mozgdatlag a sz6 legszorosabb értelmében a teljes multat figyelembe
veszi, az exponencidlis stulyozés a kozelmiltnak ad nagyobb sulyt, és a silyfiiggvény
siulypontja t — 7-nal helyezkedik el. megvaltozéasa a Leibniz integralasi szabaly

alkalmazasaval konnyen szédmolhato:

mwprém®ﬁ+%@ﬁ:%@@—m@Mt (2.3)

Jelolje a trend indikatort x(¢), amit a pillanatnyi (log)arfolyam és a mozgoatlag
kiilénbségeként definialunk:

2(t) = s(t) — m(t) (2.4)

Pozitiv (negativ) trendként azonositjuk tehat azt az esetet, amikor a pillanatnyi
arfolyam a mozgoatlag felett (alatt) van. Mivel ezt a kiilonbséget az arfolyam loga-
ritmusa és a log-arfolyam mozgoatlaga kozott képezziik, ezért x(t) értelmezhets egy

szazalékos kiilonbségként is.
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A (2.4) egyenletet beirva a (2.3)) egyenletbe dm(t) = Lz(t)dt adodik, mig (2.4)
megvaltozasa egyszertien dx(t) = ds(t) — dm(t) lesz, amib&l mar adodik is a trend

indikator differencialegyenlete:

1
dx(t) = ——z(t) dt + ds(t) (2.5)

T
A (2.5) egyenlet {6 jellegzetessége, hogy természetébdl fakaddan megjelenik benne
egy atlaghoz (0-hoz) huzas, mert az elsg drift tag negativ (pozitiv), ha a trend
éppen pozitiv (negativ). A trend indikator szempontjabol a 0 értéknek azért van
kitiintetett szerepe, mert ha a (log)arfolyam megegyezik a mozgoatlaggal — azaz

nincs trend —, akkor a trend indikator értéke éppen nulla.

A trend indikdtor mint a hozamok mozgobatlaga

Ebben az esetben a trend indikatort kozvetleniil definiadljuk a loghozamok exponen-

cialis silyozési mozgoatlagaként:

() = / D (), (2.6)
ahol a 7 > 0 paraméter az el6zével azonos moédon a mozgoatlagképzés idGhorizont-
jat szabalyozza. A integral-formula moégotti intuici6 az, hogy pozitiv (negativ)
trendként értelmezziik azt, ha a kozelmultban jellemzsbbek voltak a pozitiv (nega-
tiv) hozamok.

A folyamat megvaltozéasa ismét adodik a Leibniz integralési szabaly alkal-

mazaséaval:

da(t) = —Sa(t)dt + ds(t) (2.7)

T

Nyilvanvalo, hogy a (2.5) és (2.7)) egyenletek megegyeznek, azaz a két fajta trend
definicié — legalabbis a dinamika szintjén — azonosnak tekinthets. A (2.5)) egyenlet
felel meg He és Zheng (2010)) trend indikatoranak, mig a (2.7)) egyenlet Chiarella és

tsai. (2006) trend indikatoranak folytonos éltalanositésa.

Bizonyos modellekben kézenfekvébb az effektiv hozamok hasznalata a loghoza-
mok helyett. Ilyenkor annyiban tériink el a (2.6 felirdstol, hogy a trend indikatort
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nem a loghozamokbol, hanem az effektiv hozamokbol szamitjuk:

z(t) = / t ei<tu>d§7((5)) - /_ ; e~ gR () (2.8)

Ekkor a dinamika a egyenlethez hasonl6, minddssze a sztochasztikus tag a
loghozam helyett az effektiv hozam lesz:
dx(t) = —%x(t) dt + %(tt)) = —%x(t) dt + dR(t) (2.9)
Mivel a dolgozatban a technikai kereskedsk stratégiajat a trend indikator fogja
meghatarozni, ezért végss soron az egyik legfontosabb allapotvaltozonak tekinthetd,
melynek dinamikéijat, sztochasztikus tulajdonsagait sokat fogjuk vizsgalni. Tovabba
a trend indikator azon tul, hogy stratégiai allapotvaltozo, tekinthets egy folytonosan
szamontartott 7-ideji hozamnak is. Ez eltér a szokisos 7-ideji hozamoktol, hiszen
azokat diszkrét idSpontok koézotti névekményekbdl szokas szamolni, de az xz(t) el-
oszlasara vonatkozo allitasok értelmezheték a modell 7-idejd hozamok eloszlasara
vonatkozo allitasokként is. Ha példaul a (2.9) egyenlet szerint definialt trend indika-
tor invarians eloszlasa vastag széltinek adodik, akkor ezt értelmezhetjiik a hozamok

eloszlasara vonatkozo allitasként is.

2.4. Zajkereskedo

Gyakori szerepl§ a heterogén dgens modellekben az tigynevezett zajkereskeds. Ez az
agens véletlenszertien kereskedik, pusztan likviditast biztosit a piacon, illetve olyan
kiils6 zajt visz be a modellbe, mely empirikus tulajdonsagaiban valosdghiibbé teszi
azt. Eredményességét tekintve azonban nem szabad tugy gondolnunk a zajkereske-
dére, mint egy ,buta” szereplére, akin a tobbi, szofisztikalt szerepls élgskodni tud.
De Long és tsai. (1990) megmutatjak, hogy a zajkeresked6k hatasara annyi plusz
kockézat jelenik meg a piacon, ami elriasztja az arbitrazséroket, hogy kihasznaljak
az arbitrazslehetéségeket.

Az arbitréazs ilyen természetes korlatja 6sszhangban van Shleifer és Vishny (1997))
irasaval, akik azt allitjak, hogy a valds arbitrazslehetGségek (szemben a tankonyvi

arbitrazzsal) kockazatosak, és igy az arak akar szignifikinsan és tartosan eltérhetnek
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a fundamentélis értékiiktsl. S6t, mivel a zajkereskeddk aranytalanul sok kockazatot
vallalnak, aminek a forrasai rdadésul 6k maguk, akar magasabb varhaté hozamot

elérhetnek, mint a racionalis befektetsk.

2.5. Indexkereskedd

Az elmult 20 év egy jelentds trendje a befektetések vildgaban a passziv befektetési
sratégidk rendkiviili térnyerése. Ez a trend az indexkovetd befektetési alapokba
(mutual funds), illetve t6zsdén kereskedett alapokba (ETF) aramlo téke alapjan
azonosithato, lasd 2.2 abra.
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2.2. dbra. A passziv tipusi befektetések térnyerése az aktivval szemben.

Forras: Sushko és Turner (2018)

Az indexkeresked6t (vagy indexkiovets kereskeddt) az agensmodellekben altala-
ban ugy szoktak abrazolni, mint egy alacsony koltséghdnyaddal miikods kereskedd,
aki egy id6ben allando portfoliot tart, azaz nem vesz figyelembe semmilyen vélt vagy
valos félrearazéast a piacon. A mi modelljeinkben az indexkereskedének elsGsorban
benchmark szerepe lesz, azaz az aktiv stratégiat kovets kereskedd sikerességét az

indexkovet§ sikerességéhez fogjuk mérni.
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2.6. Evolucio, vagyon dinamika és egyensiily

Az evolucié gyakran all az agens modellek kdzéppontjaban: ez az dgensek kozotti
dinamika f6 forrasa mind gyakorlati, mind filozofiai értelemben. Az egyes édgen-
sek (kereskedsk vagy befektetési alapok) profitabilitasa fligg egyrészt a sajat stra-
tégiajuktol, masrészt a tobbiek stratégidjatol is, hiszen az arfolyamok alakulésara
mindegyikiiknek van hatésa. Ebben az értelemben a kiilonboz§ stratégidk verse-
nye jatékelméleti kontextusba helyezhets. A dolgozatban a klasszikus jatékelméleti
kontextus helyett azonban az evolucios jatékelmélet szemiivegén keresztiil vizsgal-
juk a stratégidkat, ami a szereplSk sikerességét és sikertelenségét azok populacios
aranyaval azonositja.

Ebben a fejezetben egy egyszert, kétszereplés szampéldan keresztiil bemutatjuk
a kereskedsk vagyonardnyan keresztiil definialt populacios dinamikat, illetve a dina-
mikai rendszer kapcsolatat a statikus jatékelméleti egyensillyal. A vagyonfejlédés

két forrasat fogjuk egymaéstol fiiggetlentiil bemutatni.

1. Az els6 esetben a két kereskedd egymastol eltéré hozamot ér el, és ezt a ho-
zamot szamon is tartjuk a vagyonuk esetében. Amelyik kereskedd nagyobb
hozamot ér el, annak id&vel a piaci silya is nagyobb lesz, amit a sikeresség
mérdszamanak tekintiink. LeBaron (2011) ezt passziv tanula’snakﬂ nevezi, az
8 szohasznélatat kovetve mi a passziv vagyonfejlddés és passziv evolicid kife-

jezéseket fogjuk hasznalni.

2. A maésodik esetben az egyes kereskeddkre befektetési alapokként gondolunk,
akik masok befektetett pénzét kezelik. Ebben az esetben is eltéré hozamot
érnek el a befektetési alapok, azonban a vagyonuk esetében ezt nem vessziik
figyelembe. Ellenben a mogottes befektetsk észlelik a hozamkiilonbséget, és a
vagyonuk egy részét a jobban teljesité alapba allokaljak. LeBaron (2011) az
evolucio ilyen forméjat aktiv tanuldsnakﬂ az 6 szOhasznalatat kovetve mi az

aktiv vagyondtcsoportositds és aktiv evolucio kifejezéseket fogjuk hasznalni.

A passziv vagyonfejlddés esetében az Osszvagyon névekedése lehet pozitiv vagy ne-

gativ is. Ezzel szemben az aktiv vagyonfejlddés esetében a jaték zérd Osszegi, azaz

Ipassive learning
2active learning
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az Osszvagyon id6ben konstans. A dolgozatban a két hatast egyszerre fogjuk megje-
leniteni — bar az aktiv evolticidé nem lesz hangsilyos —, a most kovetkezd bemutatod
példaban szandékosan kiilon targyaljuk a két esetet.

Példénk a klasszikus héja-galamb jatéknak a tékepiacok esetére értelmezett val-
tozata. Tegyiik fel, hogy a piacon egy profi (P) és egy amatér (A) stratégia koziil
lehet valasztani. A profi stratégiat tekintjiik az informalt kereskedének, akit azono-
sithatunk a korabban targyalt fundamentélis vagy akar a technikai kereskeddvel is.
Az amatér stratégiat tekintjiik a nem informélt kereskeddnek, akit azonosithatunk
példaul a zajkereskedével. O lényegében véletlenszerd poziciokat vesz fel, és ezzel
likviditast biztosit a piacnak. A jatékot harom aljaték osszegeként irjuk fel, melyek
hérom piaci jelenséget ragadnak meg.

Az elsé a stratégiak kovetésének koltsége. Eszszertinek ttinik az a feltételezés,
hogy a profi stratégia koltséges, annak kovetésére példaul csak egy befektetési alap-
nak van lehetGsége, annak minden infrastrukturalis koltségével egyiitt. Ezt repre-
zentalja a 2.1] kifizetési matrix:

P A
P|—2—2]-20
Al 0,—2 | 0,0

2.1. tablazat. A kereskedési stratégiak koltségei

A matrix egy celldjat tgy kell értelmezni, hogy az els6 szam a sorjatékos kifi-
zetése, ha az a megfelel§ oszlopjatékos ,ellen” kereskedik, mig a méasodik szam az
oszlopjatékos kifizetése, ha az a megfelel§ sorjatékos ellen kereskedik. Mivel a profi
stratégia kovetése koltséges, fiiggetleniil attol, hogy ki ellen kereskedik, ezért a felsd
sor mindkét értéke negativ.

A masodik hatas egy zérd Osszegii komponens, ami azt ragadja meg, hogy ha a
profi és az amatér kereskedd egymassal kereskednek, akkor a profi jatékos ,tiljar az

amatdr eszén”, lekereskedi 6t:

P A
P| 0,0 |44
Al —4.4] 0,0

2.2. tablazat. A profi jatékos lekereskedi az amatdr jatékost.
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A 2.2 kifizetési matrix bal fels§ és jobb also celldja azt mutatja, hogy ha azonos
tipusu kereskeddk tranzaktalnak, akkor egyik sem vesz el profitot a masiktol, mig a
bal also és a jobb felsé celldk nullara 6sszegzddnek, és a profi jatékos profitot generél
az amatdrrel szemben.

Az utols6 hatas a piac létezésének értéke. Ugy gondoljuk, hogy a tézsde azért
létezik, mert azon alapvetGen egy pozitiv varhaté hozamot lehet elérni. A piac azon-
ban lényegében megsziinik akkor, ha azon csak informélt profi keresked6k vesznek
részt, akik azonosan vélekednek a kereskedett eszkozrél. Ezt a hatéast reprezentalja
a23 kifizetési matrix:

P| A
P|0,0]3,3
A3,3]33

2.3. tablazat. A piac létezésének értéke.

A kifizetési matrix bal felsd cellaja nulla, hiszen ha csak profi kereskedk vannak,
akkor nincs piac, nincs varhaté hozam. Minden egyéb esetben 3 egységnyi varhato
profitot biztosit a piacon valo részvétel.

A harom kifizetésmatrixot komponensenként Osszegezve kapjuk az egész jatékot
definialo [2.4 szamu Kkifizetésmatrixot, ami a klasszikus héja-galamb jatéknak felel

meg. A jaték méltan hires, mert annak egyetlen stabil egyensilya van. A klasszikus

p A
Pl -2 —25 -1
Al —1,5 | 3,3

2.4. tablazat. A profi és az amatér kereskedd versenye.

jatékelméleti megkozelités szerint az egyes jatékosok kevert stratégiat alkalmaznak,
azaz mondanak egy valoszintiségeloszlast a lehetséges akciok felett. Legyen p; € [0, 1]
annak a valosziniisége, hogy a sorjatékos, mig py € [0, 1] annak a valoszintisége, hogy
az oszlopjatékos a profi (P) akciot valasztja. Ennek megfelelGen (1—p;) és (1—po) az
amator akcio valasztasanak a valoszintsége. Jelolje tovabbiakban is 1-es als6 index

a sorjatékost, mig 2-es also index az oszlopjatékost.
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Ha p; és po rogzitett, akkor az egyes jatékosok varhato profitja:

Iy (p1,p2) = —2p1p2 + 5p1(1 — p2) — 1(1 — p1)p2 + 3(1 — p1)(1 — po2)
I, (P17p2) = —2p1p2 + 5(1 - pl)P2 - 1p1(1 - p2) + 3<1 - Pl)(l - p2)

A Nash-féle egyensulykoncepcio (Nash,|1951)) szerint egyenstulyban a jatékosok olyan
valoszintiségek szerint jatszanak, hogy attol egyikiiknek sem &ll érdekében egyolda-
ltan elallni. Az egyensuly megtaldlasahoz irjuk fel az egyes jatékosok legjobb-valasz
leképezését (B; (p_;)), amellyel azt mutatjuk meg, hogy milyen valoszintséget ér-
demes valasztani az adott jatékosnak, feltéve, hogy a masik jatékos stratégiajat

rogzitettnek gondoljuk:

Bi(p2) = argmax [Hl (pl,pg)} = arg max [pl (2 — 3p2)} =<p1 =0, hapy> 3
p1 P1

Bsy(p1) = arg max [H2 (p17p2)} = argmax [P2 (2 - 3]71)} =494p2=0, hap >

p2 D2

A Nash-egyensiilyi stratégidk a legjobb-vélasz leképezések fixpontjaként hatarozhato
meg;:
9 2 2
ENash = { (p1,p2) € [0,1]7 : (p1,p2) € Bi(p2) X B2(p1)} =1l33 ,(1,0),(0,1)
(2.10)

A hérom egyensilyi megoldas koziil az els§ valodi kevert stratégidkat, mig a
mésik kettd tiszta stratégidkat jelent. A tovabbiakban ugyanennek a jatéknak két,
evolicios jatékelméleti értelmezését és megoldasat fogjuk bemutatni, mely erds ro-

konsagot mutat az imént targyalt klasszikus egyensulyi megoldasokkal.
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2.6.1. A passziv vagyonfejlédés

A passziv vagyonfejlddés allithaté parhuzamba a friedmani piaci kivalasztasi hipo-
tézissel (Friedman, 1953), mely szerint a jo stratégiak sikeresek lesznek, és a piac
egyre nagyobb részét teszik majd ki, mig a rossz stratégiak silya idével egyre csok-
ken. A passziv vagyonfejlédés eredményeként a tékepiac egy olyan hatékony piac
felé konvergal, ahol a befektetsk gy viselkednek ,mintha racionalisak Y| lennének.
Innen is eredeztethets a klasszikus eszkozarazasi modellek azon feltevése, hogy a
befektetsk racionalisak. A passziv vagyonfejlédés ad taptalajt az olyan kereskedési
stratégiaknak, mint példaul az tgynevezett Kelly-szabaly (Kelly, 1956), mely sze-
rint a portfolionk adott — exogén paraméterektdl fliggs — aranyat fektessiik mindig a
kockazatos eszkozbe (a maradékot pedig a kockédzatmentesbe), és folyamatos kiiga-
zitdsokkal tartsuk ezt az aranyt. Ez a stratégia a vagyon logaritmusanak névekedése
szempontjabol optimélis, amit szokas log-optimélisnak is nevezni.

Amig az agensek perzisztensen viselkednek a portfoliodontéseiket tekintve, a
passziv vagyonfejlédés hatasa jelentkezni fog. A stratégiak evolucidjanak ez a for-
méja ezért konnyen modellezhets, és jo eséllyel mondhatjuk, hogy ez a pénziigyi
piacok egy orokérvényt szabalya. Tobb hatranya is van azonban az evolici6 passziv
formajanak. Egyrészt, a passziv evoltcié nem ekvivalens a haszonmaximalizalassal.
S6t, ez az evolicios folyamat hosszi tavon honoralhatja az optimalisnal kockazato-
sabb portfoliot tarto stratégiakat, mert ezek jo eséllyel magasabb atlagos névekedési
iitemmel rendelkeznek. Mésrészt, a passziv evolicié valészinileg csak nagyon lassan
fejti ki hatasat a valos piacokon, a konvergencia (amennyiben a végallapotot an-
nak feltételezziik, amikor méar csak az optimalis stratégiak maradnak fent a piacon)
idéskalaja évtizedekben, ha nem évszazadokban mérhets. Ilyen idGtavon azonban
nem feltétleniil realisztikus a befektetési stratégiak — vagy akar a piaci rezsim —
valtozatlansagat feltételezni.

A passziv vagyonfejlédésen keresztiil megvalosuloé evolucios folyamat konnyen
bemutathato az el6zd, a profi (P) és az amatdr (A) kereskedd versenyén keresztiil.
Vegyiik az el6z6, a 2.4l kifizetési matrix altal leirt jateékot. Tegyiik fel, hogy a
piacon van egy kontinuum szamossagu kereskeds tomeg, aki az egyik (P) vagy a

maésik (A) kereskedési stratégiat koveti. Az egyes stratégidkat kovets sszes vagyont

3 as if” they were rational (Friedman, 1953)
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egy t id6pontban jelolje Wp(t) és Wa(t). Az egyes stratégiak piaci stlyat azok dsszes
vagyonaval azonositjuk. Legyen tehat a profi stratégiat kovetGk vagyonaranya egy t

idépontban p(t), azaz
Wp(t)

~ We(t) + Walt)’

és igy az amator stratégiat kovetsk vagyonaranya 1 — p(t). Ebben az esetben tehat

(2.11)

p(t)

nem egy valoszintiségeloszlast feltételezlink az egyes akcidk felett, hanem az egyes
stratégiat kovetsk populacios aranyat (vagyonaranyat) fejlesztjiik az idében. Abbol
indulunk ki, hogy egy adott kereskedd véletlenszertien kereskedik egy mésik kereske-
dé ,ellen”. Annak a valoszintisége, hogy milyen tipusi kereskedével talalkozik, attol
fiige, hogy melyik stratégianak mennyi a piaci silya, azaz a vagyonaranya. Mi-
vel a keresked6k kontinuum szémossiguak, az egyes stratégiak altal kezelt vagyon

megvaltozasat az atlagos profittal azonositjuk, ami fligg a piaci vagyonaranyoktol:

dWp(t) = Wp(t) - Tp(t) dt
AW 4 (t) = Wp(t) - TLa(t) dt
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Ezekben a differencidlegyenletekben kovetjiik a pénziigyekben szokésos jelolésrend-
szert, ahol a megfelel6 mennyiségek megvaltozasat definialjuk, és a bal oldalon nem
differencialhanyadost frunk, hanem dt-vel  atszorzunk” A dolgozat késébbi fejeze-
teiben a dinamikak sztochasztikusak lesznek, akkor ez a fajta jelolés sziikségszert is
lesz. A vagyonarany dinamikéija a formula differencialasa, majd behelyettesi-
tés utan:

dp(t) = p(t) (1 — p(t)) (2 — 3p(t)) dt (2.13)

A dinamika az tgynevezett replikdtor egyenlet, melynek széles irodalma van,
lasd példaul Hofbauer és Sigmund (1998) konyvét. A replikiator egyenlet egyensulyi
pontjai megegyeznek az eléz6 fejezetben targyalt Nash-egyenstilyokkal. Ezt ebben
az egyszerd példaban konnyt belatni, hiszen egy egyenstlyi pontot az definial, hogy
dp(t) =0, azaz

Enssaty = {p € 10,1]: p(1 — p)(2 — 3p) = 0} - {%0 1} ,

mely egyensulyi pontok éppen megegyeznek a korabbi Fn.qn egyensulyi pontokkal.
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A harom egyensilyi pont koziil azonban ebben az esetben is kiilonbséget tudunk

tenni, hiszen a p(f) = 2 egy stabil egyenstlyi pont, mig a p(t) = 0 és p(t) = 1
megoldasok instabilak. Ez azt jelenti, hogy ha a vagyonarany folyamatéat (0 + €)-bol
vagy (1 — €)-bol inditjuk el, ahol € egy tetszSlegesen kicsi pozitiv szam, akkor a

rendszer a p(t) = 2 egyenstlyi megoldéashoz fog konvergalni, hiszen

2
dp(t) >0, ha 0<p(t) < 3 és

dp(t) <0, ha ; <p(t) < 1.

Az evoluci6 passziv formaja tehat ugyanazokat az egyensulyi megoldasokat adja,
mint a klasszikus jatékelméleti megkozelités. A modell iizenete annyiban tobb a
klasszikus megkozelitésnél, hogy azt is bemutatja, hogy az egyensily idében hogyan
alakul ki. Ezzel szemben a klasszikus Nash-egyenstlyi megoldasra mindossze annyi
igaz, hogy ha azt a szerepl6k készen megkapjak, akkor attol egyikiiknek sem &ll

érdekében egyoldalian eltérni.

2.6.2. Az aktiv vagyonatcsoportositas

Az aktiv vagyonatcsoportositasi folyamat jo eséllyel kozelebb van ahhoz az evolicios
folyamathoz, melyre egy laikus elsére gondol a pénziigyi piacokkal kapcsolatban.
Az agensek egy jol definialt célfiiggvény szerint aktivan valasztanak a kiillonbo6zé
stratégidk kozott, és a mogeé a stratégia mogé csoportosulnak, amely jobban teljesit,
mint a toébbi. Ez a valasztési folyamat tetten érhets a valos piacokon is.

Az aktiv evolicios folyamat modellezése nagyobb szabadségot nytjt a passzivhoz
képest. Ez a nagyobb szabadsig azonban kihivést is jelent, mert a modell sziikségsze-
riien erésen heurisztikus elemeket is tartalmaz. A befektetdk altal kovetett célfiigg-
vény példaul lehet tisztén a profit (esetleg annak valamilyen elmult idgszaki atlaga),
vagy lehet valamilyen hasznossagi fiiggvény is. Fontos modellparaméter lehet példa-
ul az, hogy a keresked6k mekkora hanyada gondolkodik el a stratégiavaltason, illetve
mennyire erdsen reagalnak a kereskedési stratégiak hozamkiilonbozetére.

Egy klasszikus példa a vélasztasi problémara diszkrét ideji modellben Manski és
McFadden (1981]). Az aktiv vagyonatcsoportositas folyamat tiszta formajara példa

Brock és Hommes (1998)) modellje. A passziv és az aktiv evolucios folyamat egyszer-
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re jelenik meg Palczewski és tsai. (2016) cikkében. Modelljiikben harom kiilonb6z6
stratégiat kovetd befektetési alap kezeli kontinuum szamossagu befektets pénzét. A
passziv evoliicio a természetes vagyonvaltozasokon keresztiil, mig az aktiv evoltcios
folyamat az alapok kozotti vagyonatcsoportositdson keresztiil jelenik meg. A ko-
vetkezdkben a diszkrét idejd modelljiik egy folytonos idejid megfelelGjén keresztiil
fogjuk bemutatni az aktiv evolucié tiszta formajat, az el6z6 szekciokban targyalt

bemutat6 példa segitségével.

Jelolje ismét W,(t) és Wa(t) a két kereskedési stratégia altal kezelt vagyont,
mig p(t) a vagyonaranyt. Gondoljunk réjuk ebben az esetben egy-egy befektetési
alapként, akik kontinuum szamossagu befektetd vagyonat kezelik. A vagyon dina-
mikajanak felirasakor azt az elvet kovetjiik, hogy a vagyonok egy része bizonyos
intenzitassal egy kozos ,kalapba” szivarog, majd abbdl egy valasztési szabélynak

megfelelGen részesiil az egyik és a méasik befektetési alap is:

dWp(t) = —kWp(t) dt + q(t)x(Wp(t) + Wa(t)) dt

(2.14)
AW a(t) = —kWa(t) dt + (1 — q(t))k(Wp(t) + Wa(t)) dt

k > 0 a vagyonatcsoportositas intenzitasat szabalyozo paraméter. Ha x = 0, akkor
nincs egyaltalan vagyonatcsoportositas, mig ha x igen nagy, akkor a befektetsk nagy
része gondolkodik el a vagyonatcsoportositason. ¢(t) € [0, 1] ardnyszam mutatja meg
egy t id6pontban, hogy az éppen atcsoportositasra vard osszes pénzosszeg mekkora
hényada megy a profi alaphoz. Ennek megfeleléen (1 — ¢(t)) az amatér stratégiat
kévets alaphoz csoportosulé pénz ardnya. Erdemes megemliteni, hogy dWp(t) +
dW(t) = 0, Vt, azaz ebben a rendszerben 1j vagyon nem jon létre és nem is vész
el, hanem val6éban csak atcsoportositas torténik az alapok kozott, a jaték zéro-
Osszegl. Adosok vagyunk még a ¢(t) ardnyszam definidlasaval. A befektetési alapok

befektetsi észlelik a két stratégia kozotti hozamkiilonbséget, azaz latjak, hogy

Ip(t) = —2p(t) + 5(1 — p(t))
1a(t) = 1p(t) + 3(1 - p(1)

Egy olyan leképezésre van sziikségiink, amely tetszGleges valos szamokhoz olyan szé-

mokat rendel, amelyek 1-re 6sszegz6dnek. Gyakori valasztas az igynevezett softmax
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leképezés:

0 eCIIp(t) 1 1
q t = = == - — s éS
eSHp(t) + oCMa(t) 14 GC. (HA(t)pr(t)) 1 + e$Bp(t)—-2)
eCHA(t)

L—alt) = -5 FRGTAGL

ahol ¢ > 0 a valasztés intenzitasétﬂ szabalyoz6 paraméter. Ha ¢ = 0, akkor a be-
fektetsk érzéketlenek a befektetési alapok hozamkiilonbozetére, az atcsoportositésra
var6 vagyon fele az egyik, masik fele a mésik alaphoz keriil. Ha ( igen nagy, akkor a
befektetsk nagyon érzékenyek az alapok kozamkiilonbségére, mar kis hozamkiilénb-
ség esetén is az egyik vagy masik alaphoz vandorol at az éppen &atcsoportositasra
keriil pénz szinte egésze.

Differencialas utan a p(t) vagyonarany dinamikija meglepGen egyszerii alakot
olt:

dp(t) = r(q(t) - p() dt

Szembeting, hogy a dinamikaban megjelenik egy természetes kézépre hiizas. Példaul
ha ¢(t) = q konstans, akkor a dinamika egyensulyi szintje éppen ¢ lesz. Esetiinkben

behelyettesités utan a dinamika

1

Az egyenstlyi megoldast az a p(t) érték adja, ahol dp(t) = 0, azaz

1
Eakarv (€) = {P €0 T my Zp}

Bar az egyensilyi megoldast definidloé egyenletnek analitikus megoldasa éltalaban
nincsen, konnyd meggondolni, hogy az egyenlet megoldasa V( > 0 mellett egy-
értelmi, azaz F,uy tekinthets egy [0,00) ~— [0,1] fiiggvénynek. FErdekes, hogy

az egyensulyi megoldas fiigg a ( paramétertl, mig x-t6l nem. ¢ = 0 esetben az
1
2
hozamkiilonbozetére, akkor a vagyonarany az %-hez hitz. Ellenkezs esetben, azaz

egyensuly egyszertien i (0) = azaz ha a befektet6k érzéketlenek az alapok

4intensity of choice
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ha ¢ igen nagy, akkor az egyensilyi megoldas % kozelében lesz. Ez onnan latszik,

hogy az exponens %—nél valt elGjelet, és ha ¢ nagy, akkor az egyenlet bal oldalan

lévs logit-fliggvény értéke hirtelen esik le 1-rél O-ra a p = % koézelében ahogy p
befutja a [0,1] intervallumot. Azaz lim¢ ., E (¢) = % Ez azt jelenti, hogy a tisz-

ta aktiv vagyonatcsoportositasi dinamika egyensiilyi megoldésa egybeesik mind a
klasszikus jatékelméleti egyensullyal, mind a replikdtor egyenlet egyensulyaval ab-
ban az esetben, ha a mogottes befektet6k nagyon érzékenyen reagélnak a stratégiak
hozamkiilénbozetére.

A fentiekben a passziv vagyonfejlédést és az aktiv vagyonéatcsoportositast mutat-
tuk be egy egyszert példan keresztiil. A dolgozat|3| fejezetében a kereskeddk kozotti
populacios aranyt idében allandénak feltételezziik, ott érintélegesen fogunk majd a
passziv vagyonfejlgdésrsl beszélni. A dolgozat[dl fejezetében azonban mindkét hatés
egyszerre meg fog jelenni. Raadasul a dinamikak, mivel pénziigyi modellrél van szo,
sztochasztikusak is lesznek. A stratégidk vagyonaranyat tovabba a sikeresség egy
fokmérdGjének tekintjiik, miszerint az a stratégia a ,,gy6ztes”, amelyiknek nagyobb a

vagyonaranya.

2.7. A kereskedett eszkozok és a piaci armechaniz-

mus

A kereskedett eszk6zok a piaci modellek alapvets épitékockai. Tisztézando kérdés,
hogy milyen tipusi, illetve hany kiilonb6z8 eszkozt szerepeltetiink a modellben. A
két leggyakoribb kereskedett eszkoz tipus a kockazatos és a kockazatmentes. A koc-
kédzatmentes eszkozre altalaban bankbetétként vagy allamkoétvényként gondolunk,
mely kifizetése determinisztikus. A kockézatos eszkoz barmi lehet: részvény, keres-
kedhet6 index, vagy akar valamilyen egzotikus eszkoz, akar kriptovaluta. Részvény
esetén gyakori feltevés, hogy az valamilyen exogén moédon adott sztochasztikus jo-
vedelmet, azaz osztalékot biztosit tulajdonosanak. Ekkor altalaban a fundamentalis
értéket is az osztalékok varhato értékének jelenértékeként szoktak definialni. Oszta-
lékot explicit nem biztositoé eszkoz esetén a fundamentalis érték gyakran maga egy
exogén modon adott sztochasztikus folyamat.

Mivel a heterogén agens alapu piaci modellekben a hangsily az agenseken és a
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kozottiik zajlo versenyen van, ezért a kereskedett kockazatos eszkozok szama gyakran
csak egy. Ekkor a kockdzatos eszkoz egy indexet reprezental, azaz a kereskeddk egy
CAPM-mel (Sharpe, [1964). A dolgozatban egy olyan modellt is vazolunk, amelyben
explicit megjelenik tobb eszkoz is, de a vizsgalat kozéppontjaban az egy kockazatos
eszkozzel leirt piac lesz.

A piaci mechanizmus szolgél azért, hogy a piaci kereslet és kinélat ereddjeként
kialakuljon az arfolyam. LeBaron (2001) a piaci mechanizmus harom fajtajat ki-
lonbozteti meg: mikroszintid ajanlati konyv vezérelte piac, egyensilyi piac, illetve
permanens egyensulytalansigi piac. A dolgozatban a permanens egyensilytalansagi
megkozelitést fogjuk alkalmazni, mivel ez a megkozelités illeszkedik legjobban a foly-
tonos ideji felirdshoz. Ebben az alfejezetben roviden bemutatjuk az ajanlati konyv
vezérelte piacot és az egyensilyi piacot, majd egy kiilon szekcioban a permanens
egyensulytalansagi piacot.

Az ajdnlati konyv vezérelte piaci modell biztositja a legnagyobb szabadsagot a
modellez6 szamara. Ekkor a modellben szerepls befektet6k a vélekedéseik alap-
jan konkrét limitaras ajanlatokat tesznek be az ajanlati konyvbe, melyek a valos
t6zsdék szabalyai alapjan keriilnek teljesitésre. Az egyik jellegzetessége az ilyen mo-
delleknek, hogy kizardlag szimulacioés eredményeket tudnak produkalni. Az ilyen
mikroszimuléciés modellek jol tudjék replikdlni a pénziigyi piacok magas frekvenci-
aju stilizalt tényeit, de a modellfeliras altaldban rendkiviil sok heurisztikus elemet
tartalmaz, és nehéz tetten érni a kiilonb6z6 befektetési stratégiak kézotti csatolésok
hatasait. Az ajanlati konyv heterogén agensekkel valé modellezésére példa Chiarella
és lori (2002) cikke. A tanulmanyban nagy szamu (1000) piaci résztvevs kereskedik
egyetlen kereskedett eszkozzel. A keresked6k mindegyike fundamentalis, trendkove-
t6 és kontraridnus, valamint zajkereskeddi stilusjegyeket is hordoz, azonban eltérd
mértékben. Ezeket a stilusjegyeket figyelembe véve a pillanatnyi arfolyamtol — ami
egyszerten a legutolso teljesiilt trazakcié arfolyama — fliggéen egy eladési vagy vételi
ajanlatot raknak be egy ajanlati konyvbe, ahol a szokasos szabalyok szerint teljesiil-
nek az ajanlatok. Szimuléacids eredményeik jol illeszkednek a valos piacokhoz példaul
a likviditas, az ajanlatok atlagos élettartama és a tick-méret szempontjabol.

Az egyensilyi modellek esetén minden periddusban egy ideiglenes egyensiily ala-

kul ki: a befektetdk az arfolyamra vonatkozo varakozasaik alapjan keresletet tamasz-
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tanak az eszkozok irant, és olyan piactisztitd arfolyam alakul ki, hogy a kereslet és
a kindlat megegyezzen, azaz a tulkereslet éppen zérus legyen. FEz a megkozelités
kevésbé paraméterérzékeny, mint a tobbi piaci mechanizmus, azonban feltételrend-
szerét tekintve restriktivebb, mert a keresleti fiiggvényeknek olyannak kell lenniiik,

hogy az ideiglenes egyensiily kialakulhasson.

Az egyensilyi piacot gyakran ugy modellezik, hogy az egyes befekteték minden
idépontban a rendelkezésiikre all6 informaciok alapjan megfogalmaznak a kovetkezd
idépontra vonatkozoan egy befektetési ardanyt, melyet ugy kell érteni, hogy a vagyo-
nuk hany szazalékat szeretnék latni a kockazatos eszkozben (példaul részvényben).
Ezek utan a kovetkezd idpontban egy olyan piactisztité arfolyam alakul ki, hogy
az el6zbleg megfogalmazott befektetési aranyok minden befektet§ esetén valoban

teljesiilnek is.

Egy tipikus, diszkrét idejii modell a kévetkezd. Jelolje W;(t) a j-edik befektetd
vagyonat, S(t) az egyetlen kockazatos eszkoz arfolyamat, mig Z;(t) a j befektets be-
fektetési aranyat a t idépontban. A befektetési arany azt jelenti, hogy a vagyonanak
Z;(t) ardnyat tartja a kockazatos eszkézben, mig (1 — Z; (t)) aranyat a kockazat-
mentes eszkozben. Az egyes befektet6k vagyonanak értékfejlédése — dnfinanszirozo

stratégiat feltételezve — az egyes eszkozok értékének megvaltozésabol szarmazik:

Zi(OW;(t)

Wit+1) = D)

St+1)+ (1= Z;(t)W;(t)

ahol % a befektetd t id6ponttol (¢ + 1)-ig tartott részvényeinek darabszama.
A jobb oldalon 1évé méasodik tag a kockdzatmentes eszkbzben 1év6 pénz mennyiségét
jelenti, amelynek egy periddusra vonatkozoé kamatat onkényesen nullanak valasz-
tottuk. A (¢ + 1)-beli 0j részvényarfolyam ugy szamolhato, ha feltessziik, hogy a
részvények piacon 1év§ darabszama konstans, és a befektetSk egyiittesen tartjak ezt

a készletet. Az altalanossag megsértése nélkiil rogzitsiik ezt a készletet egységnyin:

- z% —  5(t) = ;mej(t)

A kovetkezd idGszaki részvényérfolyam tgy szamolhato, ha feltessziik, hogy minden

befektets a t idépontban rendelkezésére 4ll6 informéciok alapjan megfogalmaz a ke-
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reskedési stratégidjanak megfelelden egy 0j Z;(t + 1) befektetési aranyt, majd ez az
arany az 4j arfolyam mellett — egyfajta onbeteljesitd joslatként — teljesiil is. Mate-
matikailag mondhatjuk tgy is, hogy a modellben az egyik kozponti mennyiségnek
tekinthet6 Z;(t) befektetési aranyokat F(t)-el6rejelezhetének feltételezziik. Az 1j

egyensulyi arfolyam tehat:

(1)
S(t+1) ZZtJr < S

)
E Z(t+ )(L = Z;()) W;(#)
5 25 Zi(t + 1) Z;(0)W;(t)

§

S t+ 1)+ (1- Zj(t))Wj(t))

= St+1)=

Mivel a jobb oldalon szereplé minden mennyiség F(t)-mérhets, ezért matematikai-
lag ez egy értelmes arfolyam dinamikéat eredményez. A dinamika egyik érdekessége,
hogy mivel a Z;(t + 1) befektetési aranyok kozvetlen (és monoton) kapcsolatban
vannak az 0j arfolyammal, ezért akar egy minden hataron tul névs arfolyam is
kialakulhat, ha a befekteték egyre nagyobb és nagyobb befektetési aranyokat fogal-
maznak meg maguknak. Tovabbi érdekesség, hogy sztochasztikus tag kozvetleniil
nem jelenik az arfolyam dinamikaban. A sztochasztikat ezért altalaban magukon a
kereskedési stratégidkon keresztiil szoktak behozni az ilyen modellekbe. Palczewski
és tsai. (2016) cikkében példaul az egyik kereskedd a zajkereskedd, akinek a Z;(t)
befektetési aranya egy exogén sztochasztikus, autoregressziv folyamatot kovet, igy
végiil a zajkeresked§ lesz a sztochasztika egyediili forrasa a modellben.

A fentihez hasonlo, egyensulyon alapuldé armechanizmussal talalkozhatunk pél-
daul Amir és tsai. (2013), Evstigneev és tsai. (2008), Brock és Hommes (1998), Hens
¢és Schenk-Hoppé (2005) cikkeiben.

2.7.1. Permanens egyensulytalansagi piac

A permanens egyensulytalansédgi modellek armechanizmusa egyszeriibb az egyensi-
lyi modellekénél, raadasul a folytonos idejii modellekben kézenfekvébb is a haszné-
lata. Az ilyen modellekben a piac soha nincs egyensulyban, de egy kiilsé eré folya-
matosan az egyensuly felé igyekszik terelni azt. Ezt a kiils6 er6t szokas egy latens,
kozvetleniil nem modellezett szereplével, az arjegyzdével azonositani. Az arjegyzé

aggregalja a befektetk pillanatnyi pozicidjat, megéllapitja a pillanatnyi egyensily-
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talansidg mértékét, majd az aggregélt poziciokkal ellentétes poziciot vesz fel a piacon,
hogy kielégitse a keresletet. Végiil igy allapitja meg a kovetkezd periddusbeli arat,
hogy a tulkereslet abszolit értéke kisebb legyen. A korabbi jeloléseket felhasznalva
a folytonos idejti ardinamika az altalanos esetben az alabbi alakot 6lti:
%%) = pu(D(t)) dt + o(D(t)) dB(t),

ahol D(t) a pillanatnyi egyensulytalansag mérészama, dB(t) egy Brown-mozgas meg-
valtozésa. A pu: R — R fliggvény esetén altaldban feltessziik, hogy monoton névé,
hiszen ha az egyensulytalansag — azaz a tilkereslet — nagy, akkor az arjegyzé felfelé
igazitja az arat, mig ha az egyensilytalansag kicsi (akar negativ), akkor lefelé igazit-
ja az arat. A o : R — R fliggvény gyakran a konstans fiiggvény, mert inkabb a drift
szokott lenni a vizsgalat kozpontjaban, de ebben a dolgozatban vizsgalunk majd
egy olyan esetet is, ahol a volatilitas is fiigg a pillanatnyi egyensulytalansagtol oly
modon, hogy a volatilitas akkor nagy, amikor az egyensulytalansag abszolit értéke
nagy.

A pillanatnyi egyensulytalansagot a kereskeddk atlagos pozicidja és a kinalat

kiilonbségeként definialjuk:
D(t) =Y p;(H)Z(t) - S(),
J

ahol p;(t) az egyes keresked6k vagyonaranya, mig S(¢) a pillanatnyi kinalat értéke.
Konstans nulla kinalat — azaz S(t) = 0 — esetén a legegyszertibb specifikacié tehat a

kovetkezd:

S =5 S n0Z,0d + o dB (2.15)

A o > 0 paraméter a konstans volatilitas értéke, mig a § > 0 paraméterrel allithato
az armechanizmus arvaltoztatasdnak sebessége. Egy piaci kalibracié esetén a [
helyes paraméterezésére kiilonos gondot kell forditani, mert ha tul nagy, akkor a piac
egy valsagos és egy buborék allapot kozotti ciklusba keriilhet, mig ha tal alacsony,
akkor el6furdulhat, hogy akar soha nem elégiil ki a befektetk kereslete.

A permanens egyensilytalansagi modellek a p és o fliggvényeken keresztiil rend-

kiviil nagy szabadsagot biztositanak a modellez§ szamara, bar éppen ezért erGsen
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heurisztikusak is. Erdekes és realisztikus ardinamikék altalaban nemlineéris feltevé-
sek esetén szoktak kialakulni.

A fentihez hasonlé permanens egyensilytalansigi modellek egy elsé példaja Beja
és Goldman ((1980) cikke. Szintén korai példa Jarrow (1992) modellje, amely azt
feltételezi, hogy az elegendGen nagy szereplSk a kereskedésiikkel mozgatjak az arakat.
A legkozelebbi folytonos ideji el6zményeknek He és tsai. (2019)) és He és tsai. (2018)
cikkek tekinthetSk, mig diszkrét ideji megfelelének tekinthetsk példaul Chiarella és
tsai. (2009), Chiarella és tsai. (2013)) cikkek.
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A dolgozat [3 fejezete Heterogén kereskedési stratégidk hatdsa a piaci drfolyamokra
cimmel 2021-ben megjelent a Kdzgazdasdgi Szemle 67. évfolyamanak 4. szdmaban.
(Bihary és Vig, 2020)

Bihary, Z. és Vig, A. A. (2020). Heterogén kereskedési stratégidk hatésa a piaci
arfolyamokra. Kdzgazdasdgi Szemle 67.4, 688-707. old. DOI: [10.18414 /KSZ.2020.7-
3.688.
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3. fejezet

Fundamentalis és technikai
keresked6k egy konstans volatilitasa

modellben

Ebben a fejezetben kiilonbozs, tipikusnak mondhaté kereskedési stratégiak hatasat
vizsgaljuk a piaci arfolyamokra. Folytonos idejd modelliink aktiv szerepléi a fun-
damentalis és trendkovets kereskeddk, illetve passziv karakterként megjelennek az
indexkovetd kereskeddk. A fundamentalis kereskedsk ismerik az egyetlen kockézatos
eszkOz fundamentalis értékét, és a félrearazottsag vezérli keresletiiket. A trendkove-
t6 kereskeddk az arfolyam mozgoatlaga alapjan kereskednek. Ez a — gyakorlatban
is sokat hasznalt — technikai indikator jelenik meg tobbek kozt Moskowitz és tsai.
(2012)) és Goyal és Jegadeesh (2017) irasaiban is.

Modelliinkh6z hasonld, heterogén agenseken alapul6 piaci modellek alkalmasnak
bizonyultak arra, hogy a pénziigyi piacok bizonyos stilizalt tényeit (vastagszéld ho-
zameloszlasok, momentumhatas és atlaghoz visszatérés) megmagyarazzak. Brock és
Hommes (1998)) az els6k kozott mutattak meg, hogy heterogén varakozasokkal ren-
delkezd, korlatozottan racionalis befektetGk miként okozhatnak piaci instabilitast.
Diszkrét ideji modelljiik nagy 16kést adott a heurisztikus szabalyokat kovets keres-
kedsk elméleti irodalmanak, lasd példaul Hommes és tsai. (2005), Chiarella és tsai.

(2006) és Chiarella és tsai. (2013) cikkeit.

A diszkrét idejid modellekre épitve, He és szerzétarsai szamos folytonos ideji
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modellt vezettek be a piaci szereplk heterogenitasa és a piaci stabilitas vizsgala-
tara. A folytonos ideji modellek el6nyeit ismerteti Li (2014) irasa. He és tsai.
(2009) a technikai elemz&k altal szamolt mozgoatlag-idGablak szélességének a piaci
hatasat vizsgaljak. He és Zheng (2010) megmutatjék, hogy az arfolyam az idab-
lak szélességével stabilitasi atalakulason megy at: egy kozepes szélességii idGablak a
trendkovetSk révén a piaci arat destabilizalja, mig nagy szélesség esetén tijra stabilla
valik a piac. He és Li (2012) modelljében a szokasos stratégiak populacios ardnya
adaptiv moédon valtozik, a befektetSk racionalis viselkedése piaci instabilitashoz és
rendkiviili arfluktuéciokhoz vezethet. He és Li (2015)) azt talaljak, hogy a momen-
tumon alapul6 stratégia sikeressége fiigg a mozgoatlag idGablakdnak szélességétsl és

a momentumkereskeddk piaci dominancidjatol is.

Ez a fejezet egy némileg atszerkesztett valtozata a szerzé egy publikalt tanul-
méanyanak (Bihary és Vig, 2020), amely cikk az imént targyalt folytonos idejd he-
terogén agens irodalomhoz csatlakozik. A piaci szereplSk viselkedését indikatorok
vezérlik, melyek a piac allapothatarozoiként is értelmezhetéek. A modell posztulél
egy, az arfolyamtoél kiilonb6z6 fundamentalis értékfolyamatot. Az egyik indikator
az ardiszlokicid, ami a piaci ar és a fundamentalis érték kiilonbsége. Ezt kovetik a
fundamentalis kereskedSk. A masik a trend indikator, ami a pillanatnyi ar és annak
mozgobatlaga kozti kiilonbség. A trendkovetsk erre alapozzak stratégiajukat. Az ere-
detileg az arfolyamra vonatkoz6 dinamikus egyenletekbdl levezethets az indikatorok
dinamikaja. EltérGen az idézett cikkek megszokott megkozelitésétsl, szamolasaink-
ban mi nem tekintiink el a dinamika sztochasztikus jellegétsl. Eppen ellenkezéleg,
targyaldsunk az arfolyam, illetve az indikatorok hosszutéavi statisztikai viselkedésére
koncentral. Az arfolyam bolyongas, ezért nem beszélhetiink az invaridns eloszlasarol.
Az indikatorok azonban, mint a piac allapotat meghatarozé mennyiségek, viselked-
hetnek stacionarius moédon. Sztochasztikus leirasmodunkban éppen ezen keresztiil
definidlhatjuk a piac stabilitasat; akkor beszéliink stabil piacrél, ha az indikatorok-

nak létezik invarians eloszlésa.

A fejezet felépitése a kovetkezs. A szakaszban a modellt és annak kiilonbo6zé
variansait ismertetjiik. A[3.2] szakasztol kezdve részletezziik az elméleti és empirikus

eredményeinket.
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3.1. Modell

Ebben a szakaszban a folytonos ideji eszkozarazasi modellt mutatjuk be, tamasz-
kodva He és Li (2015) heterogén agens alapu modelljére. A piacon eltért karakte-
risztikdju kereskedsk kereskednek egyetlen kockazatos és egyetlen kockadzatmentes
eszkOzzel. A heterogén agens alapt modellek szakitanak a pénziigyi kbzgazdasiagtan
racionalis befektetére épiil paradigmajaval. Ehelyett olyan befektetSket model-
leziink, akik korlatozott racionalitdssal birnak, heterogének a varakozasaik, és igy
heterogének a kereskedési stratégiajukban is. A heterogén agens alapi piaci model-
lek két klasszikus karaktere (fundamentélis és trendkovetd kereskeds) mellett egy
harmadik kereskeddt (indexkévetd) is modelleziink.

Modelliinkben a befektetsi heterogenitas a befektetsk altal kovetett piaci indiké-
torban, illetve az ez alapjan hozott befektetési dontésben nyilvanul meg. A befekte-
tési dontést kozvetleniil modellezziik, a hasznossag-alapt optimalizaciot a hattérben
tartjuk. A kockazatos eszkoz ara egy stilizalt arjegyz6i hatas eredményeként fejlodik,

melynek egyik elss el6zménye Beja és Goldman (1980)) irasa.

3.1.1. A heterogén kereskedd tipusok

Jeloljék S(t) és F(t) sztochasztikus folyamatok rendre az egyetlen kockazatos eszkoz
piaci drdt és fundamentdlis értékét at € [0, 0o) id6pontban. Jelslje s(t) = log (S5(t))
és f(t) = log (F (t)) rendre a log piaci arat és log fundamentalis értéket. A tovabbi-
akban altalaban elhagyjuk a ,log” jelz6t, és egyszertien piaci arként és fundamentalis
értékként hivatkozunk a kisbetis mennyiségekre. A egyenletnek megfelelGen

feltessziik, hogy a fundamentalis érték logaritmusa egyszerti Brown-mozgast kovet:
df (t) = o dB(t), (3.1)

ahol oy € R? a fundamentalis érték volatilitas vektora, B : Q x [0,00) — R?
egy sztenderd két-dimenzios Wiener-folyamat, melynek komponensei fiiggetlenek.
Modelliinkben két relevans forrdsa van a véletlennek, ezek koziil az egyik jelenik
meg a fundamentélis értéken keresztiil, a masik a piaci aron keresztiil hamarosan.
Megtehetnénk, hogy mindkét folyamatot egy sajat Wiener-folyamat hajt meg, me-

lyek kozott megjelenne egy tetszéleges korrelacios paraméter a [—1, 1] intervallum-
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bol. Ehelyett modelliinkben két fliggetlen Wiener-folyamatot feltételeziink, melyek
mindketten megjelennek minden sztochasztikus differencidlegyenletben (SDE), és a
volatilitasok is sziikségszertien vektor mennyiségek. Az -es egyenlet jobb olda-
lan igy egy skalar szorzat jelenik meg. A tovabbiakban is kovetjiik azt a konvenciot,

hogy a vektorialis (illetve méatrix) mennyiségek félkovérek.

A piaci ar és a fundamentélis érték kilonbségét drdiszlokdcionak nevezziik:

u(t) = s(t) — f(1) (3.2)

Az ardiszlokacio folyamat a kockazatos eszkoz félredrazottsagat méri a t idépontban.
A logaritmusok kiilonbsége az eredeti — pénzben mért — mennyiségek szézalékos
eltéréseként is értelmezhets. A kockazatos eszkoz feliilértékelt, ha u(t) > 0, és
alulértékelt, ha u(t) < 0. Az ardiszlokacio a fundamentélis kereskeddk altal kovetett
piaci indikator, akik ez alapjan hozzak meg befektetési dontésiiket. Alularazottsag
esetén keresletet tdmasztanak a kockazatos eszkoz felé, felillarazottsag esetén pedig
az eladoi oldalon jelennek meg. Tlkeresleti fiiggvényiik Z;(t) = Z(u(t)) monoton
csokkend fiiggvénye az ardiszlokacionak. A fundamentalis kereskeddk esetén egy

egyszeri linearis fiiggvénnyel specifikaljuk a tulkeresleti fliggvényt:

Z;(t) = —apu(t), a;>0 (3.3)

Az oy paraméter segitségével allithato az, hogy a fundamentélis kereskedk milyen
erésen reagalnak egységnyi félrearazottsidgra. Ahogy késébb latni fogjuk, a fun-
damentéalis keresked6k arhatasa egyfajta hosszi tavia stabilitasként jelenik meg a

piacon egy atlaghoz valod visszahtizas formajaban.

Definialjuk tovabba a piaci arfolyam mozgoatlagat a (2.2)) egyenletnek megfele-

16en:

mwz—/awﬂww@, (3.4)

-
ahol 7 > 0 paraméter jeloli azt, hogy a mozgodatlag a mult hany évnyi részét ve-
szi relevians modon figyelembe. A technikai keresked6k piaci indikétora azonban
nem maga a mozgoatlag lesz, hanem a pillanatnyi (log) arfolyam és a mozgoatlag

kiillonbségeként szamitott x(t) trend indikdtor:
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() = s(t) — m(t), (3.5)

melynek dinamikaja a (2.5)) egyenletnek megfelelGen

1
dx(t) = ——x(t) dt + ds(t). (3.6)

T
A SDE drift tagja mutatja, hogy a trend indikator inherens médon egy éatlaghoz
visszahiizo tulajdonsaggal bir. Ez a tulajdonsig szolgal reménnyel arra, hogy mo-

delliink (legalabbis x(t)-ben) stacioner jellegii lesz.

A trend indikatort kovetik és ez alapjan hozzak meg befektetési dontésiiket a
trendkovets kereskeddk. A trendkovetSk hisznek a perzisztens trendekben, ezért
pozitiv trend (x(t) > 0) esetén véasarolnak, mig negativ trend (z(t) < 0) esetén az
eladoi oldalon jelennek meg. Trlkeresleti fiiggvényiikre Z.(t) = Z.(z(t)) nézve a

kovetkez6 feltevésekkel éliink:
Zl(x) >0, z-Z!(z)<O. (3.7)

A tulkeresleti fliggvény az elsd feltevés szerint monoton névekvd, a masodik szerint
pozitiv x esetén konkéiv, negativ x esetén konvex. Az ilyen feltevéseknek megfeleld
fiiggvényt az irodalomban gyakran egyszertien ,S-alakinak” nevezik. A feltevések
mogotti intuicio Chiarella és tsai. (2006) alapjan az, hogy bar a kereskedsk pozicioja
a pillanatnyi trendben monoton (hiszen 6 egy trendkereskedd), azonban a nagyon
nagy trendeket egyre kisebb lelkesedéssel reagaljak le, azaz kétszer akkora trend
nem jar egyiitt kétszer akkora pozicioval. Ennek oka lehet példaul az, hogy amikor
a trendkoévets keresked6 a nagy pillanatnyi trendnek koszonhetéen nagy varhato
hozamot var a piacon, akkor a kockizatra vonatkozo véarakozasai is nagyok. A
tovabbiakban a kovetkezd (a (3.7)-as tulajdonségokat teljesits) specifikicioval éliink

a trendkovetsk tulkeresleti fiiggvényére:

t
Z.(t) = aex* tanh (@), g, x* >0, (3.8)
T

ahol tanh (z) = izlz:i Az o, paraméter jeloli a trendkovetSk keresleti érzékenysé-

gét, amikor a pillanatnyi ar és a mozgbdatlag kozotti eltérés kicsi. Az x* paraméter
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kontrollalja a tulkeresleti fiiggvény minimumét és maximumat. A tanh fiiggvényva-
lasztas f6 oka az analitikus kezelhetGsége, illetve az irodalomban vald beagyazott-
saga, lasd példaul Chiarella és tsai. (2006) és He és Li (2012)). A tanh fiiggvény
legfontosabb jellegzetessége (azon tul, hogy teljesiti a fenti feltételeket), hogy van
also és felsd korlatja is, azaz a keresked§ pozicidja korlatos lesz. Egy nem korlatos,
de analitikusan jol kezelhetd valasztéas lehetne az arsinh(x) fiiggvény, amely szintén

,S-alakd” a fenti értelemben.

A harmadik és egyben utolsé modellezett kereskedd tipusunk az indexkovetd
kereskedd. Az indexkdvets kereskedd nem aktiv résztvevéje a piacnak, nem kereske-
dik, hanem egyszertien az egyetlen kockazatos eszkozt tartja. Tulkeresleti fliggvénye

ezért azonosan zérus:

Zi(t) =0 Vt>0 (3.9)

Az indexkovets kereskeds tehdt nem rendelkezik piaci arhatassal modelliinkben,
egyetlen szerepe, hogy a — hamarosan bevezetésre keriil6 — populacios ardnyokban

nagyobb szabadsagunk legyen, mintha csak két kereskedd tipusunk lenne.

3.1.2. A piaci armechanizmus

Jelolje ps, pe és p; rendre a fundamentalis, trendkovets és indexkovetd kereske-
dsk idében allandé populaciés aranyat, azzal a természetes feltételezéssel, hogy
pr+pe+p =16é0<p; <1Vje {fci}. A piaci arfolyam egy arjegyzéi
mechanizmus eredményeként fejlédik, melynek egyik elsé el6zménye Beja és Gold-
man (1980)) irdsa. Az arhatas egy tjabb megkozelitésére lasd példaul Cont és Miiller
(2021)) tanulmanyat. Abbol indulunk ki, hogy az arfolyamot a piaci résztvevk ke-
resletének és kinalatdnak eredGje mozgatja. A nem kozvetleniil modellezett, latens
arjegyzd Osszegzi a kereskeddk tiulkeresletét, egy ellentétes elGjeli (long vagy short)
pozicioval kielégiti azt, majd a szerint igazitja az arat, hogy a tilkereslet a nulldhoz
kozelitsen. Igy az arigazitas elGjele pozitiv, ha az aggregalt tulkereslet pozitiv, illet-
ve negativ, ha az aggregalt tulkereslet negativ. Az aggregélt tulkereslet figyelembe
veszi a kereskedSk populacios ardnyat is. Mivel ezek a gondolatok a fejezet
permanens egyensulytalansagi modelljének felelnek meg, ezért a egyenlethez
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hasonléan egy egyszeri lineéris Osszefiiggést feltételeziink az arfolyam fejlédésére:

ds(t)=B- Y piZi(t)dt+ o dB(t) (3.10)
Je{f.csi}

ahol 8 > 0 jeldli az arjegyzd arigazitasanak a sebességét, mig o, € R? az arfolyamat
volatilitasat jelols vektor. Az arjegyzdi mechanizmus hatésa kizarolag a drift tagban
jelenik meg. Csakigy mint a fundamentalis értéknél, az ar esetén is konstans volati-
litast feltételeziink, mely nem fiigg sem a kereskeddk keresletétél, sem a populacios
aranyoktol.

Helyettesitsiik most be mindharom kereskedd tipus ttlkeresleti fiiggvényét (((3.3))-
as, (3.8)-es és -es egyenlet) az arazasi egyenletbe, és megkapjuk a mo-

dellspecifikus arazési egyenletet:
_ * :B(t) . T
ds(t) = B | peacx™ tanh | —= | — prayu(t) | dt + o, dB(t) (3.11)
x

Eljuthatunk a piac két meghatarozo mennyiségének (u(t), z(t)) sztochasztikus diffe-
rencidlegyenlet-rendszeréhez, ha ds(t)-t behelyettesitjiik a (3.2))-es és (3.6))-es egyen-
letekbe:

(1)

x*

d(t) = {5 (pcacm* tanh (?) _ pfafu(t)> _ %x(t)] dt + o7 dB(1).

du(t) = (pcacx* tanh ( ) - pfafu(t)> dt + (o5 — o) dB(t)

(3.12)

A kézponti vizsgalt objektumunk a ([3.12)-as egyenletrendszer 4ltal definialt (u(t), z(t))
rendszer invarians (hatér-) eloszlasa, melyet a Kolmogorov parcidlis differenciél-

egyenletrendszer numerikus megoldasaként kapunk (lasd Appendix [A.1)).

Az ebben a szakaszban részletezett altalanos modell nemlinearis ardinamikat
eredményez (lasd a —es és -as egyenletet). Ez a nemlinearitas a trendkéve-
t6 keresked6k nemlineéris tulkeresleti fliggvényébdl fakad. Nemlineéris tobbdi-
menzios sztochasztikus differencidlegyenlet-rendszer analitikus vizsgalata rendkiviil
nehéz. Ezért a kovetkez6 két szakaszban egy-egy olyan egyszertisitését mutatjuk be
az altalanos modelliinknek, melyekben analatikus eredményekre jutunk. Az elsében

a trendkovetSk tilkeresleti fiiggvényét linearizaljuk, mig a méasodikban megtartjuk
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a nemlinearitast, de a fundamentalis érték folyamatanak tjradefinidlasaval megsza-

badulunk egy dimenzi6tol.

3.1.3. A linearizalt modell

Ebben a specifikicioban a trendkovetsk tulkeresleti fiiggvényét (3.8]) linearizaljuk

a nulla koriil, azaz az S-alaku a.z*tanh (%) fiiggvényt azzal a fliggvénnyel he-

lyettesitjiik, amely a nulla koriil linearis értelemben legjobban kozeliti azt. Mivel a

tulkeresleti fiiggvény derivaltja a nullaban a, ezért:
Ze(t) = aex(t)

Ismét lineéaris ardinamikat (3.10]) feltételeziink. Ezt a piacot leir6 sztochasztikus
differencialegyenlet-rendszer igy a kdvetkezd lesz:
du(t) = B(peea(t) — pragu(t)) dt + (o5 — op) " dB(t)

da(t) = B(peaca(t) — pragu(t)) dt — %x(t) dt + o] dB(t),

ami szintén egy linedris rendszer. Vegyiik észre, hogy az Y (t) = (u(t), x(t))T vektor-
érteki folyamat egy két-dimenzios Ornstein-Uhlenbeck (O-U) folyamat, azaz felir-
hato

dY (t) = —OY (t)dt + ¥ dB(t) (3.13)

alakban, ahol
e — ﬂpfOéf _chac c R2%2 a5 3 — G;r - 0-}— c R2%2
Bproy L — Bpea

Az O-U folyamatok gauss-i eloszldsa jol ismert, amennyiben bizonyos feltételek tel-
jesiilnek a © egyiitthato-méatrixra nézve. A feltételeket és azok kovetkezményeit a

B.3Fes szekcioban targyaljuk.
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3.1.4. Az egydimenzi6és modell

Ebben a specifikicibban megtartjuk a trendkévetsk stratégiajabol fakadd nemline-
aritast, azonban egy dimenzio-redukcio6 utjan egyszertsitjiik a modellt. Mig a f6 spe-
cifikicionkban a fundamentélis érték egy exogén sztochasztikus folyamat volt, most
ezt a folyamatot elhagyjuk, és azt feltételezziik, hogy a fundamentalis kereskedk
sem a fundamentalis érték, hanem a mozgobatlag alapjan veszik fel a pozicidjukat.
Bizonyos szerzdk (lasd példaul He és Li (2015) irasat) az ilyen stratégiat kovets
keresked6t kontraridnusnak nevezik, de mi itt maradunk a fundamentélis kereskedd
megnevezésnél. A fundamentalis és a kontraridnus kereskedSk abban hasonlitanak
egymasra, hogy mindketts piaci hatasa arvisszahiizo, stabilizalé hatéasi, hiszen jo
eséllyel egy nagy pozitiv trend nagy pozitiv ardiszlokaciot is jelent, és mindketten
éppen ekkor vesznek fel nagy negativ poziciot.

Legyen tehat f(t) = m(t) és igy u(t) = z(t). A fundamentalis kereskedd tul-
kereslete tovabbra is egy csokkend linearis fiiggvény, de ebben az esetben a piaci
indikatora x(t) lesz:

Z(t) = —apz(t), ay >0,

A linearis ardinamikat (3.10) és a nemlinearis trendkovets tulkeresletét (3.8)
megtartva igy a piacot leir6 egyetlen SDE:

1 * Z (t) T

dz(t) = — | Bpray + — | x(t) dt + fpe.aex” tanh | —= | dt + o, dB(t)  (3.14)

T x*

Ebben a SDE-ben az elsg drift tag tartalmazza a fundamentalis (kontrarianus) ke-

reskeddk atlaghoz visszahuzo hatéasat (illetve a mozgoatlag inherens visszahizasat),

mig a masodik, nemlineéris tag a trendkovetSk extrapolativ erejét. Mivel (3.14]) —

szemben (3.12)-mal — egydimenzids, reménykedhetiink analitikus eredményben is az

invaridns eloszlasokat tekintve.

3.2. Tllusztracidok az Ardinamikara

A [B.1] &bra generalt trajektoriak segitségével szemlélteti a fundamentalis és trend-
kovetd kereskedSk piaci szerepét és arhatasat a {6 specifikicié (t6bbdimenzios, nem-

linearis) esetén. A (log) fundamentéalis érték f(t) egy drift nélkiili, exogén Brown-
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3.1. abra. Minta trajektoridk a f6 (nemlinearis, két dimenzios) specifikacio
esetén. Paraméterek: 8 =1, 7 = 0.75, ay = 1, a. = 1.75, 2* = 0.5, 0'} =
(0.1,0), o] = (0.1,0.2).

mozgés viszonylag kis volatilitdssal. A (log) piaci arfolyam s(¢) a fundamentalis
keresked6knek koszonhetGen a fundamentalis érték felé huz, a koriil ingadozik. A
volatilitasvektorokat illusztracidinkban tgy vélasztjuk, hogy a piaci arfolyam vola-
tilitdsa nagyobb legyen a fundamentélis érték volatilitasanal (Shiller példaul
azt talalja, hogy az arfolyamok volatilitasa messze feliillmilja azt, mint ami az oszta-
lekok valtozasabol kovetkezne), és hogy a zajkomponensek pozitivan korrelaljanak.
A pozitiv korrelacio a piaci arfolyam és a fundamentélis érték kereszt-kvadratikus
ha a fundamentalis érték pozitiv iranyba mozdul el, akkor — az endogén arhataso-
kat nem figyelembe véve — a piaci arfolyam is varhatoéan koveti ezt infinitezimaélis

értelemben.

A mozgoatlag m(t) lemaradva kéveti a piaci arfolyamot. Az alsé két abran
mutatjuk be a piaci indikdtorokat, amelyekre a befektetési dontéseiket alapozzak a

kereskeddk. Az ardiszlokacio u(t) = s(t) — f(t) a piaci arfolyam és a fundamentalis
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érték kiilonbsége, a trend indikator z(t) = s(t) — m(t) a piaci arfolyam és a mozgo-
atlag kiilonbsége. ElGbbit a fundamentéalis, mig az utébbit a trendkovets kereskedsk
kovetik.

A bal oldali két abra egy érett, kiforrott piacot szemléltet, ahol a kockazatos
termék fundamentalis értéke jol becsiilhets. Modelliinkben ekkor toébbségben van-
nak azok a kereskeddk, akik a fundamentalis érték alapjan kereskednek (py = 0.9).
A jobb oldali két abra olyan piacot szemléltet, ahol a fundamentélis érték nehezen
megfoghato, itt a trendkévetd technikai keresked6k vannak tobbségben (p. = 0.9).
A kereskeddk piaci hatasa jol lathato a trajektoridk alapjan. A bal oldalon a piaci
arfolyam szorosan koveti a fundamentalis értéket, mert a nagy szamu fundamentéalis
kereskedd a fundamentum felé htizza az adrat. Az ardiszlokacio kilengései ekkor kicsik.
A jobb oldalon az arfolyam rendszeresen és jelentGsen eltér a fundamentalis értéktal.
Ezek a kilengések a nagy szamu trendkovets kereskedd aktivitasanak koszonhetdk,
akik a trendekre feliilve periodikusan buborékokat fijnak. Nemlineéris specifikaci-
6nk miatt azonban a trendkévetdk korlatozott nagysagu poziciot épithetnek csak ki,
ezért el6bb utobb a viszonylag kisszamu fundamentélis kereskedd arhatasa visszaté-

riti az arat a fundamentum felé. A piaci ar erésen oszcillal, de fel nem robban.

3.3. Az invarians eloszlasok

A —aS sztochasztikus differencidlegyenlet-rendszer alapjan numerikus szamitas
utjan jutunk el az (u, ) rendszer hosszu tava allapotat jellemz6 invarians eloszla-
sig (strtségfliggvényig). Az invarians strtségfliggvényhez a Kolmogorov parcialis
differencialegyenlet numerikus megoldasan keresztiil jutunk el (lasd Fiiggelék .
Roviden osszefoglalva, ez egy Wiener-folyamat altal meghajtott rendszer sirtiség-
fiiggvényének idébeli fejlédését leird parciélis differencidlegyenlet-rendszer megolda-
sat jelenti a véges differencidk segitségével egy racson. Ez a modszer pontosabb,
és gyorsabban eredményre vezet, mint egy Monte Carlo szimuléciobol szamolt ta-
pasztalati strtségfiggvény. A [3.2] &bran latjuk az invaridns striségfiiggvényét
ugyanannak a két, karakterisztikusan eltéré piacnak, mint amiket a [3.1, abran is
illusztraltunk.

A bal oldali abran (ahol a fundamentélis keresked6k dominélnak) a strdségfiigg-

vény az (u,x) = (0,0) origo sziik kornyezetére koncentralodik. Ez megfelel a [3.1]
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3.2. abra. Az invarians sirtségfiiggvények szintvonalai a f6 (nemlinearis,
két dimenzios) specifikdcio esetén. A paraméterek megegyeznek az abra
paramétereivel.

abra bal oldalanak, ahol mind az ardiszlokacié, mint a trend indikator a nulla szint
kornyékén bolyong.

A jobb oldalon (ahol a trendkévets keresked6k dominédlnak) a strtiségfiiggvény
sokkal kiterjedtebb, illetve észrevehetiink egy gyenge bimodalitast is. A nagy kiter-
jedtség a 3.1l &abra jobb oldali trajektoriain lathaté nagy kilengéseknek felel meg,
mig a bimodalitas 6sszhangban van a periodikus (bar a sztochasztika miatt zajos)
felfutasokkal és zuhanasokkal.

Ezek a piaci jelenségek az egyszertsitett modellvariansokban is tetten érhetdk.
Az elsg allitasunk a linearizalt, két dimenzios modell invarians eloszlasaval kapcso-

latos.

1. Allitas. A linearizdlt specifikicio esetén az drdiszlokdcic és a trend indikdtor
Y(t) = (u(zf),as(t))T eqytittes dinamikdjdt leire (3.13)-es sztochasztikus differencidl-
egyenlet-rendszer akkor és csak akkor rendelkezik invaridns eloszldssal, ha a kévet-

kezd feltételek egyiittesen teljestilnek:

1
B (pere = pyag) < = (C1)
Bproy >0 (C2)

Tovabbd, feltéve hogy (C1)) és (C2) teljesiil, az invaridins eloszlds kétdimenzids nor-
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mdlis lesz az aldbbi paraméterekkel.

Flus] = Elrs] =0

(low+a0y) (Lou+ o) +atolo,

D? [uoo] - )
2qs7 (a5 + 7 — 4
. — Deolor+ laTas
OOV [umyxoo] — (q 17') f { T S ,
27 (a5 + 7 — @)
olor+io]o
D? [pne] = LLL 2o

22 (a5 + 7 —a)

ahol o, = 05 — 0, qj = Bp;ay, j € {f,c}. AzY = (Uoo, Too) | jelélést haszndljuk

arra a gauss-i valdszindségi vdltozora, melyhez Y (t) eloszldsban konvergadl.

Bizonyitds. Lasd Fiiggelek [A.2] O

Az . allitas feltétele — egyfajta stabilitasi kritériumként — azt mutatja meg,
hogy ha a trendkovetd kereskeddk elég erdsek (a p.a. relativ erejiik elég nagy), ak-
kor a piacot olyan mértékben destabilizaljak, hogy a piaci indikatorok még invarians
(hatar-) eloszlassal sem rendelkeznek. Ez egy trajektoria mentén azt jelenti, hogy
ha a trendkovetsk elég erdsek, akkor egy soha nem kidurrand buborékot fijnak. Ez
a jelenség a linearizalt modell velejardja — a f6 specifikacioban a trendkovetsk tulke-
reslete a tanh (x) fiiggvénnyel keriil tompitasra, igy ott nem alakulhat ki permanens
buborék. Az allités feltétele azt jelenti, hogy ha egyaltalan nincsenek a piacon
fundamentalis kereskeddk, akkor nincs arhatas ami a fundamentumhoz visszahuzna
az arfolyamot, igy az u(t) ardiszlokacio egyszeri bolyongéasként viselkedik, melynek
nincs hatéareloszlasa.

Az . allitas mésodik részében a momentumok nevez§jében a feltételre
emlékeztets Bproy+ % — Bp.a. mennyiség szerepel. A gauss-i stirtiségfiiggvény kiter-
jedtsége tehat annak a fiiggvénye, hogy a piac mennyire van kozel a stabilitasi
hatarhoz.

A kovetkez§ allitasunk az egydimenzios, nemlineéris specifikacio invarians elosz-

lasara vonatkozik. Ebben a specifikicioban a trendkovetdk tilkereslete korlatos, igy
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mindig lesz invarians eloszlas, amely azonban a gaussinal izgalmasabb karakterisz-

tikaju.

2. Allitas. Az egydimenzids nemlinedris specifikdcio esetén, a trend indikdtor dina-
mikajdt leiro (3.14)-es sztochasztikus differencidlegyenlet mindig rendelkezik invari-

dns eloszldssal. Az invaridns siriségfigguény:

2Bpcac(a*)?

1
foolz)=C (cosh <£>> 70 exp (—&ﬁ), (3.15)
T* O,0;
ahol C > 0 eqy megfeleld normalizdlo konstans.
Bizonyitds. Lasd Fiiggelék ]

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ha a (3.15) egyenletben a cosh tényezs kitevije

éppen egységnyi, akkor a strtségfiiggvény egy szimmetrikus, kevert normaélis elosz-

z2 et e 7 7&

last ir le. Ennek belatasara gondoljuk meg, hogy cosh (z) - e~ 2 = e 7 =
1/ _@n? | (@n?
€2 (56 2t 5e 2 )

A 3.3l abran néhany jellegzetes stirtségfiiggvényt mutatunk be. A gérbék tugy

kovetik egymést, ahogy a trendkovetSk populécidja fokozatosan noévekszik a funda-
mentalis kereskedGk karara. A kék siirtiségfiiggvény egy érett piacra jellemzs, ahol
tobbségben vannak a fundamentalis kereskeddk (jellemzd trajektoriat lasd az .
abra bal oldalan). A piaci indikator ekkor kis varianciaju és egymoduszi, jellegét
tekintve kozel gaussi. A sarga stirtségfiiggvény esetén tobbségben vannak a trend-
kovetSk (erre a piacra jellemzd trajektoriat lasd az . abra jobb oldalan). Ekkor
a trend indikator joval nagyobb varianciaju, és kétmoduszu. A piros gorbe egy
koztes allapotot abrazol, mig a lila egy extrém piacot ir le, ahol csak trendkoévetsk
kereskednek.

A B2l és[3.3] abra tizenete hasonld. A kereskedsk aranya szerint a kék gorbe
megfelel a . abra bal oldalanak, a sarga gorbe pedig a jobb oldalanak. Erde-
kes, hogy a modelliink a fundamentélis értékfolyamat specifikaciojatol fliggetleniil
eredményezhet egy- vagy tobbmoduszi eloszlasokat is. Az egydimenzios specifikicio
esetén analitikusan is vizsgalhatjuk a kétmoduszusag megjelenését: a két modusz
akkor jelenik meg, amikor a —os stirtiségfiiggvény nullabeli masodik derivaltja
negativbol pozitivba valt. Ebbdl adodik a kdvetkezs
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Trend indikator stiriiségfiiggvényei

4
pf=0.9, pc=0.1
35+ p;=03,p, =07+
pf=0.1,pc=0.9
3t ——p=0p,=1 |-
25 7
2 - 4
1.5 7
1 - 4
0.5

-1 -0.5 0 0.5 1
trend indikator, x

3.3. abra. A trend indikator invaridns striségfiiggvénye az egydimenzids,
nemlinearis specifikicié esetén (-68 egyenlet) kiilonb6z6 populéacios ara-
nyok mellett. A — populécidés ardnyokon kiviili — paraméterek megegyeznek az
abraban hasznaltakkal.

3. Allitas. A (3.14)-0s SDE dltal definidlt egydimenzids, nemlinedris specifikdcio

esetén az x(t) trend indikdtor invaridns eloszldsa eqgymdoduszi, ha:

B (peae — prag) < % (C3)

Bizonyitds. Lasd Fiiggelek [A2] O

A —as feltétel azt mutatja, hogy a trend indikator akkor mutat kétmodu-
sz viselkedést, amikor a trendkovetd (technikai) keresked6k dominalnak a piacon
a fundamentéalis kereskedékkel szemben. Vegyiik észre tovabbé, hogy ez a —as
feltétel megegyezik az (1| allitas stabilitasi feltételével. Ez a formalis egyezés
azt sugallja, hogy a nemlinearis modellben megjelend kétmoduszu invarians eloszlas
tulajdonképpen az instabilitdsnak egy enyhébb forméja.

Amig a fundamentalis keresked6k vannak tulsilyban, addig a visszahtuzo hata-
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sukkal stabilizaljak a piacot, erds trendek nem alakulnak ki. Amennyiben a trend-
kovetSk piaci ereje tillép egy kritikus értéket, ugy kialakulnak a feltételei egy on-
gerjesztd buborékfijasnak. Linearis specifikicié mellett nincs ami gatat szabjon a
trendkovetsk buborékgerjesztésének, a piac felrobban. Ilyenkor invarians eloszlas
nem alakul ki. A nemlinearis specifikicio erds kialakult trend esetén is gatat szab a
trendkovets kereskeddk tulkeresletének, és ezzel a buboréknak. Ilyenkor az arfolyam

kozepes ersségii emelkedd és csokkend trendek zajos, kvazi-periodikus sorozata lesz.

3.4. Empirikus eredmények

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az egyszertisitett (egydimenzids, nemlineéris) mo-
dellben az x(t) trend indikator eloszlasa karakterisztikusan kiilénboz6 lehet (lasd
. abra). Most megvizsgaljuk, hogy ennek a mennyiségnek az eloszlasa hogyan
alakul két valos pénziigyi termék esetén. Els§ példank az SP500 részvényindex, ami
az empirikus munkakban elterjedt valasztas. Ez egy érett piacot reprezental, ahol a
valos fundamentéalis érték becslésével rengetegen foglalkoznak (példaul Abarbanell
¢és Bushee (1998) és Richardson és tsai. (2010)), ennek megfelelen a fundamentalis
kereskedési stratégia silya jelentGs a technikaihoz képest. A masik végletet a Bit-
coin arfolyamén keresztiil vizsgaljuk. Ezen a piacon vitatott és nehezen mérhets a
termék fundamentélis értéke (Cheah és Fry (2015) példaul amellett érvel, hogy a
Bitcoin fundamentélis értéke nulla, mig Hayes (2019)) hatarkoltség alapt modellje
annak tobb ezer dollaros értékével is Gsszhangban van), ezért tgy gondoljuk, hogy
itt a technikai elemz6k dominalnak.

Mindkét iddsor esetén napi zaréarfolyamokat hasznaltunk. Az adatsorok egysé-
gesen 2010.07.19-én indulnak és 2020.01.16-ig tartanak. Osszhangban az elméleti
modelliinkkel, kiszamitottuk az arfolyamok s(t) = log (S (t)) logaritmusat, majd
ezek mozgoatlagat. A mozgoatlagképzéshez mindkét idGsor esetén az egyenlet
diszkretizalt alakjat hasznaltuk:

m(t+ At) = (1 — %At) m(t) + ls(t)At

T

ahol At = 1 nap, 7 = § év és az m(t) kezdSértékét onkényesen a kezdeti s(t)-nek

valasztottuk. Az onkényes vélasztéas hatasat kikiiszoboltiik azzal, hogy az idGsor elsé
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egy évét nem vettiik figyelembe. Végiil minden napra kiszamitottuk az z(t) trend
indikétor értékeket (lasd (3.5)-os egyenlet).

A B4 abra mutatja empirikus eredményeinket. A bal fels6 blokkban az SP500
logaritmizalt arfolyamat, és a szamitott mozgoatlagot latjuk. A jobb fels6 blokk-
ban ugyanezt mutatjuk a Bitcoin esetén. Az als6 blokkokban az x(t) trend indika-
torok sztenderdizalt empirikus strtségfiiggvényét (hisztogramjat) dbrazoljuk a két

termékre.

SP500 BTC
o
- o
@
& ~ 7] & ©
g ] 8 <« A
RN i
o N o N
N —— (log) arfolyam o —— (log) arfolyam
S . —— mozgbatlag a4 —— mozgbatlag
T T T T T T T T T T
2012 2014 2016 2018 2020 2012 2014 2016 2018 2020
t[év] t [év]

arany
arany

X (trend indiké&tor) x (trend indikéator)

3.4. abra. SP500 és Bitcoin arfolyama és mozgoatlaga, illetve a trend indiké-
tor empirikus a hisztogramjai.

Mindkét iddsor erdsen emelkedd volt a vizsgalt idGszakban, de a hosszutava
trendhez képesti kilengések a Bitcoin esetén hangsulyosabbak, és jobban tetten ér-
hets a kvaziperiodikus mintézat. A hisztogramok is mutatjak a két idésor kiilonbo-
z0ségét. Az SP500 esetén egy egymodusza eloszlast latunk, ami a 3.3l abra piros
gorbéjére emlékeztet. A Bitcoin hisztogramja strukturaltabb eloszlasra utal, jelle-
gében a 3.3l abra sarga gorbéjére emlékeztet. A megfigyelt karakterisztikak a két

piac esetén 6sszhangban vannak modelliink alapjan megfogalmazott varakozéasaink-
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kal. A javasolt statisztikai eljaras tehéat alkalmas lehet arra, hogy érett, és technikai

elemz@k altal uralt piacokat megkiilonboztessiink egymaéastol.

3.5. A profitabilitas kérdése

Ez a szekcio egy kiegészités a Bihary és Vig (2020) tanulmanyhoz. Ebben a ki-
egészité pontban megvizsgaljuk a kereskedSk hossza tava profitabilitasat, és ezen
keresztiil az ebben a fejezetben felvazolt modell egy gyengeségére hivjuk fel a figyel-
met. Tegyiik fel, hogy a kereskedk ¢t = 0-ban egy tetszéleges W;(0) > 0 indulo
tékével rendelkeznek, melyet onfinansziroz6 modon befektetnek az S(t) kockazatos
eszkozbe és egy bankbetétbe. Annak érdekében, hogy egyszerii legyen a modelliink,
a befektetdk Z;(t) tulkeresletét azok befektetési aranyaként is értelmezzik, azaz
minden ¢ id6pontban a portfoliojuk Z;(t) részét a kockazatos eszkozben tartjak,
mig 1 — Z;(t) részét bankbetétben. Felhasznalva az onfinanszirozast, és feltételezve,
hogy a bankbetét kamatlaba r = 0, felirhatjuk a befekteték W;(t) vagyonanak a

dinamikajat:

dS(t dS(t
awy (1) = 2w, By (1 w0 -0ar = z w0 B8 5.0
S5(t) S(t)
ahol S(t) = e*®. A (3.16) dinamika mogétti intuicié az, hogy az onfinanszirozoé
portfolio értékfejlédése az egyes részek értékfejlédésének oGsszegeként adodik. Az
Z;OW; ()
S(t)
val egyenls, majd erre szorzunk ra dS(t)-vel, azaz a részvény pénzbeli értékének meg-

Osszeg els6 tagjanak tényezGje a portfolibban 1évé részvények darabszama-
valtozaséval. Az Ssszeg mésodik tagjanak (1 — Z;(t))W;(t) tényezGje azzal egyenld,
hogy mennyi pénz van ekkor bankbetétben, majd ez kamatozik a feltételezett r = 0
rataval.

A befektetsk profitabilitdsat azok hosszi tava varhaté loghozamaval azonositjuk:

log W;(T") — log W;(0
I, = lim £ |22 il )T WO}
—00

(3.17)

A linearizalt specifikacio esetén (3.17)) analitikus eredményekkel tudunk szolgalni

a profitabilitasra:

4. Allitas. Tegyiik fel, hogy a linearizdlt modell — azaz amelyet a (3.13) linedris
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két dimenzios dinamika ir le — esetén (C1)) és (C2)) is fenndll. Tegyiik fel tovdbbd,
hogy a befektetdk vagyona a (3.16|) dnfinanszirozé dinamikanak megfelelden fejlddik.
Ekkor a befektetok (3.17) profitabilitdsa:

2 2 20, 0 2
Iy = BpsaiE [ul] — Bpeicos B [usiog] — f E [ul]
) ) ,O/l o, 5
HC = 5pCaCE [xoo} — 5pfafacE [U,OOZIZOO] — 52 E [xoo}
Bizonyitds. Lasd Fiiggelek [A.2] O

A4 allitasban felirt profitok segitségével felirhatjuk a fundamentalis és a trend-

kovets kereskeds hosszu tava profitjanak kiilonbségét:

-
Hf—HC:GSUS(

aZE [23,] — oG E [ul]) + (py — pe) Bopa E [usstiod] +

+ 6 (prafE [ul] — pealE [22]) (3.18)

Bar nem szabad elfelejteni, hogy maguk a momentumok is fiiggnek a py és p.

populécios aranyoktol, az elsérend hatasokat ([3.18]) esetén megvizsgélva az latszik,

hogy
0 (Hf — HC)

d(py — pe)

azaz annak a kereskeddnek lesz hosszi tavon nagyobb profitja a kettd koziil, amelyik

>0

erGsebb jelenléttel bir a piacon. Ez azért sajnalatos, mert ha a keresked6k populé-
cios aranyat endogénné tennénk ugy, hogy a vagyonaranyukkal azonositjuk, akkor
egy olyan modellt kapnank, amelyikben hosszii tavon az egyik kereskedd végérvé-
nyesen dominénssa valna a masikkal szemben. Azaz a modellben hosszi tavon még
statisztikai értelemben sem tud kialakulni egyenstly a két relevans kereskedd tipus
kozott — egy versenyzé piacon az egyik akir végérvényesen kiszorithatja a maésikat.

Kérdés, hogy milyen realisztikus piaci hatés teremtheti meg az egyensulyt a kii-

16nb6z8 stratégiat kovets szereplk kozott. A kovetkezd fejezet célja egyrészt egy
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altalanosabb piaci modell felirdsa, masrészt kisérletet tesziink egy olyan modell fel-
irdséra, ahol realisztikus verseny alakul ki a kereskedk kozott. Egy olyan modellt
fogunk felirni, amelyben a populécioés ardnyokat endogenizaljuk, és egy — a volatili-
tasban megjelens — j hatasnak koszonhetSen hosszu tavon kialakul az egyensiily a
kereskeddk kozott.
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4. fejezet

Piaci heterogenitas és endogén

volatilitas

Ennek a fejezetnek az a célja, hogy egy olyan modellt vazoljunk fel, amely megoldast
nyujt az el6z6 fejezet végén targyalt, hosszu tava profitabilitassal kapcsolatos prob-
léméra. Egy olyan 1j, realisztikus hatast fogunk megjeleniteni az el6z6 modellhez

képest, amely ,biinteti” azt a kereskedd6t, amelyik dominanssé valik a piacon.

Ebben a fejezetben szakitunk a heterogén agens irodalomban szokésos konstans
volatilitassal, és azt feltételezziik, hogy az aktiv kereskedésbdl fakado piaci kereslet-
kinalati egyensilytalansag megjelenik kozvetleniil a volatilitasban is; minél nagyobb
a pillanatnyi egyensiilytalansag, annal nagyobb a volatilitas is. Ez az endogén vola-
tilitas hatas megoldja az el6z6 fejezetben megjelens problémét: egyik kereskeds sem
tud a masik felett hosszu téavon végérvényesen elhatalmasodni. A sztochasztikus
volatilitasnak koszonhetGen tovabba a hozamok eloszlasa vastag széld lesz, amely

alapvet§ elvaras és iidvozlendd egy sztochasztikus pénziigyi modell esetén.

Az endogén volatilitas hatason kiviil ebben a fejezetben tobb ponton is egy joval
altalanosabb modellkeretet targyalunk az elézd fejezethez képest. A piacon t6bb
kockazatos eszkozt is megengediink. A kereskeddk piaci sulyat a vagyonaranyokkal
azonositjuk, melyek igy maguk is a kereskeddk stratégiajatol és a kockazatos eszko-
zok aralakulasatol fiiggs sztochasztikus folyamatok lesznek. Tovabbé a keresked&ket
befektetési alapokként kezeljiik, és igy 4j hatasként megengedjiik, hogy a mogottes

befektetk atcsoportositsak a vagyonukat a kiilonb6zd alapok k6zott.
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A fejezet végén részletesen vizsgalni az altaldnos modell egy nagyon specialis
esetét fogjuk csak. Az altalanos modell felirdsa ezért akar oncélunak, foloslegesen
bonyolultnak is ttinhet. Véleményiink szerint azonban az altalanos modellnek 6nma-
gaban is van értéke. Egyrészt egy sokdimenzios sztochasztikus dinamikai rendszer
felirdsa nem trivialis modellezési feladat. Masrészt egyértelmiivé valik, hogy az alta-
lanos modellben egy-egy fiiggvényvalasztéssal vagy endogenizéilassal milyen tovabbi
érdekes hatasok valhatnak vizsgalhatova egy késébbi kutatas soran.

A fejezet szerkezete a kovetkezd. A szakasztol kezdve ismertetjiik az altala-

c stz

a trend kovetd és az indexkovets versenyének eredményeit ismertetjiik.

4.1. A piaci suly dinamikaja

A kovetkezskben a piaci suly (piaci erd) dinamikajat irjuk fel a legaltalanosabb
esetben. A modell alapgondolata az, hogy a piaci stulyt a befektetési alapok vagyon-
aranyaval azonositjuk. Az alapok vagyonmegvaltozasanak forrasai a kovetkezok: a
portfolioban tartott eszkozok értékvaltozasa, az alapkezelési koltség, illetve az iigy-
felek (mogottes befektetdk) vagyonétesoportositésa az alapok kozott.

Legyen a piacon n + 1 darab kereskedhet§ eszkoz, ezeket i-vel indexeljiik. A 0.
sorszamu termék a bankbetét, melynek ¢ id6pontbeli kamata r(t). A kockazatos
eszkozok pénzbeli (,dollar”) érteket jeldlje S(t) = (Si(t), .. .,Sn(t))T, illetve ezek
megvaltozasat dS(t) = (dSi(t),. .. ,dSn(t))T. A kockéazatos eszkozok infinitezimalis
id6 alatti effektiv hozamat jelslje dR;(t) = %W Mivel dS;(t) = S;(t) dR;(t), ezért

Si(t)
azt mondhatjuk, hogy az ¢ sorszami kockazatos eszkoz értékének folyamata az R;

folyamat Doléans-Dade exponenciélisaﬂ, tovabba

-1

asity=1| : . -dS(t)
0 ... St

-1

dR(t) = [diag (S(1))]

A dR;(t) = d;"(%) effektiv hozamokat is fogjuk késébb explicit médon modellezni,

egyeldre ezt azonban nem tessziik meg.

1Szokasos jeldléssel: S; = E(R;).
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Legyen a piacon m darab befektetési alap, akiket j-vel indexeliink. Egy befekte-
tikus folyamatot. A Z;(t) = (ijl(t), o Zj,n(t))T oszlopvektor i-edik komponense
azt jeloli, hogy a j befektetési alap a kezelt vagyonanak hanyad részét fekteti az
1-edik eszkozbe. ElsG olvasatra észszertinek tiinhet azzal a megkotéssel élni, hogy
Z;(t) komponensei 1-re 6sszegzédnek. Nem éliink azonban ezzel a feltevéssel, ha-
nem azt mondjuk, hogy ami vagyont az alap nem a kockazatos eszkozok egyikébe
fektet, azt definicié szerint a bankbetétbe helyezi el; azaz Z;o(t) = 1 — 17 Z;(t),
ahol 1 a megfelels hossztsagu Gsszegzd oszlopvektort jeloli. Erdemes azt is hang-
stlyozni, hogy Z;(t) barmely komponense, illetve Z;(t) is barmilyen valos értéket
felvehet, azaz feltessziik, hogy minden eszkoz korlatlanul oszthato, és megengedjiik

a shortolést, illetve a tGkeattételes pozicidkat is.

Jelolje a j befektetési alap befektetési jegyének arfolyamat V;(t). A befektetési

jegy értékének szazalékos megvaltozasa az eddigiek értelmében:

dvi(t) _ -+ .
V}(t) = Zj (t)dR(t) + (1 — Zj (t)l) r(t) dt — Cj(t) dt,

dv;(t) _ T

v T dt Z5 () ([dRE) — r(o1d) - es(t) db (4.1)

ahol ¢;(t) > 0 a j befektetési alap alapkezelési koltségét jeloli, amit a kezelt vagyon
adott szazalékdban szamol fel. A egyenlet irja le a befektetési alap kezelt vagyo-
na értékvaltozasanak passziv forrasat, hiszen az egyenlet jobb oldalan piaci hozam
jellegii mennyiségek (a kockazatos eszkozok hozama dR(t) és a bankbetét kamata
r(t)), illetve olyan mennyiségek szerepelnek, amelyek kozvetleniil a befektetési alap
dontéskorébe tartoznak (a stratégia Z;(t) és az alapkezelési koltség c;(t)). Igy a
(4.1) egyenlet valojaban a fejezet passziv vagyonfejlddését leird (2.12)) egyenlet

analogja.

Jeldlje a befektetési alapok kezelt vagyonat W (t) = (Wi (t),..., Wm(t))T, mig a
p

piaci stlyokat (vagyonaranyokat) p(t) = (pi(t), ..., m(t))T, ahol
W;(t) :
p]( ) 1TW(t)7 vj I 7m ( )

Mivel W;(t) > 0 minden j-re és t-re, ezért p;(t) € (0,1) minden j-re és t-re.
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A kezelt vagyon exogén valtozasat az okozza, hogy az tigyfelek (mogottes befek-
tetsk) a kiilonbozs alapok kozott mozgatjak a befektetésiiket. Ennek egy egyszeri
modelljét targyaltuk a fejezetben aktiv vagyondtcsoportositds néven. A be-
fektetések atcsoportositasara vonatkozo dontést az alapok megfigyelt teljesitménye
vezérli. Feltessziik, hogy minden ¢ iddpillanatban minden j befektetési alap W;(¢)
kezelt vagyona x(t) > 0 intenzitéssal elszivarog (azaz infinitezimélis értelemben
k(t)W;(t) dt dollar), és a befektet6k potencialisan egy masik befektetési alapke-
zel6hoz csoportositjak azt at. Bar a k(t) atcsoportositasi intenzitas lehetne akar
befektetésialap-fiiggd is, itt most ugy gondolunk ra, mint a piac egészét jellem-
z6 paraméter, ami azt mutatja meg, hogy a befekteték sokasaga atlagosan milyen
intenzitassal gondolkodik el azon, hogy a vagyonét egyik befektetési alapbol a méa-
sikba allokélva at. Ennek megfelelen tehat x(t)1T W (¢) dt dollarnyi kezelt vagyon
oszlik szét a befektetési alapok kozott valamilyen g(t) = (q1 (t),... ,qm(t))T — azaz
befektetésialap-fliggd — ardnyszamok szerint, amelyekre minden ¢ és j esetén teljesil,
hogy ¢;(t) > 0 és 17q(t) = 1. A q(t) ardnyszdmok valamilyen teljesitménymuta-
totol fiiggnek, amit ezen a ponton nem modelleziink. Jelolje dN;(t) a j befektetési
alap t idépontbeli vagyonvaltozasat, amely az aktiv vagyonatcsoportsitasbol fakad.

A (2.14) egyenlet analogjaként kapjuk tehat forméalisan:

AN;(t) = —k()W;(t) dt + q;(t)s(t) 1T W () dt = k(1) [q; (1)1 T W (t) — W;(t)] di

AN;(t) = s(t) 1T W (t) [q;(t) — p;(t)] dt (4.3)
P g(t)

AN, (1) = W, (£)(0) (pj 0 1) dt

dN;(t) el6jeles (infinitezimalis) mennyiség; elGjele g;(t) — p;(t) elGjelével egyezik
meg. Azt is észrevehetjiik, hogy ez a dinamika inherens médon kézépre huzo: ha a
J befektetési alap p;(t) piaci stlya kicsi, akkor még egy viszonylag kicsi, de p;(t)-nél
nagyobb ¢;(t) aranyszam is pozitiv egyenlegti vagyonatcsoportositast jelent. Nem
tud azonban a folyamat ,elszallni”. Mig ¢;(t) = 1 minden ¢-re nyilvan pozitiv egyen-
legii vagyonatcsoportositast jelent a j befektetési alap szamara, ahogy egyre tobb
vagyon akkumulalodik néla, agy p;(t) is né, és igy dN;(t) egyre kisebb és végiil
zérus lesz, ahogy p;(t) 1-hez kozeledik. Erdemes azt is meggondolni, hogy a (4.3

egyenlet korrekt abban az értelemben is, hogy pénz nem vész el és nem is termel6dik
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a rendszerben, azaz ) 7" | dN;(t) = 0, hiszen

m

> dN;(t) = k() 1TW(t) [17q(t) — 1Tp(t)] dt =0,

Jj=1

ahol felhasznaltuk, hogy 17¢q(t) = 1"p(t) = 1.

A j befektetési alap W;(t) kezelt vagyonanak a megvaltozasa a passziv vagyon-
fejlédés és az aktiv vagyonatcsoportositas Osszegeként adodik, figyelembe véve, hogy
a passziv vagyonfejlédést szézalékos értelemben, mig az aktiv vagyonatcsopor-
tositast dollar értelemben irtuk fel:

dV;(t)

V;(t)

dW;(t) = Wy(t) [Z] (t) dR(t) + (1 — 17 Z; (1)) r(t) dt — c;(t) dt] +
+ ()1 W(t) [g;(t) — p;()] dt

dW;(t) = W (1) +dN;(t)

=Z] (t)dR(t) + (1 — 17 Z;(t)) r(t) dt — c;(t) dt + k(t) (i((g — 1) dt
(4.4)

Miutén a keziinkben van a j befektetési alap W;(t) vagyonanak dinamikéja, a
piaci sily -beli definicidja és [to6 lemmaéaja alapjan felirhatjuk a j befektetési
alap piaci stlyanak dinamikajat. Ehhez elGszor vezessiik be a Z(t) jelolést arra a
matrix értéki sztochasztikus folyamatra, amelyet ugy kapunk, hogy a 7 =1,...,m

befektetési alapok Z; (t) befektetési aranyait egymas ala irjuk, azaz

Z!(t) Zia(t) ... Zia(t)
Z(t) = : = : : ,
Z!(t) Zmi(t) oo Zpa(t)

ahol Z(t) minden ¢ id6pontban egy R™*™ matrix. Jelolje tovabba (R) () méatrix
értéki folyamat az R folyamat kvadratikus variaciojat, illetve d (R) (t) ennek meg-

valtozasat. Ennek a matrix értékd sztochasztikus folyamatnak a (i, k) eleme az R
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folyamat ¢ és k komponenseinek kereszt-kvadratikus variacidjaval egyenld:

d(Ry,Ry) (t) ... d{(Ry,Ry,)(t)
d(R) () = : " :
d{Ry, Ri) (t) ... d(Rn,Ry,)(t)

Ezekkel a jelolésekkel fel tudjuk irni a j befektetési alap piaci sulyanak dinamikajat
a (4.2) egyenlet Ito-differencialasaval:

(0= 175 ) O
dp;(t) = p;(t) (Z] (t) — p" (1) Z(t)) (dR(t) — r(t)1dt) — p;(t) (c;(t) —p' (t)e(t)) dt
+ (1) (q;(t) — pi(1)) dt — p;(t) (Z] (t) — pT () Z(t)) d(R) () Z " (t)p(t)
dp;(t) = p;(t) [Z] (t) = p" () Z(t)] [dR(t) — r(t)1dt — d(R) (t)Z " (t)p(t)]
—p;(1) [¢;(t) = pT(D)e(t)] dt + w(t)[g;(t) — p;(t)] dt

(4.5)

A egyenlet els§ — harom tényezds — tagja (Hofbauer és Sigmund, [1998) rep-
likdtor dinamikajanak egy pénziigyi piacokra felirt specifikicidja. Az idézett miihoz
képest a sztochasztikus kiterjesztés pedig tekinthets (Cabrales, 2000) sztochasztikus
populéciés arannyal vett skalazas egy tipikus jellemz&je a replikator dinamikanak.
Az els6 tag masodik, [Z;(t) — p'(t)Z(t)] tényezsje szemléletes tartalma: ez a j
befektetési alap portfolidvektordnak kiilonbsége a piaci atlagos portfolibvektorhoz
képest. A harmadik tényez6 egyrészt a dR(t) — r(t)1 piaci hozamprémiumbol all,
illetve a sztochasztikus dinamikanak koszonhetGen megjelenik a kvadratikus varia-
ciobol ereds d (R) (t)Z" (t)p(t) piaci stlyaranyokkal stlyozott drift-tag.

Késébb sokat fogjuk vizsgélni a dinamika egy olyan speciélis esetét, ahol
mindossze m = 2 befektetési alap van. Ekkor valojaban egyetlen egyenlet leirja a
vagyonaranyok alakulasat, hiszen py(t) = 1 —pi(t), illetve qo(t) = 1 —q1(t). Igy ezen
valtozok esetén el is hagyhatjuk a j also indexet, azaz legyen pi(t) = 1—po(t) = p(t),
illetve ¢1(t) = 1 — qo(t) = q(t). Ezekkel a jelolésekkel m = 2 esetben a vagyonarany
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dinamikaja a kovetkezs lesz:

dp(t) = p(t)(1 = p(t)) (Za(t) — Zo(t)) ' (dR(t) — r(t)1dt — d(R) ()27 ())p(t))
—p(t) (1 —p()) (er(t) — c2(t)) dt + k(1) (at) — p(t)) dt (4.6)

A egyenletben tébb érdekes motivum is megjelenik. Egyrészt el6bukkan
a p(t)(1 — p(t)) szorzat, ami p(t)-nek egy olyan kvadratikus fiiggvénye, amelynek
maximuma p(t) = 3-ben van, és p(t) = 0 vagy p(t) = 1 esetén is nulla az értéke. Ez
egyrészt utal arra, hogy a vagyonarany akkor valtozik leggyorsabban, amikor a két
befektetési alap egyenrangu (azaz p(t) ~ 1), masrészt azt is mutatja, hogy a p(t)
folyamat nem tudja elhagyni a (0, 1) intervallumot

Kovetkez§ jellegzetesség, hogy megjelenik a két szerepld portfoliovektorainak a
(Z1(t)— Z,(t)) kiilonbsége a piaci hozam jellegd mennyiségek (dR(t)—. .. ) szorzoté-
nyezdjeként. Ez intuitiv, hiszen ha példaul egy eszkoz hozama pozitiv, akkor nyilvan
annak a befektetési alapnak fog néni a vagyonaranya, amelyik nagyobb poziciot vett
fel az eszkdzben. Hasonloan megjelenik az alapkezelési koltségek (c1(t) — co(t)) kii-
16nbsége, amely szintén intuitiv, hiszen — egyediil ezt a hatast figyelembe véve —
annak a befektetési alapnak csokken a vagyonaranya, amelyik nagyobb alapkezelési
koltséggel dolgozik.

A p(t) folyamat esetén bizonyos esetekben kényelmetlenséget okoz az, hogy ter-
meészetébdl fakadoan nem léphet ki a (0, 1) intervallumbol. Ez egyrészt az dbrazolés
szempontjabol problémas, hiszen a nulla és az egy kozelében kis megvaltozas is va-
l6jaban sokat jelent egyik vagy masik szereplének, masrészt numerikus szempontbol
is nehezséget okozhat az, hogy egy folyamat csak korlatos intervallumban mozoghat.
Ezeket a problémékat orvosolandé vezessiik be az m = 2 esetben a p(t) folyamatnak

a logit-transzformaltjat:

y(t) = log (1 ﬁ(;)(t)) = pt)= ﬁ

A logit fliggvény egy szigoriian monoton névekvd, paratlan fiiggvény, amely a (0, 1)

intervallumbol képez R-be. Az y(t) folyamat igy p(¢)-hez hasonléan értelmezhetd
abban az értelemben, hogy az 1l-es szdmu befektetési alapnak akkor nagy a piaci

stlya, ha y(t) nagy, illetve akkor kicsi, ha y(t) kicsi. Tovabbra is igaz az, hogy
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m = 2 esetén egyetlen y(t) = yi(t) folyamattal leirhaté a populaciés dinamika,
hiszen a p;(t) + po(t) = 1 Osszefiiggéshez hasonloan itt az y; (t) + y2(t) = 0 all fenn,
melybdl az is kovetkezik, hogy a természetes ,kozepe” a folyamatnak az % helyett a

nulla lesz. 1td6 lemma&ja alapjan a logit dinamikaja:

B 1 1 2p(t) -1
d(t) = p(t)(1—p(t)) dp(t) + 2 (p(t)(1 — p(t))2d ) ()
dy(t) = (Z] (t) — Z, (t)) (dR(t) — r(t)1dt) (4.7)

_ % (Z] (t)d(R) (t)Z:(t) — Z; (t)d (R) (1) Zs(t))

— (ca(t) — ca(t)) dt + w2 =p) 4,

Szembeting, hogy a logit valoban egy természetes transzformaltja a p(t) vagyon-
aranynak, mert a egyenletben a jobb oldalon az els6 harom tagban kozvetleniil
meg sem jelenik y(t) (sem p(t)), azaz sikeriilt kitranszforméalni a piaci er6 hatéasat a
dinamikabol. Egyediil a negyedik, a x(¢) (... ) aktiv vagyonatcsoportositasi tagban
jelenik meg tovabbra is kozvetleniil a piaci er§ hatasa a p(t)-n keresztiil. Egy érdekes
megfigyelést tehetiink tovabba, ha felirjuk a V;(t) befektetési jegy érték logaritmusa-
nak a dinamikéjat. Legyen tehédt v;(t) = log (V;(t)). Ito lemmaja értelmében dv;(t)

egyediil a megjelend kvadratikus variacios tagban kiilonbozik d‘Y?((tg)—tél:
J

LA 14w
W=V v

1
dvj(t) =r(t)dt + ZjT(t) (dR(t) — r(t)1 dt) — 5 ]-T(t)d (R) (t)Z;(t) — c;(t)dt (4.8)
A (4.7) és (4.8) dinamikakat Gsszehasonlitva latszik, hogy m = 2 esetben a p(t) piaci
saly y(t) logit transzformaltjanak megvaltozasa egyszerien a két befektetési alap
befektetési jegy log-értékének megvaltozasa kiilonbségeként adodik, plusz az aktiv
vagyonatcsoportositasbol ereds tag:

dy(t) = dvy(t) — dva(t) + K(t) dt (4.9)
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4.2. A piaci Armechanizmus

Ebben a szakaszban a kockazatos eszkozok S piaci arfolyaménak dinamikajat fogjuk
tisztazni. Legaltalanosabb modelliink az, hogy az S folyamat az R Ito-folyamat
Doléans-Dade exponenciélisa — azaz dS(t) = diag (S(¢)) dR(t) —, ¢és igy maga is

[to-folyamat. Komponensenként felirva:

dsi(t)

Sz(t) - de(t) - /'LZ(t) dt + o'i—r(t) dB(t)a 1= 1, o, n (410)

ahol p;(t) skalar értéki sztochasztikus folyamat az ¢ eszkoz driftje,

oi(t) = (ia(t). - 00a(t)

Ré-dimenzios vektor értékii sztochasztikus folyamat az i eszkoz volatilitdsvektora,
mig B egy d-dimenzios sztenderd Brown-mozgést jelol, amelynek komponensei fiig-
getlenek, dB(t) pedig ennek a Brown-mozgasnak a megvaltozasat jeloli. A teljes
modell igy

diag™" (S(t))dS(t) = dR(t) = p(t) dt + 3(t) dB(1),

ahol p(t) = (,ul(t),...,,un(t))T és 3(t) ugy &ll els, hogy a o (t) sorvektorokat

egymas ala irjuk, azaz

O'I(t) 0'1’1<t> RN Ul,d<t>

(1) Oni(t) .. opalt)

ahol X(¢) minden ¢ id6pontban egy R™ ? matrix. Ezekkel a jelolésekkel az els-

;;;;;;

z6 szekeio szerinti R folyamat kvadratikus variaciojanak megvaltozasa d (R) (t) =
S()XT(t) dt lesz.

A kovetkezGkben eszkozonként irjuk fel az ardinamikat, a fejezetben bemu-
tatott permanens egyensulytalansdgi elvnek megfelelGen. Mivel a egyenletben
mind a drift, mind a volatilitas sztochasztikus, ez lehetGséget teremt arra, hogy ezek-
ben endogén hatasokat vegyiink figyelembe. Alapfeltevésiink az, hogy a drift és a

volatilitas is az adott eszkoz piacan kialakult piaci egyensilytalansag fliggvénye.
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A piaci egyensulytalansagot az aktiv kereskeddk atlagos pozicioja (kereslete) és a

kinalat kiilonbségeként definialjuk:

m

Di(t) = Zi(t) = Si(t) =Y pi(t) Z;a(t) — Si(t) (4.11)

=1

ahol Z;(t) = > 1 pi(t)Z;i(t) az i eszkézben felvett atlagos pozicié nagysaga, mig
Si(t) a pillanatnyi kinélat értéke. Hasonloan definialt piaci egyensilytalansagot
lathatunk példaul Beja és Goldman (1980) vagy Chiarella és tsai. (2009) perma-
nens egyensulytalansagi modelljeiben, amelyeknek ez a modell is kozeli rokona. Az
ardinamikaban tehéat a drift és a volatilitas is kozvetlen fiiggvénye a D;(t) egyen-

salytalansédgnak:

1i(t) = pi + Bi(Di(t) és oi(t) = %(Dilt) o0 =

d;; ét)) = dR;(t) = (ui +5; (Di(t))) dt +v(Di(t)) - o] dB(t),

—

ahol B; : R — R és 7; : R — R fiiggvények, p; > 0 és o; € R? konstansok.
A p; > 0 nemnegativ drift azt a névekedési iitemet jeloli, amellyel az i kockézatos
eszkoz varhatdéan névekszik akkor is, ha az adott eszkoz piacan pillanatnyi egyenstlyi
helyzet all fenn. A o volatilitasvektorok teremtik meg a korrelaciostrukturat az
eszkozok kozott. Ezt a korrelaciostruktirat idében konstansnak — és igy nyilvan

determinisztikusnak — feltételezzik.

A driftben szerepld §; fiiggvényrdl azt tessziik fel, hogy monoton névekvs, foly-
tonosan differencialhatoé és (3;(0) = 0. Az intuici6 az, hogy amennyiben a piaci
szereplok Z;(t) atlagos pozicidja nagyobb (kisebb), mint az S;(t) kinalat, akkor az
arfolyam varhatéan pozitiv (negativ) irdnyba mozdul el a p; > 0 varhaté novekedeési

iitemhez képest.

A volatilitas allapotfiiggését testesiti meg a v; : R — R fiiggvény. Allapotfiiggs
volatilitasra a heterogén dgens alapi irodalombol nem tudunk példaval szolgalni. A
tagabb értelemben vett pénziigyi irodalomban a sztochasztikus volatilitas természe-
tes, lasd példaul a Heston féle opcivarazasi modellt (Heston, |1993). Ezzel szemben a
heterogén agens modellek kizarolag a drifttel foglalkoznak. Olyannyira igaz ez, hogy

hasonlé témajua cikkek (lasd példaul He és tsai. (2019)) osszefoglalo irasat) analitikus
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eredményekkel csak a modellek determinisztikus csontvdza esetén tudnak szolgal-
ni. Esetlinkben a ; fiiggvénnyel a cél egy olyan modell targyalasa, amelyben a
volatilitas allapotfiiggdsége realisztikus, és a sztochasztikus modell esetén is tudunk

(kvéazi)analitikus eredményekkel szolgélni.

A volatilitasban szerepls ; fiiggvényrdl azt tessziik fel, hogy folytonosan diffe-
rencialhato, v;(z) > 0 Vo € R esetén, illetve x < 0 esetén monoton csokkend, mig
x > 0 esetén monoton novekvs. A feltételek mogotti intuicio a kovetkezs. A fligg-
vény helyettesitési értékétdl elvarjuk, hogy mindig pozitiv legyen, azaz egyrészt ne
tlinjon el soha a volatilitas, masrészt a volatilitas esetén egy elGjelviltas matemati-
kai szempontbol problémés lehet, igy azt szeretnénk elkeriilni. A két monotonitési
feltétel azt fejezi ki, hogy a volatilitas akkor nagy, amikor a piaci szereplék atlagos
pozicidja (kereslete) szamottevSen eltér a konstans S; kinalati szintt6l, azaz a piaci

egyenstlytalansidg abszolut értéke nagy.

A konkrét specifikacionkban a drift esetén a[3] fejezetben targyalt Bihary és Vig
(2020)) cikkhez hasonloan egy linearis hatést feltételeziink: f5;(x) = Bz, 5; > 0. A 5;
paraméter hatarozza meg az arjegyz6i mechanizmus endogén drhatésanak erGsségét:
minél nagyobb [;, annal erésebben nyilvanul meg a piaci egyensiilytalansidg hatasa

az arfolyam varhaté megvaltozasaban, azaz a driftben.

Az endogén volatilitas esetén egy természetes vélasztés az abszolut érték fiigg-
vény lenne: v;(z) = v;|x|. Ez a fiiggvény azonban egyrészt nem szigorian pozitiv
(hiszen 7;(0) = 0), masrészt nem differencialhaté az x = 0 pontban, amely felté-
telre azért van sziikségilink, hogy analitikusan konnyebben kezelhets sztochasztikus
folyamatot kapjunk. Ezért egy olyan fliggvényt valasztunk, ami tekinthet§ az ab-

szolutérték fliggvény folytonosan differencidlhaté valtozatanak is:

vi(x) = /147222, 7% >0 (4.12)

(4.12) egy paros fiiggvény, amelynek minimuma (y; > 0 esetén) a nullaban ~;(0) = 1,
és x > 0 esetén v;(z) linearis rendben né és v/(x) ~ 7;, mig z < 0 esetén linearis
rendben csokken és /() &~ —v;. A paraméterezést tekintve a ; > 0 skdlaparaméter
— pontosabban az % — szabalyozza azt, hogy mekkora piaci egyensulytalansiag esetén
kezd a volatilitas allapotfiiggése relevans lenni. ; = 0 valasztassal az allapotfiiggés

kikapcsolhato.
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A B; és ~; specifikaciokat behelyettesitve az ardinamika tehat

dSi(t)
S;(t)

= dR;(t) = (p + BiDi(t)) dt + o] - \/1+~42D2(t) dB(t), (4.13)
Erdemes megjegyezni, hogy §; = 7; = 0 valasztéassal a modellben kikapcsolhaté a pi-
aci egyensilytalansidg hatasa mind a drift, mind a volatilitas esetén, és visszakapjuk
a Black-Scholes féle piaci modellt (Black és Scholes, [1973), amelyben az arfolyam
egy egyszerti geometriai Brown-mozgéas konstans j; > 0 drifttel és konstans o; € R?
volatilitassal.

A egyenletben megjelens d (R) (t) kvadratikus variacié matrix egy eleme
ekkor:

d(R;, Ry) (t) = o] o, - \/(1 +77D3 (1)) (1 + R Di(t)) dt

4.3. A portfoliésiulyok

Ebben a szekcioban a befektetési alapok stratégiajat, azaz a portféliosulyok alta-
lanos modelljét targyaljuk. A [B.1.1] fejezetben a portfoliostlyokat kozvetleniil de-
finidltuk, a befektetési dontést nem vezettiik vissza kozgazdasagi értelemben vett
primitiv mennyiségekre. Ebben a szekcioban (Chiarella és tsai., 2006) diszkrét ide-
ji modelljének a folytonos ideji megfelelgjét mutatjuk be, akik a portfolidsulyokat
a kereskeddk piaci vélekedésébdl szarmaztatjak. Fontos azt tisztazni, hogy a ke-
resked6k — ebben a fejezetben a befektetési alapok — jatékelméleti értelemben nem
stratégiai szerepl6k. Nincsenek tisztdban a sajat piaci arhatasukkal, a befektetési
dontésiiket a tobbi szereplétdl fliiggetleniil hozzak meg.

Jelolje a j befektetési alapnak a piaci hozam varhaté értékére vonatkozo véleke-
dését 1Y) (t), mig a volatilitdsra és a korrelacio-struktirara vonatkozoé vélekedését
i(j)(t). Mivel a kereskedének a portfélidaranyokkal kozvetlen hatésa mindossze
a befektetési jegyének értékalakulasara van, ezért elegendd a egyenlet azon
analogjaval dolgoznunk, amelyben a kereskedd vélekedéseit vessziik figyelembe az

empirikus piaci paraméterek helyett:

g T O Z7 (1) (9@ dt — r(t)1dt + SO1) dB(1)) (1) dt,
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Legyen a j kereskedd vagyonhasznossag-fiiggvénye CRRA tipust:

17113' _ 1
T ye000)\ {1}
ui(x) =9 1=V
log(x), v; =1,

ahol v; > 0 a j kereskedére jellemz6 relativ kockazatelutasitas paramétere. Jelolje
U;(t) = u, (%(t)) a j keresked$ vagyonhasznossidgat, mint sztohasztikus folyama-

tot. Itd lemmajaval adodik U;(t) megvaltozasa:
dU,(t) = ( (1—v,)U;(t) + 1) <r(t) dt — ¢;(t) dt + 2, ()29 (t) dB(1)

Z] (1) (B(t) — r(t)1) dt — %zj(t)io‘)(t) (fl(j)(t))T Z;(t) dt)

Az optimaélis portfolidaranyokat tgy kapjuk meg, hogy a befektetési alap minden
idépillanatban rovidlatd? modon a varhaté vagyonhasznossdg-novekményét maxi-

malizalja:

Z*(t) = argmax E [dU;(t) | F(t)]

Z;(t)eER™
- arg mx (270 (@) - ren) - 227 0200 (390) " 2300

— {Zj(t) eR": gO(t) — r(t)1 = ;20 (1) (§:<J‘>(t))T zj(t)}
1 [~ ~ AT\ ! .
- (zmu) (20)(15)) > (B9 () — r(t)1) (4.14)
Az optimalis portf6lio szamitasakor tehat a szamléloban jelennek meg a keres-
keds hozamvarakozasai, mig a ,nevezében” (precizebben: inverzmatrixként) a vélt
kovariancia-struktira — azaz Z;(t) a j kereskedd kockazattal korrigalt hozamvéra-
kozasaval aranyos. Az is latszik, hogy minél nagyobb a v; relativ kockazatelutasitas
paraméter, annal kisebb poziciot vesz fel a kereskedd mindegyik eszkozben. A

formula azon tul, hogy egyértelmi altalanositdasa Chiarella és tsai. (2006) diszk-

2myopic
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rét idejt, egy kockézatos eszkozre felirt formulajanak, nyilvanvalé analdgja Merton
(1969)) klasszikus cikkében felirt optimalis portfélionak is. A formula v; = 1 mellett
tekinthetd tovabba Kelly (1956)) folytonos altalanositaséanak is, aki binéris kimene-
teld fogadasok sorozata esetén keresi azt a fogadasi aranyt, amely mellett a vagyon
logaritmusanak varhaté névekedése maximalis. A Merton féle kontextusban a
formulét szokas Merton aranynak, mig a Kelly féle kontextusban Kelly kritériumnak

1S nevezni.

A keresked6k kozotti heterogenitas tehéat a v; > 0 kockazatelutasitasi paraméte-
ren, illetve a @@ (t) varhato hozamokra és $U)(t) volatilitésstruktaréra vonatkozo
varakozasokon keresztiil jelenik meg. A tovabbiakban egyszertsitésként homogén va-
rakozasokat feltételeziink a volatilitasstruktura tekintetében, illetve azt is feltessziik,

hogy ez a varakozas idében is allando:
) =2 eR™ Vj=1,....m

A kereskeddk kozotti heterogenitast igy a f1\)(t) hozamvarakozéasokban jelenitjiik
meg. Azt feltételezziik, hogy a befektetési alapok a hozamvarakozasaikat valami-
lyen piaci indikatorra alapozzédk. Ebben a fejezetben egyediil a [2.3.1] szekcidban
bemutatott trend indikdtort vizsgaljuk. Legyen az ¢ eszkoz trend indikatoréanak
dinamikaja a egyenletnek megfelelGen

1 dS;(t) 1

ahol a 7; > 0 paraméter a trend indikdtor mozgodatlagképzésének idGhorizontjat
szabélyozza. Jelolje z(t) = (z1(1),. .. ,xn(t))T. A hozamvarakozasokat a befektetési

alapok komponensenként, az adott eszkoz trend indikatora alapjan allapitjak meg:

i) = i+ a7 (1)

Ej ) € R az adott eszkdz esetén a konstans és idében allandé hozamvarakozast
()

%

ahol [
fejezi ki mig az &;”’ : R — R fiiggvény vezérli azt, hogy adott pillanatnyi trendet
mekkora varhaté hozamtobbletként értelmez a kereskeds. A tovabbiakban azzal az

egyszertsitd feltételezéssel éliink, hogy a vart hozamtobblet egyszert linearis fiigg-
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vénye a trend indikatornak:

& (zi(t)) = & - wi(t), & eR

i 7

Mivel az z;(t) trend indikator ugyanigy hozam jellegi mennyiség, mint a /lz(-j )(t)
hozamvarakozas, ezért az &Z(j) € R szam tekinthet6 a j keresked6 extrapolacios

ratajanak is.

Helyettesitsiik be az eddigieket a (4.14) formuléaba azzal a plusz feltevéssel, hogy
a bankbetét kamatlaba id6ében allando6 r(t) = r > 0:

Z,(t) = Vl (iiT)l (29 + diag (&9) (t) — r1)
= (ujfliT) - (BY) —71) + (V]’ii—r) - diag (d(j)) x(t) (4.15)

Vegyiik észre, hogy a (4.15]) kifejezés x(t)-nek egy affin fliggvénye: az Gsszeg elsd
tagja egy idében allando vektor, a masodik tag pedig x(t)-nek egy olyan specialis
fliggvénye, ahol az egylitthato-matrix diagonélis. Ezeknek a mennyiségeknek koz-

ponti szerepe lesz a késGbbiekben, ezért bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:

. ~ ~ -1
Z" = (@¥ - 1)’ (VJEET)

) N1 , Z;(t) = Z;O) + diag (a(j)) x(t) (4.16)
diag (a(J)) = (ijET> diag (d(]))

Erdemes megjegyezni, hogy Z J(-O) a klasszikus Merton-arany formuléja konstans drift
és volatilitas esetén. Ezekkel a jelolésekkel komponensenként is egyszertien felirhato

a stratégia, ami az x;(t) trend indikatornak az affin fliggvénye:

Ziat) = 29 + aP ;1) (4.17)

A j befektetési alap 7 eszkozben felvett pozicidja tehéat az adott eszkoz trend indi-
()

katoratol affin modon fiigg, ahol az «;”’ € R reakcidtényezd szabalyozza azt, hogy

milyen erésen (és milyen irdnyba) reagal a trendre a kereskedd, mig a Zi(g.) € R szam
/)

adja meg a pozicionak a nullpontjat. Az 041(] stratégiai paraméter elGjele szempont-

jabol a szokasos — lasd peéldaul 2.3] szekci6 — kanonikus stratégiak jelennek meg
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()

a modellben. «;"" > 0 esetén trendkovetd kereskedérsl beszéliink, hiszen & akkor

vesz fel nagyobb poziciot az adott eszkozben, amikor az éppen egy felfelé mutato
()
kodik, azaz példaul egy felfelé mutato trendben kis (akar negativ) poziciot vesz fel,
(4)

i

trendben van. ;"' < 0 esetén a kontraridnus kereskedd éppen ellenkezéleg gondol-

hiszen vélekedése szerint a trendnek hamarosan vége lesz. «,;”’ = 0 esetén a keres-
ked§ egyszeriien az idében allando Z](-g) € R poziciot tartja. Egy ilyen keresked&t
nevezhetiink indezkovetd kereskedének.

A stratégia agj ) 6s Z J(»z) szamokkal val6 karakterizélasa a tovibbiakban alapvetd
lesz, azaz a modell felirasban tobbet nem fogjuk hasznalni a formulaban
szereplé — varhato hozamra és volatilitasra vonatkozo — varakozasokat. Bizonyos
szerzGk — f6leg a folytonos ideji irodalomban, mint példaul He és Zheng (2010) —
a targyalasbol eleve ki is hagyjak a stratégia hasznossag-alapt meghatarozasat, és
kozvetlentl irjak fel a poziciot a trend indikator fiiggvényeként, hasonloan a (4.17))
formulahoz. Ezzel szemben a mélyebb megértés érdekében itt cél volt a diszkrét ideji
modellekben (lasd példaul Chiarella és tsai. (2013)) megszokott targyalast atemelni

a folytonos idejt modellbe is.

4.4. A piacot leir6 csatolt dinamikai rendszer

Elérkeztiink arra a pontra, hogy a korabbiak alapjan felirjuk azt a sztochasztikus
dinamikai rendszert, amelyben szereplé dinamikai valtozok esetén lehetdségiink van
valamilyen stabilités vizsgalatdra. Egy determinisztikus dinamikai rendszer esetén a
stabilitas vizsgalata altalaban allandosult allapotok, illetve periodikus, kaotikus (bi-
furkacios) jelenségek vizsgalatat jelenti. Ezzel szemben egy sztochasztikus dinamikai
rendszer esetén legjobb esetben az allapot eloszldsa az, ami allando lehet — ez az in-
varians eloszlas, ami a dolgozat korabbi részeiben is kézponti jelentségt volt. Akéar
sztochasztikus, akar determinisztikus a vizsgaland6 dinamikai rendszer, el6szor meg
kell talalni azokat a valtozokat, amelyek a rendszer allapotat leirjék, és valamilyen
allandosult viselkedést mutathatnak. Ez az oka annak, hogy a késébbi vizsgalatok
szempontjabol kozponti szerepe nem az S(t) = (Sl(t), . Sn(t))T arfolyamoknak
lesz. Az arfolyamok (lasd egyenlet) alapvetSen bolyongasszert, hosszu tavon
welszallo” viselkedést mutatnak, igy nincs remény allandoé viselkedés vizsgalatara.

Kozponti szerepe ezzel szemben az x(t) = (z1(t), . .. ,xn(t))T trend indikatorok-
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nak és a p(t) = (pi(t),... ,pm(t))T piaci silyoknak lesz. A trend indikator a (2.9))
egyenlet szerint inherens moédon kozépre hiiz, azaz van esély arra, hogy nem szall
el végérvényesen. A piaci silyok vagyon aranyok, igy nyilvanvalo, hogy egy korla-
tos halmazbol veszik fel az értékiiket, és nem képesek végérvényesen elszallni. A
modell célja pedig az, hogy egy olyan hatast vizsgaljunk — esetiinkben az endogén
volatilitast — amely meggétolja, hogy egy sikeres stratégia végleg elhatalmasodjon

egy mésikon.

4.4.1. A trend indikadtor dinamikaja

Ebben a szekcioban mindossze nyilvanvald behelyettesitéseket fogunk végrehajtani.
A konnyebb kiévethetség érdekében irjuk fel ismét a trend indikatar altalanos di-
namikajat , az endogén arfolyam dinamikat , a piaci egyensilytalansag
definiciojat és a kereskeddk portfoliosilyait :

dz;(t) = —%xi(t) dt + dR;(t) (2.9] ismét)
dR;(t) = (i + BiDi(t)) dt + o' \/1 +7?D(t) dB(t) [.13] ismét)

t) = i pi(t)Z;4(t) — Si(t) (.11 ismét)
Z;i(t) = Z( V4 aPi(0) ismét)

Ha az egyenleteket egymasba helyettesitjitk alulrdl felfelé, akkor az z;(t) trend in-
dikator sztochasztikus differencidlegyenletében megjelend dinamikai valtozo egyediil

énmaga x;(t), illetve a p(t) = (p1(t), ..., pm(t))T piaci vagyonaranyok lesznek:

dei(t) = ( t) + B (ij (Z< +al @(t)) —Si(t)>> dt+

+o] |14+72 (ij ( Z 4 al )xz(t)>—82-(t)> dB(t) (4.18)

Ezen a ponton tegyilink meg egy olyan egyszertsitést, amely a targyalast jelentd-
sen egyszeriibbé teszi. Vegyiik észre, hogy a (4.18)) egyenletben tobb olyan additiv
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konstans (y; drift paraméter, Z ](»2) atlagos pozicio nagysag, S; arjegyzdi kinalat) meg-
jelenik, amelyeket ha nullanak valasztunk, minden olyan endogén hatas tovabbra is
jelen lesz a driftben és a volatilitasban is, amelyek a modell kvalitativ viselkedését

meghatarozzak. Ezért innen ugy haladunk tovabb, hogy feltessziik, hogy
L :Z](-g) =S{t)=0 Vi=1,...,nésj=1,...,m esetén.

Ilyen jellegl egyszertisités gyakori a hasonlo irodalomban. He és Li (2012) példaul
a pozicidnagysagokat eleve ugy definialja, hogy azok nullpontja a nulla, valamint a

piaci armechanizmus esetén is nulla kindlatot feltételez.

Konstans nulla kinalat esetén a D;(t) piaci egyenstlytalansagi mérészam meg-

egyezik egyszertien magaval a Z;(t) atlagos poziciomérettel:
Dilt) = Zi(t) = Si = Zi(t) = 0= _p;(1)Z;(t) = (Z m(t)aif’) z(t) = @ ()i(t)
j=1 j=1

Az additiv konstansok kinullazaséaval tehat a (4.18)) egyenlet a kovetkezSképpen ala-
kul:

T

du;(t) = (@- imt)a?) - 1) zi(t) dt +

m 2
t+o] |14+92 <Z pj(t)a§f>> 22(t) dB(t)
j=1

drit) = (ﬁ,ai(t) 1) sty dt+ ol 1+ akat dBE)  (119)

T

ahol a;(t) = > p; (t)ozgj ) a pillanatnyi piaci vagyonaranyokkal stlyozott atlagos
reakciotényezd. Jol latszik a egyenletben, hogy az z;(t) trend indikator di-
namikija fiigg egyrészt onmagétol, masrészt az atlagos reakcidtényezén keresztiil a
piaci vagyonaranyoktol. Igy még adosok vagyunk a p;(t) vagyonaranyok dinamiké-

janak tisztazéasaval ahhoz, hogy a teljes modellt fel tudjuk irni.
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4.4.2. A piaci vagyonaranyok dinamikaja

A p;(t) vagyonaranyok dinamikéjat abban az egyszertsitett esetben fogjuk felirni,
amikor minddssze egyetlen kockazatos eszkozzel kereskednek a piacon, azaz n = 1.
A tovabbiakban tehat elhagyjuk az ¢ indexet. A p;(t)-re vonatkozo dinamikai
egyenletbe behelyettesitve a megfelels specifikiciokat, és élve az elz6 u =r = 2 j(O) =
S = 0 egyszertisits feltételezésekkel, a vagyonaranyok dinamikaja a kovetkezs lesz:

dp;(t) = p;(t) (o — a(t)) «(t) (ﬁa(t)x(t) dt + o+/1+~2a%(t)2>(t) dB(t)

—a(t)z(t)o? (1 +y*a*(t)z*(t)) dt>

= pi(®) (¢ (1) = p' ()e(t)) dt + k(t) (q;(t) — p; (1)) dt

Az egyenlet jobb oldalan az x(t) trend indikatoron és a p(t) vagyonaranyokon
kiviil (melyek az a(t) atlagos reakciotényezon keresztiil jelennek meg) az eddig nem
modellezett c¢(t) alapkezelési koltségek, r(t) vagyonatcsoportositasi intenzitas és
¢;(t) vagyonatcsoportositasi ardnyszam jelenik meg. Bar mindegyik esetén lenne
lehetGség érdekes és realisztikus endogén hatasokat megjeleniteni, ezt meghagyjuk
tovabbi kutatasi irdnynak. Ezzel szemben mindegyik esetén egyszert konstans ha-
tast feltételeziink, azaz c;(t) = ¢; > 0Vj, k(t) =k > 06s ¢;(t) = L Vj. Ag;(t) =L
konstans feltételezés annak felel meg, mintha a befektetési alapok kozott nem lenne
teljesitménybeli kiilonbség. Ez utobbi egyszertsités feloldasa és a ¢;(t) atcsoporto-
sitasi aranyszamok endogenizalasa kiilonosen termékeny taptalaja lehet egy késGbbi

kutatasnak.

A teljes modellt leir6é csatolt dinamikai rendszer n = 1 kockazatos eszkoz és
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m > 2 befektetési alap esetén tehat:

dz(t) = (B@(t) - %) () dt + o+/1+ 2a%(t)22(t) dB(t) (4.20)

dp;(t) = p;(t) (a9 — a(t)) z(t) | Ba(t)z(t) dt + oy/1 + y2a2(t)a2(t) dB(t)  (4.21)

| —

—a(t)z(t)o? (1 +~2a>(t)2*(t)) dt}

=m0 o) e+ 5= i)) a

ahol a(t) = p'(H)a és &(t) = p'(t)e. A piacot teljes egészében meghaté-
rozd konstansok az a = (a(l), e ,am) € R™ stratégiai reakciotényezdk, a ¢ =
(c(l), e ,c(m)) € R™ alapkezelési koltségek, a > 0 endogén arhatas erésségét sza-
balyz6 paraméter, a 7 > 0 trend indikidtor mozgobatlaganak idéhorizontja, a o > 0
volatilitas abszolut nagysaga, a v > 0 endogén volatilitas erGsségét szabalyzo pa-
raméter, a k > 0 vagyonatcsoportositas intenzitasi paramétere. A --os
szamu (m + 1) dimenzios sztochasztikus dinamikai rendszerben az z(t) valtozo az
egyetlen kockazatos eszkoz trend indikatora, a p(t) = (pi(t),. .., pm(t)) valtozok az
m > 2 darab befektetési alap vagyonaranyai. Mivel csak egy kockazatos eszkdz van,
és a véletlennek egyéb forrasa (mint példaul a . fejezetben a fundamentalis érték

volt) nincsen, ezért a rendszert mindossze egy Brown-mozgas hajtja meg.

Egy (m+1) dimenzi6s rendszer grafikus abrazolasa nehézkes, ezért a (4.6)) egyen-
let alapjan irjuk fel azt a dinamikai rendszert is, amelyben mindossze m = 2 be-
fektetési alap versenyez egyméssal. Ekkor a vagyonaranyok egyetlen folyamattal
leirhatok, hiszen p;(t) = 1 — pa(t), ezért ebben az esetben el is hagyhatjuk az also

indexet, azaz legyen p;(t) = p(t), amelynek dinamikaja ekkor:

dp(t) = p(t)(1 = p(t)) () = aV) a(t) (Ba(t)x(t) dt + /1 +72a2(t)22(1) dB(t)
—a(t)z(t)o? (1 +y2a>(t)2*(t)) dt)

—p(t)(1 —p(t)) (W —c?) dt +k (% — p(t)) dt (4.22)
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A pontban targyalt numerikus és abréazolasi okokbol irjuk fel a p(t) vagyon-

arany y(t) = log <1f S()t)) logit transzformaltjanak dinamikajat is a (4.7) egyenlet

alapjan:

dy(t) = (aV — a®) z(t) (5@(t):z:(t) dt + o+/T + 12a2(t)22(t) dB(t))
— % <(a(1))2 — (a(l))2> 22 (t)o? (1 + 72d2(t)x2(t)) dt

— (c(l) — 0(2)) dt — ksinh (y(t)) dt  (4.23)

A tovabbiakban a (£.20) és (4.23)) egyenletek &ltal leirt (z(t),y(t)) 2-dimenzios
sztochasztikus dinamikai rendszert fogjuk vizsgélni, ahol z(t) a piaci trend indikato-

ra, y(t) pedig a vagyonarany logit transzformaltja. A ketts koziil a trend indikator
testesiti meg a vizsgilatnak azt a dimenzidjat, amely robusztusan megfigyelhets
mennyiség a valos piacokon, és az ezzel kapcsolatos megéllapitasok akar énmaguk-
ban is empirikusan tesztelhetSk lehetnek. A vagyonarany ezzel szemben egy nehezeb-
ben megfigyelhetd mennyiség, ezért az ezzel kapcsolatos megallapitasok elsésorban
elméleti jelent&ségiiek lesznek azzal kapcsolatban, hogy hogyan alakulhat néhany
kanonikus kereskedd (trendkovetd, indexkovets és kontraridnus) versenye a piacon.
Egy empirikus vizsgalat sordn a vagyonaranyra nézve egy lehetséges proxy adatsor
az aktiv és a passziv alapok vagyonanak alakuldsa lehetne, ahhoz hasonléan, ahogy
példaul a2.2] abran mutattuk be azt.

4.5. Az endogén volatilitasi trend indikadtor onalloé

vizsgalata

Vegytiik észre, hogy az z(t) trend indikator dinamikajaban a p(t) vagyonara-
nyok egyediil az a(t) = p(t)aM + (1 — p(t))a@) atlagos reakcidtényezon keresztiil
jelennek meg. Mivel a p(t) vagyonarany egy empirikusan nem megfigyelheté mennyi-
ség, érdemes egy kis kitérs erejéig a 2-dimenziés dinamikai rendszerrdl lecsatolni és
onalléan vizsgalni a trend indikatort, mikozben a p(t) vagyonaranyt idében allan-
donak feltételezziik. Ezzel a kétdimenziés sztochasztikus rendszer egydimenzidssa

valik, melynek analatikus vizsgélata szdmottevSen egyszeribb.
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Tegyiik fel tehat e kitérd erejéig, hogy p(t) = (1 —p(t)) = p € (0,1), és vezessiik

be a kovetkezs jeloléseket:

K:_<5@_l) =l Bpa + (1-p)a®)

T

_ 2
I? =9%a" = 72 (pa' + (1 - p)al?)

Vegyiik észre, hogy az ,igazi” 2-dimenziés rendszerben K és I' is sztochasztikus,
hiszen p(t)-n keresztiil a(t) is az. Ebben a pontban azonban a trend indikator szto-
chasztikus viselkedésének mélyebb megértése érdekében tgy kezeljiik 6ket, mintha

idében allandok lennének. Az 1j jelolésekkel irjuk fel a (4.20]) egyenlet megfelelgjét:

dr(t) = —Kxz(t) dt + o+/1 + I222(t) dB(t) (4.24)

A sztochasztikus differencidlegyenlet tekinthet6 a kanonikus trend indika-
tor dinamikajat leird egyenletnek egy olyan modellben, amelyben a kereskeddk piaci
stulya idében nem valtozik, de a kereskeddk aktivitdsan keresztiil a trend indikator
maga megjelenik mind a drift, mind a volatilitas szintjén. A folyamatot definialo
harom paraméter koziil egyelére csak a volatilitas taghan megjelené kettérél éljiink
megkotéssel: legyen 0 > 0 és I' > 0. Vegyiik észre, hogy ha I' = 0, akkor egy

sztenderd — konstans volatilitast — Ornstein—Uhlenbeck folyamat:
dx(t) = —Kx(t)dt + o dB(t) (4.25)

Ha K > 0, akkor invarians eloszlasa: oo ~ N (O, %), azaz ha a folya-
matot ebbdl a normalis eloszlasbdl inditjuk, akkor a forward Kolmogorov egyenlet
(lasd Appendix értelmében minden jovébeli idépontban ez lesz a folyamatnak
az eloszlasa. Ha K > 0, akkor a drift taghan megjelenik az tgynevezett atlaghoz
visszahuzas: x(t) akar pozitiv, akar negativ, a drift a nulla felé igyekszik huzni a
folyamatot. Bar a folyamat esetén nem éliink a K > 0 feltétellel, egyels-
re érdemes annak esetében is gy gondolni a driftre, mint ami nulldhoz hizza a

folyamatot, hossz tavi stabilitast biztositva annak.

Ha o > 0 és ' > 0, akkor (4.24]) valoban egy allapotfiiggt volatilitasu folyamat.
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Ellentétben példaul a geometriai Brown mozgassal] és a CIR folyamattal| - melyek
volatilitasa szintén allapotfiiggs — a volatilitas pozitiv marad akkor is, ha z(t) = 0,
hiszen ov/1+12-0 = 0. Ez arra enged kiovetkeztetni, hogy — ellentétben a két

emlitett folyamattal — a folyamat trajektoridja metszeni tudja az idétengelyt.

Vizsgaljuk most meg a folyamat viselkedését abban a két karakterisztikus eset-
ben, ha a folyamat egy adott idépillanatban az id&tengelyhez kozel (z(t) ~ 0),
illetve ha attol messze helyezkedik el (|z(t)| > 0). Ha z(¢) ~ 0, akkor a dinamika
kozelitsleg

dx(t) ~ o dB(t)

lesz, azaz a folyamat hozzavetSlegesen tugy viselkedik, mint egy sztenderd Brown
mozgas. Ez analoég a sztenderd Ornstein—Uhlenbeck folyamattal, amely a nulla
kérnyezetében szintugy alig viselkedik egy Brown mozgastol eltérden. Ha |x(t)]| > 0,
akkor a volatilitas kozelitSleg linearisan fligg az allapottol, hiszen egy kvadratikus

kifejezés gyoke linearis. Azaz a dinamika kozelitGleg
de(t) =~ —Kxz(t)dt + ol'|z(t)| dB(t) (4.26)

mely folyamat egy geometriai Brown mozgas —K drift és oI volatilitas paraméte-
rekkel.

Nullabél inditva egy trajektoria torténete tehat a kovetkezs lehet. A nulla kor-
nyezetében a folyamat egy Brown mozgashoz hasonl6 ,céltalan”, konstans volati-
litasu diffuziv viselkedést mutat. Ahogy a folyamat a diffiziénak koszénhetGen
tavolodik a nulla szinttél — mondjuk — pozitiv irdnyba, gy a viselkedés egyre in-
kabb hasonlit egy geometriai Brown mozgéaséra, azaz mind a drift, mind a volatilités
linearisan kezd fiiggni az allapottol. Ha K > 0 (bar ezt nem tettiik fel), akkor re-
mélhetjiik, hogy a drift egy id§ utan visszahtzza a folyamatot a nulla kdzelébe, ahol

ismét egy Brown mozgashoz hasonléan fog viselkedni.

3dx(t) = Kx(t) dt + ox(t) dB(t)
Ydz(t) = K (n— z(t)) dt + o+/z(t) dB(t)
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4.5.1. A trend indikator invarians eloszlasa

Az el6z6, kvalitativ jellegi leiras utéan vizsgaljuk meg a (4.24)) folyamat invarians
eloszlasat. Az invarians eloszlas Cherny (2004) alapjan a t-eloszlas egy skalazottja

(a szamitasokert lasd Fiiggelék [A.3):

T 2K
et ol Tt (14 )

252
1+ 25 o

Ebbdl Johnson és tsai. (1995) alapjan mar adodik is az invarians eloszlas létezésének
feltétele. Mivel a t-eloszlas szabadsagfokdnak pozitivnak kell lennie, igy az invarians

eloszlas akkor létezik ha

2K 2K
1+F20'2>0 — W>_1

Vegyiik észre, hogy az invarians eloszlas még negativ K esetén is létezhet, hiszen
252
2
intuici6 azt mondana, hogy egy folyamatnak csak akkor lehet invarians eloszlasa,

K-ra nézve a feltétel K > —

. Ez egy rendkiviil érdekes megfigyelés, hiszen az

ha a driftben megjelenik egyfajta atlaghoz visszahiizas. Ezt az intuiciét erdsiti meg
példaul a sztenderd Ornstein—Uhlenbeck folyamat, amely esetén a K > 0 valoban
feltétele az invarians eloszlas létezésének. Ezzel szemben az allapotfiiggd volatilitasa
folyamatnak még akkor is létezhet invarians eloszlésa, ha a driftben egy —
olybar gyenge — taszit6 hatas megjelenik. Ez arra utal, hogy a valtozo volatilités az
eloszlasat tekintve stabilizalja a folyamatot.

Az eloszlés létezésén tullépve megvizsgalhatjuk annak momentumait is. A t-
eloszlas varhato értéke akkor létezik, ha a szabadsigfok 1-nél nagyobb, azaz ese-
tiinkben ha

2K 2K

F202>1 — 252

K = 0 esetben azaz még éppen nem létezik az invaridns eloszlas varhato értéke,

1+ >0

mig ha van tényleges atlaghoz visszahuzéas (K > 0), akkor mar létezik a varhato
érték. A K = 0 esetben a t-eloszlas szabadséigfoka 1, ekkor az eloszlas a nevezetes
Cauchy-eloszléas. Ha létezik a varhato érték, akkor az természetesen F (r) = 0,
hiszen az eloszlas szimmetrikus a nullara.

A t-eloszlas variancidaja akkor véges, ha a szabadsagfok 2-nél nagyobb, azaz ese-
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tinkben ha
2K

202

Ha a variancia véges, akkor az kénnyen szamolhato, hiszen a skilazott t-eloszlés

1+ >2 = 2K >T%?

variancidja a szabadsagfok és a skala paraméter fiiggvénye:

D*(T) 1+ 1"22_[;2 o?

TP ) PO ) (@) 2K -

202

D? (To0)

A nevezében éppen az a mennyiség jelenik meg, amelynek pozitivitasa a variancia

végességének feltétele.

Az el6bbi vizsgalatot Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy az invarians eloszlast

2K

karakterizalo konstans az 1 + 5_z. Mivel a modellben K és I' valojaban sztochasz-

tikus, ezért a késébbi vizsgalatok szempontjabol bevezetjiik a

2K (t)
I'2(t)o?

Ht) =1+ (4.27)

sztochasztikus folyamatot. H(t) szemléletesen egyetlen szamba tomoritve karak-
terizalja az allapotot, mert annak | H (t)] also egész része éppen azzal a szaimmal
egyenls, amely momentuma még létezik és véges az x(t) folyamat invarians eloszla-

sanak, ahol a 0. momentum létezése alatt az invarians eloszlas létezését értjiik.

4.5.2. A trend indikdtor Lamperti-transzformaltja

A (4.24]) folyamat viselkedésének még mélyebb megértése érdekében végiil vizsgaljuk
meg annak Lamperti transzformaltjat (lasd Meller és Madsen (2010))), azaz keressiik
azt a g : R — R fliggvényt, amely mellett a (t) = g (x(t)) folyamat konstans

volatilitasti. Mivel az Itd6 lemma szerint

(...)dt+¢ (z(t) on/1+T222(t) dB(t),

ezért az alkalmas ¢ fiiggvény integraléssal szamolhato:

dg(t)

[ 1 p _arsinh (I'z)
W= ArrRe™= T T
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azaz ha az x(t) folyamatnak vessziik a szinusz hiperbolikusz fiiggvény inverzéve]ﬂ
vett transzformaltjat, akkor egy konstans volatilitasi folyamatot kapunk:

£(t) = arsinh (Cz(t)) — )= sinh (T¢(t))

- = (4.28)

Az eredmény megerdsiti azt az intuiciot, amelyet a (4.26)) dinamikai egyenlet felirasa-
kor szereztiink, miszerint az x(t) folyamat |z(t)| > 0 esetén GBM-szerten viselkedik.
Az arsinh(z) fiiggvény ugyanis egy olyan paratlan fiiggvény, amely a nullatol messze

egy elGjeles logaritmus fiiggvényként viselkedik:

Q

arsinh(x)

log(2z), haz >0
—log(—2z), haz <0

Mivel ismeretes, hogy GBM esetén a Lamperti-transzformécios fiiggvény a loga-
ritmus fliggvény, ezért nem megleps, hogy a (4.24]) folyamat esetén a megfelels

transzformécios fiiggvény a logaritmus fiiggvénynek a paratlan része.

A transzformalt folyamat dinamikéja ekkor

dé(t) = —2[(—;——;202 tanh (D¢(¢)) dt 4+ o dB(t) (4.29)

Vegyiik észre, hogy a driftben a folyamat értékének paratlan, szigorian monoton
novekvs, alulrél és feliilrél is korlatos fiiggvénye szerepel. Azaz — feltéve, hogy
2K +T%0% > 06T >0 - a folyamatban is megjelenik az atlaghoz vissza-
htizas, de ez a tangens hiperbolikuszﬁ fliggvény miatt egy korlatos, azaz globalisan
tekintve gyenge hatas. Az atlaghoz visszahiizas 2K + I'?0? > 0 feltétele pedig
megegyezik az eredeti folyamat invarians eloszlas létezésének feltételével, ami ismét
intuitiv eredmény: az eredeti, valtozo volatilitasu folyamatnak éppen akkor létezik
invarians eloszlasa, ha annak konstans volatilitasa transzforméltjaban megjelenik az

atlaghoz visszahiizas a driftben.

A (4.29) transzformalt folyamat fényében nem megleps tovabba az eredeti (|4.24])
folyamat invarians eloszlasédnak vastag szélisége sem. A (4.29) folyamatban a tan-

Parsinh(z) = log (z + V22 + 1)

6 __ sinh(z) _ e*—e=®
tanh(x) ~ cosh(z) T e*4e
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gens hiperbolikusz miatt az atlaghoz visszahiizas nagyon gyengén jelenik meg, ra-
adésul az eredeti x(t) folyamatot értelmében gy kapnank vissza, ha vennénk
&(t)-nek szinusz hiperbolikuszétﬂ, ami egy paratlan, gyorsan névekvé fliggvény. Az-
az ha egy gyengén visszahtizé folyamatot még szét is teritiink egy gyorsan novekvé
fiiggvénnyel, észszertinik tinik, hogy egy olyan folyamatot kapunk, amelynek inva-
rians eloszlasa vastag széld, esetiinkben t-eloszlas.

Ahogy a szakaszban ismertettiik, az z(t) trend indikator értelmezhets a
modellben 7-hozamként is. Ezért a trend indikdtor invarians eloszlasanak vastag
széllsége iidvozlendd eredmény, hiszen ez azt jelenti, hogy maguk a hozamok is
vastag széli eloszlast kovetnek az endogén volatilitasnak koszonhetGen. A hoza-
mok nem normalitdsa a pénziigyi szakirodalom (lasd példaul Officer (1972))) egyik
klasszikus és legalapvetébb empirikus megfigyelése, melyet elméleti modelliink képes

reprodukalni.

4.6. A trendkovetd és az indexkovetd kereskedd ver-

senye

A tovabbiakban a modellnek egy olyan karakterisztikus esetét fogjuk vizsgélni, ahol
egy trendkovets és egy indexkovets kereskedd versenyez egymassal. A vizsgalat
célja egy olyan realisztikus modell feltdrasa, amelyben megjelenik egyfajta ciklikus,
hosszt tava egyensuly a két kereskedd tipus kozott.

Legyen tehét a trendkévets kereskedd az 1-es szamu jatékos, aki az o) = a > 0
paraméter szerint kereskedik és a piaci stlya p(t). Legyen a 2-es szamu jatékos az
indexkovets kereskedd, aki az a?) = 0 paraméter szerint kereskedik, és a piaci stlya
1 — p(t). Ekkor az (x(t),y(t)) dinamikai rendszer a kovetkezs lesz:

dx(t) = <ﬁap % z(t) dt + /1 +72a2p2(t)x2(t) dB(t) (4.30)

dy(t) = a ( - %) x 72044])2(25) A(¢) dt (4.31)

— rsinh (y(¢)) dt + oax(t) \/1—1-7041) (t)z2(t) dB(t)

x

Tsinh(z) = €=
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A dinamika pontosabb megértése érdekében vizsgaljuk meg annak a de-
terminisztikus csontvdzat, amely alatt azt értjiik, mintha a sztochasztikus taghban
a Brown mozgas névekménye mindig nulla lenne (azaz dB(t) = 0), ami varhato
értékben teljesiil is. Egy pozitiv (negativ) elgjeld drift tag egy varhaté novekedést
(csokkenést) implikal az adott valtozoban.

Vegyiik észre, hogy a egyenletben a drift tagokban a trendkévetd keres-
ked§ o paramétere csak paros hatvanyon szerepel, azaz ez esetben valdjaban nincs
kiilénbség egy kontrarianus és egy trendkovetd kereskedd kozott. Ahol ténylegesen
megjelenik a kiilonbség a két fajta technikai kereskeds kozott, az a egyenlet-
ben az egyetlen drift tag. Mivel a modell szerint 8,7 > 0, ezért ha « negativ lenne,
akkor a Sap(t) — % mennyiség a p(t) piaci sulytol fiiggetleniil mindig negativ lenne,
azaz a trend indikator egy inherens visszahtzo folyamat lenne. Eppen ezért vizs-
galjuk csak a trendkovets kereskedének megfeleld o > 0 esetet, mert a kontraridnus
keresked§ a piaci aktivitdsaval valojaban egy stabilizalo szerepet toltene be.

Vegylik észre azt is, hogy az y(t) logit valtozo egyenletében az els drift tagban
22(t), a masodikban pedig z*(t) szerepel. Ez egyrészt azt jelenti, hogy akéir egy
pozitiv, akar egy negativ trendben van a rendszer, a populacios arany (varhatoan)
ugyanabba az iranyba fog megvaltozni. Masrészt azt is jelenti, hogy kis trend esetén
23(t) > z*(t), viszont elegendSen nagy z(t) esetén a negyedfoku tag dominal a
méasodfokuval szemben. A masodfoku tag ered az arjegyz6i mechanizmusbol (illetve
a volatilitds konstans részébdl), mig a negyedfoku tag az endogén volatilitasbol.
A harmadik drift tag ered az exogén vagyonatrendezésekbdl, amely tag a szinusz-
hiperbolikusz fiiggvény miatt nagyon kicsi és nagyon nagy y(t) értékek esetén az
xt(t) drift tagot is ledominélja, és egy erds kozépre hizast eredményez y(t)-ben.

Inditsuk el képzeletben az (a:(t), y(t)) rendszert az origo kozelébdl, azaz legyen
y(0) = 0, z(0) = 0 és z(0) > 0. Ez annak az &llapotnak felel meg, hogy az
eréviszonyok kiegyensulyozottak a két kereskedd kozott, viszont egy kis (pozitiv)
trend van kialakuloban. Tegyiik fel, hogy a [ - « szorzat elég nagy ahhoz, hogy egy
clegendden nagy p(t) < 1 esetén az (t) trend indikator Sap(t) — L drift tagja pozitiv
legyen. Az egyszertiség kedvéért tegytik fel, hogy 3, o és T olyanok, hogy p(t) = %
esetben $fa — 1 > 0. Ekkor mivel még z%(¢) dominal z*(t)-vel szemben, ezért mind
z(t), mind y(t) névekevs palyan van. Raadéasul mivel a két valtozo parhuzamosan

novekszik, ezért az x(t) drift egyiitthat6ja maga is né, hiszen p(t) is né. Ez azt
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4.1. abra. A (4.30)-(4.31)), trend indikator z(t) és logit piaci sily y(t) dina-
mikai rendszer fazisabréai. Bal oldali két dbra a drifteket, mig a jobb oldali két
abra a volatilitast szemlélteti. A fels6 két abra a rendszer megvaltozasanak
irdnyat mutatja be egyenld hossztusagura normalt nyilakkal, mig az als6 két
abra a megvaltozas sebességét mutatja be hétérképpel. A hétértépek esetén a
kék szin a lasst megvaltozast jelenti, mig a sarga a gyors megvéltozast. Para-
méterek: a =2, =1, 7=1,0=0.2,v=5, k =0.01.

jelenti, hogy x(t) gyorsulé iitemben novekszik.

Ahogy a két valtozo novekszik, ugy az y(t) egyenletében az endogén volatilitasbol
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ereds z*(t)-t6l fiiggs drift tag kezd domindnssa valni, amely tagnak az egyiitthato-
ja rdadasul minden paraméterezés mellett negativ. Ez azt jelenti, hogy egy adott
(determinisztikus) trajektoria mentén ahogy x(t) és y(t) is névekszik, egyszer eljon
a pillanat, amikor y(t) mér csokkenni fog. Az atfordulas pillanatdban azonban y(t)
még nagy, azaz az z(t) drift egyiitthatoja még pozitiv, igy mikozben y(t) elkezd
csOkkenni, z(t) még novekszik egy ideig, ami azt is jelenti, hogy y(¢) a negyedfoku
tag miatt még gyorsabban fog csokkenni. Amikor y(t) oriasi sebességgel egy kriti-
kus szint ala csokken (y(t) < 0), akkor z(t) driftje is negativva valik, azaz elkezd
csokkenni. Jol latszik tehat, hogy x(t) késve kezd el csokkenni y(t)-hez képest.

Ekkor tehat egy olyan allapotban vagyunk, ahol y(¢) igen kicsi (nagyon negativ),
x(t) pedig még pozitiv, de csokken. Mivel y(t) kicsi, ezért az y(t) dinamikajaban az
els6 két, x(t)-tdl fligegs drift tag is kisebb lesz, de még mindig a csokkenés irdnyaba
mutat. Az y(t)-nek ezt a csdkkenését kdnnyen ellenstlyozza a harmadik, « sinh (y(t))
drift tag, amely erGsen negativ y(t) esetén egy erGs novekedést general. Az y(t)
tehat novekszik, mig az z(t) csokken; a rendszer az origo felé kozelit, ahonnan azt
elinditottuk. Természetesen a valdédi dinamika sztochasztikus, de mindenesetre a
dinamika determinisztikus csontvaza azt mutatja, hogy bizonyos paraméterezések

esetén érdekes, periodikus, ,0rvényld” viselkedést képes mutatni.

Ezt az orvényl6 viselkedést pénziigyi nyelven is le lehet irni. Tegyiik fel, hogy a
trendkovets és az indexkovets kereskedSk hasonld erével birnak a piacon, és a trend-
kovetsk egy kis — mondjuk pozitiv — trendet azonositanak. A kis trendre vélaszul a
trendkovetsk egy kis poziciot fel is vesznek, mellyel az arat — az arhatasuknak ko-
szonhetSen — fel is hajtjak. Igy egyre nagyobb trend kezd kialakulni, amelyre egyre
nagyobb és nagyobb pozicioval reagalnak a trendkoveték. Réadasul mindekozben
még a piaci sulyuk is névekszik: az egyre nagyobb pozici6juknak koszonhetSen egyre
tobbet és tobbet nyernek az aremelkedésen. A piacnak ebben az euférikus allapota-
ban azonban kezd a piaci egyenstlytalansag olyan méreteket olteni, hogy az méar a
volatilitast is nagyon megnoveli. A volatilitas olyan méreteket 6lt, hogy varhato ér-
tékben elkezdenek vesziteni a trendkovetSk. Amikor még csak elkezdenek vesziteni,
akkor a piaci silyuk még mindig elég nagy (bar mar csokken), ezért a buborékot egy
ideig varhato értékben még tovabb fujjak, bar mar lassuld iitemben. Az endogén
volatilitas miatt azonban hirtelen 6riasi lesz a varhatoé veszteségiik a trendkovetsk-

nek, akik rédadasul a trend piaci stlyardnyokhoz képesti késése miatt lemaradnak

96



Piaci arfolyam, S(t) Trend indikator, x(t)

i i i 2t i i i i a
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

] Trend kovetdk piaci sulya, p(t) 4
05 W - ol 1
; ; ; ; ; O " . .

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Befektetési jegyek log-értéke, vi(t)

Létez6 momentumok, H(t) Volatilitas, o(t)

10 n 100%
5 1 50%]
0 : : : : 4 0%
0 10 20 30 40 5 0 10 20 30 40 50

év év

4.2. adbra. Szimulalt trajektoridk a trendkovets és az indexkereskedd verse-
nyére az endogén volatilitdst modellben. Paraméterek: o =2, 8 = 0.5, 7 =1,
oc=0.2,v=25 k=0.01I.

a trendfordulorol. A trendkévetSk tehat sajat sikerességiik dldozatai lettek. Ha az
ardinamikédban mind a varhaté hozamok, mind a volatilitas szintjén megjelenik a pi-
aci egyensilytalansag (amit a kereskedsk aggregalt pozicidival azonositunk), akkor
a trendkovetsk valoban képesek lesznek buborékot fujni, amin rdadéasul egy ideig

sokat nyernek is. Végiil azonban a sajat maguk altal gerjesztett nagy volatilitasba
buknak bele.

Az 6rvényls dinamikat személteti a abra, ahol a driften kiviil a volatilitast
is bemutatjuk. A két bal oldali abra a rendszer driftjét, mig a jobb oldali két abra
a volatilitasat jellemzi. Mind a négy abra az (z,y) sikon helyezkedik el. A fels6 két
abran az egyenlé hosszisagura normalt nyilak a rendszer megvaltozasanak irdnyéat

szemléltetik. A drift esetén (bal fels§ abra) a nyilak azt jelentik, hogy a rendszer
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4.3. abra. A kiilonbo6z6 idétava loghozamok hisztogramjai, illetve a megfelels
normalis stirdségfiiggvények. A paraméterek megegyeznek a[f.2] abra paramé-
tereivel.

varhatoan mely iranyba fog elmozdulni. Ezen az abran latszik a korabban targyalt
orvényls viselkedés a (1,0) és a (—1,0) pontok kornyékén. A volatilitas esetén (jobb
fels6 4bra) a nyilak hegye nem keriilt abrézolasra, hiszen a volatilitasnak nincsen
varhato iranya. Az alsé két abra a rendszer megvaltozasanak sebességét szemlélteti
hotérkép segitségével. A drift esetén (bal als6 abra) harom ,volgy” vehetd ki: egy
az origonél, illetve egy-egy az drvények kozéppontjainal. Az origonal 1éves volgy egy
trivialis stacioner allapotot jelol, mely a differencialegyenleket megvizsgélva konnyen
ellendrizhets. A két tovabbi volgy is jelenthet két nem trividlis stacioner allapotot
e mellett a paraméterezés mellett, de ennek analitikus ellenérzése sem trivialis. A
volatilitas esetén (jobb alsd abra) a sebesség az ,észak-keleti” és ,észak-nyugati”

irdnyba ng, azaz akkor nagy a volatilitds, amikor a trendkoveték dominansak, és
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éppen nagy trendben van a piac.

A modell viselkedését szemlélteti a [4.2] abra szimulécio segitségével. Mivel a
modellben a volatilitds erGsen sztochasztikus, ezért a szimulaciét nem a szokésos
Euler-Maruyama modszerrel, hanem a Runge-Kutta 2 mddszer sztochasztikus meg-
felelgjével végeztitk. A szimulacié 1épései megtalalhatok az Appendix [A.4tben. A
szokasostol valo eltérés oka az, hogy mig az Euler—-Maruyama modszer a momentu-
mokat O(At) hibaval becsiili, addig a Runge-Kutta 2 médszer masodrendi, azaz a
momentumokat O(At?) hibaval talalja el. A modszer és a hozza kapcsolodo allitasok
megtalalhatok Rokler (2009) tanulméanyaban.

A hat ébra egy 50 éves trajektoria torténetét mutatja tobb dimenzidé mentén.
Erdemes ezeket az abrékat tugy kezelni, mintha valos piaci jelenségeknek egyfajta
karikatirajat mutatnak be. A bal fels6 abran az egyetlen kockézatos eszkdz dollar-
ban mért arfolyama, S(t) lathat6. Az abran tobb nagy trend is azonosithato, illetve
a volatilitas valtozasa is szembeting. A legfelttinébb esemény a 15. év koérnyékén
tortént oriasi felsztras, majd hirtelen visszaesés. A jobb fels§ abran az x(t) trend
indikator lathato, ami az 50 év nagy részében a (—1, 1) intervallumon beliil marad,
a 15. év kornyékén szur fel egészen 2-ig. Mivel 7 = 1, ezért ezen az abran egy 1-es
érték nagyjabol egy 100%-os éves hozamnak felel meg.

A bal kozépss abran a trendkévetdk p(t) piaci siulyanak alakulésa lathato, melyet
az y(t) logit valtozo visszatranszforméalasaval kapunk meg. Jol latszik, hogy ahogy
a trendkovetSk nagy — pozitiv vagy negativ — trendeket gerjesztenek, parhuzamo-
san a piaci silyuk is megnd. Azonban a korrekci6 is gyorsan megtorténik: amilyen
hirtelen megnd a piaci vagyonaranyuk, a hirtelen veszteségek miatt az ugyanolyan
gyorsan vissza is tud esni. A hirtelen megvéltozasokat nyugodt periddusok kovetik.
A jobb kozépst abra a két befektets befektetési jegy dollarértékének logaritmusét,
vj(t)-t mutatja. A befektetési jegyek értékén is tetten érheté az, hogy a trendkd-
vetGk a bubrékfujason sokat keresnek, azonban az altaluk gerjesztett volatilitas is
éppen akkor lesz oridsi, amikor a pozicidéjuk is nagy, és igy hirtelen sokat is veszite-
nek. Fontos megemliteni, hogy ezen az abran az indexkovets kereskeds befektetési
jegyének értéke nem véletleniil konstans: ez az additiv konstansok kinullazasanak
eredménye, hiszen az indexkovetd kereskedd ekkor egyediil a — nulla kamatot fizeté

s stz

A bal als6 ébra a (4.27)) formulat mutatja be, és technikai jelentGséggel bir. A

99



H (t) folyamat pillanatnyi értéke — pontosabban annak also egész része — éppen azzal
a szammal egyenld, amelyik momentuma még létezik és véges az x(t) trend indikéator
invarians eloszlasanak, ha hosszt téavon rogzitenénk a p(t) piaci silyaranyt. Ezen
az abran tehat a magas érték egy szelid piacot, mig az alacsony érték egy nagyon
volatilis, vastag széli eloszlassal bird piacot jelol. Az latszik, hogy ahogy a p(t)
piaci stlyarany megnd, ugy a H(t) folyamat ketts vagy az ala esik be, azaz ekkor az
x(t) invarians eloszlasanak variancidja mar ,végtelen”. Ennek az oriasi volatilitasnak
lesznek az elszenveddi a trendkoveték. A jobb alsé abréan a kozvetleniil a modellbsl
szamolt volatilitas lathato, melynek értelmezése hasonlo a H(t) folyamathoz. Ez az
abra mar hasonlit egy valos arfolyamat esetén szamolt volatilitas folyamatahoz, ahol
erGsen volatilis, illetve nyugodt periddusok véltogatjak egymast. A 15. év kornyé-
kén lathato 200%-os volatilitas persze egy gyakorld kereskedd szamaéra irrealisnak
tlinhet, ezért tjra hangsilyozzuk a modell karikaturisztikus jellegét. A legnagyobb
felszurast leszamitva azonban a volatilitds nagyjabol a 20% és 60% kozotti tarto-
méanyban marad, amely mar nem tinik irrealisnak.

Az endogén, sztochasztikus volatilitas hatasat szemlélteti a|4.3] abra is, ahol egy
2000 éves, szimuléacidval készitett trajektorian szamolt, kiilonboz6 idétavhoz tarto-
z6 loghozamok eloszlésa lathatd. A napi, havi és éves hozamok hisztogramjain tul
osszehasonlitasképpen a megfelel6 normaélis eloszlas strtiségfiiggvénye is abrézolasra
keriilt. Mivel a modell &ltal definialt arfolyamat Ito-folyamat, ezért a hozamok felté-
teles eloszlasa definicio szerint normaélis. A sztochasztikus volatilitas miatt azonban
a hozamok feltétel nélkiili eloszlasa kiilonb6z6 szérasi normélisak keveréseként &ll
el6. Ennek hatasara a hozamok mindharom vizsgalt idétavon erésen cstucsosabbak,

és gyengén vastagabb széliek a normélishoz viszonyitva.
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5. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban pénziigyi piacot modelleztiink. Modelliink a heterogén agens iro-
dalomba illeszthetd be, mivel a piacot el6re definialt, heurisztikus stratégiat kovets
kereskeddk népesitik be. A kereskeddk a piacon elérhets kockézatos és kockédzatmen-
tes eszkozzel kereskednek, azokbol portfoliot képeznek. A megjelenitett kereskedd
tipusok az irodalomban szokésos, igy kanonikusnak tekintheté fundamentélis, tech-

nikai (trendkovets és kontraridnus) és indexkovets kereskeddk.

A fundamentalis kereskedd ismeri — vagy legalabbis ismertnek véli — a kocka-
zatos eszkoz fundamentéalis értékét. A piaci ar és a fundamentalis érték eltérésébdl
megéllapitja a félredrazottsag mértékét, amely piaci indikatort a dolgozatban ardisz-
lokécionak nevezziik. A fundamentalis kereskedd a portfoliodontését az ardiszlokécio
alapjan hozza meg: ha az alularazottsagot mutat, akkor nagy pozitiv poziciét vesz

fel, mig ha feliilarazottsagot, akkor kis, akar short poziciot.

A technikai keresked§ csak a piaci arfolyamot koveti, és az arfolyam mozgasaban
trendeket igyekszik azonositani. Az altala kovetett indikatort trend indikatornak
nevezziik: ez pozitiv, ha a kozelmiltban inkabb emelkedett az arfolyam, és nega-
tiv, ha inkabb csokkent. A technikai kereskeds két fajtajat kiilonboztetjik meg a
szerint, hogy a trend indikdtor alapjan milyen portfoliodéntést hoz meg. Aki egy
emelkedd trendben nagy pozitiv, mig csokkend trendben kis, akar short poziciot
vesz fel, azt trendkdvetének nevezziik. Aki a trenddel ellentétesen kereskedik, azt

kontrarianusnak nevezzik.

Az indexkdvets kereskedd egy idében allandé portfoliot tart, ezért elméleti és
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modellezési szempontbol sem izgalmas szereplé. Ahogy azonban a szekcioban
is bemutatjuk, a kiilonb6z6 befektetési alapok és ETF-ek kezelt vagyonan nyilvanva-
l6an tetten érhets a passziv stratégiak térnyerése. Az aktiv és passziv befektetések
aranyaban bekdvetkezett fordulat a tékepiacok elmilt 20 évében végbemend egyik
legmarkansabb valtozas. Ennek megfelelGen a heterogén dgens irodalomban, és igy
a dolgozat modelljeiben is megkeriilhetetlen kanonikus kereskedé az indexkovetd ke-

reskedd.

A dolgozat kdzponti gondolata az, hogy az aktivan kereskedd szereplSknek ko-
szonhetGen pillanatnyi keresleti-kinédlati egyensilytalanség alakul ki, és ez az egyen-
silytalansidg kozvetleniil megjelenik a kockézatos eszkoz dinamikajaban. Ennek az
endogén dinamikanak koszonhet&en ha példaul egy adott id6pontban a kereskedk
kereslete meghaladja a piaci kinalatot, akkor az arfolyam varhatoan felfelé mozdul
el. Ily modon a kereskedSk tényleges drhatassal birnak a piacon. A dolgozat legtobb
eredménye a keresked6k arhatdasanak matematikai jellemzésével kapcsolatos. Mivel
a valos pénziigyi piacokon szamtalan olyan hatas megjelenhet, amelynek kimerité
modellezése nem lehetséges, ezért a dolgozatban targyalt modellcsalad — a hete-
rogén agens irodalomhoz hasonléan — sztochasztikus. Folytonos ideji targyalést
kovettiink: a modellekben megjelend folyamatok Ito-folyamatok, amelyeket szto-
chasztikus differencidlegyenletekkel irunk le. A dolgozat egyik célja az volt, hogy az
irodalomtol eltéré modon nagy hangsilyt fektessiink a modellek sztochasztikus jelle-
gének vizsgalatara. Ennek megfelelGen tobb megallapitasunk is a kdzponti szerepet
betolts folyamatok (trend indikator, ardiszlokécio, piaci vagyonaranyok) invarians
eloszlasaval kapcsolatos.

A B fejezetben 16vS elss modell szorosan kapesolodik He és Li (2015) hasonlo
modelljéhez. A technikai kereskedd stratégidja esetén egy nemlinearis fliggvényala-
kot feltételeztiink, illetve vizsgaltuk ennek a linearizalt valtozatat is. Targyaldsunk
kozponti eleme az arfolyam hosszitavi viselkedését leird, matematikailag jol kezel-
hetd, és a gyakorlatban is hasznélt piaci indikatorok vizsgélata és azok sztochaszti-
kus jellegének vizsgalata. A témakor egyik kozponti problémajat, a piaci stabilitas
kérdését is az indikatorok invarians eloszlasdn keresztiil targyaljuk. Harom speci-
stabilitas feltételét, miszerint a trendkovetSk piaci ereje nem haladhatja meg sza-

mottevéen a fundamentalis kereskedSkét. Szintén a linearizalt modellben megadtuk
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a piacot meghatarozo kétdimenzios (ardiszlokacio, trend indikator) rendszer invari-
ans eloszlasat, mely gaussinak adoédott. A nemlineéris egydimenzios specifikdcidban
analitikusan meghataroztuk az invarians eloszléas stirtségfiiggvényét. Ez az eloszléas
hangsulyosan nem normaélis; ha a trendkévetSk piaci ereje nagy, még kétmoduszi
is lehet. A kétmoduszu eloszlas feltétele éppen megegyezik a linearizalt modellben
megadott piaci stabilitasi feltétellel. Ez arra utal, hogy amennyiben a trendkéve-
t6k piaci ereje szamottevéen meghaladja a fundamentalis kereskeddkét, akkor nagy
mértékid és perzisztens trendek rendszeresen megjelenhetnek a piacon, hosszantartéd
trendek valtogatjak egyméast. A kétmodusziusag megjelenését eszerint egyfajta loka-
lis instabilitasként értelmezhetjiik. A nemlinearis kétdimenziés specifikicioban nu-
merikusan, szimulécié nélkiil hataroztuk meg az invarians eloszlast. Itt is megfigyel-
tiink kétmoduszi viselkedést, hasonld feltételekkel, mint az egydimenzios esetben.
Az eloszlaskozponttl problémakezelésiinknek egy elénye, hogy az eredmények empi-
rikusan is tesztelhet6k. A Bitcoin és az SP500 arfolyamait megvizsgalva talaltunk
arra utalo jeleket, hogy az el6bbi esetén erdsebben megjelenik a momentum-hatas,
mint az utébbiban. Fz 6sszhangban van a varakozasainkkal, hiszen az SP500 index
egy érett piacot testesit meg, ahol lehet értelme fundamentalis értékrél beszélni, és
ennek megfelelGen sok piaci elemzé vizsgal fundamentalis értelemben. Ezzel szem-
ben a Bitcoin esetében a fundamentalis érték alig értelmezhetd, ezen az 1j piacon
minden bizonnyal a technikai keresked6k dominalnak.

A fejezetben a kereskeddk profitabilitdsa még nem all a vizsgalat kozpont-
jaban. Ennek az az oka, hogy mint megmutatjuk, a modellben a profitok nem
kivanatosan viselkednek: annak a kereskedének nagyobb a varhato profitja, amelyik
dominéns a piacon. Ez azt is jelenti, hogy amennyiben a szereplSk piaci silyat en-
dogenizélnank, gy az egyik kereskedd végletesen is elhatalmasodhat a mésik felett,
azaz semmilyen értelemben nem alakul ki egyensily a keresked6k kozott. Ez nem
szerencsés, hiszen a valos piacok esetén tugy tiinik, nincsenek olyan stratégiak, ame-
lyek végérvényesen legy6znék a tobbit, evoltcios értelemben a kanonikus kereskedési
stratégiak életképesek és stabilak. Ennek a problémanak az orvoslasa a[d] fejezet
célja, amelyben egy, a heterogén agens irodalomban tjnak szamito és realisztikus
piaci effektust vezetiink be.

A [ fejezetben 1évé masodik modell targyalasa joval altalanosabb az elézénél.

A kereskedGket befektetési alapokként kezeljiik, és megengedjiik, hogy a mogottes
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befektetsk az alapok kozott mozgassak vagyonukat. Az alapok altal kezelt vagyont
szamontartjuk, az alapok piaci sulyat a vagyonaranyukkal azonositjuk, mely igy —
szemben az el6z6 modellel, ahol a piaci silyok konstansok voltak — maga is sztochasz-
tikus folyamat lesz. A vagyonaranyokon keresztiil vizsgéaljuk a kereskedk hosszu téa-
v sikerességét is. Mig az el6z6 fejezetben a kereskedSk portfoliodontését kozvetlentil
definialtuk, addig itt azt egy klasszikus portfolio-optimalizalasi feladatra vezetjiik
vissza. A fejezetben megjelend legfontosabb 1j hatas tovabbéa az, hogy a kereskedk
altal gerjesztett keresleti-kinalati egyensilytalansag nem csak a varhaté hozamra,
hanem a volatilitasra is hatassal van. Ezt a hatast endogén volatilitdsnak nevez-
ziik, és a hatasmechanizmusrol azt feltételezziik, hogy a piaci volatilitas akkor nagy,
amikor a piaci egyensulytalansag abszolut értéke nagy. Az endogén volatilitasra egy
konkrét fiiggvényformét is javasolunk a modellben, amely analitikusan viszonylag
jol kezelhetének bizonyul a szamitasok soran. A modellben a trend indikator szto-
chasztikus viselkedését részletesen targyaljuk. A trend indikator invarians eloszlasa
t-eloszlastiinak adodik, amelynek pontos stirtiségfiiggvényét kiszamoljuk. Az endo-
gén volatilitasnak koszonhetGen tehat a trend indikadtor — amely a szokasos hozam
rokonéanak is tekinthets — eloszlésa vastag széliinek adodik. A modellparaméterek és
az eloszlas kapcsolata olyan, hogy a trend indikator invarians eloszlasa éppen akkor
vastag széld — amely oly mértékid is lehet, hogy annak még a varhato értéke sem
létezik —, amikor a destabilizalo hatést trendkéveték dominalnak a piacon. Eppen
ennek koszonhetSen alakul ki egy hosszi tavii egyensily a trendkovets és az index-
kovets kereskeds kozott. A trendkiévets kereskedd sokéig nyereséges tud maradni
azzal, hogy a sajat maga altal gerjesztett buborékot meglovagolja. A dominanci-
ajaval parhuzamosan azonban az endogén volatilitdsnak koszonhetSen a kockazat
is olyan mértékben megnd, hogy hirtelen nagy veszteségeket szenved el, és ezzel a
hirtelen, buborékszert dremelkedésnek is vége szakad. Ez a ciklikus egyenstily a mo-
dell kozponti kétdimenzids dinamikai rendszerének fazisabrain megjelend 6rvényls

viselkedés képében koszon vissza, illetve szimuléciok segitségével is illusztraljuk.

Az 0Osszefoglalas hatralevs részében megfogalmazunk néhéany jovébeli kutatési
iranyt. Numerikus vizsgalatainkban illusztrativ céllal realisztikus paramétereket
igyekeztiink valasztani. A paraméterek hatasdnak szisztematikus vizsgalata akar
egy 6nallé publikicié téméja lehet.

A [ fejezet empirikus szekciojaban a trend indikator eloszlasat kvalitative vizs-
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galtuk. Kvantitativ elemzéshez a (3.15)) egyenlet strtiségfiiggvényének paramétereit
kellene becsiilni, példaul maximum-likelihood modszerrel. Bar az altalanos forménk-
ra ez komoly nehézségekbe iitkézne, de a egyenlet megjegyzésében megmu-
tattuk, hogy a stirtiségfiiggvény speciélis esetben kevert gaussi alakot 6lt. Mivel a
kevert gaussi illesztésnek komoly irodalma van (egyik alapcikk a témaban Hasselb-
lad (1966) irasa, Redner és Walker (1984) pedig egy jo Osszefoglald a legfontosabb
modszerekrdl), ezért elgszor egy ilyen kalibraciot lehetne megkisérelni.

A fejezetben az altalanos modellben olyan hatasokrol is értekeztiink, amelyek
végiil nem keriiltek specifikilasra és igy szoros vizsgélat targyat sem képezték. Egy
ilyen hatas példaul a2.6.2] szekcioban is targyalt aktiv vagyonatcsoportositas, ame-
lyet afd] fejezetben végiil nem toltottiink fel tartalommal, és csak technikai, kozépre
visszahuzo jelentGsége maradt. Ennek a hatasnak az endogenizalasa bar minden-
képpen egy 1j dimenzidt hoz be a modellbe, de cserébe szamottevéen gazdagitja is
azt. Tovabba mind a kereskedett eszkozok, mind a kereskeddk szamossaga lehetne
nagyobb — bar igy a dinamikai rendszer is sokdimenziéssa valna, aminek a mate-
matikai vizsgélata szamottevGen nehezebb. A kereskedett eszkézok szamossaganak
novelésével tobb, gyakorlatilag is relevians probléma — példaul dinamikus portfolid
allokécio — vizsgalhato lenne. Tovabba olyan kereskedési stratégidk is elemezhetk
lennének, amelyek egy kockazatos eszkoz esetén nem értelmezhetek, példaul a [2.3]
szekcioban emlitett ,pairs trading”, azaz amely soran két eszkézben akkor vesz fel
egyid6ben egy long és egy short pozicidt, amikor a két eszkéz egyméshoz viszonyitott

ara valamilyen jol definialt paritastol eltér.
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A. fuggelék

Appendix

A.1. A Kolmogorov parcialis differencialegyenlet nu-

merikus megoldasa

Tegyiik fel, hogy az Y (t) N-dimenzios sztochasztikus folyamat dinamikajat az alabbi
SDE irja le
dY; = a(Y (1)) dt + 2(Y (t)) dB(t)

ahol @ : RY — RN ¢s ¥ : RY — RVM fijggvények, mig B(t) egy M-dimenzios
Wiener-folyamat fliggetlen komponensekkel. Legyen D(y) = %E(y)ET(y). Ek-
kor az Y (t) folyamat f; (y) t-beli stirtségfiiggvényének idébeli fejlédését irja le az

tgynevezett (forward) Kolmogorov parcialis differencialegyenlet:

0fi(y) < Oaily) = 92D () i (@)
o JZI a +;Z 05,00 (A1)

Yi

A rendszer invaridns siriségfigguényének nevezzik és fo, (y)-vel jeloljik azt a st-

Oly) _
8ty =0

az (A.1]) egyenlet értelmében. A (3.12) sztochasztikus differencialegyenlet-rendszer
foo (u, ) invarians strtségfiiggvényét gy szamitjuk, hogy a kapcsolodo (A.1))-es
egyenletet oldjuk meg a T x U x X = {0,0 + A¢,..., T} x {u,u + Au,...,u} X

{z,z + Az,..., T} racson. A szamitasok soran a legfontosabb feltevésiink, hogy az

riségfiiggvényt, melynek az idébeli megvaltozasa zérus, azaz amelyre
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+ (u, x) strtségfiggvény ,relevans tartoja” korlatos:
gluggveny J

lim  fi(u,x) =0 Vtel0,00),

(u2+22)—o00

azaz f; (u,z) ~ 0 ha az (u,x) pont az origotol elegendGen tavol helyezkedik el. A
numerikus szamitasok szempontjabol ez a feltevés azt jelenti, hogy az U x X récs

szélén a strtiségfiiggvény értékét egységesen nullanak allitjuk be:

ft (uvl)
ft (ﬂv [)3)

fi(u,T) =0 VYuecUésVteT,
fi(u,x) =0 VeeXeésVteT.

Legyen f; (U,X) € RIVXEl egy siirtisegmatrix (azaz az f,(u, ) fiiggvény diszkre-
tizaltja az U x X racs pontjaiban) a t € T id6pontban. A szdmitasaink egyetlen
iteracioja harom lépésbdl all. Az elsé lépésben megkapjuk f7, A, (U, X)-t a (A.1))-es
egyenlet explicit megoldasaként, ahol a derivaltakat a véges differenciak modszerével
kozelitjiik:

(ay + fi) (u+ Au,z) — (ay - fi) (u — Au, x)

frone (u, ) = fi (u, ) — 9w At
e ) (e  A2) — (ay f) (w2 = Az)
2Ax
¢ ) 2R ) = )
7 (Au)
+ Da:,:cft (U,,I‘ - A$) _ th (U,;ﬁ) + ft (uax - Am)At
(Az)
fi(u+ Au,x + Azx) + fi (u — Au, z — Ax)
+ Dus 2 (Au) (Ax) At
fi(u+ Au,x — Ax) + fi (u — Au, z + Ax)
=~ Dus 2 (Au) (Ax) At

V(u,7) e Ux X ={u+Au,...,u— Au} x {z + Az,...,T — Azx}-re.

fiiae (U, X) esetén nem biztositott, hogy az valoban egy stirtiségmatrix abban az

értelemben, hogy lehetnek negativ komponensei, valamint a

Z Z froacu, o) Aulz =1

u€elU zeX
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feltétel nem feltétleniil teljesiil. Ezért minden iterdcioban a kévetkezd két, korrekcios

lépést hajtjuk végre:

f:m(ua :E) = max (ft*+At(ua x), 0) ‘v’(u,x) elUxX és

ft—l—At(U,l’) = tJrAiEu?x)
ZUE‘U erx ft+m(u, x)AulAx

V(u,z) € U x X.

Szamitasaink sorédn az iterdciot egyenletes eloszlasbol inditjuk:

1
U] - U AuAz

P4

fo(u,z) = Y(u,z) € U x

A.2. Bizonyitasok
Bizonyitds (1 dllitds). A (3.13)-es SDE megoldasd[]
t
Y(t)=e ®Y(0) + / e ®"% dB(v), (A.2)
0

amely akkor és csak akkor aszimptotikusan stacioner eloszlasu (lasd példaul Shreve
(2004)), ha az y = —Oy altalanos differencidlegyenlet-rendszer erdsen stabil, azaz

ha ® minden sajatértékének a valos része pozitiv. Ez teljesiil, ha

1
B (peae — pray) < - & fproy>0

egyarant fennall.

Tovabba, mivel (A.2)-ban az integrandus determinisztikus, ezért Y (¢) Gauss-

eloszlasi Vi > O-ra. A Wiener-olyamat szerinti integral varhatod értéke nulla, igy
lim EY (t)] = lim e ®'Y (0) = 0 (A.3)
t—o0 t—o00 O

ha © minden sajatértéke pozitiv, melyet itt a kordbbiak értelmében mar feltesziink.
Legyen p(t) = COV[Y(t)] = E[Y(O)Y(t)] - E[Y ()] E[Y T(t)]. Legyen ¢

Ttt e =377, ‘2—?, melyre teljesiil a szokasos (eAt)/ = Ae?! Ssszefiiggés.
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elegendGen nagy, hogy (A.3) miatt p(t) ~ E [Y (t)Y '(t)]. Ekkor

dp(t) = dE[Y ()Y (1)] = E[d(Y()Y T (1))] =
=E[dY)Y ()] +E[Y () (dY'(t)] +E[dY (H)dY ()] =
=-OE[YQ)Y'(t)] dt—E[YO)Y'(t)]©"dt + X" dt =
— p=—0p—pOT + 2T

Az aszimptotikus gaussi eloszlas kovarianciamétrixat kapjuk meg, ha p = 0, és

megoldjuk a vonatkozo egyenletrendszert. O

Bizonyitds (3. dllitds). A (3.14)-6s SDE egy id6homogén egydimenziés Ito-folyamat
az alabbi

dz(t) = b(z(t)) dt + o' (z(t)) dB(t)

formaban, ahol esetiinkben a voltilitas konstans: o (z;) = o5 # 0. Cherny (2004)

f6 allitasa alapjan az invarians eloszlas stirtségfiiggvénye ekkor

T 2b
exXp (f aT(y(fQ(y) dy)

o' (z)o(z)

fOO(x) =C

ahol [ * az indefinit integralt jeloli, mig C' > 0 egy megfelel6 normalizalé konstans.

Helyettesitsiik be a megfelel§ fliggvényeket:

1 N y
b(y) = — (Bpfaf + ;) Yy + Bpea.x™ tanh (;)

és o(r) = oy,

és megkapjuk az invarians eloszlas strtiségfiiggvényét:

28peac(a*)? 1
frolt) = C (cosh () =7 exp (_ Mx)

x oo,

Mivel cosh (z) fiiggvény exp (z) nagysagrendben né a plusz és minusz végtelen iré-
nyaba is, fo () fliggvény exp (—z?) nagysagrendben cseng le, igy foo () integralhato,

és valoban stirtiségfiiggvény. m
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Bizonyitds (4 dllitds). f(z) ((3.15)-0s egyenlet) egymoédusza, ha f2(0) < 0, mig
kétmodusza, ha f2(0) > 0:

fL(0) <0
*\2
2pecel) 2
@y e <
T+Bpsay

1
6(pcac_pfaf) < .

Bizonyitds . dllitds). Megmutatjuk a szamitasokat Iy esetén. II. esetén minden
hasonléan szamolhato. Elészor ([3.10) alapjan felirjuk S(t) = e*®) dinamikajat:

ds To,
S(Eft)): J520 +8 ) piZi(t) | dt+ o] dB(1)

(3.16) alapjan felirhatjuk a vagyon logaritmusénak dinamikajat:

ds(t)  Zj(t)d(S)(t)

d(logWy) (t) = Zs(t) S(t) 9 S2(t)

Felhasznalva, hogy a linearizalt specifikicié esetén Z(t) = ayu(t), Z.(t) = a.x(t)

és Z;(t) = 0, a vagyon logaritmusanak dinamikaja felirhato u(t) és z(t) segitségével:

-
o, 0

2 o'sTo's 2
u(t) + Bpeacasu(t)z(t) + af (5pf - )u (t)) dt+

+asu(t)o) dB;

4 (log Wy) (1) = (af

d (log Wy) (t) = g (u(t), u(t)z(t),u*(t)) dt + au(t)o, dB;

ahol ¢ : R — R egy affin fiiggvény. Innen a toronyszabély alkalmazésava]ﬂ, illetve

felhasznalva, hogy az . allitas szerint ismerjiik (u(t),x(t))T invarians eloszlasat,

2Ttt az F(t)-re vett feltételes varhato értéket Ei-vel jeldljiik, azaz E [X7|F(t)] = E; [ X71]
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megkapjuk a hosszu tava profitabilitast:

Hf:hmE[

T—00

log Wf (T) - log Wf(O):|
T

T—o0 T—oo T

— lim %E VOT d (log Wy) (t)} ~ lim o E UOT Ey[d(logWy) (t)]| =

= lim %E [/0 g (u(t),u(t)x(t)’lﬁ(t)) dt} =
= lim %/0 g(E[u(t)],E[u(t)x(t)],E[u2(t)]) dt =

T—o0

1t
:jlgrolof/o 9 (Eluce), Eluctos), Elul]) dt =

(e}

=9 (0, Blusczoo), E[uZ)])

A.3. Trend indikator invarians eloszlasa

Az invarians strtségfiiggvény f(x) Cherny (2004) alapjan az

Too ~ f(2) = 02%) exp ( / ’ i’;‘((zs du) (A.4)

formulaﬂ alapjan adodik, ahol u(x) a drift, o(z) a volatilitas, C' pedig egy megfe-

lel6 normalizal6o konstans. Az integralandé mennyiséggel szerencsénk van, mert kis

atalakitas utan a szamlaloban éppen a nevezd derivaltja jelenik meg:

2u(x) —2Kx
de = | ——22Y 4. —
/ 2(x) / (T +12%2)
K 2%

K
- _ dr = — log (1 + I'?2?
252 | (1+ 122 € 252 og( +17 )

Az utolso lépésnél a hatarozatlan integralasbol adodo konstanst elhagyjuk (pon-

3Itt visszaéliink a jeldléssel a tekintetben, hogy x egyrészt jeloli magat a folyamatot (illetve x:(t)
annak ¢ id6pontbeli értékét), illetve a folyamat invarians strtiségfliggvényének fuggetlen valtozojat
is.
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tosabban nullanak vélasztjuk), mert az (A.4) formulaban az exponencializalas utan
barmilyen konstans tgyis a C' normalizal6 konstansba olvadna. Az iménti eredményt

a (A.4) formulaba helyettesitve az invarians striségfiiggvény

f(:L‘) = m (1 —+ F2$2)_$ =C (1 —+ F2x2)_<1+$) (A5)

Vessiik ossze a (A.D)) stirtségfiiggvényt a sztenderd v szabadsagfoku t-eloszlaséval:

_itv

g(t) =C (1 + %) * . Révid szamolas utan adodik, hogy az invaridns eloszlas a

t-eloszlas egy skédlazottja, pontosabban:

xmiL ahol T~t(1+ 2K>

2 ~2
Ty/1+ 25 o

A.4. Sztochasztikus Runge-Kutta 2 médszer

Az alabbiak Rofler (2009) alapjan késziiltek.
Legyen
dX(t) =a(X(t))dt + b(X (1)) dB(?)

egy d-dimenzios Ito-folyamat, ahol a : R? — R? és b : R — R? fiiggvények, B(t)
egy (1-dimenzios) Wiener-folyamat. Valasszuk a [0, T] id6tengely egy ekvidisztans
particidjat: 0 =tp < --- <ty =T, ahol t;, —t,_ 1 =AtVi=1,...,N. Jelolje AB; a
Wiener-folyamat novekményeit, azaz AB; ~ N (O, At) Vi-re.

Ekkor a numerikus szimulécié egyetlen lépése a kdvetkezs:

Xi+1 =

o
_l’_

(a (X)) + a (u;) )At+

%

+

(b (w!) +26(X) + b (u) )AB 1+

(b ) b () ) S22

+
= =N



ahol

uf = X; +a(X;) At £b(X;) VAL
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