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A dolgozatban hasznalt jelolések jegyzéke

nez Megfigyelt minta elemszdma

y; ER Az eredményvaltozo értéke a minta i-edik elemén

5 eR Az eredményvaltozora adott regresszios becslés

Vi értéke a minta i-edik elemén
A j-edik magyarazovaltozo értéke a minta i-edik

xﬁ eER ,
elemén

g ER A regresszids modell hibatagja a minta i-edik elemén

V1, Vo 0, V" € R®

Az eredményvéltozo vektora

Y =
Y =919 .. 9.]" € R

A regressziobol becsiilt eredményvaltozo vektora

T
X] = [le,sz, ...,x]'n] € R"

A j-edik magyarazovaltozo vektora

£=[g,89,..,85]7 ER®

A regresszids modell hibavektora

Az altalanositott linearis/additiv modell link

h()ER-R fliggvénye
Egy tetszdleges & valdszintiségi valtozo varhatd
E@) értéke
meZ A lehetséges magyarazovaltozok szama
pEL<m Egy konkrét regressziés modellben szerepld

magyarazdvaltozok szama

X = {XllXZl ...,Xm}

A lehetséges magyarazdvaltozok halmaza

X={X,X,, .. X,} X

Egy konkrét regressziés modellben szerepld
magyarazdvaltozok halmaza

Bo ER Konstans tag egy altalanositott linearis modellben
B € R A j-edik magyarazovaltozo egylitthatdja egy
J altalanositott linearis modellben
X € <™ Az Gsszes lehetséges magyarazovaltozo 0szlopos
egymas mellé illesztésébol kapott n X m-es matrix
X® g gixm Az X matrix i-edik sora
f()ERSR A j-edik magyarazovaltozo transzformacios
J fliggvénye egy altalanositott additiv modellben
Egy altalanositott linearis/additiv modellt a teljes
20 mintan az argumentumban adott model!par_améterek
mellett jellemz6 negativ feltételes log-likelihood
fliggvény
Bs() Egy tetszdleges becslofiiggvény torzitasanak
mértéke.
SE() Egy tetszbleges becsl6fliggvény standard hibaja.
x €R Egy tetszdleges R — R fiiggvény véaltozoja
H Reprodukaldé magu Hilbert-tér (tovabbiakban RMHT)
rez Egy b-spline fliggvény rendje
B..()€ER- R Egy r-ed rendi b-spline fiiggvény i-edik
ur bazisfiiggvénye
K ER Egy b-spline fiiggvény i-edik téréspontja a
L [min(x) , max(x)] intervallumon
SS()ER-R Egy r-ed rendii b-spline fiiggvény
Egy r-ed renti b-spline fliggvény i-edik
a; ER bazisfliiggvényének egylitthatoja

S, (-)-ben

l (yi'SS(xji))

A minta i-edik elemén az eredményvaltozo feltételes
log-likelihood fiiggvénye, ismert E (y;) =
h™2(S5(x;;) )feltétel mellett

aP) e R”

Egy a j-edik magyarazovaltozora illesztett r-ed renti
b-spline fiiggvény egyiitthatovektora

f©,90),n0) € H

Tetszbleges fiiggvények egy RMHT-bél

KLR™"™ >R eH

Egy RMHT pozitiv definit magfiiggvényeli




A thin plate spline illesztési feladatban a biintet6tag

AER o . . .

sulyat szabalyoz paraméter

A thin plate spline feladat megoldasaban szerepld
P, ER bazisfiiggvény egyiitthatdja az i-edik illesztési

pontban

Y= [, Yz, Y] ERT

A thin plate spline feladat megoldasaban szerepld
bazisfiiggvény egyiitthatoéinak vektora

E = {Eay = 1;([lx5a = x3[)} € R"

A thin plate spline feladat megoldasaban szerepld
bazisfiiggvény helyettesitési értékeibdl felépitett
matrix a j-edik magyarazovaltozora

E, = U, D, UY € Rk

Az E matrix k € Z < n legnagyobb sajatértéke
melletti spektralfelbontasbol el6allo k X k méreti
matrix

lIJk = [lpl' lpZ' "'rlpk] € ]Rk

Az E-val felirt thin plate spline feladat
megoldasaban szerepl6 bazisfliggvény
egyiitthatdinak vektora

ki € Z

A j-edik magyarazovaltozohoz meghatarozott,
optimalis k dimenzid.

A e RVE=%

Olyan matrix, melynek oszlopaiban az egyes X;
magyarazovaltozok nem-linearis f;
transzformacioinak bazisfiiggvényit reprezentald
U ij ki matrixok allnak

Sj € RZ?=1 kj ><z:5?:1 kj

Olyan, a j-edik magyarazovaltozohoz tartozé matrix,
melyben a f64atl6 megfeleld k; elemi szakaszan a
megfeleld D ki diagonalis matrixok elemei allnak.

Egyébként minden eleme 0.

~ 14 .
¥ =W, W, ., W, | € RE=1H

A teljes GAM modell egyiitthatovektora thin plate
spline-ok alkalmazésa mellett.

W, € RN ¥-nek a j-edik magyarazévaltozohoz tartozo, ke;
/ hosszh alvektora.
p(&,n) A & és n valbszinliségi valtozok egylittes eloszlasa
(&) A & valoszinliségi valtozo egy peremeloszlasa
1¢6,m) A & és 1 valoszinliségi valtozok kozos
’ informdacidtartalmanak altalanos mértéke
Ee A p(&,n) egyiittes eloszlasbol vett fliggetlen (&,1) és
&8 (¢',n") parok varhato értéke
K; e R™" A j-edik magyarazovaltozé Gram matrixa
L € R™" Az eredményvaltozé Gram matrixa
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Csoka Imolaval, Fodor Szabinaval, Kovacs Erzsébettel, KO Andreaval, Madari Zoltannal és

Vas Rékaval is.

Koszonettel tartozom minden volt és jelenlegi hallgatdbmnak és szakdolgozomnak is, akik
komoly szorgalmukkal, lelkiismeretes €és pozitiv hozzaallasukkal folyamatosan 0sztondztek
arra, hogy kutatomunkam eredményeit €s szakmai tapasztalataim probaljam részben az oktatoi
tevékenységembe is beépiteni. A lelkes hallgatdsag tanitidsa kozben pedig magam is értékes

felfedezéseket tettem a kutatott témammal kapcsolatban.

Végiil, de nem utolsé sorban barataimnak szeretném megkOszonni mindazt a tiirelmet,

tdmogatds ¢és biztatast, amit az utobbi években nytjtottak. Kiilon kiemelném Nyisztor Nelli



folyamatos tamogatasat és tiirelmét. A kozos beszélgetéseink tobbszor is 1) megvilagitasba
helyeztek szamomra egy-egy kérdést, problémat. Kiemelten hélas vagyok Bors Alexandranak
is, aki mindig gyorsan a segitségemre sietett, ha szoveg- és abraszerkesztési tamogatasra vagy
éppen egy atolvasasra szorultam. Koszondm Barnoth Baldzsnak, Csikai Leventének, Fehér
Joszefnek, Nguyen Dorisnak, Santa Sandornak, Sass Zoltannak és Vig Adamnak, hogy a
munkam informatikai €és matematikai kérdéseinek egy részét veliik is megvitathattam. Hosszu
éveken at kitartoan elviselt €s timogatott kutatdsaim soran Fekete Edit, Havasi Fatime, Lampert

Alex, Okulova Nyina, Pencz Kriszta, Vig Arpad és Zugor Valentina.

A felsoroltokon kiviil még rengeteg csaladtagom, baratom és kollégam tamogatasat élveztem a
disszertacid elkészitése soran, igy az itt szerepld lista biztosan nem teljeskori. Ha valakit
esetleg kifelejtettem volna a felsorolasbol, akkor mentségemre egyediil az hozhato fel, hogy ezt
a sulyos hibat minden bizonnyal figyelmetlenségbd6l, és semmiképpen sem rossz szandékkal

kovettem el.
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1. Bevezetés

Kiilonb6z6 valdszinliségi valtozok varhatd értékének becslése, eldrejelzése mas egyéb
valosziniiségi valtozok realizacidinak ismeretében a statisztika egy nagyon régota aktualis
feladata. A legels6 megoldast a feladatra Carl Friedrich Gauss adta 1821-ben Theoria
combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae cimmel megjelent tanulmanyaban
(Gauss, 1821 — G. W. Stewart 1995-6s angol forditasa) arra az esetre, ha az eredményvaltozo
(az a valdsziniiségi valtozo, aminek a varhato értékét becsiilni szeretnénk) normalis eloszlasq.
A Gauss altal bemutatott becslési eljards ma legkisebb négyzetek mddszere néven ismert, €s
a linearis regresszioszamitas alapja. Ebben az esetben az eredményvaltozo feltételes varhato
értékét az ismert magyarazovaltozok linedris kombinacidjaként becsiiljiik meg. A Gauss-féle
legkisebb négyzetek modszere megadja a linearis kombinacidban szerepld skalarok értékét ugy,
hogy a becslés soran elkdvetett négyzetes hiba a ,,legkisebb”, tehat minimalis legyen. Gauss
eredményeit 1900-ban Andrej Andrejevics Markov altalanositotta arra az esetre, amikor mar
csak azt kdveteljiik meg a linedris regresszios modelltdl, hogy a hibavektor korreldlatlan, nulla
varhat6 értékii és azonos varianciaju valosziniiségi valtozokbol alljon (Plackett, 1949).

A linearis regresszid és a legkisebb négyzetek segitségével végrehajtott becslések, elorejelzések
a mai napig népszeriiek, melynek az egyik oka, hogy a legkisebb négyzetek minimalizalasi
feladat megoldasara létezik zart formula. A XX. szdzadban a szamitastechnika gyors
fejlodésének koszonhetden a linearis regresszids modell kiterjesztésre keriilt olyan esetekre is,
amikor zart megoldas mar nem adhato, ¢s a linearis modell skalar paramétereinek becslésére
iterativ numerikus modszerek alkalmazasa sziikséges. A legfontosabb ilyen eset a Bernoulli-
eloszlast eredményvaltozd esete, amire a Chester Bliss és John Gaddum nevéhez kotheto,
1934-ben bemutatott probit modell (Gaddum, 1933) (Bliss, 1934) és a Joseph Berkson altal
1944-ben javasolt logit modell (Berkson, 1944) ad megoldast. 1972-ben John Nelder és Robert
Wedderburn egységes keretbe foglaltdk az exponencialis eloszlascsaladba tartozo
eredményvaltozok varhatod értékét kiilonbozd magyarazovaltozok linedris kombinacigjaval
torténd becslését megvalosito modelleket altalanositott linearis modellek néven (Nelder —
Wedderburn, 1972). A klasszikus legkisebb négyzetek elvii linearis regresszid, valamint
a probit és logit modellek is az altaldnositott linearis modellek specidlis esetei.

A XX. szazad masodik felében a szamitastechnika gyors fejlédése nem csak a linearis modellek
kiterjesztését tette lehetdvé kiilonb6zo eloszlasu eredményvaltozok esetére, hanem nem-linearis
modellek alkalmazasat is az eredményvaltozo feltételes varhato értékének becslésére. Ezzel

gyakorlatilag a feliigyelt gépi tanulas teriilete sziiletett meg az iddszakban. Az els6 miikddod

11



tobbrétegli neuralis haldzatot 1965-ben mutatta be Alexey Ivakhnenko (lvakhnenko —
Lapa, 1967). A neuralis haldzatok tanitasahoz elengedhetetlen hiba-visszaterjesztéssel
(backpropagation of errors) kombinalt gradiensereszkedés algoritmust 1974-ben publikalta
Paul Werbos (Werbos, 1994). A tamaszvektor-gépek mar 1963-ban megjelentek VIadimir N.
Vapnik és Alexey Ya. Chervonenkis munkajaban (Cortes — Vapnik, 1995). A nyolcvanas évek
soran a legtobb dontési fa algoritmus is kifejlesztésre keriilt: CHAID (Kass, 1980), CART
(Breiman et al., 1984) és az ID3 (Quinlan, 1986). 1990-ben Trevor Hastie és Robert Tibshirani
tovabbfejlesztette az altalanositott linearis modellek nem-linearis hatasok spline fiiggvényekkel
torténd kezelésével. Ezzel bevezették az altalanositott additiv modellek fogalmat (Hastie —
Tibshirani, 1990).

Ugyanakkor, a szamitastechnika fejlédése a klasszikus regresszidos modelleket is 0j kihivasok
elé allitotta. Az adattarolds hatékonysaganak javulasa egyre nagyobb adatbazisok létrejottét
eredményezte, aminek kovetkeztében a modellezés soran elérhetd magyarazovaltozok szdma
megnovekedett. A jelenség egyenes kovetkezménye, hogy a magyarazovaltozok korét mar nem
biztos, hogy szimplan szakértdi szempontok alapjan ki lehet véalasztani a sok elérhetd valtozo
koziil, mivel a lehetséges részhalmazok szama emberi modon kezelhetetlen méreteket dlthet.
Emiatt a XX. szazad masodik felében elkezdtek fejlédni az automatikus valtozoszelekciot
megvalosito algoritmusok, eldszor a linearis regresszios modellek részeként. 1960-ban jelentek
meg a lokalis keresé Stepwise algoritmusok, amiket M. A. Efroymson javasolt (Efroymson,
1960). 1974-ben George Furnival és Robert Wilson mutatta be a leaps and bounds algoritmust,
ami azt elsésorban vegyes egészértékii programozasi feladatok megoldasaban népszerti branch
and bound stratégiat alkalmazza a valtozoszelekcids feladat megoldasara legjobb részhalmaz
elven (Furnival — Wilson, 1974). Numerikus vizsgalatok alapjan viszont a modszer csak 20 db
lehetséges magyarazovaltozoig hatékony (Huo — Ni, 2007). Az el8szor a linearis modellekben
megjelend valtozdszelekcidos modszereket késébb a nem-linedris keretben miikodé gépi
tanuld algoritmusok is alkalmazni kezdték, hiszen az eredményvéltozoval legszorosabb
kapcsolatban 4ll6 magyarazovaltozok azonositasa ezekben a modellekben is fontos feladat az
értelmezhetdség biztositasa és a tulillesztés elkeriilése miatt.

A valtozoszelekcios algoritmusok teriiletén a kdvetkezd nagy attorés Robert Tibshirani 1996-
os munkaja jelentette, amiben a bemutatott Lasso algoritmus segitségével a linearis modellek
regularizalt paraméterbecslésével valosit meg valtozoszelekciot (Tibshirani, 1996). A 2000-es
évek sordn a Lasso algoritmushoz hasonld regularizacios elven mikodd valtozdszelekcids

algoritmusok fejlesztése és tulajdonsagainak elemzése egy nagyon népszerii kutatasi irdnnya
valt. A legfontosabb munkak: (Efron, 2004) (Tibshirani et al., 2005) (Zou — Hastie, 2005) (Yuan
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— Lin, 2006) (Zhao — Yu, 2006) (Xie — Huang, 2009) (Jia — Yu, 2010). A regularizacios elv
Reed és Marksll 1999-es munkajaban megjelent a neuralis haldzatok tanitasa kapcsan is, mint
egy védekezési technika a tulillesztés ellen (Reed — Marksll, 1999) és napjaink mélytanuld
halozataiban is gyakran alkalmazott modszer. Egy jo példa Ma et al. (2019).

A regularizacios becslések mellett a valtozoszelekcios algoritmusok masik nagy csoportja
szintén a 2000-es években valt népszerlivé: a metaheurisztikat alkalmaz6 legjobb részhalmaz
elvii algoritmusok. A metaheurisztikdk nagy elénye a legjobb részhalmaz elvii szelekcio
soran a leaps and bounds algoritmussal szemben, hogy 20-nal tobb lehetséges
magyarazovaltozo esetén is szolgaltatnak legalabb egy ,,optimumtol elfogadhatd mértékben
eltér6” megoldast (Yusta, 2009). Emiatt napjaink ,,big data” kdrnyezetében, amikor a lehetséges
magyarazovaltozok kore a legtobb esetben a 20-at béven meghaladja, a metaheurisztikus
megoldasok kimondottan vonzénak bizonyulnak. Julie Hammon 2013-as doktori disszertacioja
alapjan a 2000-es években a legtobb gyakorlati alkalmazis a genetikus algoritmust
implementalta valtozdszelekciora (Hammon, 2013).

Jelen doktori értekezésben egy 1j, hibrid genetikus-harmonia keresé metaheurisztikus
algoritmus viselkedését vizsgaljuk meg altalanositott additiv modellek valtozdszelekcids
feladatanak megoldéséara. Az értekezés harmadik fejezetében megfogalmazott K1-KS5. kutatasi
kérdések elsdésorban az algoritmus 4altaldnositott additiv modellek korében torténd
alkalmazasénak technikai lehetdségeit, az algoritmus altal javasolt modellek mindségét,
valamint az algoritmus varhat6 futdsidejének csokkentési lehetdségeit vizsgaljak.

Az algoritmus kidolgozasa soran a f6 motivaciot az adta, hogy a valtozoszelekcio egyik
legfontosabb feladata az értelmezhetd gépi tanulas megvaldsitasa. Az értelmezhetd gépi tanulés
paradigmadja szerint bizonyos gyakorlati szituaciokban a gépi tanulas legfontosabb eredménye
nem feltétleniil a minél pontosabb becslés elkészitése, hanem a becslés szempontjabol
legfontosabb magyarazovaltozok sziik korének azonositdsa és az egyes magyarazovaltozok
hatasanak megallapitasa. Példaul, egy banknak egyértelmlien meg kell indokolnia, hogy mi
alapjan utasit el egy hitelkérelmet. Tovabba, ahhoz, hogy ne legyen a szabalyrendszere
a fogyaszté szamdara atlathatatlan, ehhez nem hasznalhat tetszélegesen sok valtozot.
Ilyen esetekben nem eldrejelzd, hanem magyarazo modellek épitése az elemzd célja.

Az ismertetett motivaciok figyelembevételével tortént meg a doktori értekezésben vizsgalt
feliigyelt gépi tanuldsi modszertan ¢és valtozoszelekcidos paradigma kivéalasztasa is.
Az éltalanositott additiv modellek ugyanis az eredményvaltozo varhato értékét nem-linearis
modon becsiilik, dm az egyes magyarazovaltozok hatdsai még visszafejthetk. Ezzel egyensulyt

képviselnek a becslési pontossdg ¢és az értelmezhetdség kozott. A metaheurisztikus
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algoritmusok egyrészt képesek legjobb részhalmaz elvii valtozoszelekciot megvaldsitani sok
lehetséges magyardazovaltozd mellett is. Masrészt, annyira rugalmasan alkalmazhatok,
hogy konnyen beépitheték uj korlatok a valtozoszelekcios feladatba, amelyek segitségével
biztosithatjuk, hogy az altaldnositott additiv modellek magyarazovaltozokkal szemben
megkovetelt elofeltételei teljesiiljenek a kivalasztott valtozéhalmazon.

A jelenlegi elsd fejezet torténeti attekintését €s vazlatos témafelvetését kovetden az értekezés
masodik fejezetében ismertetjiik az értelmezhetd gépi tanulds paradigmajanak fobb
koncepcioit.

A harmadik fejezetben korabbi munkainkra tamaszkodva bemutatjuk, hogy az értekezésben
vizsgalt genetikus-harmonia keresé algoritmus milyen eszkozokkel igyekszik biztositani
az értelmezhetd gépi tanulds megvalositadsat linedris modellek esetében. Megfogalmazasra
keriilnek az értekezés konkrét kutatasi céljai és legfontosabb elért eredményei, melyek
a vizsgalt algoritmus kiterjesztési lehetdségeit jarjak korbe altaldnositott additiv modellekre.
A negyedik fejezetben formalisan is ismertetjiik az altalanositott linearis modellek fogalmait és
megadjuk a valtozoszelekcids feladatot linearis esetben. Erre a fejezetre épitve fogjuk felvezetni
az 6todik fejezetben az értekezés soran részletesen vizsgalt altalanositott additiv modellek
fogalmait. Az 6todik fejezet tovabbi célja az additiv modellek fogalmainak formalis ismertetése
mellett, hogy bemutassa milyen eszkozoket kell alkalmazni a nem-linedris hatdsok
reprezentdcidja soran, hogy a valtozoszelekcios feladatot ne kelljen 1) dontési valtozokkal
bdviteni additiv modellek esetében.

A hatodik fejezetben ismertetjik a szakirodalom altal javasolt és napjainkban népszerii
valtozoszelekcios algoritmusokat altalanositott additiv modellek esetében. Radmutatunk, hogy
egyik vizsgalt algoritmus sem képes a lehetséges magyarazovaltozok kozotti esetleges
redundancidkat maradéktalanul figyelembe venni a valtozoszelekcid soran.

A hetedik fejezet soran részletesen bemutatjuk az értekezésben vizsgalt ), hibrid genetikus-
harmonia keres6 algoritmus miikodését linearis és additiv modellek keretében is. Megmutatjuk,
hogy az algoritmusba épitett extra korlatozo feltételek biztositjak, hogy a magyarazdvaltozok
kozotti esetleges redundancidkat maradéktalanul kezelni tudjuk a valtozoszelekcid soran.
Végiil kitériink arra is, hogy az algoritmus paraméterezése soran milyen elveket érdemes
alkalmazni.

A nyolcadik fejezetben attekintjiik az értekezésben megfogalmazott kutatdsi eredmények
alatdmasztasaul szolgaldo numerikus kisérletek keretrendszerét. Tovabba, bemutatjuk az egyes
modellek becslési pontossagadt mérd teljesitménymetrikakat folytonos, illetve Bernoulli-

eloszlast célvaltozo esetében.
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Az kilencedik és tizedik fejezetben a vizsgalt algoritmusok miikodését Osszehasonlitjuk két
valos adatbazison. A kilencedik fejezetben a feladat betongerendak nyomoszilardsaganak
becslése. Ebben a fejezetben a genetikus-harmonia keresé algoritmus paramétereinek
finomhangolasara egy kisebb méretli adatbazist hasznalunk. A tizedik fejezetben szerepld
példaban, ahol a feladat hitelkartyaiigyfelek cs6dvaloszintiségének becslése, az algoritmus
teljesitményét egy nagyobb adatbazison is vizsgaljuk. A vizsgalt valtozoszelekcios
algoritmusokon tual dontési fa és véletlen erd6 algoritmusokat alkalmazunk benchmarknak.
A két fejezetben megmutatjuk, hogy a vizsgalt metaheurisztikus algoritmus végsé modelljeib6l
jobban azonosithatok az eredményvaltozora hatd, egymassal nem szignifikansan 6sszefiiggd
magyarazovaltozok, mint a tobbi vizsgalt algoritmus esetében. Az algoritmus futasideje viszont
parhuzamositds utdn is nagysagrendekkel nagyobb, mint a benchmarkként hasznalt
algoritmusoké.

A tizenegyedik fejezetben a genetikus-harmonia keres6 algoritmus skalazhatosagat vizsgaljuk
tobb, virtualis kornyezetben futtatott hardver architektiran. A numerikus eredményeinket
az Amdahl-torvény alapjan szamitott maximalis gyorsitds mértékéhez viszonyitjuk.
Réamutatunk, hogy a numerikusan mért gyorsitas mértékének eltérése az elméleti maximumtol
a hibrid genetikus-harmonia keres6 algoritmus véletlen részeinek preferalasa miatt adodik
az optimalis paraméterezésben.

A tizenkettedik fejezetben alaposabban kitériink a kihagyott valtozo okozta torzitas jelenségére,
mint a hibrid genetikus-harmoénia keres6é algoritmus legfontosabb korlatjara, valamint
ismertetjlik a lehetséges tovabbfejlesztési iranyokat.

Végezetiil a tizenharmadik fejezetben 6sszefoglaljuk a kutatas f6 eredményeit, és tételesen is
megvalaszoljuk a mésodik fejezetben ismertetett kutatasi kérdéseket. A tapasztalatok alapjan
mindsitjik az értekezésben vizsgalt hibrid genetikus-harmonia keresé algoritmus gyakorlati
alkalmazasi lehetdségeit.

Az értekezés részét képezi a dolgozatban vizsgalt és tovabbfejlesztett hibrid genetikus-
harmoénia keres6 metaheurisztikus algoritmus 332 soros forraskdodja R nyelven, valamint
az értekezés 9., 10. és 11. fejezeteiben szerepld numerikus eredményeket el6allitd, 6sszesen
1176 soros R szkript. Az R szkriptek, a vizsgalt algoritmusok futtatdsahoz hasznalt, Rda
formatumua tanitd és teszt adatbazisok, tovabba a numerikus eredményeket részleteiben

tartalmazo csv és xlsx formatumu tablazatok a https://github.com/KolLa992/Hybrid-algorithm-

for-GAMs tarhelyrdl érhet6k el. Minden R nyelven irt szkript az R 3.5.3-as verzidjaban kertilt

futtatdsra, 64 bites Windows 10 operdcios rendszeren. A teszteléshez hasznalt hardver
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konfiguracio egy Intel Core i7-8750H 2,20 GHz processzorral (12 mag) és 8 GB 2666 MHz
DDR4 RAM-mal rendelkez6 személyi szamitogép.
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2. Az értelmezheto feliigyelt gépi tanulas kérdéskore

A fejezetben eldszor egy intuitiv példat mutatunk be James et al. (2013) alapjan a feliigyelt gépi
tanulds motivaciojanak és alapfogalmainak ismertetésére.

Tegylik fel, hogy egy tanacsado céget képviseliink, aminek aktualis feladata egy ligyfél konkrét
terméke eladasi bevételeinek novelése. Az ligyfél egy adatbazisban vezeti, hogy mennyi
bevétele volt az elmult évben a széban forgd termékbdl 200 kiillonbdzo piacon. Ugyanezen
a 200 piacon az ligyfél rogziti a termék reklamkiadésait is harom kiilonb6z6 platformon: TV,
radio, Gjsag. Az tigyfél direkt moédon nem feltétleniil képes a bevételeit novelni a termékbdol.
Masrészrol, viszont a harom médiumra vonatkoz6 reklamkiadasait tudja szabalyozni. Tehat, ha
képesek vagyunk megallapitani, hogy milyen kapcsolat all fenn a reklamkiaddsok és
a termékbdl szarmazo bevétel kozott, akkor modositasi javaslatokat tudunk tenni az tigyfél
reklamkoltségvetésében, ezzel indirekt moédon névelve a bevételeket. Egy fokkal pontosabban
fogalmazva azt mondhatjuk, hogy célunk egy olyan modell fejlesztése, amely a lehetd
legpontosabban meg tudja becsiilni a vizsgalt termékbdl szarmazd bevételt a termék
reklamkoltségvetésének ismeretében.

A fenti példaban statisztikai fogalmakkal ¢lve azt mondhatjuk, hogy az eredményvaltozo
a termékbdl szdrmazo bevétel a kiilonboz6 piacokon, a hdrom magyarazdvaltozonk pedig ugyan
ezeken a piacokon a termék reklamkiadasai a TV, radio és jsag platformokon. Statisztikaban
jellemzden az eredményvaltozot Y-al jel6ljiik, mig a magyarazovaltozokat X-el: Jellemzben
a magyarazdvaltozokat egy alsé indexszel kiilonboztetjiik meg jeloléseinkben. Tehat, jelen
példankban X; a TV reklam kiadasok értéke a vizsgalt piacokon, X, a radidreklamokra forditott
kiadas Osszege €s X5 az Gjsaghirdetésekre szant koltség értéke.

Altaldnosabban vizsgalva a kérdést azt mondjuk, hogy megfigyeliink tobb fiiggetlen egyedre
egy Y eredményvaltoz6 és m darab magyarazdvaltoz6 Xi, X, ..., X,, értékét. Tovabba
feltételezziik, hogy létezik valamilyen kapcsolat Y és X = (Xy,X,, ..., X,,) kozott, amely
altalanosan a kovetkez6é formaban irhato fel: Y = f(X) + «.

A képletben f egy rogzitett, de ismeretlen tobbvaltozos fiiggvénye X, X5, ..., Xpp-nek, és € egy
véletlen hibatag, amely X-t6l fiiggetlen és & elemeinek atlaga 0. Ebben a formalizmusban
f jeloli azt a szisztematikus informaciot, amelyet X elarul Y-rol. Lényegében a feliigyelt gépi
tanulas azon modszerek Osszességének tekinthetd, amelyek hasznalataval f pontos alakja

megbecsiilhetd (Russell — Norvig, 2010).
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A gyakorlati alkalmazasok soran f pontos alakjanak ismeretére két okbol lehet sziikségiink:
elérejelzésre és értelmezésre (James et al., 2013). A kovetkez6 két alfejezetben mindkét okot
roviden bemutatjuk.

2.1. Az f becslése elérejelzés céljabol

Tobb gyakorlati alkalmazasban Y mérése nehéz, &m a magyarazovaltozok egy X halmazanak
értékei konnyen megfigyelhetdk. Ekkor a 6 célunk Y becslése ¥ = f(X) modon, hiszen az ¢
hibatag atlagara 0-t feltételeztiink. Ebben a formulaban f jeléli a becslésiink f-re, mig ¥ az f-
b6l szarmazo becsléseink (elérejelzéseink) értékét jeloli Y valos értékeire. Ebben az esetben f
gyakran fekete dobozként kezelendé olyan értelemben, hogy nem vagyunk kivancsiak f pontos
alakjara, ha az pontos elérejelzéseket ad Y-ra.

Példaként vehetiink egy olyan esetet, amikor Xi,X,,...,X,, egy paciens vérmintdinak
Egy ilyen szitudcidban természetes, hogy Y-t szeretnénk minél pontosabban megbecsiilni
X1, X5, ..., Xy értékeinek fiiggvényében. Hiszen, ezzel elkeriilhetd, hogy olyan pacienseknek
adjuk be a szdban forgo gyogyszert, akiknél a gyogyszer kdros mellékhatasokat okozhat.

Y pontossaga, mint egy Y-ra adott elérejelzés, két tényez6tdl fiigg, amelyeket csokkenthetd,
¢s nem-csokkentheté hibaknak nevez a szakirodalom (Russell — Norvig, 2010).
Altaldnossagban elmondhatjuk, hogy f sosem lesz tokéletes becslése f-nek, és ennek
a ,,tokéletlenségnek” a mértékét hivjuk csdkkenthetd hibanak. Ez a hiba azért csdkkenthetd,
mivel egyre bonyolultabb és bonyolultabb f fiiggvényeket alkalmazva f egyre kozelebb keriil
a valos f-hez. Ugyanakkor, még ha sikeriilne is f-et tokéletesen megbecsiilni, és az
elorejelzésiink Y-raaz ¥ = £(X) mennyiség lenne, a ¥ becslésiink még akkor is tartalmaz hibat!
Hiszen, az eredeti modelliinkben Y az ¢ fiiggvénye is, ami a modell definiciobdl adodéan nem
csokkenthetd az X magyardzovaltozok hasznalataval. Tehat, € a nem-csokkenthetd hiba.

A gyakorlatban a nem-csokkenthet6 hiba jelenlétének leggyakoribb oka, hogy € olyan valtozok
hatasét tartalmazza Y-ra, amiket nem tudunk mérni, igy nem szerepelnek az X-ek kozott.
A korabbi példanknal maradva azt mondhatjuk, hogy egy paciens kockazata arra nézve, hogy
egy gyogyszer karos mellékhatasokat valt ki ndla, eltérd lehet kiillonb6zd napokon, vagy
a gyogyszer kiilonbozd gyartasi technikakkal késziilt verzionak fliggvényében és a paciens
vérmintainak segitségével nem mérhetd egyéb kockazati tényezok miatt.

A feliigyelt gépi tanulasi technikak kozos jellemz6je, hogy f-et a csokkenthetd f(X) — f(X)

hiba varhat6 értékének minimalizalasaval becsiilik meg (Russell — Norvig, 2010).
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Egy tovabbi szemléletes példa lehet a kizardlag eldrejelzés céljabol elvégzett f becslésre egy
direkt marketing kampany. Ekkor a vallalat célja, hogy megtaldlja azokat a potencialis
igyfeleket, akik pozitivan reagédlnak kiilonb6oz6 direkt marketing (e-mail, telefon, személyes)
megkeresésre, kiilonbozé demografiai valtozok ismeretében. Egy ilyen projekt esetében
a vallalat nem feltétleniil érdekelt a demografiai valtozok (magyarazovaltozok) és a marketing
kampéanyra adott reakcido (eredményvaltozd) kozotti kapcsolat pontos megismerésére.
A marketing kampanyért felelés szakember elsddleges célja egy minél pontosabb lista
eléallitdsa azokrdl az iigyfelekrdl, akik magas valosziniiséggel pozitivan reagalnak a direkt

marketing megkeresésre.
2.2. AZ f becslése értelmezés céljabol

A gyakorlati alkalmazasokban gyakran érdekelheti az elemz6t, hogy Y milyen modon reagal
az Xy, Xy, ..., Xin értékek valtozasara. Ebben a szitudcidban szintén f becslése a célunk, de nem
feltétlentil azért, hogy elérejelzéseket adjunk Y-ra. Ehelyett Y és X kapcsolatat probaljuk
feltérképezni és megérteni. Konkrétan, arra vagyunk kivancsiak, hogyan valtozik Y az
X1, X5, o, Xy értékeinek fiiggvényeként. Ebben az esetben f-ot nem kezelhetjiik fekete
dobozként, hiszen a célunk éppen f pontos alakjanak megismerése. Ilyen jellegli gyakorlati
példak esetében altaldban az aldbbi hiarom kérdés valamelyikét kivanja az elemzé
megvalaszolni (James et al., 2013).

o Mely magyarazovaltozok alakitjak az eredményvaltozo értékét? Gyakorlati példadkban
sokszor el6fordul, hogy az elérhetd m db magyarazovaltozoknak csak egy kis
részhalmaza van jelent0s hatdssal Y alakuldsara. Egy kis elemszamu, de nagy hatasu
valtozohalmaz azonositdsa sok lehetséges magyarazovaltozo koziil nagyban segiti Y
alakulasanak megértését tobb esetben is.

e Milyen irdnyu kapcsolatban dll az eredményvaltozo és egy konkrét magyardzovaltozo?
Bizonyos magyarazovaltozok egyiranyu, masok ellentétes iranyu kapcsolatban allnak
az eredményvaltozoval. J6l megvalasztott f segitségével az eltérd iranyu hatassal bird
valtozok azonosithatok. Egyiranyl kapcsolata alatt azt értjiik, hogy ha egy tetszdleges
Xj valtozo érteke nd, akkor erre jellemzden Y is ndvekedessel reagal. Ellentétes iranyt

kapcsolat esetén X; novekedésere jellemzden Y csokkenéssel reagal. Bizonyos

bonyolultabb f fiiggvények esetén megengedett, hogy egy magyarazovaltozo hatasa
mas magyarazdvaltozok szintjétdl vagy a sajat szintjétdl is fliggjon.
e Linearisnak tekintheté-e a kapcsolat az eredményvaltozo és az egyes

magyarazovaltozok kozott? Torténeti okokbol az f-re adott becslési modszerek linearis
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fliggvényformat feltételeznek elsdsorban az egyéb becslési modszerek szadmitasi
korlatai miatt. Bizonyos szituaciokban a linearis forma helytalld és kivanatos is.
Ugyanakkor fontos felismerni, hogy a linearis forma feltételezése mikor sériill meg
latvanyosan, ¢és mikor tudjuk kizarélag nem-linearis alakban megadni a

magyarazovaltozok és az eredményvaltozok pontos kapcsolatat.

Ha a fenti harom kérdést szeretnénk megvalaszolni, fontos, hogy f alakja egyszeriien
megadhato, konnyen értelmezhetd legyen. Amikor erre toreksziink, akkor ugynevezett
értelmezhetd gépi tanulasi technikdkat alkalmazunk f becslésére. Napjaink ,big data”
kornyezetében, amikor egy adott becslési feladathoz rengeteg potencialis magyarazdvaltozo
konnyen az elemz6 rendelkezésére all, kiemelten fontossa valik, hogy az els6 felsorolt kérdésre
valaszolni tudjunk, és kiszlrjiikk lehetséges magyarazévaltozdink koziil azt a részhalmazt,
amiknek a legjelentésebb hatdsa van az eredményvaltozora. Emiatt az értelmezhetd gépi
tanulasi moddszerekkel kapcsolatos atfogd szakirodalom az utobbi években egyre boviil.
A legjobb példak Molnar (2020) és Du et al. (2019) munkai.
A fejezet bevezetd példaja kapcsan a reklamkoltségek €s a termékbdl szarmazd bevétel
kapcsolatanak vizsgélata soran tobb olyan kérdést is feltehetiink, aminek megvalaszolasahoz
az értelmezhetd gépi tanulas eszkoztarat sziikséges alkalmazni.

e Melyik platform (TV, radio, Gjsag) reklamkoltségei hatnak a termék bevétel adataira?

e Melyik platformon elkoltott egységnyi reklamkoltség okozza a legnagyobb

bevételnovekedést?
e FEgy adott 0sszegli TV rekldam megvasarlasa varhatdéan mennyi bevételt fog generalni

a reklamozott termékbol?

Tovéabba, az értelmezhetd gépi tanulds modszerei lehetnek sziikségesek olyan klasszikus
kozgazdasagi kérdések megvalaszolasara is, mint egy keresleti fliggvény becslése. Legyen
az eredményvaltozd az, hogy egy konkrét tligyfél megvasarol-e egy adott terméket.
Magyarazovaltozoként pedig hasznaljunk olyan tényezdket, mint a termék ara, a bolt helye,
a termékre adhaté kedvezmények mértéke, a konkurens termék ara stb. Ebben az esetben az
elemz6t elsGsorban az érdekli, hogy az egyes magyarazdvaltozoként hasznalt tényezék hogyan
hatnak a termék megvasarlasanak valoszinliségére. Példaul, ha az egyéb tényezOk nem
valtoznak, akkor hogyan hat a termék aranak valtozasa annak megvasarlasi valoszinliségére?

Konnyen el tudunk képzelni olyan példat is, amikor a feladat egyarant kivanja eldrejelzd
€s magyarazd modellek épitését is. Példaul legyen a feladatunk lakésarak becslése olyan

kiilonbozé kornyezeti magyarazovaltozok segitségével, mint a kornyék buindzési ratija,
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folyoparti-e a lakas, levegdmindség, kornyezo iskolak mindsége, kornyék lakodinak atlagos
jovedelme, lakas teriilete stb. Egy ilyen helyzetben érdekes lehet az egyes magyarazovaltozok
arakra gyakorolt hatdsanak becslése, pl. varhatdoan mennyivel noveli egy lakas arat, ha az
a folyoparton van. Ugyanakkor azt is kimondottan fontos lehet megallapitani, hogy egy konkrét
lakas alul- vagy feliilarazott-e. Ez utobbi esetben a lakasarak minél pontosabb becslése
az elemz0 célja.

Attol fiiggden, hogy az elemzd célja pusztan eldrejelzes, értelemzés vagy a ketté kombinacioja,
kiilonboz6 modszereket alkalmazhatunk f becslésére. A kovetkezd alfejezetben egy rovid
attekintést adunk kiilonboz6 feliigyelt gépi tanulast megvaldsitd algoritmusokrdl olyan

szempontbol is, hogy inkabb eldrejelzési vagy értelmezési feladatokra alkalmasak.

2.3. Néhany tanulo algoritmus elemzése becslési pontossag és értelmezhetoség
szempontjabol

A feligyelt gépi tanulds moddszerei koziil bizonyosak elég rugalmatlannak, korlatosnak
tekinthet6k, mert f becslését elég sziiken meghatarozott fliggvények korében oldjak meg.
Nyilvan egy linedris regresszid (vagy az altalanositott linearis modellek) elég rugalmatlan
modszernek tekinthetd, hiszen m + 1 db valtozo kapcsolatat csak egy m dimenzids hipersik
segitségével tudja leirni és a hipersik paramétereit becsld legkisebb négyzetek moddszere
a magyarazdvaltozok fliggetlenségét teszi fel.

Amennyiben az eredményvaltoz6 a magyarazovaltozok tobbvaltozos, nem-linedris fliggvénye,
akkor a linearis fiiggvényformaval torténd f kozelités elég magas csokkenthetd hibaval
rendelkezd ¥ becsléseket eredményez. Ugyanakkor, megvan az az eldnye, hogy egy tetszoleges
Xj magyarazovaltozo marginalis hatdsa Y-ra nagyon konnyen értelmezhetvé valik, hiszen

af(x)
aX;

linearis esetben a parcialis derivalt konstans értéket vesz fel. Amennyiben

valtozoszelekciot is végrehajtunk akar regularizacios, pl. Lasso modszerrel (Tibshirani, 1996),
akar valamilyen legjobb részhalmaz elvii szelekcioval (pl. leaps and bounds (Furnival — Wilson,
1974) vagy genetikus algoritmussal (Calcagno, 2019), akkor ugyan még jobban korlatozott
modellt kapunk eredményiil (hiszen a lehetséges magyarazovaltozok koziil nem haszndlunk
fel mindent f-ben), am azonositasra keriil az Y alakulasit legjobban meghatarozd
magyarazovaltozok részhalmaza. Ezzel az eredményvaltozéra hatd legfontosabb tényezok
azonositasra kerlilnek, és segitségiikkel konnyebben lehet a modellek 4altal azonositott
Osszefliggéseket értelmezni és kommunikalni szélesebb kozonség felé. Ugyanakkor, nem

feltétlentil ezektdl a szelektalt linearis modellektdl varjuk a legjobb becslési pontossagot Y-ra.
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Az altalanositott additiv modellek (Generalized Additive Model, roviden GAM) és a dontési
fak kiterjesztik a lineéris fiiggvényformat bizonyos értelemben. A GAM-ok esetében f az egyes
magyarazovaltozokhoz tartozé nem-linearis fi, f5, ..., fin fliggvények Osszegeként all eld
(Hastie — Tibshirani, 1990), mig a dontési fa modszerek elsésorban az egyes
magyarazovaltozok kozti interakcios hatasok figyelembevételével lazitanak a linearis modell
megkotésein (Therneau — Atkinson, 2018). Jellemzden mindkét idézett mdodszer a linearisnal
pontosabb becslésekhez vezet Y-ra, am az egyes valtozok marginalis hatasai mar nem
adhatok meg konstansként. Ugyanakkor, az egyes valtozok margindlis hatasai még jol
vizualizdlhaték a dontési fa hierarchikus grafja és a GAM-ok kiilonb6zd f] fiiggvényeinek
koordinatarendszerben adott abrai segitségével. Mindkét modszer értelmezhetdsége javithatd
valtozoszelekcid alkalmazasaval. A dontési fakat épitd algoritmusok a modell becslése soran
eleve 0 sulyt rendelnek a nem relevans magyarazovaltozokhoz, mig a GAM-ok esetében kiilon
algoritmusok valositjak meg a valtozoszelekciot a linearis modellekhez hasonloan (James et al.,
2013).

A teljesen rugalmas, nem-linearis modellek (ensemble moédszerek, mélytanulé neuralis
halézatok, tdmaszvektor-gépek Stb.) esetében a magyardzovaltozok marginalis hatasai mar
gyakorlatilag egyaltalan nem visszafejthetok (Hastie et al., 2011). Bizonyos esetekben
legfeljebb a magyarazovaltozok fontossagi sorrendjének megallapitasara van lehetéség.
Pl. a véletlen erd6 nevii ensemble modszer esetében. Ugyanakkor, fontos megjegyezni, hogy
ezek a modellek a magyarazovaltozok fontossagat tobb kritérium alapjan is meg tudjak adni,
pl. Gini-index vagy kereszt-entropia alapjan (Fawagreh et al., 2014). A kiilonb6z6 kritériumok
alapjan torténd valtozorangsorok rangkorrelacioinak vizsgalata tovabbi kutatasok témaja lehet.
Azonban, a jelenség vizsgalata jelen értekezésnek nem targya.

A fejezetben emlitett modszerek kozti viszony rugalmassag €s értelmezhetdség szempontjabol

az 1. abran lathato.

22



|
Alacsony

Rugalmassag

1. abra: Kiilonboz6 gépi tanulé algoritmusok értelmezhetésége rugalmassaguk fiiggvényében. Altaldnos

% —| Linedris modellek
= valtozészelekcidval
Linedris modellek
3
ﬁ Altaldnositott additiv modellek (véltozdszelekcidval)
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E Dontési fa algoritmusok
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= Tamaszvektor-gépek
2 | . . e
< Mélytanuld neuradlis hdldzatok
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T

Magas

tendencia, hogy a rugalmasabb algoritmusok kevésbé értelmezhetok.
Forras: James et al., 2013, p.25. alapjan sajat szerkesztés.
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3. A kutatasi kérdések ismertetése és a kutatasi modszertan
attekintése

Jelen fejezetben a doktori értekezésben végzett sajat kutatdsom 6t megvalaszolando kérdését
mutatom be. A sajat munka kiemelése céljabol ebben a fejezetben egyes szam els6 személyt
alkalmazok, mig az Osszes tobbi fejezetben a tudomanyos publikdcidkban megszokottabb
tobbes szam els6 személyt alkalmazom. Az értekezés kutatdsi kérdéseinek ismertetése utan
bemutatom a kutatas kivitelezése soran alkalmazott Design Science modszertant Hevner et al.
(2004) hét pontja és Wieringa (2014) alapjan. Tovabba, részletezem, hogy az értekezésben
bemutatott sajat kutatasom hogyan felel meg a Hevner et al. (2004)-féle ajanlasoknak.

Az értekezésben bemutatott kutatds legfontosabb el6zményeinek két tarszerzos publikaciom
tekinthetd: Lang — Kovéacs (2014) és Lang et al. (2017). Az idézett két tanulményban
gazdasaginformatikus szakos BSc-hallgatoként miikodtem kozre. A publikaciok BSc-
hallgatoként onalloan készitett korabbi TDK dolgozat és szakdolgozat tovabbfejlesztése.
Ebben a két tanulmanyban tarsszerz6immel linearis modellek keretében vizsgaljuk
a kiilonbozd regularizacidos és legjobb részhalmaz elvli valtozdszelekcidos algoritmusok
hatékonysagat els6sorban a javasolt modelljeik értelmezhetéségének Szempontjabol.
Az idézett tanulmanyokban bemutatunk egy hibrid genetikus-harmonia keresé algoritmust
(a tovabbiakban réviden HGHK algoritmus) a valtozoszelekcios feladat megoldasara.
Az algoritmus legjobb részhalmaz elvii szelekciot valdsit meg. Legfontosabb jdonsaga
a szakirodalomban szerepld hasonldé megoldasokhoz képest, hogy 10j korlatozo feltételek
segitségével igyekszik a modellben szerepld magyarazovaltozok redundancidjat meggatolni,
azaz fiiggetlenségiiket — amennyire lehetséges — biztositani. Linearis esetben ez a modellben
szereplé magyarazovaltozok korrelalatlansagat jelenti, ami a linearis modellek gyakorlati
alkalmazasanak egyik legfontosabb feltevése. Az algoritmus fejlesztése soran sajat
hozz4jaruldsom a harmonia keresé és genetikus algoritmus 6tvozésének oOtlete volt. Az otlet
mogott az a felismerés allt, hogy a valtozoszelekcids feladatban sziikség van az egyedek
nagyobb foku véletlenségét biztositd rekombinacids operatorokra, amiket a harmoénia keresd
algoritmus tud biztositani, am futdsid6 szempontjabodl sziikséges a genetikus algoritmus
tarsszerz6immel kozosen végeztiik. Az algoritmus elsé miik6dé implementacidja 6nalldo munka
eredménye, amely a gazdasaginformatikus BSc szakdolgozatom része. TarsszerzOimmel a kod

optimalizalasan mitkddtiink kozosen kozre a két idézett publikacid elkészitése soran.
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Az idézett tanulmanyokban megmutatjuk, hogy az algoritmus alkalmazasaval elérhetd
a modellbe valogatott magyarazovaltozok megfeleld mértékii tapasztalati korreldlatlansaga,
ami nagyban segiti a magyardzévaltozok marginalis hatasanak értelmezhetéségét. Hiszen

af (x 1 . . . e, . .. . .
a %) parcidlis derivalt, mint marginalis hatds vizsgélata soran feltessziik, hogy X; véltozasa

J

esetén a modellben szerepld Osszes tobbi magyarazdvaltozo értéke valtozatlan marad. Tovabba,
a magyarazdvaltozok kozti korrelalatlansdg sériilése hatassal van a linearis modellek
paraméterbecslésének stabilitasara is (Hastie et al., 2011).

Jelen értekezés kozvetlen eldzményének tekinthetd az aktuarius MSc-hallgatoként végzett sajat
kutatasom alapjan késziilt Kovacs (2019) 6nall6é publikaciom. Ebben a tanulmanyban a HGHK
algoritmust kiterjesztettem a klasszikus linedris modellekrdl a Cox-féle ardnyos hazard
modellekben végzett valtozoészelekciora is. A kiterjesztett algoritmussal ¢letbiztositasi
szerzodések lemorzsolodasi gorbéit befolyasold magyarazovaltozok korét hatdirozom meg.
A linearis modellek esetéhez hasonléan az aranyos hazard modellek esetében is érvényesiilt
a HGHK azon tulajdonsdga, hogy a modellkeretben alkalmazott egyéb valtozoszelekcios
algoritmusokhoz képest hasonlo becslési pontossagi megoldast szolgaltat, am ezt korrelalatlan
magyarazovaltozohalmaz segitségével ¢éri el. Ennek kdszonhetden egy életbiztositasi
szerzédésallomanyban eléforduld lemorzsolodasi okok konnyebben feltarhatdéak voltak
a HGHK segitségével, mint mas valtozdszelekcios algoritmus altal szolgaltatott modelleket
felhasznalva. A kutatds legfontosabb hozadéka jelen értekezés szempontjabol, hogy ekkor
implementécio6 a kdzvetlen kiindulasa a jelen értekezéshez tartozé R nyelvii programkddoknak,
melyek szintén teljes mértékben sajat munka eredményei.

Jelen doktori értekezésben megvizsgalom, hogy a HGHK algoritmus milyen modon
terjesztheto ki a 2. fejezetben roviden mar bemutatott GAM-ok korébe. A GAM-ok esetében
a magyarazovaltozok fiiggetlensége fontos feltétel, hiszen a modellben a fi, f5, ..., fin
fliggvények additiv médon kapcsolédnak egymashoz. Ezzel a HGHK algoritmus korlatja, ami
arra torekszik, hogy a modellben csak fliggetlen (vagy legaldbbis a fliggetlenség mérésére
alkalmazott metrika szerint nem redunddns) magyarazdvaltozok szerepeljenek, tovabbra is
hasznos lehet, ha az elemz0 célja egy GAM modellel inkabb értelmezd modell épitése, és az
eredményvaltozora nem-linearisan hatd legfontosabb tényezOk azonositdsa €s marginalis
hatasaik megadasa. Tovabba, a GAM-ok alkalmazéasanak eldnye az 1. abra alapjan, hogy az
értelmezhetdség megdrzése mellett pontosabb becsléseket szolgaltatnak Y-ra, mint a linearis

modellek.
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3.1. Az értekezés kutatasi kérdései

Az ismertetett kutatasi el6zmények alapjan jelen értekezésben a K1-K5. kutatasi kérdésekre

keresem a valaszt a HGHK algoritmus GAM-ok korére kiterjesztett verzidjaval kapcsolatban.

A K1-K5. kutatéasi kérdések elsésorban az algoritmus GAM keretre torténd kiterjesztésének

technikai lehet6ségeit, az algoritmus altal javasolt modellek minéségét, valamint az algoritmus

varhato futasidejének csokkentési lehetdségeit célozzak.

K1.

K2.

K3.

K4.

K5.

Megvalo6sithato-e a HGHK algoritmus kiterjesztése linearis modellekr6l GAM
keretbe anélkiil, hogy az algoritmusban linearis esetben alkalmazott dontési
valtozokon és binaris egyedreprezentacion valtoztatni kellene?

Képes-e valos adatbazisokon a HGHK algoritmus (a magyarazovaltozok
redundancia mentességét biztositani kivano6 korlat alkalmazasa segitségével) olyan
modelleket azonositani, amelyek kevesebb és nem redundidns magyarazdvaltozo
segitségével nagysagrendileg hasonld becslési pontossagot nyujtanak, mint az
értekezés soran vizsgalt egyéb korszerli valtozoszelekcios algoritmusok GAM
keretben?

A HGHK algoritmusban az 10j populadcié létrehozisa soran a véletlen vagy
a kontrollalt rekombinacids operatorokat érdemesebb eldnyben részesiteni GAM
keretben torténd alkalmazas esetén?

Milyen eszkdzzel érdemes a HGHK algoritmusban a kezdeti populéci6 jo mindségét
biztositani: tobb véletlen kezdépopulaciobol lefuttatni a HGHK algoritmust kis
populécido méret és alacsony maximalis generacidszam mellett, vagy inkdbb nagy
populécido méretet €s magas maximalis generacidoszamot célszerli alkalmazni és az
algoritmust csak egyszer lefuttatni?

Milyen parhuzamositasi stratégiaval javithato jobban a HGHK algoritmus
futasideje: tobb egyedhez tartoz6 modell egyszerre torténd, parhuzamos
kiszamitasaval, vagy egy modell kiszamitdsanak parhuzamositasaval? A kivalasztott
parhuzamositasi stratégiaval az algoritmus milyen hatékonyan skalazhato
kiilonb6z6  teljesitményparaméterekkel rendelkezd hardver architekturdkon?
A parhuzamositassal elért empirikus gyorsitds a HGHK algoritmusban hogyan

viszonyul a parhuzamositas elviekben elérhetd maximalis gyorsitdsdhoz?
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3.2. A Design Science kutatasi mdodszertan és alkalmazasa az értekezés kutatasi
kérdéseinek megvalaszolasara

A K1-K5. kutatasi kérdések megvalaszolasdhoz tovabbi kutatdsomat a Design Science
modszertan Hevner et al. (2004)-féle hét pontos ajanlasa alapjan tervezem meg.

A Design  Science  modszertan ~ szerint ~ megvalositott  kutatdas  konkrét
eredménytermékek tervezése és teljesitményiik kivizsgalasa éles kornyezetben. A kutatas
explicit célja az eredménytermék funkcionalis teljesitményének fejlesztése. A Design Science
modszertan eredménytermékeinek korébe altalaban algoritmusok, ember/gép interfészek,
folyamatmodellek ¢és programnyelvek tartoznak. A mddszertan alkalmazisa leginkabb
a mérnoki és szamitastudomanyi teriileteken elterjedt, am nem korlatozott kimondottan ezekre
a tudomanyagakra és egyéb teriileteken is alkalmazhat6 (Kuechler — Vaishnavi, 2008).

A Design Science moddszertan alkalmazéasa egyarant jelenti informatikai eredménytermék
kifejlesztését ¢és kutatdsi kérdések megvalaszolasat. Az értekezésben a KI1-K5.
kutatasi kérdéseinek megvalaszolasat egy sajat algoritmus (HGHK) tovabbfejlesztésével,
informatikai eredményterméknek tekinthetd. Ebbdl adoddan logikus valasztas a Design Science
modszertan a jelen értekezésben végzett kutatas kivitelezéséhez. A modszertan hét altalanos
iranyelve Hevner et al. (2004) alapjan az alabbi:

1. Tervezés, mint termék: A Design Science moddszertan szerint megvalosuld kutatés
eredménye egy miikodo termék, tervezés, modellezés vagy eljaras formajaban.

2. Relevans probléma: A kutatas célja, hogy egy technoldgia alapi megoldast fejlesszen
egy fontos és relevans lizleti probléma megoldésara.

3. Ertékelés: A tervezett termék hasznossagat, minéségét és hatasossagat szigortian kell
értékelni egy megfeleld értékelési eljaras alapjan.

4. Kutatasi értek: A hatasos Design Science modszertan szerint megvaldsuld kutatasnak
vilagos és igazolhatdo eredményeket kell felmutatnia a tervezett termék, a tervezés
alapjai és modszerei esetében.

5. Kutatési szigor: A termék kialakitdsdban és értékelésében egyarant szigori modszereket
kell alkalmazni.

6. Tervezés, mint keresési folyamat: A hatasos eredmény megtalalasa érdekében a keresés
soran sziikséges a rendelkezésre allo eszk6zok olyan hasznalata, mely sordn a kutatas
megfelel a probléma kornyezetében fennallo torvényszeriiségeknek.

7. Kutatds kommunikacidja: A kutatds eredményeit hatdsosan kell bemutatni

a technologidban és a menedzsmentben jartas kozonségnek egyarant.
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a HGHK algoritmusnak, ami képes a valtozoszelekcids feladat megoldasara GAM-ok esetén,
valds adatbazisokon. Ezzel a 7. fejezetben részletesen bemutatott HGHK algoritmus megfelel
a Design Science mddszertan 1. ajanlasaban szerepld termék kritériumainak.

A 4. és 5. fejezetben alaposan ismertetem a kutatasban vizsgalt GAM-ok elméleti és
modszertani kereteit a legfrissebb szakirodalmi forrasok alapjan. Kiemelem, hogy a GAM-0k
paraméterbecslési  eljardsai  érzékenyek a modellben szerepld magyarazovaltozok
redundancidjara, a concurvity jelenségre. Bemutatom, hogy a concurvity jelenség a modellek
eredményeinek iizleti értelmezhetdségét is megneheziti. A 6. fejezetben pedig a GAM keretben
alkalmazhatd legkorszeriibb valtozoszelekcids algoritmusok milkddésének elemzésével
ravilagitok arra, hogy a GAM valtozoszelekcid soran alkalmazott legnépszeritibb algoritmusok
a concurvity jelenséget nem, vagy csak korlatozott mértékben veszik figyelembe. A 4., 5. és 6.
fejezetekben tehat irodalomkutatas segitségével bemutatom, hogy az értekezésben bemutatott
kutatds és annak eredményterméke fontos és relevans iizleti problémara nyujt megoldast
a Design Science mddszertan 2. ajanlasanak megfelelden.

Az értekezés 8. fejezetében attekintem a HGHK algoritmus teljesitményének kiértékelésére
alkalmazott validacios modszerek és teljesitménymetrikak korét. Részletes irodalomkutatassal
alatamasztom, hogy a HGHK algoritmus teljesitményének numerikus 0Osszehasonlitasa
a 6. fejezetben bemutatott egyéb GAM keretben alkalmazhatd korszerli valtozoszelekcios
algoritmusok teljesitményével korszerli validacidos eljarasok ¢és teljesitménymetrikak
segitségével torténik. Ezzel figyelembe véve a Design Science mddszertan 3. ajanlasat.

A 7. fejezetben bemutatom, hogy az altalam javasolt HGHK algoritmus maradéktalanul
figyelembe veszi a concurvity jelenséget a valtozoszelekcido soran. Tovabba, a 9. és 10.
fejezetekben két eltéré paraméterekkel rendelkez6 gyakorlati probléman alkalmazom a HGHK-
t és az algoritmus teljesitményét a 6. fejezetben ismertetett eljarasokkal szemben
Osszehasonlithatd modon visszaméretem. A numerikus kisérletek megerdsitik, hogy a HGHK
képes elérni, hogy az eredményiil kapott modell concurvity jelenségtdl mentes legyen, tovabba
a becslési pontossaga is nagysagrendileg megkozeliti a tobbi vizsgalt algoritmus pontossagat a
legtobb, a 8. fejezetben javasolt metrika alapjan. A 10. fejezet numerikus eredményei igazoljak
egyedekhez tartoz6 GAM-ok parhuzamos kiszamitdsa esetén. Ezen numerikus eredmények
alapjan igazolom, hogy a kutatdsom terméeke, a HGHK algoritmus kutatasi értéket hordoz,

és ezzel kutatdsom megfelel a Design Science 4. ajanlasanak.

28



A HGHK algoritmus teljesitményének optimalizalasat a 9. fejezetben a paraméterek szigoru
ceteris paribus elvii érzékenységvizsgalatdval végzem el. Az eredmények fiiggvényében
a HGHK algoritmust a 10. fejezetben méar ij médon, tobb, kisebb méretli kezdeti populacidval
alkalmazom a nagyobb méretii valtozodszelekcios feladat hatékony megoldasa érdekében.
Ezen tal a 11. fejezetben vizsgdlom a HGHK skaldzhatosagat tobb parhuzamositott
végrehajtasra alkalmaz virtudlis hardver architektira alkalmazédsédval. A HGHK kiilonb6z6
architektirakon empirikusan mért teljesitményét mindig visszamérem a parhuzamositassal az
adott architekturan elérhetd elvi maximalis gyorsitdshoz képest. Tovabba, az eredmények
kiértékelése soran mind a 9., 10. és 11. fejezetben szigortian kovetem a 8. fejezetben
bemutatott validaciés moddszertanokat. Mindezekkel biztositom a megfelelést a Design
Science modszertan 5. ajanlasdban szerepld kutatasi szigornak és az 0Osszes elérhetd
algoritmusfejlesztési eszkdz-kornyezet torvényszerliségei megfeleld alkalmazasdnak (6.
ajanlas).

A kutatas aktiv kommunikacidja (Design Science 7. ajanlés) soran jelen doktori kutatas
eredményeit bemutattam tobb hazai és nemzetkozi konferencian is, valamint referalt
tudomanyos folyodiratokban is megjelentek publikaciéim. Tovabbd, a kutatdsi eredmények
bemutatdsra keriiltek a Budapesti Corvinus Egyetem ,,Adatelemzés a gyakorlatban”
eléadassorozatanak részeként és a 2020 januari Kutatdsi héten is, ahol az eredményeket
az Egyetem hallgatoival és olyan kutatokkal osztottam meg, akik a HGHK algoritmust sajat
kutatasaik sordn maguk is alkalmazni tudjak.

Az értekezés kutatasi céljainak és modszereinek bemutatisa utan a kutatasi eredményeim
ismertetését a GAM-ok elméleti és modszertani kereteinek targyalasaval kezdem a 4. és 5.

fejezetekben.
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4, Az altalanositott linearis modellek (GLM) formalis ismertetése

A fejezetet az altalanositott linearis modellek (tovabbiakban GLM az angol Generalized Linear
Model kifejezés alapjan) targyalasaval kezdjik Nelder — Wedderburn (1972) alapjan.
Az egyszerlibb, linedris keretben ismertetjiik a valtozoszelekcio alapfeladatat és ismertetjiik
a multikollinearitas fogalmat.

Az értekezés targya a GAM keretben értelmezhetd valtozoszelekcios algoritmusok kore, igy
a 5. fejezetben ezen modellkeret formalis ismertetését adjuk meg. Viszont, az altalanositott
additiv modellek az altalanositott linearis modellek kozvetlen tovabbfejlesztésének tekinthetdk,
igy ezért foglalkozunk elészor jelen fejezetben a linearis modellek formalis leirasaval. Mivel
az 5. fejezetben a jelen fejezetben bevezetett fogalmak segitségével tudjuk bemutatni, hogy
a nem-linearis, GAM keretben milyen modositasok sziikségesek a valtozoszelekcids feladat
megfogalmazasaban a linearis esethez képest.

Legyen adott egy n elemi minta. Legyen Y = [y;,ys,...,¥,]7 € R" egy exponencialis

eloszlascsaladbol szarmazo valdszinliségi valtozd megfigyelt értékeit tartalmazé vektor. Ekkor
T
egy GLM segitségével Y varhato értéke (1) modon becsiilhetd p db X; = [le,sz, s xjn] €

R™ magyarazovaltozo megfigyelt értékeinek segitségével.

1%
R(E)) =& + Bo + z BiX, (1)
=1

Ahol h(+) € R - R a GLM link fiiggvénye, € = [£4, &5, ..., £,]T € R™ a modell hibavektora és

g = (,80, B, -, ,Bp)T € RP a modell egyiitthatoinak (paramétereinek) vektora. Ekkor S8 vektor
maximum likelthood modszerrel megbecsiilhetd a rendelkezésre 4all6 minta alapjan az
eredményvaltozo eloszlasanak figyelembevételével. Legyen L;(B) az i-edik megfigyelt
mintaelem stirtiség értéke a feltételezett eredményvaltozo eloszlas, a magyarazovaltozok i-edik

megfigyelése és a § paramétervektor mellett. Ekkor a  vektort a m[;;lx YieiInL;(B) feladat

megoldasaval nyerjiik. A megoldashoz altalaban a Newton — Raphson médszert alkalmazunk.
(James et al., 2013)

A kovetkezd gyakorlati probléma egy m db lehetséges X = {X;, X, ..., X;,,} magyarazovaltozot
tartalmazo halmazbol kivalasztani azt a p < m db valtozot tartalmazo X = {X 1 X2, w0 X p} cX
részhalmazt, ami a legjobb altalanositd képességii modellt eredményezi. A regresszids modell
altalanositd képessége azt mutatja meg, hogy a modell mekkora pontossaggal tudja az n elemii
mintan kiviili populaciét is jellemezni a minta alapjan kinyert informaciok alapjan. A megfeleld

altalanositd képesség eléréséhez kompromisszumra van sziikségiink a mintainforméciok
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felhasznalasanak tekintetében. Ha tul kevés mintainformaciot hasznalunk fel, akkor nem
nyeriink elég jo képet a valdsagrol. Ha tul sokat hasznalunk fel, akkor tulsagosan
,rafokuszalunk” a mintankra, és ez rontja a mintan kiviili elemek leirdsdnak pontossagat
(Wooldridge, 2016).

Az altalanosité képesség novelésére iranyuld torekvések eredményeképpen sziiletett meg
a magyarazovaltozok szelekcidjadban a parszimonia, azaz a takarékossag elve. A parszimdnia
elve szerint a X © X halmazt tigy kell megvalasztanunk (szelektalnunk), hogy a lehet6 legjobb
becslési pontossagot érjiik el a lehetd legkevesebb magyardzovaltozo felhasznalasaval.

Tehat, a parszimodnia elve tulajdonképpen a (2)-ben lathaté mddon modositja az eredeti

mﬁax iz InL;(B) feladatot.

min Z(— InLi(B)) + Aop @)

A (2)-ben szerepld }j—; —InL;(B) = £(B) tagot, mint a modell negativ log-likelihood értékét
felfoghatjuk a modell ,hibatagjanak™ is, mivel a negativ el6jel alkalmazasa miatt £(f)
csOkkenésével javul a modell illeszkedése a megfigyelt mintaadatokra a célvaltozoban.
Kiilonbozo A, értékek mellett, kiilonbdz6 minimalizaland6 célfiiggvények szarmaztathatok az
eredeti likelihood maximalizalasi feladatbol (2) alapjan. Mindegyik ,,szarmaztatott”
célfiiggvény a kovetkezO alakot koveti: €(B) + biintetétag, ahol a biintetdtag mindig
a modellben felhasznalt magyarazovaltozok szamanak (p-nek) valamilyen fliggvénye. Azt,
hogy milyen mértékben biintessiik a #(f) csokkenését egy uj valtozd bevonasanak (tehat p
novelésének) hatdsara, azt a A, paraméter szabalyozza. A, fliggvényében kiilonbozd
modellszelekcios célfiiggvények sziilettek, amik a parszimonia elvét is szamitasba veszik. Ezen
célfiiggvényeket dsszefoglald néven informdacios kritériumoknak hivjuk.

Az informacids kritériumokat Ramanathan (2002) alapjan foglaljuk dssze.

Az els6 az Akaike Informacios Kritérium/Akaike Information Criterion (AIC):

¢ 2
ac =18 2
n n

A masodik célfiiggvény a Schwarz- Bayes Informacios Kritérium/Bayesian-Schwarz

Information Criterion (SBC):

£ 2
spc =28 L2200 ()
n n
A harmadik lehetséges célfiiggvény pedig a Hannan-Quinn Informacids Kritérium/Hannan-

Quinn Information Criterion (HQC):
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HQC = @ + 2—pln(ln(n))
n n

Ezen kiviil sokszor hasznalatos a korrigalt McFadden-féle pszeudo R-négyzet mutatd
alkalmazasa. A mutatot McFadden (1974) alapjan ismertetjiik. A mutaté megértéséhez fontos
bevezetni a telitett modell fogalmat. A telitett modellnek annyi paramétere van, ahany
megfigyelés a mintankban, igy minden megfigyelésre tokéletesen illeszkedik.
A megfigyeléseink egyéni deviancidja pedig az egyéni log-likelihood novekményének
kétszeresét jelenti, ha az aktualis helyett a telitett modellt hasznaljuk: D; = 2(In L; (telitett) —
InL;(B)). A modell teljes devianciaja mintan pedig nem mas, mint D = Y, D;. Legyen D,
a nullmodell (a csak konstanst tartalmazo modell) teljes devianciaja. Ezekkel a jelolésekkel

a McFadden-féle pszeudo R-négyzet:

D
R2=1-—
Dy
A modell talillesztésének elkeriilése érdekében a megfigyelt mintara vonatkozdéan még

korrigélni szlikséges az aktualis modell magyarazdvaltozoinak szaméaval:

Az informAcios kritériumokkal ellentétben a R? mutatd egy maximalizaland6 célfiiggvény.

Ugyanis, ez a mutatd az informécios kritériumokkal szemben, nem az atlagos egységnyi

elkovetett — modellbél szarmazé — hibat (%) minimalizalja, hanem azt méri le, hogy

mennyivel tud az aktudlis modelliink jobb becslést adni az eredményvaltozora, mint
a magyarazdovaltozok nélkiili nullmodell.

A thlillesztés problémajat el lehet keriilni a keresztvalidalt £(B) vagy pszeudo R?
kiszamitasaval is, de ha az a célunk, hogy egyszerre tobb X halmaz teljesitményét is
kiértékeljiink, akkor a korrigalt R? vagy az informdcios kritériumok alkalmazéasa a szamitasi
kapacitasokkal torténd takarékossag miatt preferalt lehet.

A viltozdszelekcid soran tehit az X halmazt ugy sziikséges megvalasztani, hogy R? maximalis
vagy a preferalt informacios kritérium minimalis legyen. Masképp megfogalmazva azt
is mondhatjuk, hogy a (2) feladat eredményéiil kapott optimalis f3 -k az X; € X valtozokra
lesznek nemnullak. Azonban X sszes részhalmazanak megvizsgalasa NP-nehéz feladat, hiszen
az Ures halmaz kizarasaval is 2™ — 1 db lehetséges megoldast kell vizsgalni (Huo — Ni, 2007).
Ezen kiviil pedig az is fontos szempont, hogy az optimalisnak itélt modellben csak szignifikans
valtozok szerepeljenek. Azaz, olyan valtozd ne szerepeljen a modellben, aminek az egytitthatoja

(By) kozel 0, tehat nem lehet egyértelmiien eldonteni, hogy valtozasa (ceteris paribus) néveli
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vagy csokkenti-e az eredményvaltozo értékét. Ezt hipotézisvizsgalatok segitségével tudjuk
ellendrizni, egylitthatonként (B;) kiilon-kiilon (Wald-féle LR tesztek). A vizsgalat soran
a nullhipotézis tartalmazza azt az allitast, hogy az adott magyarazé valtozo (X;) egyiitthatoja
(B;) nem szignifikans, mig az alternativ hipotézis szerint a valtoz egyiitthatdja szignifikans.
Tehat, a nullhipotézis elutasitasat vizsgaljuk egy adott a szignifikancia szinten. Ha barmelyik
magyarazo valtozo egylitthatdja nem szignifikdnsnak bizonyul, nem tartjuk optimalisnak az
adott modellt ilyen szempontbol. (Fahrmeir et al., 2013) Ez az extra feltétel az optimalizalas
soran tulajdonképpen még inkabb biztositja, hogy a végsd, optimalisnak itélt regresszids modell
megfeleljen a parszimonia elvének.
4.1. A multikollinearitas jelensége
A valtozdszelekcid sordn kiemelten figyelni kell a multikollinearitds jelenségére.
A multikollinearitds azt jelenti, hogy a magyarazovaltozok redundansak, azaz egymast
magyarazzdk. Ez rendkiviil karos hatassal tud lenni a valtozoszelekcids feladatunkat
megoldd algoritmusok futdsara, mivel a regressziés modellekben fontos feltétel, hogy a
magyarazovaltozoink fiiggetlenek legyenek. Az egyiitthatovektor 3 ; elemeinek értelmezése is
ceteris paribus elvili, ami értelmét vesziti, ha a magyarazdvaltozoink korreldlnak, azaz egyiitt
mozognak.
Ezen a ponton fontos megjegyezni, hogy a fiiggetlenség és a korrelalatlansdg nem azonos
fogalmak. TetszOleges n egész szam mellett az X, X,, ..., X;, valdszintiségi valtozok akkor és
csak akkor fliggetlenek egylittesen, ha Fy, _ x. egyiittes eloszlasfiggveényiik a marginalis Fy,
eloszlasfiiggvényeik szorzataként allithato eld:

Fy, .x, (X1, 00, x0) = Fx, (x1) oot Fx (X)), VXy, ..., X — TE
A tokeéletes multikollinearitds ellenben csak azt jelenti, hogy egy X; valoszinliségi valtozo
eldéallithato X;, X5, ..., X,, valtozok linearis kombinacidjaként. Nem tokéletes, de karos
multikollinearitds esetén X; variancidjanak egy nagy hanyada magyarazhato meg X4, X5, ..., X,
véltozok linedris kombinaciojaval. Ebbdl kovetkezik, hogy az Xq, X, ..., X, valdsziniiségi
valtozok fiiggetlensége esetén koztik multikollinearitds nem all fenn. Am abbél, hogy az
X1, X5, ..., X, valtozok kozott a multikollinearitas mértéke 0, abbol nem kdvetkezik, hogy ezek
a valtozok fliggetlenek is, hiszen nem-lineéris Osszefliggés még fennallhat koziiliikk. Egyediil
akkor tekinthet6 a multikollinearitds teljes hianya ekvivalensnek a vizsgélt valdszinliségi

valtozok fiiggetlenségével, ha azok egylittes eloszldsa tobbdimenzids normalis eloszlast kdvet

(Dowdy et al., 2011).
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Mindennek ellenére a multikollinearitas vizsgalata fontos a GLM-ekben, hiszen ennek jelenléte
esetén a redundancia biztosan fennall az alkalmazott magyarazovaltozok kozott, ami biztosan
torzitja a paraméterbecslés standard mintavételi hibajat (Nelder — Wedderburn, 1972)
¢s megneheziti a marginalis hatadsok értelmezését. Tehat, a GLM-ek megtisztitasa karos
multikollinearitastol  javitja a modellek paramétereinek becslési stabilitdsat ¢€s
értelmezhetdségét, de mivel nem jelent teljes fliggetlenséget, igy tokéletessé nem teszi azokat.
A multikollinearitas jelensége mérheté az tgynevezett VIF; mutatdszammal. A j index arra
utal, hogy mindegyik magyarazovaltozora ki lehet szamitani ezt az értéket, és azt méri, hogy az
adott magyarazévaltozot milyen mértékben magyarazza (linedrisan) a modellben 1évo tobbi
magyarazovaltozo.

Ehhez felirjuk a kovetkez6 segéd regressziot:
h (E(X])) =& + BAO + Bl)?l + b + ﬁAj_l)?j_l + ﬁAj+1Xj+1 + ce + Bp)?p
Ezen regresszids modellnek kiszamoljuk a korrigélatlan R? mutat6jat. A tovabbiakban ezt Rjz-

vel jeldlve, azaz a j-edik valtozohoz kétjiik jelolésben is. Ebbdl pedig a VIF; mutato értéke:

1
Vi =1"%
]

Multikollinearitds hidnya esetén a mutato értéke 1, mert ekkor Rjz = 0. A mutat6 1-2 kozotti
erteke esetén sem besz€lhetiink igazan multikollinearitasrol. Ha VIF; 2-5 koz6tt van, akkor
a multikollinearitds jelensége jelen van, de még nem karos. 5 felett pedig karos
multikollinearitasrol beszéliink. (Kovacs, 2008)

Valtozoszelekcio soran érdemes lehet olyan X halmazokat preferalni, ahol egyik valtozé VI F;
mutatéja sem haladja meg a 2 vagy 5 hatarértekeket. Egy ilyen korlat beépitésével
a valtozoszelekcios feladatba biztosithatjuk, hogy az eredményvaltozéd értékének alakuldsat
befolyésolo linearisan fliggetlen tényezdket egyértelmiien azonositani tudjuk a szelektalt végso
modell alapjan. Az ilyen ,.extrém moddon” takarékos modellek természetesen magukban
hordozzak a kihagyott valtozok miatti torzitas veszélyét (Wooldridge, 2016), de segithetnek
az elemzonek azonositani az eredményvaltozot alakitdo legfontosabb fiiggetlen hatdsokat
reprezentdld valtozokat. A moddszer eldnye a hagyomanyos dimenzidcsokkentési eljarasok
alkalmazasaval szemben, hogy a végsé modellben konkrétan megnevezhetd valtozok

szerepelnek, adott esetben nehezen értelmezhetd faktorok helyett (Jolliffe, 1982).
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5. Az altalanositott additiv modellek (GAM) formalis ismertetése

A fejezetben attekintjiik a GAM modellek alapvetd matematikai keretét. Felhivjuk a figyelmet
arra, hogy a nem-linearis modellezés hogyan teszi bonyolultabba a valtozoszelekcios feladatot
a linearis esethez képest. Végiil, bemutatjuk a concurvity jelenséget, ami a multikollinearités
fogalmanak altalanositasa nem-linearis modellekre.

A GAM-ok az (1)-ben megadott linedris modellt terjesztik ki, hogy tgy, hogy az X;
magyardzovaltozok nem csak egy egyszerli szorzot (f;) kapnak, hanem valamilyen nem-
linearis f; fliggvénnyel transzformaljék 6ket a modellben (3). A modellek altalinos fogalmait

Hastie — Tibshirani (1990) alapjan ismertetjik.

14
h(EM)) = ¢ + Z £(%,) (3)
j=1

Az (1) és (3) egyenletekkel adott modellek kozotti kiilonbség latvanyosan vizualizalhatd. James
et al. (2013) péld4jaban munkavallalok jovedelmét becsiiljiik iskolazottsag €s tapasztalat
figgvényeként. EKkor a 2. abran lathato, hogy a GLM egy sikra vetiti le a pontként abrazolt
munkavallalok z tengelyen szerepld jovedelmét (balra). Ezzel szemben, a GAM egy
bonyolultabb feliiletet illeszt a jovedelem koordinatakakra (jobbra), ezzel nagyobb illesztési
pontossagot ér el a megfigyelésekre a GLM-nél. Azonban a feliilet nem annyira 6sszetett, hogy
ne lehessen rajta azonositani, hogy milyen tapasztalat és iskolazottsag mellett lehet magasabb

jovedelemre szamitani.

o

2. abra: Munkavallalok jovedelmének (Income) modellezése iskolazottsag (Years of Education) és tapasztalat
(Seniority) fiiggvényeként. Forras: James et al., 2013, p.22-23.

A (3) egyenlettel adott modell esetén a legfontosabb kérdés, hogyan tudjuk megadni az egyes
magyarazovaltozokra illesztendd f; transzformacios fiiggvényeket. Hiszen itt is fontos
az altalanositd képesség és ennek kapcsan a tulillesztés kérdése. Ha tal egyszert fliggvényt

vélasztunk, akkor a GAM nem fog pontosabb kozelitést adni Y feltételes varhato értékére, mint
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a GLM. Ha tal bonyolult fliggvényt illesztiink, akkor ismét talsagosan ,rafokuszalunk”
a mintdnkra, mint abban az esetben, amikor til sok magyarazdvaltozot hasznalunk
a modellezéskor. Tul bonyolult fiiggvény illesztése tehat csak a megfigyelt mintaadatokon
javitand a modell becslési pontossagat a linearis esethez képest, a mintan kiviili populacid
esetében konnyen elképzelhetd, hogy egy ilyen fiiggvény becslési pontossaga még romlik is
a linearis modellhez képest.

eloszlast eredményvaltozora mutatjuk be, ahol a link fliggvény az identitds. Ezzel GAM

becslése az eredményvaltozora egyszeriien ¥ = Z]P=1 f](Xj) lesz, és az f; fiiggvények illesztése
soran a likelihood maximalizilds ekvivalens a n}%n”Y -X0 fj(Xj)”2 legkisebb négyzetek

feladat megoldasaval.

5.1. A bazis-spline fiiggvények, mint transzformacios fiiggvények alkalmazasa
Leggyakrabban az f; fiiggvényeket egyszerli bazis-spline, réviden b-spline fiiggvényeknek
tekintik (Hastie — Tibshirani, 1990) (Hazewinkel, 2001). A b-spline fliggvények tobb,
magasabb foku polinomot (bazisfiiggvényt) szakaszosan illesztenek 6ssze a spline fiiggvény
értelmezési tartomanyan, vagyis a [min(X j) , max(X ])] intervallumon. PI. 3 szakaszra illesztett

masodfoku polinomok esetében:
xZ
B1:7,haOSxS1
5 - —2x*+6x—3
2 2
_B-x?
2
A fenti példa egy harmadrendii b-spline, mivel egy r-ed rendii b-spline-nak mindig r szakasza

yhal<x <2

B; ,ha2<x<3

van ¢és a B; fliggvények r — 1 fokl polinomok. Ezt a tulajdonsagot a b-spline fliggvények Cox
de Boor rekurziv formulaval térténd megadasa biztositja:

x — k; Kivarr — X

Bi,d(x) = X Bi,d—l(x) + Bi+1,d—1(x), és

i+d — ki ki+d+1 - ki+1

(1 ha x € [k; , kiz1[
Bio(x) = {0, hax & [k;, ki1

A Cox de Boor rekurziéval adott B; 4(x) fliggvények linearis kombinaciojaval r-ed rendi

b-spline fliggvényt allithatunk el6, ha a rekurzios formulat d = r-re alkalmazzuk:

Se(x) = Z a; B (x)

l
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Ahol i a megfelel6 szakaszhatar (k;) indexe x értelemzési tartomanyan.
Ha egy GAM-ban szeretnénk megbecsiilni egy darab f; fliggvényt b-splineok segitségével,

akkor csak a kovetkez0 egyszeri minimalizalasi problémat kell megoldani:

n

> (=5 (50) =1y =511

i=1

Konnyen lathato, hogy r = 0 esetben az alap linearis modell alakjat kapjuk vissza a spline
fliggvények alkalmazasaval.

A viltozoszelekcio soran linedris modellben csak arrol kell donteni, hogy szerepeltetjiik-e X;-t
amodellben. Ez egy kisebb méretii, pl. 8 lehetséges magyarazovaltozot tartalmazo adatbazisban
28 — 1 = 255 modell megvizsgalasat jelenti, aminek kovetkeztében a globalis optimum
egyszerlien az Osszes részhalmaz megvizsgalasaval megtalalhat6. Ellenben, ha GAM-mal
modelleziink, és az f; fiiggvényeket b-spline-okkal reprezentaljuk, akkor a szelekcié soran
donteni kell a b-spline rendjérél és X; értelmezési tartomanydnak szakaszhatérairol is.

A szakaszhatarokat altalaban egyenletesen osztjak el X; értelmezési tartomanyan, 4m ez sokszor

nem az optimalis megoldas (Hastie — Tibshirani, 1990) (Zhou — Shen, 2001). Ezen feliil, ha r-
re egy ésszerl fels6 korlatot tesziink (7;,,4), akkor mar m db lehetséges magyarazovaltozo
esetén a megvizsgalandd részhalmazok szama (7,4, + 1)™. Hastie — Tibshirani (1990)
javaslata a talillesztés elkertilése érdékben r,,, = 6, ami a kisméretih m = 8 adatbazisban
is mar (6 +1)8 =5764801 db eset megvizsgalasat jelenti. Ekkor pedig még nem is
foglalkoztunk a k; szakaszhatarok optimalis elhelyezésével.

A fentiek miatt a klasszikus b-spline-ok alkalmazasa nem javasolt nem-linearis modellszelekcio
soran, mivel a dontési valtozok megnovekedett szama miatt mar a kis méretli adatbazisok is

nagy keresési teret generalnak.
5.2. Thin plate spline fiiggvények, mint transzformacios fiiggvények alkalmazasa

A b-spline fliggvények helyett a valtozoszelekcios feladat soran a Wood (2003), Wahba (1990)
¢s Green — Silverman (1994) altal javasolt thin plate spline fiiggvényekkel érdemes az
spline fiiggvények alkalmazdsa esetén nem kell foglalkozni a valtozoszelekcido soran
a csomopontok optimalis elhelyezésével, és minimalis szamitdsi id6t igényel a spline

fliggvények rendjének megvalasztasa is.
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5.2.1. Reprodukalé magu Hilbert-terek
A thin plate spline fiiggvényekkel torténd reprezentacio6 azt kdveteli meg az f; fliggvényektol,
hogy reprodukal6 magu Hilbert-terek (tovabbiakban roviden RMHT) elemei legyenek.
A reprodukalé magt Hilbert-tereket a XX. sz. kozepén fedezték fel (Aronszajn, 1950),
¢s az utobbi évtizedekben terjedtek el széles korben a tobbvaltozos statisztikaban, nem-
linearitasok kezelésére, elsGsorban a tamaszvektor-gépek népszeriisége miatt (Boser et al.,
1995). Lényegiik, hogy adatainkat egy un. reprodukalé magu Hilbert-térbe (RMHT) leképezve
a szokasos linearis faktor- és klaszteranalizis eljarasok alkalmazhatok ahelyett, hogy az eredeti
térben nem-linearis modszereket hajtottunk volna végre. Magukat az adatokat nem is sziikséges
leképezni, ehelyett egy un. magfiiggvénnyel operalunk. A RMHT-rél definicidt és attekintést
Wabhba (1990) alapjan adunk.
Legyen X egy tetszéleges halmaz, és legyen H az X-en értelmezett valos fliiggvények alkotta
Hilbert-tér. A I Hilbert-teret alkoto fiiggvényeken vett, ugynevezett kiértékeld L, funkcional,
egy olyan lineéris funkcional, ami minden fiiggvényt kiértékel egy adott x € X pontban. Tehat,
(4) szerint:
Lyf - f(x)VfEH 4)
H -t akkor mondjuk reprodukalé magu Hilbert-térnek minden x—re X—ben, ha L, folytonos
minden f-re 7—ban, vagy ekvivalensen: ha L, korlatos operator H—n. Azaz, 1étezik olyan M >
0, hogy:
IL(DI = 1f @] < MlIfllyVf €3 ©)
Bar (5) a leggyengébb feltétel, ami egyidejlileg biztositja a skaldrszorzat ¢és a kiértékeld
funkciondl létezését H-n az éErtelmezési tartomadny minden pontjaban, de gyakorlati
alkalmazasok szempontjabol nem a legkonnyebben megfoghatd definicio. A RMHT-k egy
intuitivabb definicigja adhaté meg, ha megfigyeljiik, hogy (5) garantalja, hogy a keresett
kiértékeld L, funkcional reprezentalhato egy H—beli K, fiiggvény és f skalarszorzataként.
Ez a K, fiiggvény az ugynevezett reprodukalé magfiiggvénye H—nak, amir6l a RMHT-k
a neviiket kaptak.
Formalisabban nézve, a Riesz-féle reprezentacios tétel allitasa szerint minden x—re X—ben
egyértelmiien 1étezik egy fliggvény H-bol, ami rendelkezik a reprodukalé tulajdonsaggal (6).
Le(f) = f() = {f, KVf € X ()
Mivel K,, 6nmagaban véve egy fliggvény H'—n, igy minden y-ra X-ben igaz, hogy:
Ky (x) = (Ky, Ky)
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Ebbdl a tulajdonsagbol kiindulva definialni tudjuk H reprodukalé K magfiiggvényét az alabbi
skalarszorzatos formaban:
K:XxX->R
K(x,y) = (Ky, Ky)

A fenti definiciobdl kovetkezik, hogy K: X X X — R szimmetrikus és pozitiv definit. Azaz,

n

Z cich(xi,xj) =0

i,j=1
minden n € N-re, x4, ...,x, € X-re és ¢y, ...,c, € R-re. Az Aronszajn (1950)-ben talalhato
Moore-Aronszajn tétel szerint, ha egy K fiiggvény rendelkezik a fenti pozitiv definit és
szimmetria tulajdonsagokkal, akkor létezik az X—en értelmezett x fiiggvényeknek olyan
Hilbert-tere, amin K egy reprodukal6 magfiiggvény.

5.2.2. A thin plate spline fiiggvények illesztése és alkalmazasuk elénye a valtozoszelekcio
soran

illesztéséhez. A thin plate spline-ok Iényege, hogy a keresett f fliggvény egy reprodukalé maga
Hilbert-tér (RMHT) eleme legyen és legyen megoldasa (7) minimalizalasi feladatnak.

mfinllY —fl? + Ajf”(x)zdx (7

Ahol A valaszthato paraméter, ami szabalyozza az egyensulyt a keresett f fliggvény pontos
illeszkedése (els6 tag), és kelld simasaga (masodik tag) kozott. Tehat, azzal, hogy
a fliggvényillesztés feladatdba f masodik derivaltjan keresztiil bevittiink egy biintetotagot,
szabalyozzuk az illesztett fliggvény bonyolultsagat. Jol megvalasztott A mellett hidba
illeszkedik a célvaltozéra a megfigyelt pontokban pontosan pl. egy 10-ed fok polinom,
a masodik derivaltja egy ilyen fiiggvénynek til magas lesz minden x pontban (nem lesz kellden
sima a feliilete, azaz tlilleszkedik), igy ez nem lesz megoldasa a fenti optimalizalasi feladatnak.
Helyette egy egyszeriibb f fliggvényt részesit a célfiiggvény eldnyben, ezzel elkeriilve a spline
tulillesztését a tanitominta adataira. Az elv hasonl6 ahhoz, amikor linearis modellszelekcioban
informacios kritériumokat alkalmazunk: a minimalizédland6 kritériumban a modellhiba tag
csokken 10 valtozd bevonasaval, de a kritérium értéke nd a hasznalt magyarazdvaltozok
szdmaval aranyosan.

A (7)-ben megadott fiiggvényillesztési feladattal elértiik, hogy az illesztett fiiggvény fokszama

optimalis legyen: pontosan illeszkedjen a megfigyelt adatokra, de ne legyen ,,til bonyolult”,

39



azaz a masodik derivalt minden pontban legyen kelléen alacsony, ezzel elkertiljiik a felesleges
inflexiés pontokat.

(7) feladattal az egyetlen probléma csupan az, hogy a filiggvény értékét gyakorlatilag
pontonként becsiilni kell, tehat minden x pont egy illesztési pont is. Tovabba, A becslését is
meg kell oldani. Tehat, tobb paramétert kell becsiilni, mint ahdny adatpontunk van, ami nem-
polinomialis idejli becslési algoritmusokhoz vezet (Hutchinson — de Hoog, 1995). Emiatt f-et
kénytelenek vagyunk a b-spline-okhoz hasonléan osztopontonként becsiilni, amelyek optimalis
szama ¢s helye x értelmezési tartomanyan tovabbra is kérdéses.

A feladat megoldasdhoz érdemes latni, hogy a (7) minimalizalasi feladat megoldasa

megkaphat6 (8) alakban, dltaldnosan egy darab X; magyarazoviltozora.

[) = ) v (1% = ) ®

[(-3/2) 3 — (P s-1,-t
-— V3. T(s) = [ t*le~"dt, a gamma-

Ahol n a megfigyelt minta elemszama és n(v) =

fiiggvény. A megoldas ezen alakjaval tudunk definialni egy E € R™"™ matrixot:
{E}ap = (150 — x51])
Ezzel a (7) spline illesztési feladat atirhato6 a (9) alakba.
minllY — EW||? + AWTEW (9)

Ahol W = [Y,,¥,,...,,] paramétervektor. Ahhoz, hogy ne n+1 paramétert
kelljen meghatirozni a minimalizalasi feladat sordn, egyszertien vegyik E = UDUT
spektralfelbontasat. Természetesen, a felbontas csupan szimmetrikus matrixokra 1étezik (Golub
— Van Loan, 1996). Viszont a fentickben megadott definicié alapjan lattuk, hogy E € R™ ™,
igy a spektralfelbontas létezik. Tehat, D matrix az E matrix sajatértékeibdl alloé diagonalis
matrix, és U matrix oszlopaiban E matrix sajatértékeihez tartozd sajatvektorok allnak.
Valasszuk Ki a k < n legnagyobb sajatértéket D-bdl, és legyen U, egy olyan matrix, melynek
oszlopai a kivalasztott k legnagyobb sajatértékhez tartozd sajatvektorok. Ezekbdl pedig
megadhaté Ey = UpD UL n x k dimenziés matrix (ahol Dy az E matrix k legnagyobb
sajatértékeibdl allo diagonalis matrix), ami a legjobb kozelitése euklideszi normaval E-nek
a megadott k dimenzioés térben. Tehat, az el6bbi mdédon megadott E; minimalizalja
a ||E — E]|? tavolsagot.

Ezek utan oldjuk meg (10) minimalizalasi feladatot, ami a legjobb kozelitése (9)-nek a kisebb,
k dimenzios térben (Wood, 2003).

I’{lpikn”Y — Uk D Wel|? + AW D Wy, (10)
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Ahol W), mar csak egy k dimenzids paramétervektor, ami igy polinomialis idében becsiilhetd.
Gyakorlatilag a thin plate spline illesztését x értelmezési tartomanyanak k db szakaszan
végezziik el k db bazisfiiggvény segitségével (melyek értéke a U,Dj, € R™F matrix
oszlopaiban keriil tarolasra az egyes megfigyeléseinkre), és a szakaszhatarokat a
spektralfelbontas alkalmazéasaval tigy adtuk meg, hogy a lehetd legjobban kozelitsiik meg azt
a feladatot, amikor a spline filiggvény pontonként illesztjiik. Ilyen értelemben tehat egy
optimalis osztopont rendszerhez jutottunk.

A thin plate spline fiiggvények alkalmazasanak legfontosabb elénye, hogy a valtozdszelekcios
feladatban az egyetlen dolog amirdl donteni kell, az a k értéke.

Viszont, csak arra sziikséges figyelni, hogy k elég nagy legyen ahhoz, hogy a ||E — E}||? eltérés
ne legyen szignifikans. Ezt pedig formalis statisztikai probaval tudjuk tesztelni Augustin et al.
(2012) és Wood (2017) alapjan. A két tanulmény altal javasolt probak nullhipotézise, hogy
a ||E — E||? eltérés nem szignifikans.

Innentdl kezdve valtozoszelekcios szempontbol csak annyi dolgunk van, hogy ha egy X;
magyarazovaltozot bevesziink a GAM modellbe, akkor kellden nagy k-t valasszunk hozza.
Ezt ugy érhetjiik el, hogy alapértelmezés szerint k = 10-et valasztunk (Wood, 2017 alapjan).
Amennyiben a valtozonak kevesebb kiilonbozd lehetséges értéke van, akkor k az X;
magyarazovaltozo lehetséges értékek szamaval lesz egyenld. Amennyiben az Augustin et al.
(2012)-féle probak p-értéke egy elére megadott a szignifikancia-szint alatti, akkor a k értékét
pl. 5-6sével noveljik addig, amig a valtozohoz megfeleléen nagy k-t nem valasztottunk.
Fontos megjegyezni, hogy a til magas k valasztas csupan extra szdmitasi kapacitasba keriil,
talilleszteni nem fogjuk a spline fiiggvényt. Ugyanis az eredeti (7) feladat A [ f"'(x)%dx
biintetétagja linearis fliggvényformat fog preferalni egy olyan szakaszon X; értelmezési
tartomanyan, ahol a megfigyelt pontok csak valamilyen (altaldban normalis eloszlasunak
feltételezett) zajjal térnek el a linearis fliggvényformatol. Ezzel a valtozoszelekcios feladat
bonyolultsaga megmarad 2™ — 1-nek, hiszen k valasztasara nem kell 0j dontési valtozokat

bevezetni.
5.2.3. GAM illesztése thin plate spline fiiggvények hasznalataval

Amennyiben az eredeti p db magyarazovaltozot hasznalo GAM modell paraméterbecslési
feladatat szeretnénk megfogalmazni a 5.2.2. fejezetben ismertetett thin plate spline-ok
segitségével, akkor be kell vezetniink két (1j matrixot.

Legyen k; a j-edik magyarazovaltozOhoz meghatarozott és az Augustin et al. (2012)-féle

probaval ellendrzott, optimalis k dimenzid. Legyen A matrix olyan, melynek oszlopaiban
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az egyes X; magyarazovaltozOk nem-linedris f; transzformacioinak bazisfiiggvényeit
reprezentalo U k].D kj matrixok allnak. Kénnyti latni, hogy ezzel A matrix n X 25;1 k; dimenzios
lesz. Tovabbé legyenck S;-k X7_; k; x X7, k; matrixok, amelyek foatloinak megfelels k;
elemii szakaszan a megfelelé Dy; diagonalis matrixok elemei allnak, ¢s 0-k egyebkent. P pedig
legyen a Lij-k egymas utani sorozatabol el6allo 25’:1 k; dimenzios egyiitthatovektor.
Ezen jelolésekkel a GAM illesztési feladat normalis eredményvaltoz6 mellett identitds link

fliggvénnyel (11) alakban lesz felirhato6.

p
minl|y - AT|* + )" 2,¥7s,® (11)
j=1
Tetsz6leges h(+) link fliggvény ¢és barmely exponencialis eloszlascsaladba tartozo
eredményvaltozd esetén (11)-ben egyszerlien vissza kell térni a modellt az adott
egyiitthatovektor mellett jellemzé negativ log-likelihoodra, f(@)-re (12). Hiszen, a thin plate

spline fiiggvények az A-val reprezentalt bazisfiiggvények P-vel vett linearis kombinacionak

segitségével adnak ¥ = AP modon becslést az eredményvaltozo feltételes varhato értékére.
P
min () + > 4,F7s;® (12)
j=1

Az egyetlen fennmaradt kérdés a A;-k megvalasztisa, amit Wood (2011) alapjan korlatozott
maximum likelihood (REML: REstricted Maximum Likelihood) moddszerrel érdemes
megtenni. A REML moédszerben technikailag 10-szeres keresztvalidacio segitségével keressiik
azon A;-ket, melyek mellett (12)-t megoldva a legkisebb célfiiggvény értéket kapjuk.

Fontos megjegyezni, hogy a thin plate spline-ok segitségével megadott GAM-ra alkalmazott
informécios kritériumok és az R? képleteiben a modellben 1évé magyardzovaltozok szamat

jelolo p helyett a modell 6sszes paraméterének a szamat, azaz Z?:l k;-t kell venni.

5.2.4. A GAM illesztési feladat parhuzamositiasa QR dekompozicio segitségével

Numerikus okokbol, nagyobb adatbazisokon nem feltétleniil célszeri kozvetleniil (12)-t
megoldani pl. Newton — Raphson moddszerrel. Helyette (11)-nek egy sulyozott valtozatat,
(13)-t érdemes megoldani iterativan sulyozott, biintetétagos legkisebb négyzetek modszerrel,

ami (12)-vel azonos megoldasra vezet (Wood et al., 2015).

14
min| Wz - wA®|" + > 4, ¥7s,® (13)
j=1
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(13) feladatban a sulyok W matrixanak megadasahoz be kell vezetni ujabb jeloléseket. Legyen
f; =y; +¢&;, ahol & egy nagyon kicsi érték (legtobbszor 0), ami csak néhany specialis
esetben sziikséges h(fl;) 1étezésének biztositasahoz. Legyen V() fiiggvény olyan, hogy az
eredményvaltozo varianciaja V (1;) ¢ konstansszorosa legyen minden i egyedre:
Var(y;) = ¢V (i)
Legyen tovabba
z={z; = (@) — &) + (@)} € R"
és
w; = V(3;)"2h' (3;)
Végiil, W pedig legyen a w;-bdl képzett n X n-es diagonalis matrix.
(13) megoldasanak elénye, hogy konnyen parhuzamosithatd. Erre sziikség is van, hiszen a Aj-
k kiszamitasa 10-szeres keresztvalidacioval (13)-ban (és (12)-ben is) elég koltséges tud lenni
futasidében. Ugyanis, minden egyes megvizsgalt A; értékhez (13)-t meg kell oldani 10-szer
kiilon-kiilon a keresztvalidacio soran.
Ezzel minden A; teszteléséhez a keresztvalidacioban ki kell szdmolni és a memoridban kell
tartani WAW-t. A parhuzamos kiszamitast lehetévé tevd felirds megadasahoz Lang et al.
(2014), Wood et. al. (2015) ¢és Li — Wood (2019) eredményeit vessziik alapul. Az idézett
tanulmanyok azt az otletet dolgoztak ki és tesztelték le, hogyan lehet a GAM modelleket kisebb
RAM terhelés mellett kiszdmitani, hogy nagyobb adatmétrixra (n = 108, |LT’| =10%) is
illeszteni lehessen GAM modelleket. A megoldasuk WA matrix QR dekompozicidja, aminek
alkalmazasaval nem csak a GAM illesztés RAM igénye csokkenthetd drasztikusan, hanem

a minimalizalasi feladat megoldésa is kdnnyen parhuzamosithatova valik.

A QR dekompozicio szerint: WA = QR, ahol Q € Rnxzﬁ;lk" és RE€ Rzi;l KX)oy ki,
A felbontasban Q matrix ortogonalis, mig R felsé haromszog matrix. Fontos latni, hogy
a felbontds csak nem szingularis matrixok esetén létezik. Az eljards fontos korlatja, hogy
a felbontas pontossagat nagyban befolydsolja a felbontandé matrix kondiciészama és egy
rosszul kondicionalt problémanal ez jelentds szamitasi hibat okozhat, amely az iteracidk soran
halmozddhat (Golub — Van Loan, 1996).

Mindezen korlatok figyelembe vételével, ha bevezetjiik a f = QTWz vektort és a ||r||? =
IWz||? — ||f||* normanégyzetet, akkor a (13) feladat (14)-re modosul.

p
min||f — RP| + Ir1l” + > 4,37s;® (14)
=1
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Tehat, nincs szlikségiink a teljes WA matrixra, elég egy 25';1 kj x 25';1 k; dimenzids részét
hasznalnunk, nincs sziikség Q-ra. Raadasul, ha az n elemi mintankat M db blokkra bontjuk,
akkor lehetséges blokkonként parhuzamosan kiszamitani az R; matrixokat és f; vektorokat.
Végiil, az alkotéelemeik parhuzamos kiszamitasa utan Gjra 0ssze tudjuk allitani R—t és f—et,

egy ujabb QR dekompozicidt alkalmazva:

R,
(1)
Ry
/A
()
fu

Tehat, a GAM illesztési feladat megoldédsa soran M db kiilonb6z6 almintan R; matrixokat és

f: vektorokat tudunk M db processzormagon parhuzamosan kiszamitani. Ezzel parhuzamositani

tudjuk a (13)-mal adott GAM illesztési feladatot.
5.3. Concurvity jelenség

A végs6 GAM értelmezhetdsége miatt fontos figyelni a parszimonia-elvére is
a valtozoszelekcio soran. Emiatt jo, ha meg tudjuk allapitani, hogy mikor all fenn a GAM-ban
szereplé X f magyarazovaltozok nem-linedris transzformaltjai kozott zavaré mértéki
Osszefiiggés. Tehat, a multikollinearitds jelenségének nem-linearis valtozatat, a concurvity-t
(Wood, 2017) sziikséges megmérniink.

Fontos latni, hogy bar a concurvity jelenség egy altalanosabb leirdsa a modell
magyardzovaltozoinak dsszefiiggéseire, mint a multikollinearitas, am a concurvity hidnyabol
sem kovetkezik a magyarazdvaltozok kozti fiiggetlenség a 4.1. alfejezetben definidlt modon,
hiszen el6fordulhat, hogy az dsszefiiggés jellege nem irhat6 le spline fliggvények segitségével.
Valdszinliségi valtozok kozott a teljesen altalanos fiiggetlenség csak paronként mérhetd
kiilonbozo fliggetlenségi kritériumok segitségével, amik altaldban két valosziniiségi valtozo
egylittes eloszlasdnak momentumait hasznaljak fel. Viszont, a tobbvaltozos fliggetlenségre ezek
a kritériumok nem éaltalanosithatok (Gallager, 2013). Egy ilyen fiiggetlenségi kritérium jelen
dolgozatban is bemutatasra kertil: a Hilbert-Schmidt fiiggetlenségi kritérium a 6.7. alfejezetben.
Tehat, a GLM-ekhez hasonl6 mdédon GAM-ok esetén sem mondhatjuk, hogy a concurvity
jelenség megsziintetése tokéletesen ki fogja elégiteni a modell altal feltételezett additiv
struktarat a magyarazovaltozok kozott. Viszont, a modellek paramétereinek becslési stabilitasa

¢s értelmezhetdsége javul (Wood, 2017).
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A concurvity jelenség mérésére GAM modellekben, thin plate spline fiiggvények hasznalata

esetén Wood (2017) javasol egy mutatot. A mutato alapotlete, hogy egy f; fliggveny U k; Dk,

matrixszal reprezentalt bazisfiiggvényeinek linedris kombindcidjaval kinyerhetd egy g;

crer

2
concurvity mérték ezt a redundancia hatast a (M) hanyados segitségével helyezi el egy [0,1]

Il

skalan. Ha az X;-hez rendelt concurvity mért€k 0,5-nél nagyobb, akkor a valtozo hatasanak
értelmezését karosan befolyasold concurvity van a GAM modellben. Ez analog a lineéris eset

VIF; > 2 hataraval, hiszen ekkor a VIF; képletben az R]-2 > 0,5.
Kétfele concurvity mértéket is rendelhetink egy X; valtozohoz. Az egyik a megfigyelt
concurvity, ami a modell paraméterbecslése soran megkapott ¥ vektorral el6allo fj fuggvények

kozotti concurvity-t méri. Ezzel szemben a pesszimista concurvity mérték megkeresi azt a W

vektort, amivel a Uy, Dy;-ket sulyozva a legmagasabb concurvity merték érhetd el (Wood,

2017).
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6. Valtozoszelekcios algoritmusok GAM Kkeretben

A GAM keretben miikodo valtozoszelekcids algoritmusok harom nagyobb csoportra bonthatok.
Az els6 csoport a klasszikus stepwise logikat koveti: egyszerre csak egy valtozot ad hozza vagy
vesz el a modellbdl, és ezt a miiveletet addig folytatja, amig a kivalasztott valtozdszelekcios
célfiiggvény mar nem javul szignifikdnsan. A konkrét algoritmusok kozott a stepwise 1épések
finomsagaban talalhatunk kiilonbségeket. A klasszikus Stepwise algoritmus binarisan kezeli
a valtozokat: egy valtozd vagy benne van X-ben vagy nem. A GAMBoost algoritmus viszont
a 5.1. fejezetben megismert b-spline fiiggvények alkalmazasaval egy l1épésben mindig azon
valtoz6 ,,sulyat” noveli a modellben, amivel a legjobb valtozast tudja elérni a kivalasztott
valtozoszelekcids célfliggvényben. Az algoritmus végén kapott modellben a 0 sullyal (minden
bazisfiiggvény egyiitthatoja 0) szerepld valtozok azok, amiket szelektalt a modszer. Tehat ez az
algoritmus is a stepwise logikdt koveti, hiszen egy lépésben csak egy valtozon moddosit
a modellben, csak ezt nem binaris, hanem folytonos moédon teszik meg. A GAMBOoost
algoritmus alapétletét a moédositott backfitting eljaras fejleszti tovabb oly médon, hogy lehetéveé
teszi egy lépésben tobb valtozd ,sulyanak” ndvelését is a modellben, ezzel jol
parhuzamosithatdva téve az algoritmust.

A masodik csoport a regularizaciés modszerek csaladja. Ezek a modszerek a Tibshirani (1996)-
féle Lasso algoritmus altalanositasainak tekintheték nem linearis esetre. A regularizacios
modszerek alapotlete, hogy a valtozoszelekcidt a modellek paramétereinek becslési eljarasaba
beépitik, mint extra korlatozo feltételeket. Ezen extra korlatok azt eredményezik, hogy bizonyos
valtozokhoz tartozé bazisfliggvény egylitthatok mar a becslés soran 0-nak adddnak. Az otlet
hasonld, mint a ,,folytonos” stepwise algoritmusok esetében, csak itt nem Iépésenként valtozik
egyszerre egy valtozo ,,stlya”, hanem a becslés soran megoldand6 optimalizaldsi feladatba
épitett extra korlatok miatt adodnak 0 ,,suly” valtozok a modellekben.

Megjegyzendd, hogy sem a stepwise, sem a regularizacids moddszerek nem biztositjak
kozvetleniil a multikollinearitas, vagy nem-linearis esetben a concurvity jelenség elkeriilését
a modellben. Sét, tobb szerzé kimondottan felhivja a figyelmet arra, hogy a stepwise és
regularizacios modellek konzisztencidja sériil multikollinearitas, vagy nem-linearis esetben
concurvity jelenség fennallasa esetén a lehetséges magyarazovaltozok korében: Chong — Jun
(2005), Zhao — Yu (2006), Signoretto et al. (2008), Jia — Yu (2010). A konzisztencia hianya
GAM esetben azt jelenti, hogy a valtozdszelekcid soran olyan véltozok keriilnek be X, amikhez

a teljes populaciora felirt regresszioban minden bazisfiiggvény 0 egyiitthatoval szerepel,
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¢és olyan valtozok bazisfiiggvényeinek lesz kivétel nélkiil 0 sulya a végsé modellben, amik
ateljes populaciora felirt modellben nem csupa 0 egyiitthatdju bazisfiiggvényekkel szerepelnek.
Mivel a stepwise és regularizacios modszerek érzékenyek a concurvity jelenségre, igy érdemes
lehet megvizsgalni a valtozoszelekcios modszerek egy harmadik csoportjat, ami az
eredményvaltozo és az egyes magyarazovaltozok kozds informaciotartalma alapjan végez
valtozdszelekciot. Az ide tartozé algoritmusok olyan szempontbdl specialisak, hogy nem
feltételeznek GAM (és semmilyen mas modell) keretet a valtozdszelekcio soran. Ezek az
algoritmusok definidlnak egy I(x,y) mértéket x és y valdszinliségi valtozok kozos
informaciotartalmanak mérésére, majd kiilonb6z6 optimalizald algoritmusok segitségével
maximalizalnak egy egyedi valtozdszelekcios célfiiggvényt. Ezek a célfiiggvények arra az elvre
¢éplilnek, hogy olyan X; valtozokat véalasszanak be a modellbe (ami GAM mellett lehet akar
véletlen erdd, tamaszvektor-gép, neuralis haldzat stb. is), melyekre [ (Y,X ) magas, dea k # j
esetekre [ (Xk,Xj) mérték alacsony. Ez utobbi szempont beemelésével ezek az algoritmus
célfiiggvényiikben mar védekeznek a modellbe valogatott valtozok kozotti redundancia, tehat
a multikollinearitas vagy a concurvity ellen. Ugyanakkor, az I(x,y) jellegli mértékek
alkalmazasa a magyardzovaltozok kozti kapcsolat szorossdganak mértékét csak paronként
vizsgalja. Az algoritmusok nem kezelik azt az esetet, amikor egy magyarazovaltozo tobb mas
magyarazovaltoz6 tobbvaltozos fiiggvényeként all eld. Emiatt az mRMR-rel és a HSIC-
Lassoval nyert GAM-ok esetében tovabbra is fennallhat a concurvity jelenség. Mindkét
ismertetett algoritmus a Hall (1999)-féle linearis korrelacié alapu valtozoszelekcios algoritmus
altalanositasanak tekinthet nem-linedris esetre, igy ennek az ismertetését is megtessziik az 6.5.
fejezetben.

A tovabbi alfejezetekben a harom algoritmus csoport konkrét tagjainak mitkodését ismertetjiik.
A lista biztosan nem teljes korii. A részletesen vizsgalt algoritmusok korét a hivatkozasok
szama ¢s az R vagy Python nyelveken elérhetd implementdcié megléte hatarozta meg.

6.1. Regularizaciés médszerek

A regularizaciés modszerek targyaldsat eldszor a klasszikus, linedris modellek korében
értelmezett Lasso modszerrel kezdjiik. A Lasso-n Keresztiil bemutatjuk a regularizacios
egylitthatobecslésen keresztiil torténd valtozoszelekcid alapgondolatait, majd ezeket
felhasznalva mutatjuk meg az eredmények altalanositasat kiilonb6z6 nem-linearis
modellspecifikaciokra.

A COSSO moddszer (Lin — Zhang, 2006) a regularizacios valtozoszelekciot az RMHT-k

elméletét erdsen felhaszndld funkcionalis ANOVA elven torténd fliggvényreprezentacioval
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oldja meg. A 6.1.3. fejezetben bemutatott modszerek a thin plate spline-ok (12)-ben adott
illesztési feladatara vezetnek be ujabb regularizacios tagot a Z;;lxquﬂsjip tag mellé
a valtozoszelekcidé megvalositasahoz. A nemnegativ Garrotte modszer (Cantoni et al., 2011)
pedig b-spline fiiggvényeken keresztiil alkalmazza a linearis Lasso becslést.

6.1.1. Lasso

A Lasso modszer az elsé regularizacids egyiitthatobecslési eljards, ami valtozoszelekciora is
alkalmazhato. Tibshirani (1996)-ban jelent meg eldszor, a modszer ismertetését is ez alapjan
végezziik.

A Lasso becslés az (1)-ben megadott GLM S egyiitthatovektorat a (15) feladat megoldasaval

becstili meg.

p= min £(6) + Al (15)

Ahol £2(B) a GLM negativ log-likelihood fiiggvénye, ||-||; az L1 norma, A pedig egy allithatd
paraméter A € (0,1). Az 4j becslési eljarasban az egylitthatok L1 normajanak, mint biintetotag
(vagy mas kifejezéssel regularizacidé) hozzaadasa a negativ log-likelihood minimalizalasi
feladathoz azt eredményezi, hogy az egyiitthatok becslései torzitottak lesznek, am a standard
hib4juk olyan mértékben lecsokken, hogy a becslés atlagos négyzetes hibdja kisebb, mint
az eredeti negativ log-likelihood minimalizalasbol kapott becsléseké. Atlagos négyzetes hiban
(Mean Squared Error, MSE) a becslési variancia és a torzitottsag foka négyzetének Osszegét
értjiik:
MSE(B) = SE?(B) + Bs2(B)

Az egyiitthatok L1 norméja, mint biintetétag a negativ log-likelihood minimalizalasban raadasul
azt is eredményezi, hogy alkalmas A valasztas mellett 3 j: ﬁj = 0. Tehat, modellszelekciot
hajtunk végre. Tibshirani (1996) azt is megmutatta, hogy ha A-t pl. az informacids kritériumok
minimalizaldsadval valasztjuk ki 10-szeres keresztvalidacioval, akkor az informacios
kritériumok tekintetében sokkal kedvezébb eredményeket kapunk a klasszikus stepwise
eljarasokhoz képest. Raadasul, a becslés és 1 megvalasztasa nem igényel Kimondottan magas
szamitasi kapacitast még m > 20 esetben sem, mivel a Lasso minimalizalasi feladat konnyen
visszavezethet6 a Newton-Raphson algoritmus egy valtozatara (Tibshirani, 1996).

Azonban, fontos megjegyezni, hogy Zhao — Yu (2006) allitasa szerint a Lasso-modszer nem
megfelelden kezeli a multikollinearitas jelenségének karos hatasait a modellszelekcid soran.

Amennyiben a lehetséges magyarazovaltozok koziil azon valtozok melyekre a sokasdgban
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f; = 0 erdsen korreldlnak azon valtozokkal, melyekre B; # 0, akkor a (15) megoldasaként
kapott 3 ; becsléseink a kovetkezd két tulajdonsaggal rendelkeznek:
e Bj # 0 egyiitthatok g ; becslése extrém mertékben zsugorodni kezd (negativ irdnyban
valik torzitottd), akar nullak is lehetnek, azaz kieshetnek a modellbol.
e Bj = 0 egyiitthatok B]- becslése tal magas lehet (pozitiv iranyban valik torzitotta), igy

nem biztos, hogy kiesnek a modellbél.

A Lasso modszert nem-linedris esetekre is altalanositani lehet. A lehetéségek abban

crcr

megoldast alkalmazunk.

6.1.2. COSSO

A Lasso moddszer elvére alapuld valtozoszelekcids algoritmus GAM keretben eldszor

Lin — Zhang (2006)-os munkajaban jelent meg. Az idézett munkaban bemutatott COSSO

modszer (COmponent Selection and Smoothing Operator) a RMHT-k elméletére épitve végez

valtozoszelekcidt nem-linedris regresszidban, a Lasso moddszerhez hasonléan Li normaval

regularizalva a modell paraméterbecslési feladatat.

A COSSO-modszer az alabbi formdban feltételezi, a nem-linearis regresszios Osszefiiggést:
h(E(Y)) =n(X) +¢

Ahol, X n Xm-es matrix oszlopait az X; lehetséges magyarazovaltozok adjak. n(-)

tobbvaltozos fliggvényt ugynevezett funkciondlis ANOVA felbontasban adjuk meg spline

forma helyett.

Egy d dimenzios n fliggvény funkcionalis ANOVA felbontasa (16) alakban adddik:

d
nX) =1+ Z M (i) + Z Mt s X)) + o+ 101, a(Xq, o, Xg) (16)
k=1

k<l

Ahol 1, konstans tag, 1, -k a féhatasok, 7, ;-ek a kétiranyt interakciok, és igy tovabb egészen
a d-tényez0s interakcioig (Gu, 2013). Ezzel a COSSO mddszer egy altalanosabb nem-linearis
modellt feltételez, mint a GAM, hiszen az additiv fohatasok mellett nem-linearis interakciokat
is vizsgal legfeljebb d tényezoig.

Az n figgvény komponenseire annyi kikotést tesziink, hogy egy H RMHT elemei legyenek.
A 6 hatasokat tartalmazo ny, (x; ) fliggvényeket a

w®10,1] = {f: f(t), f'(t) absz. folytonos, f"'(t) € L,[0,1] }

masodrendli Szoboljev-térben becsiiljik meg, ha x; folytonos valtozo. A teret a (17)

skalarszorzattal latjuk el.
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1 1 1 1 1
(f.g)= f f(t)dt f g(t)dt + f f(t)dt f g'(®dt + f '@ g"®dt  (17)

A (17) skalarszorzattal W ®)[0,1] egy RMHT, mégpedig a kovetkezé magfiiggvénnyel:
K(s,t) =1+ ky($)k () + kz($)ka(8) — ka(ls — £]).

Ahol,
ki(s)=s-10,5
ka(s) = [ki(s) — 1/12]/2
ki(s) | 7

ky(s) = |ki(s) — +ﬁ /24

2
Ez Wahba (1990) (10.2.4) 6sszefiiggésének egy specialis esete m = 2-re.
Vegyiik észre a fentiek alapjan, hogy W®) felirhaté két ortogonalis altér direkt Gsszegeként.
w® =1® @ w ahol 1®) az ugynevezett , atlag” tér, és W az tgynevezett , kontraszt”
tér, amit a kovetkez6 magfiiggvény general a Moore-Aronszajn tétel szerint:
K,(s,t) = K(s,t) — 1
Ha x;, kategorikus valtozo, akkor, ami a {1, ..., L}véges elemil halmazbol veszi fel a lehetséges
értékeit, akkor 1y (x;) fliggvény valojaban egy L hossza vektor, és a fliggvény kiértékelése nem
mas, mint egyszerli koordinata kiemelés. Ekkor pedig W®) dekompozicidja 1) @ Wl(k)
alakban a kovetkezdképpen alakul:
19 = {f:f(1) = = f(L)}
W = {f: (1) + -+ f(L) = 0}
A Moore-Aronszajn tételnek megfelel6 magfiiggvénnyel tarsitva:
Ki(s,t) = Lls=p) — 1, s,te€{l,..,L}
A (16) interakcioinak becslését a megfeleld egyvaltozos fliggvények ugynevezett
tenzorszorzatos® terében végezzik el. Egy ilyen tenzorszorzatos tér reprodukald
magfiiggvénye, egyszerlien a tenorszorzat tényezdit add két egyedi tér magfliggvényeinek
szorzata. Tehat, pl. a W% @ W tér magfiiggvénye a K (s®,t®)K, (sW, ¢ ®) szorzat
eredménye. Ez az abrdzoldsi mod megkdnnyiti majd a magyarazévaltozoéink nem-lineéris
hatasainak becslését is a COSSO moddszer soran magas dimenzidji magyarazovaltozo-vektor

esetében (Lin — Zhang, 2006).

crer

hasznalt teljes metrikus tér az alabbi format olti végiil:

1 A tenzorszorzatot tulajdonképpen diadikus szorzatként értelmezve.
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R, w® = (11 @i, W & (WP el e .
Magas d dimenzidszamu magyarazovaltozo-vektor esetében (16)-ot gyakran korlatozzuk
a csak kétiranyu interakciokra, azaz csak kereszthatdsokat tartalmazo tobbvaltozos fliggvények
tereire, mivel kiilonben egy altalanos n(xy, ..., x;) fliggvény megbecslése az eddig ismertetett
strukttraban is igen nagy mintaméretet igényel még relative kis d—k esetében is. Tehat, (16)-ot

(18)-ra redukaljuk a legtobb gyakorlati alkalmazas esetében (Huang et al., 2000).

d
nX) =no + Z e Car) + Z Nt (e x1) (18)
k=1

k<l

Altalanossagban végiil a (16)-nak (18)-ra redukalt verzidja a (19) formalizmussal irhat6 fel

m darab lehetséges magyarazovaltozo esetében:

10X =10+ ) 1(X) (19)
a=1

A (19) felbontas pedig a kovetkezé m darab ortogonalis altér direkt 6sszegében értelmezheto:
H= {1} O, H,

Ebben az esetben a korabbi jel6léseink alapjan K,(s,t) jelolje a H, altér reprodukcios

kernelfiiggvényét. Ebb6l adodéan H reprodukaldo magfiiggvénye a kovetkezképpen all el

(19)-bol:

m
Koe(s,t) = 1+ Z K, (s, 0)
a=1

A nem-linearis regresszios modellek altalanos leirdsanak és funkcionalis ANOVA elven torténd
reprezentacios elveinek attekintése utan felirjuk a nem-linearis magyarazovaltozok kozotti
szelekciora képes COSSO modszer optimalizalasi feladatat.

A COSSO-modszer hasznalata soran a (20) feladatot oldjuk meg. A modszert Lin — Zhang
(2006) és Storlie et al. (2011) alapjan ismertetjiik.

mip €(100) + 7 ) 1Pl (20)

Ahol 7 = {1} @, H, a megfeleld reprodukalé magh Hilbert-tér, és £(n(X)) a modellt
a n(-) fiiggvény adott paraméterei mellett jellemzd negativ log-likelihood (ekkor ¥ = n(X)
modon adunk becslést az eredményvaltozo feltételes varhatd értékére). Tovabba, P%n az
n tobbvaltozos fliggvény projekcidja H,-ra. ||| pedig a H RMHT normaja. T € (0,1) a Lasso
moddszerben hasznalt A-hoz hasonld allithatd paraméter. Az alapelv tehat a GLM esetén

valtozoszelekcidra alkalmazott Lasso modszerhez hasonld. A becsililendd paraméterek
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L, norméajaval biintetve (regularizdlva) az #(n(X)) negativ log-likelihood fiiggvényt
a minimalizalas soran elérhetd, hogy a becsléslink MSE értéke csokkenjen az egyszerli negativ
log-likelihood minimalizalashoz képest, és AP*n = 0, tehat valtozoszelekciot is végrehajtunk.
S6t, az is konnyen megmutathatd, hogy a Lasso modszer a COSSO modszer egy specialis esete.

Hiszen, ha a modelliink lineéris, akkor n(X) = By + X1 B;X;, és amodell H tere a kovetkezd

alakban adhaté meg, a L, skalarszorzattal ellatva:
1 1
wek-Jeo.ek.-3
2 2
A COSSO médszer Y™, ||P¥n|| biintetStagja ebben az esetben 1271/2 P | B;|-ként irhato fel,
ami pontosan a Lasso modszer klasszikus biintetotagja: a linearis egyiitthatovektor L1 normaja.

A becslési eljarasunk soran (20) feladat megoldasahoz (20) egy alternativ felirasabol, (21)-bol
kell kiindulnunk.

m
min £(100) + 2 Y 0 IPnl?
’ a=1

- @1)
fhe Zea <M,6,>0
a=1

Ahol 6 = (91, 0., ...,HP)T nemnegativ slack valtozok és A, egy fix paraméter. M pedig egy
finomhangolast végz6, allithatd paraméter, ami egy az egyben megfeleltetheté a (20) feladat
T paraméterének. (21)-ben a 6-ra megadott korlat teszi lehetové, hogy bizonyos 6, slack
valtozok becslése pontosan nulla legyen, ezzel azonosan nulla fliggvénykomponenseket
eredményezve 1 (X)-ben.

Felhasznalva H tér altereinek magfiiggvényeit (K,) (21) megoldasa
n
nX)=»b+ Z Ko(X, XD) ¢;
i=1

alakban kereshet6, ahol Ky = .7~ 6,K,. Az n figgvény definialatlansaga miatt a b konstanst
vagy egy konstans fiiggvénynek kezeljiik, ami a ¥ = n(X) becslés torzitasat szabalyozza, vagy
ekvivalensen b = 0-nak tekintjiik. Tehat, (21) megoldasat az alabbi (22) alakban kereshetjiik.

n m

10 =D GaKa(X,XO) 22)

i=1a=

Nagymeéretii adathalmazok esetében Lin — Zhang (2006) szerint érdemes a becslést kiilonbozd

(X35, ... X ;) C (Xy, ..., X)) (@ < m) részhalmazok altal kifeszitett alterein megbecsiilni £ -nak.

Ebben az esetben (21) megoldasa n(X) = Y1 Yot HaKa(X,X*(i)) c; alakban keresendo.
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Az alkalmazasaink soran az X* oszlopait add részhalmaz kivalasztdsa véletlen
mintavételezésekkel torténik.

Habar (21) kifejezés minimalizalasa (22) alapjan torténhet a 8 és ¢ vektorok értékei szerint
szimultan is, Lin — Zhang (2006) szerint kifizet6d6bb egy tigynevezett alterndlva optimalizalo
algoritmust hasznalni, ami az iteracioi soran a Newton-Raphson eljarast felvaltva alkalmazza
O-ra és c-re, a masik vektor el6z6 iteraciobol kapott rogzitett értékei mellett. Természetesen,
az algoritmus M egy rogzitett értéke mellett futtatanddé. M optimalis meghatarozasa a Lasso
moddszer A paraméterének meghatdrozdsdhoz hasonldéan torténik. Valamelyik tetszdleges
informacios kritérium minimalizaldsaval vélasztjuk ki M-et 10-szeres keresztvalidacio
végrehajtasaval. Azt a M-et valasztjuk, ami minimalizalja keresztvalidalt AIC-t. Ezzel az
M vélasztasi technikéval a Lasso modszerhez hasonld josagu informacios kritérium értékeket
érhetiink el a hagyomanyosabb szelekcios modszerekhez képest.

A COSSO modszer alkalmazasdhoz az értekezésben a C0SSO nevii R csomagot hasznaljuk
(Zhang — Lin, 2013).

6.1.3. Biintetétagos thin plate spline illesztés

Amennyiben megtartjuk a (3)-ban megadott klasszikus GAM keretet, és az interakciok nem

crer

spline-ok alkalmazhatok. Marra — Wood (2011) alapjan egy a COSSO algoritmus elvéhez
hasonl6 valtozoszelekcios eljaras megadhato thin plate spline fliggvények alkalmazasaval is.
A spline illesztés alap minimalizalasi feladata (13) formaban felirva nem teszi lehetévé, hogy
egy X; magyarazovaltozonak f; = 0 fiiggvényt valasszunk, mivel a legrosszabb esetben is
a /'qu’TS]-‘TJ biintetétag csak teljesen linedrissa teszi f;-t, nem veszi azonosan nullanak,
azaz nem hagyja el X;-t a modellbél.

Ahhoz, hogy lehetséges legyen f; = 0 fiiggvények illesztése is sziikséges egy uj biintetbtag
(regularizacio) bevezetése a (13) feladatba, ami az S; 0 sajatértékeihez tartozo sajatvektorokra

alkalmaz célfiiggvény novelést. Ezzel a célfiiggvény értékét az is rontani tudja,

ha ,.feleslegesen” linedris fliggvényt becsiiliink f;-nek a GAM modellben, egy azonosan

0 fliggvény heylett.
Technikailag a GAM illesztési feladat (13)-rol (23)-ra modosul.
P
minl|Wz - WAT|" + > 4,97, + 4,07s; @ (23)
j=1
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Ahol §; = U;-‘U]’?T, amiben U; oszlopai az eredeti S; matrix nulla sajatértékeihez tartozo

sajatvektorok.
A nulla sajatértékekre bevezetett biintetést extra biintettag nélkiil, az eredeti biintetOtag
atirasaval is meg lehet oldani. Az eredetei (13) feladatban S;-k helyett egy S, = U;D;U}
spektralfelbontassal adott matrixot alkalmazunk, ami csak abban kiilonbozik az eredeti
S;j = U;Dj U]T felbontastol, hogy Dj-ben a nulla értékeket egy kellden kicsi € ertékkel irjuk feliil
D;-ban, ezzel pozitiv biintetdtagot rendelve a nulla sajatértékekhez tartozé sajatvektorokhoz
is a GAM illesztési feladatban. Ezzel a kettds biintetés alkalmazasahoz hasonloan lehetdvé
valik f; = 0 fiiggvények becslése is X;-re.
A thin plate spline-ok alkalmazasaval megvalosithatd regularizacids elvii valtozoszelekciot
R nyelven az mgcv csomag segitségével tudjuk alkalmazni (Wood, 2017).
6.1.4. Nemnegativ Garotte médszer
Cantoni et al. (2011) kdzvetlen moédon kisérli meg a linearis modellek Lasso szelekcidjat
alkalmazni a GAM modellekre is. A nemnegativ garrote alapotlete, hogy ha a (3)-al adott GAM
modellben az fj(X j) tagokat mar megbecsiiltiikk b-spline illesztéssel, akkor ezek a mar ismert
fj(Xj) értekek egy linearis modellben, mint magyarazovaltozok kezelhetok. Emiatt, ebben
az Uj lineéris modellben az egylitthatok Lasso becslésével valtozoszelekcidt lehet végrehajtani,
hiszen az eredményvaltozd szempontjabol nem relevans 0j z; = f](X j) magyarazovaltozok
linearis egylitthatéit a Lasso képes 0-nak becsiilni a linedris egylitthatovektor L; normajara
adott biintet6taggal a célfiiggvényben. Formalisan, a nemnegativ garrote a (24) feladatot oldja
meg a klasszikus LARS algoritmussal.

min £(F(X)C) + Al|C]l, (24)

Ahol C = [cg, ¢y, wr) C] és F(X) = {1, fi(X1), -, fin(Xpn) }-k mar eleve ismert, megbecsiilt

a; paraméterekkel rendelkezd b-spline fliggvények. (F(X)C) az eredményvaltozé negativ

log-likelihood fiiggvénye, ha annak feltételes varhato értékét ¥ = F(X)C moédon becsiiljiik.

crer

megoldasat a ncvreg csomag segitségével végezziik el (Breheny — Huang, 2011).
6.2. Stepwise modszer GAM modellek esetében

A statisztikusok korében legkorabban elterjedt modellszelekcios heurisztikdk a Stepwise
algoritmusok voltak. Napjainkban a legfontosabb hazai és kiilfoldi statisztika és 6konometria

témaju tankonyvekben alapvetd tananyagként szerepelnek. Néhany példa: Kovacs (2006),
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Ramanathan (2002) valamint Hastie et al. (2011). A Stepwise algoritmusoknak két alapvetd
véltozata létezik: Forward és Backward szelekcio.

GLM esetén az algoritmusok legegyszeri{ibb variansai a j-edik magyarazovaltozohoz tartozo
p-értéket hasznaljak fel a valtozdszelekcid sordan. A p-érték jelen esetben azt az empirikus
szignifikancia szintet jeldli, melynél X ; valtoz6 mar éppen szignifikinsnak tekinthetd.
A p-értéket az X ; valtozén végrehajtott parcialis Wald-proba probafiiggvenyébdl szamoljuk.

Szamértéke nem mas, mint a probastatisztikahoz igaz nullhipotézis esetén tartozo

2
eloszlasfiiggvény értéke. A hasznalt Wald-proba szerint a ( ) probastatisztika igaz

J
SE(B;)
nullhipotézis (tehat a véltozé inszignifikanciaja esetén) y? eloszlasu.
Tehat, ha a j-edik valtozo szignifikanciajat egy adott a szignifikancia szinten vizsgaljuk, akkor
az alabbi kovetkeztetések vonhatok le a p-érték alapjan:

e ha X; valtozot vizsgalva p > a, akkor X; nem szignifikins magyarazovaltozo

a modellben.

e haX; valtozot vizsgalva p < a, akkor X; szignifikans magyaraz6valtozo a modellben.

Tehat, minél kisebb az X i-hez tartoz6 p-érték, X ; annal szignifikansabb. Illetve, minél nagyobb
az X i-hez tartozo p-értek, X ; annal kevésbé szignifikans. (Kovacs, 2006)
A p-érték fogalmat felhasznalva mar leirhatjuk a Forward, és Backward algoritmusok

folyamatabrajat a 3. és 4. abrak szerint.

Kezdetben legyen az Hagyjuk el a legnagyobb p-

5 p Szamoljuk Gjra B;-ket (majd

osszres'm,db , értékkel rendelkezd Zamon u_]r.a[f ket (may
magyarazovaltozo a macyarizévaltozot a p-értékeket is)

modellben. £y :

y

HAMIS

3. dbra: A Backward eliminacio6 folyamatabraja. Forras: sajat szerkesztés.
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Kezdetben csak az a Adjuk a modellhez azt a X
magyarazovaltozo magyarazovaltozot, ami > Szamoljuk ujra f;-ket (majd
legyen a modellben, ami —p| legjobban korrelal Y-al, és a p-értékeket is)
a legjobban korrelal Y- még nincs a modellben.
al.
IGAZ vpea

, Az el6z6 1épés modellje
VEGE az optimalis modell.

4. dbra: A Forward eliminaci6 folyamatabraja. Forras: sajat szerkesztés.

A folyamatabrak alapjan lathatjuk, hogy a Forward és a Backward algoritmusok elsédleges
célfiiggvénye az, hogy minden magyarazdvaltozo szignifikéns legyen a modellben.

A folyamatabrak attekintése utan megallapithatjuk azt is, hogy a Stepwise heurisztikak futasa
soran az egyes regresszids modellek (a magyarazovaltozok adott részhalmazabol képzett
lehetséges megoldasok) mindig csupan egy darab valtozoban kiilonboznek (egy valtozot adunk
hozz4a vagy vonunk el). Tehat, a keresési tér nagy része feltérképezetlen maradhat, és az
algoritmusunk lokalis optimum felé konvergalhat a harmadik fejezetben ismertetett
modellszelekcids célfiiggvények (AIC, SBC, HQC, R?) értékét vizsgalva.

Réadasul, a magyardzovaltozok p-értékének vizsgalata kimondottan félrevezetd lehet
multikollinearitas jelenléte esetén. Ugyanis, megmutathato, hogy ekkor az egyiitthatok standard
hibéai (SE ([?j)-k) pont VIF;-szeresiikre ndnek. Ezzel pedig sok relevans magyarazovaltozo
p-értéke irredlisan magasra ndhet, és az algoritmus szelektdlja ket a modellbdl szimplan
a multikollinearitas miatt.

A klasszikus stepwise szelekcios algoritmust lehet alkalmazni GAM modellben, csupan ehhez
definidlni sziikséges, hogy mit jelent GAM keretben az, hogy egy X; magyarazovaltozo nem
szignifikins. Amennyiben f;-ket thin plate spline-ok segitségével modellezziik, akkor nem

szignifikansnak mondhatjuk X;-t, ha a kovetkezd nullhipotézist nem tudjuk elutasitani: ‘ij =

0. A nullhipotézis tesztelésére Marra — Wood (2011) ad meg egy y?-probat.

A prébat az R mgev csomagja segitségével tudjuk alkalmazni.

A stepwise algoritmusoknak 1étezik egy kifinomultabb valtozata is, amely nem a p-érték, hanem
egy elére megadott informacios kritérium (/C) alapjan szelektalja a magyarazovaltozokat. Ezek
az algoritmusok az 5. és 6. abrakon lathatd modokon modositjak a 3. és 4. abrakon adott

Stepwise algoritmusok folyamatabrait.
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Kezdetben legyen az
Gsszes mdb

Hagyjuk el azt a

| magyarazovaltozot, amivel a

Szamoljuk Gjra Bj-ket (majd

magyarazovaltozo a legnagyobb IC csokkenés az IC értékeket is)
modellben. elérhetd.
IGAZ Ujabb X;
elhagyéssal az IC
csokkenthetd?

5. abra: Az informacios kritérium alapu Backward eliminéci6 folyamatabraja. Forrds: sajat szerkesztés.

Kezdetben csak az a
magyarézoviltozé Adjuk a modellhez azt a Szamoljuk tjra f;-ket (majd
legyen a modellben, ami magyarazovéltozot, , amivel az IC értékeket i s])
a legjobban korrelal Y- a legnagyobb IC csokkenés
al. elérhetd.

Y

Ujabb X;
hozzaadassal az IC
csokkenthet6?

IGAZ

. Az el6z6 1épés modellje
VEGE l az optimalis modell.

6. abra: Az informacios kritérium alapu Forward eliminacié folyamatabraja. Forras: sajat szerkesztés.

Az informacids kritériumok alkalmazisaval a p-értékek helyett, az Ujabb Stepwise
algoritmusok mar mentesiilnek a multikollinearitds okozta torzitottan magas p-értékek karos
hatasai alol. Azonban az algoritmus lokalis keresési elvén nem valtoztatnak, igy a Keresési tér
nagy része tovabbra is feltérképezetlen maradhat. Ebbdl kifolyolag viszont elonyiik lehet
a gyors futasido.

Az informacids kritérium alapjan szelektalo Stepwise algoritmusok R nyelven a MASS csomag
stepAIC fiiggvénye segitségével alkalmazhatok GLM-re (Venables — Ripley, 2002). GAM
keretben a gam csomag step.Gam fliggvénye implementalja az algoritmust (Hastie, 2018).

6.3. GAMBoost algoritmus

A likelihood alapi GAM boosting valtozoszelekcios algoritmus Tutz et al. (2006) és

Binder — Tutz (2008)-ban jelenik meg el6szor. A végsd, blintetdtagos verzid Schmid — Hothorn
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(2008)-ban keriilt publikalasra. Az alapétlet egy Schapire (1990) altal osztalyozo modellekre
(pl. dontési fakra) kifejlesztett algoritmus alkalmazdsa GAM kornyezetben. Az o6tlet 1ényege,
hogy egy osztalyozd modellt a tantdhalmazon iterativ mdédon tanitunk be, minden iteracioban
eltér6 sulyokat helyezve a tanitdminta megfigyeléseire. A végsd becslés a célvaltozo
besorolasara a kiilonb6z6 tanitosulyokkal vett modellek tobbségi szavazata lesz.

GAM modellek alkalmazisaban a likelihood alapi boosting eljards harmadrendiirendii
b-spline fliggvényeket (S5 (xﬁ) = Xk By 3 (xﬁ)) alkalmaz tanulé algoritmuskent egy X;
magyarazovaltozo értelmezési tartomanyan, egyenletesen elhelyezett k; csomopontokkal.
A boosting eljaras a magyarazdvaltozokra illesztett spline fiiggvényt biintetétagos maximum
likelihood elven becsiili. E16szor bevezetjiik az [(+) jel6lést az eredményvaltozo eloszlasanak
loglikelihood fliggvényére (hogy ne keverjiik 6ssze a negativ log-likelihoodot jel616 £(-)-el).
Majd ennek segitségével megadjuk a minta loglikelihood fiiggvényét, ahol a meghatarozando
paraméterek a spline fiiggvények «; egyiitthatoi: l(a(j)) =yl (yl-,S3 (xﬂ)) Ahol

[ (yl-,Sg, (le-)) a minta i-edik elemén az eredményvaltozo feltételes loglikelihood fiiggvénye,

ismert E(y;) = h™*(S3(x;;) ) feltétel mellett. ) € R® pedig a j-edik magyarazévaltozora
illesztett harmadrendi b-spline fliggvény egyiitthatovektora. Amennyiben a célvaltozo
normalis eloszlast, l(a(j)) épp a négyzetes euklideszi tavolsag.

Az algoritmus a spline becsléseknél (25)-t maximalizalja, ahol A gy keriil megvalasztasra,
hogy a kifejezés 2. tagja a spline egyiitthatok elsérendii differenciaira vonatkozé négyzetes

biintetétag (X;(a;41 — a;)?) legyen.
. N A .
L(a®) = I(a®) - 2 a Aq®) (25)

A-t kellden nagyra kell valasztani, mivel az algoritmusnak kifejezetten célja, hogy egy spline
becslés sordn a fliggvény illeszkedése ne legyen igazan pontos. A biintetdtag tehat azt biztositja,
hogy gyengén illeszkedd spline-okat kapjunk, nem pedig az a célja, hogy a b-spline rendjének
valasztasat szabalyozza, mint a thin plate spline-ok esetében.
Az algoritmus 1épéseit a kovetkezd pszeudo algoritmikus leirds segitségével ismertet;jiik.
0. Iépés: Konstans modellt illesztiink Y-ra: Yoy = fio)(x) = a
ciklus I = 1-tél L-ig
ciklus j = 1-t6l m-ig
1. 1épés: X; magyarazovaltozora nézve meghatarozzuk a legjobban illeszkedd

spline fiiggvényta Y — ?(1—1) célvaltozora illesztve (25) maximalizalasaval.
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2. lépés: Legyen ez az illesztett fiiggvény f;y, ¢és ezzel adjuk meg X;
magyarazovaltozora a ¥y ; = ¥;_1) + £y (X;) becslést
3. l1épés: Nézziik meg 17(1),]- becslés deviancijat Y-tol: D(?(l), j) jeloli a ?(l),j
becslés devianciajat a 4. fejezetben, a McFadden-féle pszeudo R-négyzet mutatéd
definidldsa sordn ismertetett deviancia fogalom szerint.
ciklus vége
4. l1épés: keressiik meg, hogy melyik f; fliggvény okozza a legnagyobb mértekii
javulast az | —1-edik iteracioban kapott modell devianciajahoz képest:

s = argmax{D(¥_1y) — D(¥p )}
]

5. 1épés: Legyen Yy = Y_qy + f5, 00 (Xs)
ciklus vége
Mivel minden iteracioban frissitjik a GAM modell ¥ becslését, igy fontos elkeriilni, hogy
rogton az elsd iteraciokban tokéletes illesztést talaljunk, mivel akkor a tobbi iterdcid
feleslegessé valik, és egy esetleges lokalis optimumbol nem tudja kimozditani a keresést.
Ezért sziikséges a magas A valasztasa.
A kiils6 ciklusban az iteraciokat egy megadott L 1épésszamig ismételjik. L megvalasztasara
Tutz et al. (2006) azt javasolja, hogy L € [50,200], a végs6 értéket ugy adjuk meg, hogy
a megadott intervallumban 1évé L-ekkel dolgozva megnézziik, hogy a végsé modellben
mekkora az AIC értéke 10-szeres keresztvalidacioval szamolva, és azt az L-t valasszuk, ami
minimalizalja AIC-t. Hasonl6 modszerrel tudjuk az optimalis A értéket is megvalasztani
a biintetétagos maximum likelihood formulakhoz.
Mint lathatjuk, az algoritmus sordn nem feltétleniil keriil minden j kivalasztasra az s
meghatarozasakor, igy a boosting moddszerrel illesztett GAM modellben valtozoszelekciot
is végrehajtunk.
Az algoritmus R nyelven a GAMBoost csomag segitségével alkalmazhatdé (Binder — Tutz,
2008).
6.4. Modositott backfitting eljaras
A Belitz — Lang (2008)-ban ko6zolt modositott backfitting eljaras algoritmusa nagyon sok
pontjaban a GAMBoost modszerhez hasonlit, s6t konkrétan, meg is lehet mutatni, hogy két
egyszerli moédositassal atalakithatd azza.
Az algoritmus alapdtlete, hogy a GAMBOoOSt eljarasban megismert biintetdtagos maximum

likelihood elvii spline illesztést minden X; magyardzovaltozora M; db Aj; > - >/1]-Mj
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paraméter mellett elvégezzik az iterdciokban, €s minden X; esetében a legjobb becslési
pontossagot biztosito A;5-val (s € [1, M]-]) vett spline illesztést tekintjiik az aktualis becslésnek
Y-ra X; fiiggvényében. Fontos megjegyezni, hogy 4;s €rtékeket ugy kell megvalasztani, hogy
a dfjs = s egyenl8ség fenndljon. dfjs a j-edik magyarazdvaltozora A; biintetdtag szorzoval
illesztett spline szabadsagfoka, ami nem mas, mint a Z ]-(Z]-TZ i+ /1]-A]-) ‘IZ]-T matrix nyoma.
Ahol Z; az X; magyarazovaltozo B, 5 bazisfliggvény értékeinek matrixa, A; pedig a (25)-ben
szereplé A matrix a j-edik magyarazovaltozora.
Az algoritmus 1épéseit a kovetkezd pszeudo algoritmikus leirds segitségével ismertetjiik.
0. Iépés: [ = 0-ban konstans modellt illesztiink Y-ra, minden X; magyarazovaltozo esetében:
Yo = fiw(®) = a.
amig 17(1) * 17(1_1)
ciklus j = 1-t6l m-ig
1. 1épés: X; valtozora meghatarozzuk a f; ¢ ;) splinefliggvényeket a A;; értékek
mellett. Az illesztés célvaltozoja Y — 17[ jl(t-1)» ahol 17[ jlai-1) az €lézé iteraciobol
kapott becslés Y-ra az X; magyarazovaltozohoz tartozo tag elhagyasaval a GAM
modell egyenletébdl.
2.1épés: Megadjuk X; esetén a becslést Y-ra az [-edik iteracioban illesztett spline
figgvényekkel: 15,0y = Yjja-) + fs (X).
3. lépés: Kivalasztjuk X;-re a legkisebb AIC(Y5)) = D(Yis ) + 2dfjs

értéket szolgaltatd As-t: g; = argmin AIC(Y; 5 y).
S

ciklus vége

4. 1épés: Az l-edik iterécio végs6 becslése Y-ra ¥y = XY 4. ) lesz.

S.1épés: 1 =1+1
A modositott backfitting illesztési eljards soran az X;-re adott kiilonbozé fiiggvényformak
kozott egy olyan definicioval adott AIC kritériummal valasztunk, ami biinteti a felesleges
szabadsagfok novekedéset az illesztett f; 5 ;)-nek. Emiatt, valtozoszelekcio is megvalodsulhat,
ha valamely valtozo tekintetében AIC alapjan nem éri meg a konstans modell keretékbdl kilépni
még a linedris esetbe (df;; = 1) sem.
Erdemes észrevenni, hogy ha csak egy Aj-t hasznalunk minden X; magyarazovaltozora, a spline
illesztés célvaltozodjat Y — ¥_1y-nak vélasztjuk Y — ¥jjq-1) helyett, és egy [ iteracioban csak

egy X; magyarazovaltozonak frissitjiik az f; ) fliggvényét a devianciajavitas alapjan, akkor
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a GAMBoost eljarast kapjuk vissza. Ezen modositasi pontokbol pedig latszik, hogy
a GAMBoost eljarasndl a modositott backfitting algoritmus numerikusan gyorsabban
megoldhat6, mivel ebben az eljarasban minden [ itericioban minden X; magyarazovaltozora
adott f; ) fliggvény becslést feliilvizsgaljuk, igy az algoritmus implementélasa soran ez a rész
minden X;-re parhuzamosan kiszamithat6. Azaz, nem feltétleniil csak egy X; magyarazovaltozo
nem-linedris hatasanak becslésén modositunk egy iteracioban, hanem adott esetben tobbén is.
Ez a kiilonbség a két algoritmus kozott nagyon latvanyos lesz mar a 9. fejezetben bemutatott
kisebb méretli vizsgalt adatbazison is.

A modositott backfitting eljarast R nyelven a R2BayesX csomag implementalja (Umaluf et al.,
2015).

6.5. A CFS algoritmus

Az 6.1, 6.2, 6.3. és 6.4. alfejezetek soran megfigyelhetjiik, hogy az ezekben ismertetett
algoritmusok a valtozdszelekcid soran kisérletet sem tesznek a concurvity jelenség
kontrollalasara.

Az 6.6. és 6.7. alfejezetekben két olyan korszerli algoritmust ismertetiink, ami nem-linearis
valtozoszelekcid esetén a célfiiggvényben tekintettel van arra is, hogy a kivalasztott
magyarazovaltozok kozott ne alljon fenn a végsé modell értelmezhetdségét csorbitdé nem-
linearis 0sszefiiggés. Mindkét ismertetett algoritmus a Hall (1999)-féle linearis korrelacio alapu
valtozoszelekcios algoritmus (Correlation based Feature Selection, CFS a tovabbiakban)
altalanositasanak tekinthetd nem-linedris esetre. Emiatt el0szor ebben a fejezetben a CFS
algoritmust ismertetjiik.

Az alapdtlet a parszimonia elvének egy leegyszeriisitett megfogalmazasara vezethetd vissza:
egy magyarazdvaltozo akkor igazan informativ az eredményvaltozé szempontjabol, ha azzal
korrelal, &m més magyarazovaltozoval a modellben nem. Ezek alapjan adja Hall a (26) képlettel

definialt mutatot.

P (26)
Jp+p(p— D7y,

Ahol 7,, az atlagos korrelacié az adott modellben szereplé magyarazovaltozok és az

eredményvaltozok kozott, 7, az atlagos lineédris korrelacid az adott modellben szerepld
magyarazovaltozok kozott és p az adott modellben 1évé magyarazdvaltozok szama. Hall (1999)
szerint (26) maximalizalasadval megtalalhat6 a magyarazovaltozok egy olyan részhalmaza, ami
a parszimoénia elvének megfeleld osztalyozd modellt biztositja. Természetesen, attol, hogy

a (26) érték egy modellszelekcios probléma célfliggvénye a probléma tovabbra is NP-nehéz
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marad, igy a megoldasara kiilonb6zé (meta)heurisztikdk alkalmazéasa sziikséges a CFS
algoritmusban is.

Az FSelector nevii R csomag legtijabb verziojaban (Romanski — Kotthoff, 2018) elérheté a CFS
algoritmus egy sztochasztikus hegymaszo metaheurisztikaval kombinalva, amivel nem kell az
algoritmus alkalmazasat lokalis keresd eljarasokkal vagy egy elére megadott X elemszamra,
azaz |X|-re korlatozni.

Viszont, mivel a (26) célfiiggvény csupan a valtozok kozti linearis korrelaciot alkalmazza,
két valoszinliségi valtozd kozos informacidtartalmanak mérésére, igy az algoritmus ilyen
formaban nem-linearis modellek valtozoszelekcids feladatanak megoldasara nem hasznalhat6.
Ehhez fejlesztéseket kell végrehajtani az algoritmuson.

Tovabba, az algoritmus nem kezeli linearis modellek esetén a multikollinearitas minden esetét.
Hiszen (26) nem veszi figyelembe a multikollinearitisnak azon esetét, amikor az nem
magyarazovaltozok kozotti paronkénti korrelacidban jelentkezik, hanem abban, hogy bizonyos
magyarazovaltozok linedris kombinacidjaként kifejezhetd egy masik magyardzovaltozo.
A VIF; mutatok viszont ezt a lehetOséget is figyelembe veszik a 4.1. fejezetben adott definicio
alapjan.

6.6. Az mRMR modszer

Az mRMR (minimum redundancy — maximum relevance) valtozoszelekcios keretrendszer
Ding — Peng (2005)-ben jelent meg. Mint a modszer neve is sugallja, ez a valtozoszelekciods
eljaras egyszerre kisérel meg optimalizalni arra, hogy olyan valtozokat vélogasson be
a modellbe, amik szoros kapcsolatban allnak az eredményvaltozoval, dm egymassal nem allnak
szignifikans kapcsolatban. Ennek mérésére a szerzOk egy sajat mértéket adnak két valtozo
k6zos informacidtartalmanak mérésére, ami nagyon hasonld a CFS algoritmusdban hasznalt
mértékhez, sét folytonos valtozok esetén szintén a linearis korrelacioval méri a két valtozo
egyltt mozgasat. Emiatt még nem tekinthetd tisztdn nem-lineéris valtozdszelekcids
algoritmusnak az mRMR, de a kategorikus valtozok esetén mar tesz 1épéseket efelé.
Kategorikus valtozok (pl. x és z) esetében algoritmus a nem-linearitast a valtozok egylittes
eloszlasanak (p(x,z)) és peremeloszlasaiknak (p(x) és p(z)) figyelembevételével kezeli.
Két kategorikus valtozd ko6zos informaciotartalma az algoritmusban az alabbi formula
segitségével adott:

I(x,z) = Zj:p("i'zf) logp(xi)P(Zj)

62



Amennyiben x egy folytonos valtozo, mig z egy kategorikus valtozo K db kategoriaval, akkor
az MRMR-ben a koz0s informaciotartalmat egyszeriien az ANOVA F statisztikajaval mérik

a szerzok:

(S G — D2/ (K — 1]
1(x,z) = T /(e — Do)/ (1 — K]

crer

--------

1év6 elemek szama és természetesen n = )}, ny

Folytonos x és z valtozok kozott a kozos informaciotartalom mértéke az mRMR-ben
egyszerlien a Pearson-féle korrelacié abszolut értéke, tehat nem-linearis kapcsolatokat
folytonos valtozok kozott a modszer nem kezel:

I1(x,2) = |r(x,2z)|

Ezen koz0s informdaciotartalmi mértékek mellett akarunk egy regressziés modellben olyan
X; magyarazovaltozokat valasztani, amikre / (Y, X j) magas, am [ (X X k) alacsony Vk-ra, ahol
X}, aregresszios modellben 1év6 egyéb magyardzovaltozokat jeloli.

Az mRMR algoritmus a fenti ketté kritériumot egy linearis kereséssel oldja meg. Legyen
X ={X1,...,Xn} a lehetséges magyarazovaltozok halmaza, és a regresszios modelliinkbe
keressiik a fenti két kritérium szerinti legjobb X € X részhalmazt. Tegyiik fel, hogy mér p db
elemet kivalasztottunk X-bSl X-be. Ezen a ponton az mRMR algoritmus azt az X;

magyarazovaltozot valasztja be X-be, amire j = argmax 1Y, Xic) 1

kEX\X 7] ieX 1(Xy, Xie)
Lathatjuk, hogy a maximalizdland6 célfiiggvény nd, ha X, kozds informdcidtartalma az
eredményvaltozoval is nd. Azonban, a célfliggvény csokken, ha a modellbe bevalogatott mas
X; magyarazdvaltozokkal is nd X, k6zos informacidtartalma.

Az eljarasbol lathatjuk, hogy az mRMR algoritmus egy linearis keresés, amihez sziikséges elore
megadni |)? |-et, mivel egyébként mas kilépési kritérium hianyaban a fentebb leirt eljaras
minden magyarazovaltozot bevesz a modellbe X-bél. Az algoritmus R-ben a mRMRe
csomagban keriilt implementalasra (De Jay et al., 2013), ahol az alapértelmezett beallitas szerint
|X| = 6.

6.7. HSIC-Lasso modszer

Song et al. (2012) tovabbfejlesztették az mRMR algoritmust azzal, hogy egy mérési skalara
egységes ¢s nem-linearitast is kezeld asszociacidos mértéket haszndlnak két valtozod kozos

informaciodtartalmanak mérésére, mégpedig a Gretton et al. (2005)-féle Hilbert-Schmidt
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fliggetlenségi kritériumot (HSIC). EQy x és z valoszinliségi valtozopar mellett a Hilbert-
Schmidt kritérium a (27) alakot 6lti:

HSIC (6, 2) = By 1t K (X VL2 2] 4 B KB [L2 0]

= 2By, | Ex [K (6, x)]E[L(z,2)]]

Ahol K és L R™"™ —» R magfiiggvények RMHT-ben. E, s, a varhato érteke a p(x,z)
egylittes eloszlasbol vett fuggetlen (x,z) és (x',z") paroknak. HSIC(x,z) =0, ha x és z
fiiggetlenek, egyébként pozitiv.
A gyakorlatban Song et al. (2012) javaslata alapjan egy normalizalt HSIC,, kritériumot érdemes
szamolni, ha egy X; magyarazovaltozora és az ¥ célvéltozoéra adottak a K; és L € R™™ Gram
matrixok. A Gram matrixok elemei egyszeriien a magfiiggvények értékeit tartalmazzak minden
megfigyelés parosra. Tehat, {K j}ab =K (xja,ij) és {L},p = L(v,,yp) modon szamithatdk.

HKH
IHKHI'

Barmely K € R™" Gram matrixra: K = ahol H € R™" egy centralé matrix, {H};; =

8ij — % elemekkel, melyben 6;; = 1, ha i = j és 0 egyébként. Ennek ismeretében:

HSIC,(X;,Y) = tr(K;, L)
Song et al. (2012) a HSIC,, kritérium alapjan javasolt az mRMR algoritmushoz hasonl¢ linearis
keresést a valtozoszelekciora ismert |X|-el. Ezen az eljardson fejlesztett Yamada et al. (2014)
¢és Yamada et al. (2018) azzal, hogy a HSIC, kritériumokhoz magyarazévaltozoként egy «;
egylitthatd hozzarendel a HSIC, (XJ, Y) kritériumokhoz, ¢és ezekkel az egyiitthatokkal
a nemnegativ Garrote modszerhez hasonloan egy linearis Lasso problémava alakitja
a valtozoszelekcios feladatot. Ezzel feloldva a Song et al. (2012)-féle ismert |)? | feltevést.
Tovabba, a célfiiggvényben korrigal a HSIC, (X i X k) magyarazdvaltozo parok fliggetlenségi
kritériumaval, ezzel a tobb redundans magyarazovaltozo kivalasztasanak elkeriilését 6sztonozi

a (28) modon adott Lasso feladatban.

m m

1

rpggz Y;HSIC,(X;,Y) — > Z ¥ivi HSIC,(X;, Xi.) — ATl (28)
Jj=1 Jk=1

(28)-ban A > 0 egy paraméter, ami 10-szeres keresztvalidacio segitségével megvalaszthato pl.
AIC minimalizalasaval. Tovabba, T = [y, V1, .., Vm]- (28) megoldasaban a nemnegativ

Garrote modszerhez hasonloan a modellbdl elhagyhato valtozok y; egytitthatoi 0-nak adodnak.

A vektorizalas operatorral (vec(:): R™" — ]R”Z) egy numerikusan konnyebben kezelhetd
alakban adhat6 meg a feladat a Gram matrixok segitségével:

rpjglllveC(i) — [vec(Ky), ..., vec(Kp)ITI5 + ATl
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A HSIC-Lasso megoldasa viszont még ebben a vektorizalt alakban is nagyon memoriaigényes,
konkrétan O(mn?) az m db Gram matrix tarolasa miatt.

Emiatt Climente-Gonzalez, et al. (2019) a HSIC Lasso feladat megoldasahoz a tanuldhalmazt
B < n elemii blokkokra bontja fel, amelyekbdl gyorsabban ki lehet szdmitani HSIC,
kritériumokat, és ezek 0sszegzésével kaphatunk egy, az egész tanulomintara értelmezett HSIC,,

kritériumot:
B/n

B
HSICy(X;,Y) = Ez HSIC,(x{", Y ®)
=1

Ahol X j(l) és Y a j-edik magyarazovaltozo és a célvaltozo részhalmazai az n elemii minta [-
edik blokkjan. Eqy HSIC, (Xj(l), Y(l)) kiszamitasa 0(B?) memériaigényfi, igy a teljes HSIC,

szamitas memoriaigénye 0(nB?) « 0(mn?). Mivel a feladat eredménye fiigghet a blokkok
kialakitasatol, igy a blokkokat érdemes lehet Q db kiilonb6z0 permutacidban létrehozni,

¢s azokat kiatlagolni:

B/n

Q
1B
HSICyy(X;,Y) = 52 ;Z HSIC, (X0, y )
q=1 =1

Ahol X j(l’q) és YLD a j-edik magyarazovaltozo és a célvaltozo részhalmazai az n elemii minta

[-edik blokkjan a g-adik permutaciéban. A (28) Lasso feladat HSICy,-k hasznalataval HSIC,,-
k helyett hatékonyabban megoldhato.

Vegyiik észre, hogy a HSIC kritérium alkalmazasa a valtozok kozti kapcsolat szorossaganak
mértékét csak paronként vizsgalja, igy tovabbra sem szamolunk azzal az esettel, amikor egy
magyarazovaltozd mas egyéb magyarazovaltozok tobbvaltozos fliggvényeként eldall. Ezzel
a HSIC-Lasso modszer altal adott modellekben is szamitani lehet karos mértéki,
az értelmezéseket torzitd concurvity jelenségre.

A HSIC-Lasso algoritmusnak jelenleg csak Python implementacioja 1étezik (Climente-

Gonzalez, et al., 2019). Ez utobbi implementaciot a Repl.it online fejlesztékornyezetben

_lx=yl?
futtattuk. Az implementacié6 Gauss magfliggvényt K(x,y) =e 202 alkalmaz folytonos

véltozokra. Ahol o = 1, mivel az implementacioban a valtozok normalizalasra keriilnek.
Ha a valtozo binaris, akkor Delta magot alkalmaz az algoritmus:
K(x,y) =1/n,,hax =y;0egyébként

Ahol n,, az y-al kodolt értékek elemszama a mintédban.
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7. A hibrid genetikus-harmonia keres6 (HGHK) algoritmus

Korabbi munkdinkban (Lang et al., 2017) (Kovéacs, 2019) egy hibrid genetikus — harmonia
keresd algoritmust (HGHK algoritmus) javaslunk a valtozoszelekcios feladat megoldéaséara
linearis modellek esetében. Az algoritmus a magyarazovaltozok VIF értékén keresztiil
a szelekcids folyamat soran nem csak a valtozok kozti paronkénti karos korrelaciokra sziir.

A valtozdszelekcios algoritmusok friss irodalmaban elég gyakori a metaheurisztikus
megoldasok alkalmazasa a feladat megoldasara. Néhany példa a kézelmultbol: Wang et al.
(2015), Kromer — Platos (2016), Mafarja— Mirjalili (2017), Sayed et al. (2019) és Abdel-Basset
et al. (2020).

Az alkalmazott metaheurisztikak tidrhaza széles. Wang et al. (2015) harmoénia keresd
algoritmust alkalmaz, Kromer — Plato$ (2016) genetikus algoritmust. Sayed et al. (2019) egy
ujabb metaheurisztikat, a ,,Dragonfly” algoritmust (Mirjalili, 2016) alkalmazza a feladatra.
Abdel-Basset et al. (2020) szintén egy friss megoldast, a ,,sziirke farkas” algoritmust (Mirjalili
et al., 2014) implementalja a valtozoszelekcios feladatra. Mafarja — Mirjalili (2017) megoldasa
az altalunk javaslotthoz hasonloan egy hibrid megoldas: szimulalt hiitést 4gyaznak be egy balna
optimalizal6 algoritmusba.

Az idézett tanulmanyok kozOs pontja, hogy a valtozoszelekcios feladatban a modellt nem
GLM-nek vagy GAM-nak tekintik, hanem valamilyen egyéb feliigyelt gépi tanuld
algoritmusnak (pl. k-NN, tamaszvektor-gép, neuralis halozat stb.). Részben ebbdl addodoan
az eredményvaltozd szempontjdbol a valtozoszelekciot csak osztalyozd modellek korében
értelmezik, mint a legjellemzdbb feliigyelt tanulési feladatot.

Az alkalmazott modellek jellege miatt az eredményiil kapott modellekben a magyarazovaltozok
eredményvaltozora gyakorolt hatdsdnak visszafejthetdsége nem szempont az idézett
munkakban. Ebb6l adododan az algoritmusok csak a (2)-vel adott valtozdoszelekcios célfiiggvény

valamilyen specialis, osztalyozasi feladatra szabott valtozatat alkalmazzak. Az idézett
tanulmanyok leggyakoribb valasztasa egy ayr(D) + (1 — a)% alaki minimalizélando
célfiggvény alkalmazasa. Ahol yz(D) a vizsgalt osztalyozo algoritmus félreosztalyozasi
aranya ¢s korabbi jeloléseink alapjan % a magyarazovaltozok kivalasztasi aranya. @ € [0,1] egy
vélaszthatd paraméter, ami a modell pontossaga €s az a kivalasztott magyarazovaltozok szama
kozti egyensulyt szabalyozza.

Az idézett tanulmanyokban egyéb korlatok (pl. multikollinearitds vagy concurvity jelenség
elkertilésére a végsd modellben) megfogalmazéasara nem keriil sor a valtozoszelekcid soran.

Ez részben ismét annak tudhatdé be, hogy az idézett munkdkban a magyarazdovaltozok
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hatasainak visszafejtése nem szempont. Tovabba, a tanulmanyokban alkalmazott tanulo
algoritmusok tobbségében a magyarazovaltozok fliggetlensége nem feltétel. Tudomasunk
szerint az altalunk javasolt HGHK algoritmus az egyetlen metaheurisztikus megoldas
a valtozodszelekcios feladatra, ami korlatozd feltételként a végsé modellben szerepld
magyarazovaltozok tobbdimenzids korrelalatlansagat is biztositja. Ahogyan a 2. fejezetben
ismertettiik, ez a feltétel elsésorban magyaraz6 modell épitése esetén relevans GLM vagy GAM
keretben, am 1éteznek tovabbi osztalyozo algoritmusok, amelyek megkdvetelik a fenti feltétel
teljesiilését (pl. naiv Bayes modell).

Jelen fejezetben elészor bemutatjuk a HGHK algoritmus alapjaul szolgald két metaheurisztikat,
a genetikus és harmonia kereso algoritmusokat, €s ismertetjiik az algoritmus mikddését linearis
modellek esetében. Ezek utdn bemutatjuk az algoritmus kiterjesztését GAM keretre, thin plate

spline-ok segitségével reprezentdlva a magyarazovaltozok f; transzformalé fiiggvényeit.

7.1. A genetikus algoritmus

A genetikus algoritmust 1975-ben Holland fejlesztette ki, majd 1989-ben Goldberg
tovabbfejlesztette. (Goldberg, 1989) Az algoritmus alapgondolata a biologiai genetikan és
Darwin ,természetes kivalasztodas™ elvén alapul. Az egyedek az egyes megoldésok, melyeket
az algoritmus tobbelemii populacidoba szervez, ezzel biztositja, hogy a keresési tér minél
nagyobb részét jarjuk be. Raadasul képes egy, az egyed alatti szintet is definialni, a gének
szintjét, amikbdl az egyedek felépiilnek, ezzel kivalod lehetdséget biztositva a megoldasok
(egyedek) finom, aprélékos valtoztatdsara, azaz a keresési tér még pontosabb bejarasara.
A géneket altalaban bitsorozattal abrazoljuk, mint a legéltalanosabb megoldast, de lehetséges
valos értékeket is alapul venni.
A harom szint (populacio, egyed, gének) megvalasztasa utan az algoritmus minden 1épésében
egy Uj populdciot hoz létre a célfliggvény, azaz fitnesz értékek alapjan (a fitnesz elnevezés
alkalmazasa a ,,célfiiggvény érték” kifejezés helyett ebbdl az algoritmusbol ered, hiszen Darwin
szerint: ,,Survival of the fittest”), igy folyamatosan halad az optimalis megoldas (egyed) felé
a populacionk. Ezt a folyamatot harom tUn. genetikus operator képviseli: szelekcio,
rekombinacid, mutaciod.
A szelekcios eljaras segitségével valasztjuk ki az egyes populécid legjobb egyedeit, melyeket
tovabbvisziink a kovetkezd populacidba, €s amelyek a rekombindcios eljaras bemenetei
lehetnek. Alapvetden harom szelekcios operator koziil valaszthatunk:

o Rulett kerék: A kivalasztds valoszinlisége a fitnesz értékkel aranyos, olyan médon,

hogy egy megoldas kivalasztasanak valdszinilisége annal nagyobb, minél nagyobb
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a ratermettsége a populacio ratermettségi atlagahoz képest. A kivalasztas gy miikodik,
mintha az egyedeket egy olyan rulett kerék egy-egy mélyedéséhez (cikkelyéhez)
rendelnénk, ahol a mélyedés nagysaga ardnyos az egyed ratermettségével.
e Verseny szelekcié: Egy csoportot valasztunk ki a populaciobdl €s a fitnesz értékiik
alapjan versenyeztetjiik 0ket. Az optimumhoz kozelebb esé fitnesz értékii egyed gyodz.
e Elitista: Az eddig kapott legjobb ¢ * ¢ db egyedet mindig athelyezi az uj populacioba,

ahol ¢ a populacié mérete, ¢ pedig az elitek aranya, és ¢ € [0, 1].

A rekombinacids operator két egyedbdl hoz 1étre ) egyedet. A biologiaban ez egy biologiai
utdd létrehozasanak felel meg. Egyik leggyakoribb kombinacié az egypontos keresztezés.
Ennek soran a miiveletben résztvevo egyedeket egy véletlenszertien kivalasztott vagy egy elére
rogzitett génnél elvagjuk. A vagas el6tti géntulajdonsagokat 6rokli az ) egyed az egyik
sziil6tol, a vagas utaniakat a masik szilotol.

A mutaciés operator egyetlen megoldast igényel, és ebbdl allit elé egy ujat, az eredeti egy
hogy egy eljaras képes legyen kitorni a lokalis megoldas kdrnyezetébdl. A mutaciot altalaban
ugy oldjak meg, hogy rendszerint az egyed (megoldas) egy véletlen kivalasztott génje valtozik
meg. De olyan megoldas is elképzelhetd, ahol egy kellden kis valdsziniiséggel akar az dsszes
gén modosulhat.

A legelterjedtebb megoldasokban elitista szelekciot hasznalunk, €s a mutaci6 soran az dsszes
gén modosulhat kellen kis valoszinitiség mellett. (Horvath, 1998)

Az genetikus algoritmus egyik legnépszeriibb alkalmazasa a magyarazovaltozok szelekcidjara
linearis modellekben az R glmulti csomagjaban talalhaté (Calcagno, 2019). A glmulti-ban
j-edik valtoz6 szerepel a modellben, akkor az m (lehetséges magyarazo valtozok szama) elemii
bitsorozat j-edik tagja 1 értéket vesz fel, ha nem, akkor 0-at.

A glmulti csomag dokumentacidja alapjan rekonstrualt algoritmus pontos folyamatabrajat
a mellékletben szemléltetjiik.

Az algoritmus futasa akkor allitjuk le, ha a célfiiggvény (AIC, SBC, stb.) értéke nem valtozik
jobban, mint 0,05 a populacié legjobb egyedének esetében.

7.2. A harmonia Kkereso algoritmus szelekcids operatorainak alkalmazasa a
genetikus algoritmusban — A HGHK algoritmus miikodése

Lang et al. (2017) bemutatja a genetikus algoritmus egy tovabbfejlesztését linearis regresszid

esetében.
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A fejlesztés lényege az algoritmus gyorsitasa volt a rekombinacids operatorok cseréjének
segitségével. Ugyanis, a tapasztalat azt mutatja, hogy a genetikus algoritmus keresztezési
operatora alapvetéen olyan problémék esetén alkalmazhaté nagy sikerrel, ahol az egyedek
mindségét érdemes részenként, géncsoportonként javitani, és az egyes részmegoldasok
keresztezésével 1) megoldasokat létrehozni. Azonban, mivel az adatbazisok tobbségében
a valtozok sorrendje véletlenszert, igy nincsenek csak az adott egyed génsorozatanak elején
vagy végén kialakuld6 megfeleld génmintazatok. Raadasul, egyetlen valtozd bevétele vagy
elhagyasa modellb6l drasztikusan megvaltoztathatja a célfliggvényiink (AIC, SBC, stb.) értékét.
Tehat, sziikségiink van az egyedek nagyobb foki véletlenségét biztositd rekombinécids
operatorokra. Ezeket pedig egy masik evolucios algoritmusbol, a fejlesztett harmonia keresd
algoritmusbol kolcsonozziik.
Mahdavi et al. (2007) szerint a harmonia keresés a zenei improvizacido vilagabol meriti
a rekombinacios operatorait.
A zenészek improvizacids folyamata alapvetden hadrom szabdly alapjan zajlik:

e A zenészek emlékezetbdl lejatszanak egy ismert dallamot.

e Mas hangfekvésben vagy mas ritmusban jatszanak le egy mar lejatszott dallamot.

e Teljesen Otletszertien, érzéseikre hagyatkozva jatszanak le egy uj dallamot.

Hasonlo elven miikodik az improvizacid a harmoniakeresd algoritmusban, bar a harom
alapszabaly egy Kicsit mas:

e A repertoarbol (korabbi populacio) lejatszunk egy mar ismert dallamot (egyedet).

e Egy ismert dallamon (korabbi populaciobol egy egyedet) modositunk.

e Teljesen véletlen dallamot (egyedet) generalunk.

Ezen harom alapszabaly alkalmazasat kell leforditanunk a matematika nyelvére. Erre a feladatra
két valosziniiséget fogunk bevezetni.

Az egyik a HMCR (Harmony Memory Consideration Rate), ami a memoriabol vald valasztas
a populéacidnak felel meg. Annak a valoszintisége, hogy teljesen véletlen megoldast generalunk
1 — HMCR. Ha a HMCR tal alacsony értékii, akkor csak kevés dallam keriil kivalasztasra
a repertoarbol és az algoritmus lassan konvergdl. Ha ez az érték til magas, kozel 1, akkor
majdnem az Osszes hang felhasznalasra keriil a repertoarbol, s ekkor csokken mas dallamok

felfedezésének lehetdsége.
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A kovetkezd valoszinliség a dallam modositasdnak (hangmagassaganak megvaltoztatasa)
esélyét hatdrozza meg. Tehat, ha mar a memoriabol valasztottunk egy dallamot, akkor ezzel
a PAR (Pitch Adjusting Rate) valdosziniiséggel modositunk rajta, és 1 — PAR valdszintiséggel
hagyjuk valtozatlanul.
A hangmagassag megvaltoztatasa a zenei gyakorlatban linearisan torténik. Ezt a [épést (29) irja
le.

X4j = Xpegi + bW T (29)
A (29) képletben x;; a keletkezett j dallam, x,¢q; pedig a memoriabol kivalasztott mar
lejatszott dallam. A savszélességet (bandwidth), azaz a keresési tér nagysagat a bw paraméter
jeloli. Végezetiil, r egy egyenletes eloszlast véletlen szam a (—1, 1) intervallumban.
A valtozoszelekcios feladatban a génjeink binaris valtozok, tehat (29)-t nem alkalmazhatjuk
rajuk. Ebben a feladatban a (29) miveletet genetikus algoritmus mutacids operatorként
értelmezziik. Ezen kivil a HMCR valészinliség hasznalatdit emeljiilk at a genetikus
algoritmusunkba.
Ezt a két az 0j rekombinacids operatort bevezetve megadjuk ennek az 4j hibrid harmoénia keres6
— genetikus algoritmusnak a folyamatéabrajat a 7. dbran. A HMCR valdszinliség a futas soran
nd, mig a modositds mértéke (bw) a futds soran csokken. Ezzel azt a hatést valtjuk ki, hogy
az algoritmus futasanak elején minél agresszivebb legyen a populacié fennmaradd helyeire az
egyedek generalasa, inkabb a teljesen 1j, véletlen egyed generalasat, vagy egy korabbi egyed
nagy tartomanyban torténé modositast tamogatjuk a korai szakaszban. Ahogy pedig az
algoritmus futdsa soran egyre inkabb kozelebb keriiliink az optimumhoz, a keresési tér egyre
kisebb részét kell bejarnunk az 4j egyedek generalasa soran. A HGHK algoritmust akkor allitjuk
le, ha az elért egy eldre megadott maximalisiteracidszamot vagy teljesit egy korai kilépési
feltételt. A korai kilépési feltételt akkor elégitjiik ki, ha az utolsé valahany lépésben
(ez paraméterként megadhatd) a célfiiggvény (AIC,SBC, R?sth.) értéke nem valtozik
a memoriank (populacionk) legjobb egyedének esetében. Az algoritmus a korabbi memoria
(populacid) legratermettebb egyedeit mindig atviszi a kovetkezd generacioba a genetikus
algoritmus szelekcids operatorainak megdrzése miatt. Igy a legjobb megoldas (aminek

valtozatlansagat a korai kilépési feltétel vizsgalja) nem fog romlani.
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Kezdeti populici6 inicializalasa
véletlenszam generalassal

e gén: 0/1 — j-edik valtozo modellben van-e?
e cgyed: m hosszl génsorozat

Meméria frissitése

o Az 1j memoriaban az atlagosnél jobb
célfiiggvénnyel rendelkez6 egyedek masolasa

o Maradék helyekre 0j egyedek generalassa

e Populacio/Memoria mérete: egyedek szama ¥ kétfeleképpen:
egy generacioban o HMCR valodszintiséggel egy lemasolt
e Maximalis generacioszam megadasa. egyed modositasa

o 1— HMCR valoszinliséggel teljesen 11

e Korai kilépési kritérium megadasa.
veletlen egyed generalasa

NEM

A
Uj generaci6 létrehozasa
e 1 — HMCR valosziniiséggel generalt
«— | egyed beillesztése az (i) memoriaba
valtoztatas nélkiil
e HMCR valosziniiséggel egy lemasolt
egyed modositasa.
o Minden gént bw valosziniiséggel
modosithatunk.

Korai kilépési feltétel
vagy maximalis
generacioszam

elérése?

7. abra: A HGHK algoritmus folyamatabraja. Forras: sajat szerkesztés.

Az algoritmusnak fontos tulajdonsaga, hogy a populacié/memoéria frissitése soran megorizziik
a genetikus algoritmusbodl az egyedek parhuzamos kezelését. Tehat, az egyedek generalasa az
Uj populécioba torténhet parhuzamosan is.

Az 10 rekombinacids operatorok és a parhuzamos egyedgeneralas miatt a futasidoben elért
javulas olyan jelentds, hogy kettd extra korlatot is hatékonyan be tudunk épiteni
a valtozdszelekcios algoritmusba. Az elsd korlat értelmében csak olyan modelleket
fogadunk el optimalisnak, amelyekben minden magyarazovaltozo szignifikans egy elore adott
a szignifikancia-szinten. A masodik korlatban pedig biztositani tudjuk, hogy a VIF mutatod
alkalmazasadval az algoritmus az eredményiil adott modell esetében zéarja ki a
magyarazovaltozok kozti multikollinearitast. Azaz egy egyedhez tartozé modellben minden X;-
re VIF; < K-nak fenn kell allnia, ahol K egy felhasznalo altal megadott korlatozo erték a VIF
mutatora. A 4.1. fejezet alapjan K értékét 2-nek vagy 5-nek érdemes valasztani
a multikollinearitassal kapcsolatos tolerancia fliggvényében.

A korlatok technikai megvaldsitdsa a populacidé egy egyedét leird két 0j binaris valtozo
bevezetésével torténik. Ha az i-edik egyed teljesiti a multikollinearitasra vonatkozo6 korlatot,
akkor a C; binaris valtozo 1 értéket vesz fel, egyébként 0-t. Ha a felhasznald altal megadott
szignifikancia-szinten minden véltozora elutasithat6 a §; = 0 nullhipotézis az i-edik egyedben,
akkor S; binaris valtozo 1 értéket vesz fel, egyébként 0-t.

Amikor a memodria frissitése sordn kivalogatjuk az atlagosnal jobb egyedeket az aktualis

memoriabol, akkor a memoria atlagos célfliggvény értékére a (30) formulaval adott stilyozott
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atlagot alkalmazzuk és csak olyan i egyed mindsiilhet atlagosnal jobb egyednek, amire
Ci = Si = 1.
Y Fi-Ci- Sy

F =
§V=1Ci -5

(30)

Ahol N a memoria méretét, F; az i-edik egyed célfiiggvény értékét jeloli. Amennyiben
N.Ci-S;=0, akkor F egyszertien az F; értékek szdmtani kdzepe és minden aktudlis
memoriaban 1évé egyed mindsiilhet atlagosnal jobb egyednek, nem csak azok, amikre
;=S5 =1
Fontos észrevenni, hogy az algoritmusba épitett korlatok miatt konnyen el6fordulhat, hogy
a véletlenszeriien generalt kezdeti memoridban nem lesz olyan egyed, amit tovabb engediink
az (j memoriaba a frissités soran és megfelel a C; = S; = 1 korlatoknak. Igy konnyen lehet,
hogy tobb generacidig tart, mig taldlunk olyan megoldésokat, amelyek minden korlatot
kielégitenek. Tehat az algoritmus futasideje a kezdeti memodria mindségétdl fiigg. Emiatt
érdemes lehet az algoritmust vagy nagy memoria mérettel futtatni, vagy ugy, hogy egy
futdsidoben konnyen kezelhetd memoria méretet valasztunk, és tobbszor lefuttatjuk az
algoritmust egy alacsonyabb maximalis generacidszam mellett. A tobb futdsi eredmény legjobb
célfiiggvény értékkel rendelkezé megoldast tekintjiik optimumnak. Mint a 10. fejezetben latni
fogjuk, az utébbi stratégia kimondottan jol mikodik GAM keretben, nagyobb méretl
adatbazisok esetében.
Lang et al. (2017) linearis regresszios modellek esetében megmutatta, hogy szimulalt,
és valos, multikollinearitast tartalmazé adatbazisokon a HGHK algoritmus az egyetlen olyan
megvizsgalt modellszelekcios algoritmus (a tanulmanyban a HGHK mellett a Leaps and
Bound, GARS, Stepwise, PLS, Elastic Net, VIF alapi Backward és Egymasba agyazott
becslések modszerei keriiltek 6sszehasonlitasra), amely a végsé modellekbdl teljes mértékben
eliminalja a multikollinearitast, és a modell magyarazdereje sem csokken le jelentdsen az olyan
modellekhez képest, melyek magyarazovaltozoi kozott zavard vagy karos multikollinearitas
tapasztalhato.
Kovacs (2019) tanulmanyban alkalmazzuk a HGHK algoritmust egy olyan esetre, amikor
a linearis modelliink eredményvaltozoja ¢lettartamot jelol. Ez a Cox-regresszid esete.
Elettartam adatok tobbvéltozos statisztikai elemzése soran a kovetkezé n elemii mintéval
szembesiiliink: (tl,x(l), dl) (tn,x(”), dn). Ahol t = (tq, ..., t,)7T a vizsgalt eltelt id6tartam
egy adott esemény/meghibasodds bekdvetkezéséig, x = (x;q, ..., x;;, ) a magyarazovaltozok

p elemli vektora az i-edik mintaclem esetén. d = (dy,...,d,)T pedig az Ggynevezett
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allapotvaltozokat tartalmazo vektor. Az i-edik mintaelem d; allapotvaltozoja 1 értéket vesz fel,
ha a vizsgalt esemény (nekiink torlés) bekovetkezett, mig 0 értéket vesz fel, ha az esemény még
nem kovetkezett be, tehat a megfigyelt t; id6tartamunk cenzoralt. Kovacs (2019)-ben a t;
iddtartamok életbiztositasi szerzédések megkotésétdl a torléséig eltelt id6t jelentik honapokban
mérve

Elettartamadatok elemzése soran f& célunk a G(t) = 1 — F(t) = P(T = t) talélésfiiggvény
becslése, ahol T a modellezett iddtartam (talélési id6), mint valosziniiségi valtozo.
A talélésfiiggvény tehat, minden egyes t = 0 idétartamra megadja annak a valdszinliségét,
hogy t ido eltelte eldtt egy egyed még nem 1épett ki a vizsgalatbol (esetiinkben: szerzodés még
¢letben van). Cox-regresszid soran pedig azt vizsgaljuk, hogy ezen G(t) talélésfiiggvényre
hogyan hatnak kiilonb6z6 x = (x(l), s x(”))T magyarazovaltozok ismert realizacidi. A leirast
Cox (1972), Cox (1975) alapjan készitettiik el. A multikollinearités jelensége Cox-regresszios
modellekben is problémakat vet fel, mivel az egyiitthatovektor ekkor is ceteris paribus elven
értelmezendd. (Xue et al, 2007)

A HGHK algoritmus eredményei itt is hasonloak voltak, mint a klasszikus linedris regresszid
esetében. A hagyomanyos modellszelekcios algoritmusok (Stepwise, Lasso sth.) mellett
a HGHK algoritmus képes volt arra, hogy a magyarazderd minimalis csokkenése mellett olyan
valtozohalmazt adjon megoldasként, ami multikollinearitastol mentes. Ennek kdszonhetéen
egy ¢letbiztositasi szerzddésallomanyban el6forduld torlés miatti lemorzsolodéasi okok
konnyebben feltarhatoak voltak a HGHK algoritmus segitségével, mint mas valtozoszelekcios
algoritmus altal szolgaltatott modelleket felhasznalva. Példaul, az egyik f6 megmaradast segitd
tényez0 az életbiztositdsok mellé kothetd miitéti téritésre és korhazi napidijra sz616 kiegészitd
fedezetek megléte, &m a hagyomanyos modellszelekcios algoritmusok a baleseti rokkantsagra
sz0lo fedezet meglétét tulajdonitottak egy fontos megmaradast segitdé tényezonek, mivel

korrelalt az el6bbi két kiegészitd fedezet meglétével.
7.3. AHGHK algoritmus GAM keretben
A 7.1. és 7.2. alfejezetekbdl, valamint a 7. abran lathatdo, hogy a HGHK algoritmus

a valtozoszelekcids feladat sordn a lehetséges megoldasokat egy m hosszii bitsorozat
segitségével reprezentalja. Tehat csak arr6l dontiink, hogy egy valtozot beemeljiink-e
a modellbe vagy sem. Az algoritmus akkor alkalmazhato GAM keretben is, ha ez nem valtozik.
Amennyiben a valtozora illesztett spline rendjét és a szakaszhatarokat is meg kell hatarozni,

akkor mar Osszetettebb reprezentacio sziikséges a gének szintjén. Szerencsére, az 5.2.
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alfejezetben ismertetett thin plate spline-ok alkalmazasaval az egyedek binaris reprezentacioja
¢s a valtozodszelekcios feladat keresési tere nem valtozik meg a linedris esethez képest.

Az 5.2.2. alfejezetben felvetett otlet alapjan HGHK algoritmusban azt a technikat kovetjiik,
hogy ha egy X; magyarazoviltozot bevesziink a GAM modellbe, akkor az alapértelmezés
szerint k; = 10. Amennyiben X; értékkészlete kisebb, akkor k; az X; magyarazovéltozo
lehetséges értékek szamaval lesz egyenl6. Amennyiben az Augustin et al. (2012)-féle
x%-probak p-értéke egy elére megadott a szignifikancia-szint alatti, akkor a k; értékét 5-6sével
noveljiik addig, amig a valtozohoz megfelelden nagy k;-t nem valasztottunk.

A tal magas k; valasztas csupdn extra szamitdsi kapacitasba kerl, tlilleszteni nem fogjuk

a spline fiiggvényt. Ugyanis az eredeti (7) illesztési feladat A [ £’ (x)?dx biintetétagja linearis
fuggvényformat fog preferalni egy olyan szakaszon X; értelmezési tartomanyan, ahol
a megfigyelt pontok csak valamilyen zajjal térnek el a linearis fliggvényformatol. Ezzel
a valtozoszelekcids feladat bonyolultsdga megmarad 2™ — 1-nek, hiszen a k;-k valasztasara
nem kell 0j dontési valtozokat bevezetni.

Fontos valtoztatas még az algoritmusban, hogy a populacio i-edik egyedéhez tartoz6 C; binaris
valtozok GAM keretben mar a concurvity jelenségre vonatkozo korlatozasnak valdé megfelelést
jelentik. Tehat, azt szeretnénk elérni, hogy a memoria frissitése soran csak olyan megoldasokat
vigyiink 4t az j memoridba, melyekre a 5.3. alfejezetben meghatarozott concurvity mérték 0,5
alatti. Az algoritmusban paraméterként megadhato, hogy a megfigyelt vagy a pesszimista
concurvity mértékre vonatkozzon-e ez a korlat. Ha az i-edik egyed teljesiti a korlatot minden
valtozora, akkor a C; bindris valtozo 1 értéket vesz fel, egyébként 0-t.

Ezen tul az S; binaris valtozok mogotti technikai 1épés is valtozik. A valtozo értéke akkor vehet
fel 1-et, ha a populacio i-edik egyedéhez tartoz6 modellben a felhasznald altal megadott

szignifikancia-szinten minden valtozora elutasithato a W, =0 nullhipotézis. A 6.2. fejezet

alapjan ekkor mondhatunk thin plate spline-okat alkalmazo GAM keretben egy X;-t,
szignifikansnak. A teszteléshez a Marra — Wood (2011) altal megadott y2-probat alkalmazzuk.
A K1 kutatasi kérdésre tehat pozitiv valasz adhato a thin plate spline-ok jelen fejezetben
bemutatott alkalmazasi modjanak segitségével, a GAM modellekben a spline fiiggvények
rendjének €s a szakaszhatarok helyének megvalasztasa automatizalhatd. Ezzel pedig a linearis
esetben alkalmazott dontési valtozokon és bindris egyedreprezentacion nem sziikséges

valtoztatni.
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A jelen fejezetben bemutatott GAM keretben dolgoz6 HGHK algoritmus miikkédése UML 2

szabvanynak megfeleld tevékenységdiagramon (Jibitesh — Ashok, 2011) a 8. abran tekinthetd

meg.

Memoria [populacm} mérete
Maximalis generdcidszam
Kezdeti HMCR valésziniség
Kezdeti mutacios (bw) valdsziniiség
Elérendé HMCR az utolso generacioban
Elérendd bw valoszinliség az utolso generacioban
Magyarazovaltozok matrixa (X)
Eredményvaltozo vektora (Y)
Eredményvaltozo eloszldsa

Concurvity mérték fajtaja (megfigyelt/pesszimista)

Kezdeti memoria Iétrehozdsa
véletlenszeriien generdlt
egyedekkel

Kezdeti memoriaban
levd egyedekre GAM épités

)

Concurvity korlat szigorisdga Meméria r[linden egyedél:e: X
Pszeudo R-négyzet (filnesz érték)
Szignifikancia korlat kielégitésat jelzd bool
Concurvity korlat kielégitését jelzd bool
|
»
IGEN4$7NEM*~,
Van-e a memoridban
szignifikancia &s concurvity korlatot
egyarant kiglégitd egyed?
Memoria atlagos fitnesz ertékének Memodria atlagos fitnesz értekenek
kiszamitasa (30) szerint kiszamitasa szamtani atlagként
NEM A - :
Atlagos fitnesznél jobb és a
szignifikancia és concurvity Atlagos fitnesznél jobb egyedek
korldtokat kielégits egyedek érélf'rtése az uj merjn()ri;g
drikitése az aj memdridba
C Y J
Uj meméria Grokalt egyedei
»
Az aktudlis memoria
legmagasabb fitnesz értékil 1—@ IGEN Vs IGEN ¢
egyede
Elértiik a maximalis generdcidszamot Feltéitotiik mar az 0j
vagy a korai kilépési feltételt? memdoriat egyedekkel?  NEM
I P— Véletlenszeriien generalt
(Egy Orokolt egyed Iemﬂsolnsa} IGEN NEM: egyed Iétrehozés‘all

Az 6rokdlt egyed génjein bw
valoszmuseggel modositds

HMCR valbsziniiség alapjan
memoridbol orokitiink egyedet?

GAM épites

>( Uj egy

Ujonnan létrehozott egyedre:
Pszeudo R-négyzet (fitnesz érték)
Srzignifikancia korlat kielégitését jelzd bool
Concurvity korlat kielégitését jelzd bool

8. abra: A HGHK algoritmus UML tevékenységdiagramja. Forras: sajat szerkesztés

A 9. és 10. fejezetekben két valos adatbazison vizsgaljuk az itt ismertetett HGHK algoritmus

hatékonysagat kiillonboz6 paraméterezések mellett. A kovetkezd, 8. fejezetben ezen numerikus

hatékonysagvizsgalatok keretének tervezését tekintjiik at.
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8. Numerikus hatékonysagvizsgalatok tervezése

A 7. fejezetben bemutatott sajat fejlesztési HGHK algoritmus hatékonysagvizsgalatat
kiilonb6z6é paraméterezések fliggvényében, €s a teljesitményének Osszevetését a 6. fejezetben
ismertetett GAM keretben miikodo valtozoszelekcios algoritmusokéval két valos adatbazison
mutatjuk be.
Az elso vizsgalt adatbazis forrasa Yeh (1998), és 1030 db betongerenda 9 ismérvét tartalmazza.
Feladatunk a gerendak nyomoszilardsaganak becslése a gerendak hét osszetevije és a koruk
fiiggvényében. A valtozdszelekcios feladat kicsi (m = 8), igy a globalis optimum konnyen
megadhaté a lehetséges magyardzovaltozok 0Osszes részhalmazanak legeneraldséaval.
Az adatbazis haszndlatdnak a célja, hogy megvizsgéljuk, hogy az ismert globalis optimumot
milyen hatékonysaggal azonositjdk a vizsgalt algoritmusok. Az adatbézisra a tovabbiakban
,betongerendak adatbazis” néven hivatkozunk.
A masodik vizsgalt adatbazisban az a feladatunk, hogy egy tajvani bank ligyfeleire becsiiljiik
meg, hogy az ligyfél a lekérdezés id6pontjatol szamitott 1 honapos idétartamon beliil cs6dot
fog-e jelenteni hitelkartya adossagara. Az adatbazis 30 000 rekordot tartalmaz, 26 lehetséges
magyarazovaltozoval a kategorikus valtozok dummy kodoldsa utdn. Az adatok forrésa
Yeh — Lien (2009). A valtozoszelekcios feladat jelen esetben az Osszes részhalmaz
generalasaval mar nem oldhaté meg, az alkalmazott algoritmusok legjobb modelljeit csak
onmagukban tudjuk vizsgalni, nincs referencia pont. Az adatbézisra a tovabbiakban ,,banki
igyfelek adatbéazis” néven hivatkozunk.
Mindkét adatbazis esetében adattisztitasi 1épéseket végziink, amennyiben sziikséges. Ridzuan
— Zainon (2019) ajanlasainak megfeleléen megvizsgaljuk ¢és kezeljik mindkét adatbazis
esetében az alabbi adatmindségi problémakat:
o FErvényességi hibak
o Adattipus hibak: pl. string tipusban tarolt szam
o Ertékhatar hibak: pl. nagyobb érték, mint az elméleti maximum (1-nél nagyobb
aranyszam)

o Duplikacid: ismétlédo egyedi azonositok

o Karakterhibak: pl. ,,0”-ként tarolt 0 érték egy szamban (6033)

o Hibas besorolasok: pl. férfi keresztnévhez ,,n6”” nem mezd tartozik

e Valtozok kozotti kapesolat hibai: pl. komplementer események aranyait leird valtozok

0sszege nem 1 bizonyos rekordok esetében

76



e Modellek paraméterbecslési eljarasait nagy mértékben befolyasold kiugro értékek
jelenléte

e Hianyzo értékek egy vagy tobb valtozoban

A fenti adatmindségi hibaktol megtisztitott adatbazisokat 70% - 30% aranyban osztjuk fel
tanito- és tesztmintdkra. A tanité mintan futtatjuk a vizsgalt valtozoszelekcids algoritmusokat,
¢s az esetleges keresztvalidacios 1épések is mindig a tanitd adatbazison torténnek.

A tesztmintan az algoritmusok altal javasolt modellek Y célvaltozora adott ¥ becsléseinek
pontossagat vizsgaljuk a szakirodalomban javasolt teljesitménymetrikak segitségével.

Az értekezésben vizsgalt teljesitménymetrikdk kore két nagy csoportra bonthato: a folytonos
célvaltozo és a Bernoulli-eloszlast célvaltozo esetén alkalmazott metrikdk korére. Erre azért
van sziikség, mert a betongerendék adatbazisban a célvaltozoé (szakitdszilardsaga) folytonos és
kozel normalis eloszlasu (Yeh, 1998). Ezzel ellentétben, a banki ligyfelek adatbazisban
a célvaltozo (csddesemény bekovetkezett-e a lekérdezés utan 1 honappal vagy sem) Bernoulli
eloszlast (Yeh — Lien, 2009). Raadasul a csédesemény célvaltozo kiegyensulyozatlan is, mivel
a vizsgalt hitelkartya tligyfeleknek mindossze 24%-a jelentett csak csddot hitelkartya
tartozadsara. Emiatt kimondottan a kiegyensulyozatlan Bernoulli eloszlasu célvéltozé esetén
javasolt teljesitménymetrikakat sziikséges a banki ligyfelek adatbazison alkalmazni.

Bizonyos algoritmusok erésen heurisztikus jellege miatt minden algoritmust 30-szor futtattunk
az adatbazisokon, hogy az eredményiil kapott végsé modellek stabilitsat is vizsgalni tudjuk.
Azon algoritmusok esetén, ahol a végsé modell nem volt mind a 30 futtatdsban azonos,
a legjobb célfiiggvény? értékkel rendelkezd megoldast jelenitjiilk meg az eredmények kozott.
Az algoritmusok 4altal javasolt modellek becslési pontossaganak vizsgalata mellett vizsgéljuk,
hogy az egyes algoritmusok hany valtozot valasztanak ki a végsé modellbe a teljes lehetséges
X magyarazovaltozohalmaz méretéhez képest. Tovabba, elemzésre keriil, hogy az algoritmusok
altal javasolt modellben szerepld valtozok koziil hanyat és melyeket érint a 5.3. fejezetben
bemutatott kdros concurvity jelenség.

Ezen feliil a vizsgalt algoritmusok varhato futasidejét €s a futdsidok szorasat is megvizsgaljuk
a 30 futtatas tekintetében, hogy képet kapjunk az algoritmusok varhat6 szdmitasigényérdl egy
atlagosnal valamivel jobbnak tekinthetd személyi szamitdogépen (az 1. fejezetben megadott
konfiguracion), ami egy fontos szempont lehet a szoros hatariddjii gyakorlati feladatok

megoldésa soran.

2 A célfiiggvény mindig az algoritmus leirdsaban megadott célfiiggvényt jelenti, és a tanité mintdn megadott
legjobb érték alapjan valasztjuk ki a modelleket.
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A HGHK algoritmus skalazhatésaganak vizsgalata a nagyobb méretii, banki ligyfelek adatbazis
esetén Microsoft Azure Data Science Virtual Machine (DSVM) virtualis szamitogép kiilonbozo
(az 1. fejezetben megadottnal erésebb) hardverkonfiguracidin tortént.

A numerikus hatékonysagvizsgalatok konkrét, adatbazisonként eltér6é paramétereit a 9. fejezet
tartalmazza a betongerendak, mig a 10. fejezet a banki ligyfelek adatbazis esetében.

A 8.1. és 8.2. alfejezetekben bemutatjuk a folytonos és kiegyensulyozatlan Bernoulli-eloszlast
célvaltozo esetén a teszthalmazon vett kiértékelés soran alkalmazott teljesitménymetrikakat.
8.1. Teljesitménymetrikak folytonos célvaltozo esetén

A szakirodalomban tobb szerz6 (James et al, 2013) (Ramanathan, 1992) (Raschka — Mirjalili,
2017) (Wooldridge, 2016) is egyetért abban, hogy folytonos célvaltozoval biré modellek
becslési pontossaganak kiértékelésében a legnépszeriibb ¢s legszemléletesebben értelmezhetd
teljesitménymetrika a klasszikus determindcios egyiitthato, az R?.

8.1.1. A klasszikus R-négyzet mutato és a négyzetes hibafiiggvény

Az R? mutaté a vizsgalt feliigyelt tanuld modell Ssszes hibajat négyzetes skalan méri egy
n elemi teszthalmazon.

Legyen ¥ valtozo egy folytonos Y célvaltozora adott becslés, tetszéleges feliigyelti gépi tanuld

modell alapjan. Ekkor a modell &sszesitett négyzetes (azaz L, normaval vett) hibaja (Sum of

Squared Errors, SSE) (31) alakban irhato fel.
n
~ 112 .
SSE=|l =7 " = > i =9’ (31)
i=1

Az R? ezt az SSE-t aranyitja egy olyan ,,nullmodell” 8sszes négyzetes becslési hibajahoz, ami
Y-t, magyarazovaltozok nélkiil, annak tapasztalati 4tlagaval, Y-al becsiili. Ennek
a ,,nullmodellnek” az SSE-je az eredményvaltozé teljes négyzetdsszege (Sum of Squared
Totals, SST), ami az eredményvaltozo teljes variancidjanak (Osszesen megmagyarazhato
informaciomennyiségének) is tekinthetd: SST = ||Y — Y ||2. Az R? klasszikus definicidja (32)
azt vizsgalja meg, hogy Y teljes variancidjanak mekkora hanyadat nem teszi ki a modellhiba
(SSE). Ezzel gyakorlatilag a modell [0,1] skalan mozgo, ,,szazalékos” magyarazoderejeként

értelmezheto.

SSE
SST

Alternativ szamitasi modként az Y és Y kozti Pearson-féle korrelacié négyzeteként is

RZ=1 (32)

-~ 2
szémithato: R? = cor(Y,7)".
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8.1.2. Az RMSE mutato

Az R? mutatd mellett tSbb egyéb folytonos célvaltozéd esetén alkalmazott metrika is épiil
az SSE-re. Az egyik leggyakrabban alkalmazott metrika az atlagos négyzetes hiba gyoke (Root
Mean Square Error, RMSE), ami (33) mddon adott.

SSE
RMSE = — (33)

A (33) formula elénye, hogy egy atlagos megfigyelési egységen elkovetett modellhibat
ad vissza, az eredményvaltozd6 mértékegységében. Gyakran nevezik rezidualis szorasnak is

(Ramanathan, 1992).

8.1.3. Koszinusz-hasonlosag

cres

crer

n LS
i=1Yi " Yi

v ?=1yi2',’ ?:137i2

A (34) formuldaban nem torténik meg az egyes megfigyelésekbdl az atlag levonasa, tehat

Cos(Y,Y) =

(34)

a valtozok O-ra centralasa, azonban a valtozok vektortérben vett hosszaval normélds megy
végbe (34)-ben. Ezzel a mutaté a [—1,+1] intervallumon adja meg a modell becslési
pontossagat, de a gyakorlatban Y és ¥ ellentétes irany mozgasanak, igy negativ korrelacionak
és koszinusz-hasonlosagnak elhanyagolhat6 az el6fordulasa (Raschka — Mirjalili, 2017).

8.1.4. Az RMSPE mutato

Az RMSE mutatd egy relativizalt valtozata az atlagos négyzetes relativ hiba gydke (Root Mean
Square Percentage Error, RMSPE). Az RMSPE definicidja (35) lényegében abban tér el
a klasszikus RMSE mutatotol, hogy az SSE-ben az y; és y; értékek eltérését nem

kiilonbségvétellel, hanem hanyadosképzéssel hasonlitja Gssze.

o)

n

RMSPE =

A (35) modon adott teljesitménymetrika igy egy atlagos egyeden elkdvetett relativ modellhibat
ad meg, amit a legtobbszor szazalék formatumban jelenitiink meg (Shcherbakov et al., 2013).
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8.1.5. A MAE mutato és az abszolut érték, mint hibafiiggvény

Az Osszes eddig taglalt teljesitménymetrika (R?, RMSE, koszinusz-hasonldsiag, RMSPE)
kozvetleniil vagy kozvetetten kotddik a modell SSE értékéhez, ami a hibakat L, norma
segitségével aggregalja. Ennek a megoldasnak hatranya, hogy igy a hibamérés kimondottan
érzékennyé valik a kiugro értékekre, hiszen a hibandvekedést négyzetesen biinteti. Ezzel
konnyen el6fordulhat, hogy az SSE-re épild teljesitménymetrikdk csak azért itélnek nem
elfogadhatonak egy modellt, mert relative kevés megfigyelésen kiugréan nagy hiba, 4m a tobbi
esetben kimondottan jol illeszkedik. Tekintsiik azt az extrém esetet, hogy két modellt
hasonlitunk 6ssze egy olyan tesztmintan, ahol egy megfigyelésen mindkét modellnek kiugroan
magas a hibaja. Ekkor az SSE-alapu metrikak csak az egy kiugro pontra koncentralhatnak olyan
mértékben, hogy a két modell kozti valasztds soran a tobbi megfigyelést teljesen figyelmen
kiviil hagyjak (Tangian — Gruber, 2002).

Az SSE-alapu teljesitménymetrikdk kiugré hibaértékekre vett érzékenységét konnyen
kikiiszobolhetjiik az abszolut érték (L; norma) alkalmazasaval a négyzetes hiba (L, norma)
helyett (Wooldridge, 2016) hibaaggregalas soran. A két norma kozti valtast legkdnnyebben az
RMSE mutatéban lehet megoldani (36) modon.

Iy =7 _ Eiilyi — 9l (36)
n n

MAE =

A (36) formulaval kapott atlagos abszolut hiba (Mean Absolute Error, MAE) jelentéstartalma
az RMSE-vel hasonlatos: egy atlagos megfigyelési egységen elkdvetett modellhibat ad vissza,
az eredményvaltozé mértékegységében. Azonban a modell illeszkedésének mérése soran 1-2
kiugréan magas vagy alacsony hibdra robusztusabban tud reagalni, hiszen (y; — 9;)? »
|y; — ¥;| minden i-re (Shcherbakov et al., 2013).

8.1.6. A MAPE mutato

A MAE metrikabol kiindulva konnyen készithetiink egy relativ abszolut hiba mutatét is (Mean
Absolute Percentage Error, MAPE). Azonban, ahogy (37)-ben is latszik az RMSPE-t6] eltér6en
a MAPE metrikdban a hibat nem hanyadosképzés segitségével hatarozzuk meg, hanem
a kiilonbségként képzett hibat viszonyitjuk a ténylegesen megfigyelt y; értékhez.

Vi — Vi

Yi
n

n
i=1

MAPE = (37)

Jelentéstartalomban viszonta MAPE az RMSPE-vel azonosnak tekinthetd: egy atlagos egyeden
elkovetett relativ modellhibat ad meg (Shcherbakov et al., 2013). A kiilonbség jelen esetben is

abszolut hibanak koszonhetd: a MAPE kevésbé érzékeny a sz€lsdséges esetek modellhibaira.
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8.1.7. A Huber-féle teljesitménymetrika

Ugyanakkor bizonyos esetekben az L, és L, normara épiil6 teljesitménymetrikak alkalmazasa
sem célravezetd. Tekintslink egy olyan esetet, ahol a megfigyeléseink 90%-nak a valodi
eredményvaltozo értéke 150 és a maradék 10%-nak y; értékei 0 és 30 kozott ingadoznak. Ebben
a példaban egy L; elvii metrika olyan modellt preferalna, ahol y; = 150 minden i-re. Ez abbdl
is kovetkezik, hogy egy magyarazovaltozok nélkiili ,,nullmodellben” a MAE minimalizélésa az
eredményvaltozd medianjat adnd eredményiil (Tangian — Gruber, 2002). Ugyan ebben
a példaban az L, normara épitd metrika rengeteg y; becslést adna a (0,30) intervallumban,
hiszen a kiugro értékek felé torzit. Mindkét metrika-csalad nem kivanatos eredményekhez

vezet. A probléma 4thidalasara vezették be a Huber-féle teljesitménymetrikat, ami (38)

formulaval adott (Natekin — Knoll, 2013).

1 2 R
E(yi_yi) , lyi =9l <6
e; = 1
5|}’i—f’i|—§52: lyi =9l > 6
n (38)

Huber = Z e;

i=1

(38) alapjan elmondhatjuk, hogy a Huber-metrika alapdtlete, hogy L, elvii hibamérést alkalmaz
egészen addig, amig a megfigyelt hiba elég kicsivé nem valik, és onnantdl L, normdaval szamitja
be a hibakat a metrikaba. Az ,,elég kicsi hiba” értéket egy § paraméter hatarozza meg, amit
finom hangolni lehet példaul keresztvalidacio segitségével (Natekin — Knoll, 2013).
Gyakorlatilag a § paraméterben hatarozhatjuk meg, hogy milyen hibaértéket tekintiink
kiugronak. A Huber-metrikanak nem tudunk olyan szemléletes jelentéstartalmat adni, mint az
RMSE vagy MAE értékeknek. Ugyanakkor, mivel a metrika a modellhibdkat aggregilja,
az igaz, hogy a kisebb metrika értékkel rendelkezé modell a preferalt.

8.1.8. A Log — Cosh teljesitménymetrika

Mivel a Huber-metrika teljesitménye nagyban fiigg a § paraméter megvalasztasatol, igy
felmertilt az igény egy olyan teljesitménymetrikdra, ami meg6rzi a Huber-metrika kedvezd
tulajdonsagait (nagy hibak esetén L,, kisebb hibdk esetén L, norméat alkalmaz) anélkiil, hogy
sziikséges lenne egy szabadon megvalaszthatd paraméter finomhangolasa az alkalmazas soran.
Erre az igényre valaszként sziiletett meg a Log — Cosh teljesitménymetrika (Raschka —

Mirjalili, 2017).

n
Log — Cosh = Z In(cosh(y; — 9;)) (39

=1
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A metrika Iényege (39) alapjan, hogy a megfigyelésenkénti modellhibak koszinusz-

hiberbolikusz transzformaltjanak logaritmusat Osszegzi. A In(cosh(x)) fliggvény
2
nagységrendileg az %—t kozeliti kis x-ek esetén, mig az |x| —In2 fiiggvényt nagy x-ekre.

Tehat, a Log — Cosh teljesitménymetrika rendelkezik a Huber-metrika kedvezd
tulajdonsagaival (alapvetden négyzetes hibaként viselkedik, de a ritkan el6forduld nagy
hibaértékek nem torzitjak el az értékét), és szabad paraméter finomhangolasat sem igényli.
Szemléletes jelentéstartalmat a Huber-metrikdhoz hasonléan nem tudunk hozza tarsitani,
de (39) formuldbdél addéddan ez is egy minimalizadlandé metrika, hiszen a modellhibakat
aggregalja.

8.1.9. Az RMSLE mutat6

Egy tovabbi lehetséges alternativa az SSE alapu teljesitménymetrikdk kiugrd érték
érzékenységének kezelésére a megfigyelésenkénti hibak logaritmus transzformacidja (Tangian
— Gruber, 2002). Ezt az elvet alkalmazza az atlagos négyzetes logaritmikus hiba gyoke (Root
Mean Squared Log Error, RMSLE).

— j L, (0 +1) ~ In(9; + 1))? 0
n

A (40) formulaban fontos feltételezés, hogy y; =0 és y; = 0 minden i-re. A +1 tagok
biztositjdk az = 0 esetek megengedését. A feltételezés a legtobb gazdasagi alkalmazasban
helytalld, hiszen a legtobb folytonos eredményvaltozo pénzben kifejezett (jovedelem, bevétel,

koltség stb.), ahol a negativ értékek nem megengedettek. Konnyen észrevehetd, hogy

aln(y; +1)—In(y; +1) =In (;i—:i

) azonossag alkalmazasaval az RMSLE az atlagos relativ
hiba logaritmusaként is felfoghato (Tangian — Gruber, 2002).

Az RMSLE mutat6 a logaritmus alkalmazéasaval robusztus a kiugro hibaértékekre, és egy tizleti
alkalmazasokban sokszor hasznos tulajdonsaggal rendelkezik: aszimmetrikusan biinteti az ala
¢s felé¢ becsléseket. Konkrétan, az eredményvaltozé feliilbecslését kevésbé biinteti, mint
az alulbecslését (Shcherbakov et al., 2013). Tekintsiik az y; = 1000 érték esetét. Erre az

értékre az elsé modelliink §; = 600, mig masodik modellink ¥; = 1400 becslést ad.

RMSE-t vizsgilva mindkét becslés hibaja /(1000 — 600)2 = 400 = /(1000 — 1400)2,

Ellenben az RMSLE logikajat kovetve az els6 modell becslésének hibaja

\/(ln(lOOO + 1) —In(600 + 1))2 = 0,510, mig a masodik (a feliilbecsld) modell esetén

a hiba \/(ln(1000 + 1) —In(1400 + 1))2 = 0,336. Az RMSLE aszimmetrikus biintetése
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a feliilbecslé modellek javara kimondottan hasznos tud lenni olyan gazdasagi ¢életben gyakori
feliigyelt tanulasi problémak esetén, ahol az eredményvaltozo valamiféle koltséget kifejezd
mennyiség. Példaul, ha egy ételkiszallitassal foglalkozo vallalatnal kivanjuk megbecsiilni egy
kiszallitas varhato idejét, akkor feliilbecslés esetén a hibanak annyi kdvetkezménye van,
hogy a futar kap némi extra pihendiddt. Ellenben, alabecslés esetén a futdr nem szallitja ki

idében a rendelést, igy a hiba ligyfélelégedetlenséghez vezethet.

8.1.10. A folytonos célvaltozé esetén alkalmazott teljesitménymetrikak alkalmazasa a
numerikus kisérletek soran

Jelen értekezésben a szakirodalomban legnépszeriibb, és szemléletes jelentéstartalmu
(relativ magyarazderd) R? teljesitménymetrika alapjan értékeljiik ki elsésorban a folytonos
eredményvaltozdval bird betongerenddk adatbazisra épitett modelleket. A fejezetben szerepld
tobbi teljesitménymetrika segitségével az eredmények robusztussagat vizsgaljuk. Ugyanis
fontos megvizsgalni, hogy a HGHK algoritmus altal javasolt concurvity jelenségtdl mentes
modellek becslési pontossdga mely metrikdkban mennyire kdzeliti meg a magyardzovaltozoban
kevésbé takarékos modellekét.

Mivel az adattisztitds sordn a kiugrd értékektdl megtisztitjuk az adatbazist, igy varhatoéan az
L; és L, normakat alkalmazé teljesitménymetrikdk preferenciai kozott nem lesz érdemi
kiilonbség. Ugyanakkor, a biztonsag kedvéért érdemes minden metrika alapjan Gsszevetni
a modelleket, hiszen az eredményvaltozé kiugro értékeinek sziirése még nem garantalja, hogy
a modellhibak esetén sem fog néhany megfigyelés kiugré értéket produkalni.

Erdemi kiilonbséget varunk viszont az RMSPE és RMSLE metrikék ltal preferalt modellek

korében a tobbi vizsgalt mutatohoz képest. Mivel ez a két teljesitménymetrika a becsiilt és valos

eredményvaltozo értékek relativ eltérésébol, %—b(’il ¢s nem azok kiilonbségébdl (y; — ¥;) indul
i

ki,

8.2. Teljesitménymetrikak Bernoulli-eloszlasu célvaltozo esetén

Egy Bernoulli-eloszlasa célvaltozonak csak kétféle lehetséges realizacidja lehetséges:
1 (bekovetkezett a vizsgalt esemény) vagy 0 (nem kovetkezett be a vizsgalt esemény). Ebbol
adédoan a Bernoulli-eloszldsu Y valtozok esetén a feliigyelt tanuldst megvaldsitdé modellek
kozvetleniil csak a P(Y =1|X ) = p feltételes valdsziniiségre adnak becslést (James et al.,
2013). Tehat, megadjak, hogy miaz Y = 1 esemény bekovetkezési valosziniisége, feltéve, hogy
ismerjikk a X = {Xl,Xz, ...,Xp} halmazban 1évé magyardzovaltozok értékét a teszthalmazban

szerepld megtigyelésekre.
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Kovetkezésképpen, a Bernoulli-eloszlast célvaltozo esetén az ¥ becsiilt célvaltozot csak egy
vagasi érték (cut-off) megadasaval lehet eldallitani. Jelolje most ezt a vagési értéket c.
A c vagasi érték ismeretében azt mondhatjuk, hogy

Plyi=1X)>c-9 =1
és

P(y;i=1X)<c-9=0
Ezzel a definicidval pedig el6all az ¥ becsiilt célvaltozé (Raschka — Mirjalili, 2017).
8.2.1. A Kklasszifikaciés matrix és az ebbdl kozvetleniil szarmaztathaté mutaték
A modellek kiértékeléséhez alkalmazott teljesitménymetrikak megadasahoz be kell vezetniink
a klasszifikacios vagy konfuziés matrixot, ami nem mas, mint az Y és ¥ valtozok kétdimenzios

gyakorisagi tablaja (kontingenciatablazat) a teszthalmazon (Powers, 2011). A matrix altalanos

alakjat az 1. tablazat szemlélteti.

Y/Y 1 0
1 tp fp
0 fn tn

1. tablazat: Egy klasszifikacios/konfuzids matrix altalanos szerkezete. Forras: Sajat szerkesztés.
Az 1. tdblazatban alkalmazott jelolések értelmezése mogott egy olyan elnevezési konvencio all,
mely szerint a Bernoulli-closzlas 1 értékeit hivjuk ,,pozitiv”’ osztalynak, mig 0 értékeit ,,negativ
osztalynak (Powers, 2011). Ezzel a konvencidoval az 1. tablazat jelolései az alabbi
jelentéstartalommal birnak:
e tp:,true positive” esetek szdma. A modell altal helyesen pozitiv osztalyba sorolt elemek
gyakorisaga. #(Y = 1,y = 1)
e (n: ,true negative” esetek szdma. A modell altal helyesen negativ osztdlyba sorolt
elemek gyakorisaga. #(¥ = 0,Y = 0)
e fp: . false positive” esetek szdma. A modell altal tévesen pozitiv osztalyba sorolt elemek
gyakorisaga. #(? = 1,Y = 0)
e fn: ,false negative” esetek szama. A modell altal tévesen negativ osztalyba sorolt

elemek gyakorisaga. #(¥ = 0,Y = 1)

Az 0Osszes valosagban is pozitiv eset szamat tesztmintan a kdvetkezoképpen allithatjuk eld
a klasszifikacios matrixbol: #(¥ = 1) = P = tp + fn. Hasonlban az 6sszes valdjaban negativ

eset szama: #(Y =0) = N =tn + fp.
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A klasszifikacios matrix alapjan tobb alapvetd teljesitménymetrika is megadhat6 a Bernoulli-
eloszlast eredményvaltozora adott becslések pontossaganak kiértékelésére, melyeket Powers

(2011) alapjan foglalunk 6ssze az alabbiakban.

tp+tn
P+N’

e ACC (Accuracy): ACC =

A modell teljes pontossaga (angolul accuracy-ja).

Megadja, hogy a tesztmintaban szerepld megfigyelések hanyad részét sorolja a modell

helyesen pozitiv, illetve negativ osztalyba.

tp p ,
mig negativ
irp BB

e Precision: A modell precizitasat (angolul precision) pozitiv osztalyra

tn
tn+fn

osztalyra modon szamitjuk. Megadja, hogy a modell pozitiv (negativ) osztalya ¥

becsléseinek hanyad része tartozik Y alapjan is a pozitiv (negativ) osztalyba.

e Recall: A modell ,,visszaemlékezését” (angolul recall) pozitiv osztalyra %p, mig negativ
osztalyra %n modon szamitjuk. Megadja, hogy az Y alapjan is a pozitiv (negativ)
osztalyba tartozé megfigyelések hanyad részét azonositja a modell helyesen pozitiv
(negativ) osztalyba tartozonak. Az angol szakirodalomban a pozitiv osztaly recall értéke
gyakran szerepel True Positive Rate (TPR, magyarul valoés pozitiv rata), mig a negativ
recall értéke True Negative Rate (TNR, magyarul valos negativ rata) néven is.

e FPR (FNR): A téves pozitiv (negativ) rata (false positive (negative) rate, FPR (FNR)))
megadja, hogy az Y alapjan pozitiv (negativ) osztalyban szereplé megfigyelések hanyad
részét sorolja a modell tévesen negativ (pozitiv) osztalyba. Formula szintjén mindez

aFPR =12 =1—TNR ¢s FNR =L = 1 — TPR tsszefiiggéseket jelenti.

A definicidk alapjan a modellek Osszehasonlitasakor az ACC, Precision ¢és Recall
teljesitménymetrikdk maximalizdlandok, mig a FPR és FNR metrikdk minimalizdlandok.
Mindegyik metrika egy aranyszamként értelmezhetd, igy értékeik a [0,1] intervallumban
mozoghatnak.

8.2.2. A kiegyensilyozott Accuracy mutato

Kézenfekvonek adodhat egy modell altalanos teljesitményét az ACC metrikaval értékelni,
hiszen jelentéstartalma nagyon konnyen rokonithato a folytonos valtozok esetén leggyakrabban
alkalmazott R? metrikaval: a modell relativ magyarazoerejét adja meg. Ugyanakkor
az Accuracy mérték haszndlata kiegyensulyozatlan eredményvaltozd esetén kimondottan
félrevezetd, torzitott eredményre vezet (Williams, 2021). Vizsgaljunk meg egy olyan példat,
ahol a valodi Y értékek 95%-a negativ, 5%-a pozitiv osztalyba tartozik. Minden megfigyelés

negativ osztalyba sorolasa 95%-os ACC metrikat eredményez. Am a pozitiv osztaly recall

85



értéke 0-nak és a FPR mérték 1-nek adodik (precision mutatdé pedig nem is értelmezhetd
a pozitiv osztalyra).

Kiegyensulyozatlan esetekben érdemes a modellek teljesitményét az iizleti szituacidoban
prioritast élvezd osztaly precision és/vagy recall metrikak alapjan kiértékelni. Ugyanakkor, ha
mindenképpen a modell teljes és nem csak egy Kkitiintetett osztalyban mért relativ becslési
pontossagarodl szeretnénk képet kapni, akkor a szakirodalom két tovabbi gyakran alkalmazott
mutatdt javasol: a kiegyensulyozott pontossagot (balanced Accuracy, bACC) és az F; mutat6t
(Williams, 2021).

A kiegyensulyozott pontossag metrika egyszeriien az eredményvaltozd6 mindkét osztalyara

TPR+TNR

vonatkozo recall metrikédk szamtani atlaga: bACC = . A bACC metrika értelmezhetd

a modell altalanos relativ pontossagaként, hiszen megadja, hogy atlagosan az Y pozitiv és
negativ osztalyainak elemeit hanyad részben azonositjak helyesen az ¥ becslések. Ugyanakkor,

a mutatd nem fogja a korabbi példankban a csak negativ osztalya Y becsléseket ado

modellt preferalni. Egy ilyen esetben a bACC = % = 0,5 eredmény adodik, ami a véletlen

taldlgatds pontossagaval ekvivalens az egyszeri ACC metrika esetén kiegyenstlyozott
eredményvaltozoéra. A bACC metrika kiterjeszthetd stlyozas segitségével: nem feltétleniil
szlikséges a TPR és TNR mutatokat azonos mértékben preferalnunk az atlagolas soran. Mivel
a sulyok megvalasztasa altalaban az alkalmazasi teriilet szakértdi szempontjai alapjan torténik
(Williams, 2021), igy ennek vizsgalatatol jelen értekezés modszertani fokusza miatt

eltekintiink.
8.2.3. Az F teljesitménymetrika

Az F; teljesitménymetrika definicid szerint a pozitiv osztdly precision ¢€s recall értékeinek
harmonikus atlaga (Raschka — Mirjalili, 2017) (41).

2 _ precision - recall tp

1 + 1 ~ " precision + recall N tp+05-(fp+fn)
recall * precision

F; = (41)

Az F; metrika kihaszndlja, hogy pozitiv osztaly precision és recall metrikéja jellemzden egymas
rovéasara novelhetd: ha a modell Y becslései a valés Y szerinti pozitiv osztalyt megfigyelések
magas hinyadat helyesen azonositjak, akkor varhatoan a pozitiv osztalyu ¥ becslések kisebb
hanyada lesz Y szerint is pozitiv osztalyu (a pozitiv osztaly precision metrikaja csokken). Tehat
TPR novekedésével az FPR is jellemzden nd, mivel varhatéan az ¥ becslések koziil tobb lesz
a pozitiv osztalyu, és a tobbletnek nem minden része lesz Y szerint is pozitiv osztalyu.

Az F; metrika igy kozvetetten e két szempont kozotti egyensulyt torekszik megteremteni:
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magas TPR elérése a lehetd legkisebb FPR novekedéssel (Powers, 2011). Ezzel kontrolalva
a kiegyensulyozatlan célvaltozé esetére. A korabbi példank esetében az F; metrika O (vagy nem
értelmezhetd) lenne. Hiszen, a 95%-5% pozitiv-negativ megoszlas soran adott tiszta negativ
osztalyll ¥ becslések esetében a pozitiv osztaly recall értéke 0, mig a precision mutaté nem is
értelmezhetd.

Az F; mutato is altalanosithat6 sulyozas segitségével, hiszen a harmonikus atlag képzése soran
az F; formuldjaban a precision €s recall mértékek azonos sulyt képviselnek. Az Fp metrika
segitségével eltérd sulyokat rendelhetiink a két szempontnak. mivel a sulyok megvélasztasa
a bACC esetéhez hasonldan az alkalmazasi teriilet szakértdi szempontjai alapjan torténik, igy
az értekezés modszertani fokusza miatt a kiilonb6z6 stilyozasi sémak vizsgalatatol az F metrika
esetében is eltekintiink.

8.2.4. A ROC gorbe

Az eddig attekintett teljesitménymetrikék Bernoulli célvaltozoé esetére egyarant egy fix ¢ vagasi
értek mellett eléallod klasszifikacids matrix alapjan keriiltek meghatdrozéasra. Ebbdl adodik,
hogy sziikséges egy modszert adni ¢ optimalis meghatdrozasara. A feladat megoldéasara
a szakirodalomban legnépszeriibb modszer a ROC (Receiver Operating Characteristic) gorbe
(Powers, 2011) (Williams, 2021).

A ROC gorbe miikddését Powers (2011) alapjan ismertetjiik. A modszer alapdtlete, hogy egy
feliigyelt gépi tanul6 modellbdl a tesztminta megfigyeléseire kozvetleniil nyert P(Y =1|X )
feltételes valdszintiségek tapasztalati eloszlasainak percentiliseit, mint potencialis ¢ vagasi
értékeket tekintjiik. Ezen a lehetséges ¢ értékek mindegyikére eldallitjuk a klasszifikacios
matrixot, majd meghatarozzuk beldle a TPR ¢s FPR mutatokat. Ezeket az eredményeket pedig
abrazoljuk egy diagramon, ahol az x koordinatakat a kiilonb6z6 vizsgalt c-k melletti FPR, mig

az y koordinatakat a TPR értékek adjak (9. abra).
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9. abra: Egy tetszoleges feliigyelt gépi tanulé modell ROC gorbéje. Forras: James et al., 2013, p.148.

A 9. abrén lathatd, hogy a ROC gorbe mellett egy 45 fokos egyenest is megjelenitiink
a pontdiagramon. Ez egy olyan modell ROC gorbéje, amely minden megfigyelésre
P(Y =1|X ) = 0,5 becsléseket ad. Tehat, ez az egyenes a ,,véletlen talalgatas” ROC gorbéje.
Ezzel szemben a valamilyen ¢ mellett tokéletes osztalyozast végzé modell ROC gorbéjének at
kell mennie a (0,1) ponton, hiszen ebben a pontban TPR = 1 és FPR = 0, azaz minden egyedet
tokéletesen osztalyozott a modell pozitiv és negativ osztalyokba.

Ebbdl adéddan a ROC-gorbe alapjan azt a ¢ értéket tekinthetjiik optimalisnak, amely alapjan
ad6do ROC gorbe pont a lehetd legk6zelebb van a (0,1) ponthoz. Hiszen ennél a c-nél érjiik el
a legmagasabb TPR-t minimalis FPR mellett. Itt talaljuk meg Y becsléseinkkel a pozitiv
osztalytl Y-ok legnagyobb hanyadat anélkiil, hogy a negativ osztalyt Y-ok koziil az ¥ becslések
tal nagy hanyadot sorolnanak tévesen pozitiv osztidlyba. Ezzel 1ényegében a ROC gorbe
vizsgalata soran kozvetleniil optimalizalunk az F; metrikdban kdzvetetten megjelend TPR és
FPR kozti ellentét feloldasara. Ebbdl adodéan pedig a ROC gorbe alkalmazhato
kiegyensulyozatlan eredményvaltozo esetén is az F; metrikdhoz hasonloan.

Az optimalis ¢ vagasi érték megvalasztisa mellett a ROC gorbe haszndlhato egy vagasi ponttol
fiiggetlen teljesitménymetrika megalkotasara is. Hiszen, egy teljesen tokéletesen osztalyozo
modell ROC gorbéjén minden ¢ érték mellett kapott pontja a (0,1) pontban kell, hogy
elhelyezkedjen. Ekkor pedig a ROC gorbe egy egységnyi oldalu négyzetet alkot, melynek
teriilete 1. Két Bernoulli-eloszlast célvaltozora adott modell koziil tehat az tekinthetd jobbnak,
amely ROC gorbéje alatti teriilet minél kozelebb van az egységnégyzet teriiletéhez. Tehat,
a ROC gorbe alatti teriilet (Area Under the ROC Curve, AUC) egy vagasi ponttdl fiiggetlen
modellteljesitményt mindsitd metrikaként alkalmazhat6. Az AUC metrika a [0,1] tartomanyban

mozog, ¢s maximalizdland6. A gyakorlatban azonban ritka, hogy értéke 0,5 ala essen, hiszen
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ahogy a 9. abran is lattuk: a ,,véletlen talalgato modell” ROC gorbéje egy 45 fokos egyenes,
amely alatti teriilet az egységnégyzet teriiletének fele, azaz 0,5. A gyakorlatban pedig ritka
a véletlen talalgatasnal pontatlanabbul becsld feliigyelt gépi tanulé modell.

8.2.5. A kereszt-entropia

Az AUC metrika mellett a szakirodalomban népszeri, vagasi értéktdl fliggetleniil alkalmazhato
teljesitménymetrika Bernoulli célvaltozo esetén a kereszt-entropia (Williams, 2021). A metrika
a Shannon-féle entropia fogalmara timaszkodik. A kereszt-entropia miikodését Borda (2011)
¢s Murphy (2012) alapjan ismertetjiik.

Az entrépia fogalma a fizikabol eredeztethetd, és egy rendszer instabilitasanak fokat fejezi ki.
Kiils6 energiabevitel nélkiil egy fizikai rendszer entropiaja ndvekszik (,,a rendszer a kaosz felé
halad”). Példaul, egy téglakupacbol és tobb zsak cementbdl az it sz€élén nem épiil haz spontan
modon. Ugyanakkor, egy hdz lassan elpusztul karbantartas nélkiil, mig a végén csak cementpor
és téglatormelék marad a helyén.

Shannon vezette be az entropia fogalmat az informacio ,,mennyiségének” kifejezésére. Legyen
A egy halmaz a kovetkez6 elemekkel:

A = {autd, autd, autd, auto, auto, auto, busz, busz, busz, busz, ember, alma}

A halmazban 12 elem van, és ha véletlenszeriien visszatevéses modon hizunk a halmazbdl egy

elemet, akkor az egyes elemek kihuzési valoszinlisége a kovetkezd valosziniiségi eloszlas
szerint alakul: P(autd) = %, P(busz) = %, P(ember) = 1—12, P(alma) = 1—12 Tegylik fel, hogy
egy huzas soran tudjuk milyen elemek szerepelnek a halmazban, &m a kihuzott elemet nem

latjuk. Viszont, kérdéseket tehetiink fel annak eldontésére, hogy milyen elemet hiiztunk A-bol.
Egy ilyen kérdéssorozat lehet példaul a 10. dbran lathato struktara.
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10. abra: Egy lehetséges kérdéssorozat az A halmazbdl huzott elem meghatarozasara. Forras: sajat szerkesztés.

A 10. abran lathatdé kérdésstruktiraban egy kérdésbol kitalaljuk, ha autdét huztunk, két
kérdésbol, ha buszt és harom kérdésbdl johetiink ra, ha embert vagy almat huztunk ki. Ha ezeket
a kérdésszamokat az egyes elemek kihuzasi valdszinliségével stlyozva Gsszegezziik, akkor

megkapjuk a 10. abran lathaté kérdésstruktiraban az egy tetszéleges huzas soran feltett
kérdések varhato szamat: 1+ 22+ 3-—+3-— = 1,666667.
Természetesen a kérdéseket mas sorrendben is feltehetjiik, mint ahogy a 10. abran szerepel.

A Shannon-féle entropia a kiilonb6z6 kérdéssorendek szerinti varhatd kérdésszam alsé hatarat

adja meg (42).
k

H(A) = = ) [pilog,(p)] 42)

i=1

(42)-ben p; az i-edik elem kihuzasi valosziniiségét jeloli az A halmazbol, mig k az A halmaz

. o e . 1 1) , 1 1 1
elemeinek szamat. Ez a példankban szereplé A halmazra — (5 -log, (5) +t3 log, (5) +t5
log, (<) + = log, () = 1,625815. Tehit ennyi a minimalisan vérhatoan sziiksé
08z ()t 5 log2(5)) =1, . Tehat ennyi a minimdlisan varhatéan sziikséges
kérdések szama a huzott elem meghatdrozasahoz.

(42) alapjan 0 < H(A) < log, n. Hiszen, az entropia akkor 0, ha létezik p; = 1 és minden

Di=j = 0. Tehat a halmazbol tértend huzas soran 1 valoszinliséggel mindig ugyanazt az elemet

hazzuk. Ekkor a htizdsnak nincs bizonytalansaga, azaz entropidja. Az entropia akkor a lehetd
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legnagyobb (log, n), ha minden p; = %, azaz minden elemet egyenld valoszintiséggel huzunk
ki,

A Kkereszt-entropia a Shannon-féle entrdpia altalanositdsanak tekintheté két halmazra.
A kereszt-entropia két halmaz ecloszlasanak tavolsagat adja meg. Ezt egy feliigyelt tanulod
modell kiértékelésére Bernoulli-eloszlasu célvaltozd esetén tgy tudjuk alkalmazni, hogy
megnézzilk a teszthalmaz Y és ¥ véltozoi altal adott halmazok eloszlasanak tavolsagat.
Tekintsiink egy egyszerti, 3 elemii teszthalmazt, ahol Y = (0;1;0). Az ¥ becsléseket most
tekintsiik kozvetleniil a modelliink altal a teszthalmaz elemeire adott P(Y =1|X ) feltételes
valdszinliségek halmazanak: pl. Y =(0,1;0,8;0,1). Ekkor a kategorikus kereszt-entropia (43)

formula segitségével meghatarozhato.

[yi In(9,)] (43)

NEE

H(Y,?)=-
i=1

A természetes alapt logaritmus hasznélata csak kényelembdl torténik, hiszen a logaritmus

azonossagok miatt log, n = 12—2 Ezzel (43) csak egy konstans (In 2) nevezével térne el az

altalunk megadott képlettdl.

Minél kisebb a két halmaz eloszlasa kozti entrdpia, annal kozelebbnek tekinthetd a két halmaz
elemeinek eloszlasa egymashoz. Az érték akkor lesz 0, ha a két eloszlas teljesen megegyezik.
Ebbdl adddoan a kereszt-entropia egy minimalizalando teljesitménymetrika. Elénye az AUC-
hoz hasonloan, hogy anélkiil teszi Osszehasonlithatovd az alkalmazott modellek becslési
pontossagat, hogy kiilon vagasi értéket kelljen alkalmazni. Emiatt a metrika alkalmazhat6

kiegyensulyozatlan célvaltozo esetén is.

8.2.6. A Bernoulli-eloszlasu célvaltozo esetén alkalmazott teljesitménymetrikak
alkalmazasa a numerikus kisérletek soran

Mivel a banki lgyfelek adatbazis célvaltozoja kiegyensulyozatlan (24% jelentett csddot
hitelkartya tartozasara), igy jelen értekezésben elsddleges teljesitménymetrikaként a ROC
gorbe alatti teriiletet (AUC) alkalmazzuk a Bernoulli-eloszlast célvaltozd esetén. Ugyanis,
ez a metrika a szakirodalomban a legnépszeriibb kiegyensulyozatlan esetben (Williams, 2021).
Ennek oka, hogy a metrika nem igényli vagasi érték alkalmazésat, és a kereszt-entropiaval
ellentétben a modell becslési pontossagat egy jol hatarolt [0,1] intervallumon beliil fejezi ki.
Tovabb4, a metrika mogott allo ROC gorbe alkalmas optimalis vagasi érték megvalasztasara

a tobbi bemutatott teljesitménymetrikahoz.
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A modellek vizsgalatat nem hanyagolhatjuk el az AUC-on tali metrikdk szerint sem. Hiszen
a csodelorejelzés tizleti alkalmazasaiban kimondottan fontos informdacio lehet a banki vezetés
szempontjabol, hogy a jovoben cs6dot jelentd tigyfelek mekkora hanyadat képes azonositani
a modelliink (recall a cséd osztalyra), vagy, hogy a potencidlisan csédot jelentd iigyfélnek
becsiilt megfigyelések esetében mekkora a ,hamis riasztdsok™ ardnya (precision a csod
osztalyra). A modellmiikodés tobb teljesitménymetrika szerinti 6sszehasonlitasdbol szarmazo
hasonlo informéciok nélkiil a vezet6ség nem tudja megadni az optimalis akciotervet

a potencidlisan cs0dot jelentd ligyfélkor kezelésére (Moula, 2017).
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9. A HGHK algoritmus paramétereinek finomhangolasa egy Kkis
méreti feladaton

A betongerendak adatbazis valtozoinak jelentése az alabbi:
e Cement — a betongerenda cement tartalma kg/m3-ben
e Blast Furnace Slag — a betongerenda salak tartalma kg/m?3-ben
e Fly Ash — a betongerenda pernye tartalma kg/m*-ben
e Water — a betongerenda viztartalma kg/m3-ben
e Superplasticizer — a betongerenda folyésitéanyag tartalma kg/m3-ben
e Coarse Aggregate — a betongerenda durva aggregatum tartalma kg/m3-ben
e Fine Aggregate — a betongerenda finom aggregatum tartalma kg/m>-ben
e Age — a betongerenda kora napokban = gyartastol eltelt napok szdma

e Compressive Strength — a betongerenda nyomoszilardsaga MegaPascalban (célvaltozo)

Az adatbdzisokon minimalis adattisztitasi [épéseket kellett elvégezni. A valtozok dobozabrija
(11. abra) alapjan egy-két latvanyosan ,,0reg” gerendat fedezhetiink fel. Ezeket a gerendakat
elhagyjuk, mint kiugro értékek, igy 916 megfigyelés maradt az adatbazisban.

1200 -

- )
900 -
variable

El Cement

E BlastFurnaceslag

B3 Fiyash

600 - — Water
— Superplasticizer
— CoarseAggregate
EI FineAggregate

. ] E Age

300 - El CompressiveStrength

i |
) | e =

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

value

11. abra: A betongerendéak adatbazis valtozdinak doboz abréja. A kor (Age) valtozdéban azonositott kiugrd
értékek keretezve. Forras: sajat szerkesztés.
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Az adatbazisban a célvaltozo folytonos ¢és kozel normalis eloszlast (Yeh, 1998). Ezzel
a GAM link fiiggvényének az identitds alkalmazhat6. A modellek értékeléséhez egyszeriien
a tesztmintan mért R? = cor(Y, 17) értéket hasznalhatjuk.

A globalis optimum ismert. Azon modellek koziil, melyekre C; = S; = 1 a maximalis R?
értéket a tesztmintan a Cement + Blast Furnace Slag + Water + Age valtozékombinacio6 adja.
Az adattisztitasi 1épések és a vizsgalt algoritmusok implementéldsa és futtatdsa az R 3.5.3
verzidjaban tortént a 6. fejezetben hivatkozott csomagok segitségével. Ez aldl kivételt képez
a HSIC-Lasso algoritmus, aminek jelenleg csak Python implementacidja 1étezik (Climente-
Gonzalez et al., 2019). Ez utobbi implementaciot a Repl.it online fejlesztokornyezetben
futtattuk. A GAM modellek becslését az R mgcv csomagjaval végeztiik el (Wood, 2017).

Az mRMR algoritmus esetében felhasznaljuk azt az a priori tudast, hogy a globalis optimumban
|X| = 4.

A HGHK algoritmus esetén a célfiiggvény a korrigalt McFadden-féle pszeudo R? mutatd.
A concurvity korlatot a pesszimista mérték alapjan vizsgaljuk és a Wi, =0 nullhipotézis
vizsgalatdhoz vélasztott szignifikancia-szint 5%. A k; értékek szabalyozasihoz hasznalt

Augustin et al. (2012)-féle probak esetén a valasztott szignifikancia-szint 1%. A memoria
mérete 15, az induld6 HMCR 0,2 és az induldé mutaciés (bw) valoszintiség 0,9. A maximalis
lépésszam szintén 15, mivel az Osszes lehetséges eset szama 28 = 256. Amennyiben
kb. 15 x 15 = 225 modell® megvizsgalasaval nem talaljuk meg a globalis optimumot, akkor
mar felesleges tovabb folytatni az iteraciokat. A korai kilépés valtozatlan legjobb célfiiggvényre
vonatkozo feltétele 5.

Az elkésziilt tanito- és tesztmintak (Rda formatumban), R szkriptfajlok és a futasi eredmények

a https://github.com/KolL.a992/Hybrid-algorithm-for-GAMSs linken talalhatok meg.

9.1. Az vizsgalt hagyomanyos algoritmusok futasi eredményei

A 6. fejezetben ismertetett, GAM keretben miikdo valtozoszelekcios algoritmusok és a HGHK
algoritmus eredményeit a kezdeti paraméterekkel a betongerenddk adatbazison a 2. tdblazat

tartalmazza.

3 Nem szamolva a legjobb modellek ismétlédésével az egyes populaciok kozott.
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Atlagos |Futasidék
. , 2
Algoritmus Kivalasztott valtozok | Coneurvity korlitot R™ | futasidé | szérésa
sérté valtozok (Tesztminta)
(sec) (sec)
Teljes modell mindegyik mindegyik, kivéve Age| 88,119% 2,663 0,046
Cement, BlastFurnaceSlag, . o 0
COSSO FlyAsh, Water, Age mindegyik, kivéve Age| 85,045% 3,983 0,515
Biintetdtagos
thin plate spline mindegyik mindegyik, kivéve Age| 88,077% 9,902 0,253
(23) formulaval
Biintetdtagos
thin plate spline mindegyik mindegyik, kivéve Age| 87,694% 3,313 0,114
S, matrixszal
Nemnegativ . . . S 0
Garotte modszer mindegyik mindegyik, kivéve Age| 78,200% 0,270 0,120
Stepwise (AIC) mindegyik mindegyik, kivéve Age| 88,119% 2,794 0,064
Backward mindegyik kivéve . qe o
(szignifikancia) CoarseAggregate mindegyik, kivéve Age| 88,107% 3,889 0,093
GAMBoost mindegyik mindegyik, kivéve Age| 89,239% 507,104 | 18,506
e Cement, BlastFurnaceSlag
Modositott ’ - ' Cement
L Superplasticizer, . 87,952% 0,835 0,527
backfitting CoarseAggregate, Age Superplasticizer
MRMR Cement, BIasFF_urnaceSIag, i 81.580% 0,068 0,037
Superplasticizer, Age
HSIC-Lasso | Cement BlastrumaceSlag, Water 86,382% | 0404 | 0,095
Water, Superplasticizer, Age Superplasticizer
HG!—|K Cement, Blast Furnace Slag, i 84.363% 111,026 | 17460
algoritmus Water, Age

2. tablazat: A vizsgalt algoritmusok eredményei a betongerendak adatbazison. Forras: sajat szerkesztés.

Tovabba, a Mellékletekben talalhaté 1. tablazat alapjan elmondhatd, hogy a HGHK algoritmus
altal legtobbszor (12/30 = 0,4 = 40%) adott megoldas a globalis optimum a szignifikancia
¢és concurvity korlatokkal adott valtozoszelekcios feladatra.

A legtobb valtozoszelekceios algoritmus a teljes modellt preferalja, vagy csupan egy valtozot
hagy el. Ennek kovetkeztében mindegyik valtozo ezekben a modellekben megsérti a concurvity
korlatokat a gerenda kora (Age) kivételével. Tehat, ezekbdl a modellekbdl nem igazan lehet
elkiiloniteni, hogy a gerendak kiilonbozd kémiai sszetevOinek alakuldsa hogyan befolyasolja
azok nyomoszilardsagat. A teljes modelleket preferalé algoritmusok tesztmintdn mért
teljesitményeiben jelentds kiilonbséget nem fedezhetiink fel. Egyediil a b-spline fliggvényeket
klasszikus modon illesztd nemnegativ Garotte modszer teljesitménye marad el latvanyosan
(kb. 10 szazalékponttal) a tobbi teljes modellt preferald algoritmus teljesitményétol.
Kiemelend6 a GAMBoost algoritmus teljesitménye, ami a legjobb R? értéket adja a
tesztmintan, bar ez csak egy szazalékponttal magasabb a tobbi algoritmus értékénél, ami
a teljes modellt preferalja. Ellenben az algoritmus futasideje latvanyosan magas. Ennek az oka

elsésorban az, hogy egy [ iterdcioban csak egy X; magyardzovéltozonak frissitjiik az fj
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fliggvényét a devianciajavitas alapjan. Ebb6l adodoan a nagyon hasonld mitkédési elvii, de egy
L iteracidban akéar parhuzamosan tobb f; ;) fliggvényt is frissitd modositott backfitting eljarassal
ellentétben a GAMBoost algoritmusban nem jol parhuzamosithatok az egy [ iteracioban
végrehajtott miiveletek. Tovabba, tobb L maximalis 1épésszam mellett kell lefuttatni
az algoritmust, hogy végiil 10-szeres keresztvalidacids eljarassal kivalasszuk a legjobban
illeszkedd modellt. A modositott backfitting esetében elég a 17(1) = 17(1_1) kritérium
teljesiilésekor rogton megallni, ami rdadasul joval kevesebb iteraciobol is elérhetd amiatt, hogy
fiiggvényét. Ez a két kiilonbség latvanyosan megjelenik a két algoritmus futdsidejében.
A GAMBoost varhatdéan tobb, mint 8 percig fut, a mddositott backfitting varhato futdsideje

pedig a 95%-os konfidencia intervallum fels6 hatira esetén is minddssze

0,835 + t3%72 %107 = 1,032 mésodpere.

A COSSO, modositott backfitting, mRMR ¢és HSIC-Lasso algoritmusok sziikebb modelleket
preferalnak, am az mRMR megoldasa kivételével mindegyik modell valtozéi kozott concurvity
jelenség all fenn. A legrosszabb helyzetben a COSSO algoritmus modellje van, aminek az Age
kivételével minden véltozoja érintett a concurvity jelenségben, és a tesztmintan mért R? értéke
is észrevehetéen kisebb, mint a concurvity szempontjabol hasonldéan rossz viselkedésii
modelleké.

A modositott backfitting és HSIC-Lasso modellek a COSSO-hoz hasonléan 5 db
magyarazovaltozot hasznalnak, de ezekbdl nem 4, hanem csak 2-2 produkal karos concurvity
jelenséget. Tovabba, a modellek R? értékei meghaladjak a COSSO modell értékét. Kiilonosen
figyelemre méltdé a modositott backfitting teljesitménye, ami 5 valtozoval feliilmulja a 8
valtozot hasznalo, §1 matrixszal illesztett thin plate spline-okat alkalmazé GAM-ot.

A modositott backfitting és a HSIC-Lasso modellek alaposabb vizsgalatabol megérthetd, hogy
elsdsorban mi okozza a karos concurvity jelenséget a vizsgalt betongerendak kémiai 6sszetevoit
leird valtozok kozott. A HSIC-Lasso modellben korlatokat a Water és a Superplasticizer
valtozok sértik meg, mig a modositott backfitting modellben a Cement és Superplasticizer
valtozok. Ennek az oka, hogy az épitdipari betongerenddkban felhasznalt folyodsitdanyag
(Superplasticizer) mennyisége a viz/cement arany fiiggvénye (Muhit, 2013) (Plank et al., 2009).
Tehat, a Superplasticizer valtozo nagy pontossaggal kozelitheté a Cement és a Water valtozok
tobbvaltozos fiiggvényeként. Ezt a jelenséget pedig a HSIC-Lasso algoritmus figyelmen kiviil

hagyja, mivel a magyarazovaltozok kozti redundanciat csak paronként sziiri.
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A HGHK algoritmus a concurvity jelenséget kdzvetleniil szliri. Ezzel pedig meg tudja sziirni
a szelekcid végén kapott valtozohalmazt a karos tobbvaltozos egyiittmozgéasoktol. Jelen
esetben, mivel az mRMR esetében felhaszndljuk azt az a priori tudést, hogy a globalis
optimumban |X | = 4, igy az algoritmus végs6 megoldasaban nem jelentkezik karos concurvity
jelenség, hidba sziiri a magyarazovaltozok redundancidjat ez az algoritmus is csak paronként,
mint a HSIC-Lasso. Ellenben, a megoldas R? értéke elmarad a HGHK algoritmus modelljétol.
A HGHK algoritmus modelljének legnagyobb elénye, hogy mivel a modell concurvity
jelenségtdol mentes, igy a benne szerepld valtozok ceteris paribus margindlis hatasai
értelmezhetdk, a valtozokra illesztett spline fliggvények alapjan. Egy ilyen jellegli értelmezést
a szintén concurvity jelenségtél mentes mRMR modell alapjan is meg lehet tenni, de
érdemesebb a HGHK modellt alkalmazni, mivel annak teljesitménye magasabb a tesztmintan
az mRMR teljesitményénél. Tehat, az mRMR modellnél a HGHK algoritmus a gerendak
nyomoszilardsagaval jobban 0Osszefliggd ¢és concurvity mentes valtozohalmazt tudott
azonositani.

A modell alapjan tehat elmondhatjuk, hogy a betongerendak nyomoszilardsagat azok cement,
viz, salak tartalma és koruk befolyasoljak legjobban, mint nem-linearisan is korrelalatlan
tényezOk. A 12. abra alapjan leolvashatd ezen valtozé margindlis hatasa: a cement tartalom
majdnem linedris Osszefliggésben van a nyomoszilardsaggal. Salak és viztartalombol
egyértelmiien megallapithatd egy maximalis nyomoszilardsdgot eredményezé mennyiség:
kb. 250 kg/m? salak esetében és kb. 140 kg/m® a viz esetében. A magasabb életkor logaritmikus
itemben noveli a nyomoszilardsagot, kb. 55 évnél iddsebb gerenddk esetében nem nd

jelentésen a nyomoszilardsag.
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12. dbra: A HGHK algoritmus végs6 modelljében a magyarazovaltozdkra illesztett spline fliggvények a betongerendak
adatbazison, 95%-os konfidencia-intervallummal. Forras: sajat szerkesztés.

A HGHK algoritmus futdsideje latvanyosan kiilonbozik a tobbi vizsgalt algoritmusétol. Az 1-2
masodperces nagysagrendekhez képest a HGHK algoritmus varhato futasideje 2 perc koré
tehetd. Ennek oka, hogy az algoritmus tobb valtozéhalmazhoz tartozd6 GAM-ot épit fel
és vizsgal meg, igy hatranyban van futasidé szempontjabol a folytonos optimalizaciét megoldd
regularizacidos modszerekkel vagy a lokélis keresd stepwise jellegli algoritmusokkal szemben.
A GAM modelleket nem is épitd mRMR ¢és HSIC-Lasso algoritmusok futasidejéhez képest
pedig kiilonosen magas a HGHK algoritmus futasideje. Ugyanakkor a GAMBoost algoritmus,
tobb mint 8 percig tartd varhatd futasidejét vizsgalva a HGHK algoritmus eléggé gyorsnak
tlnik. Mindezek alapjan elmondhatjuk, hogy ha az elemzd célja inkdbb egy magyarazé
modell épitése, ahol a cél a legfontosabb magyarazovaltozok hatasanak visszafejtése az
eredményvaltozora, nem pedig a minél nagyobb becslési pontossag elérése, akkor a kezdeti
tapasztalatok alapjan a HGHK algoritmus igéretes alternativdja lehet az egyéb vizsgalt

valtozoszelekcids algoritmusoknak.
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9.2. A vizsgalt algoritmusok altal javasolt modellek kiértékelése tobb
teljesitménymetrika szerint

A betongerendak adatbazison futtatott valtozdszelekcids algoritmusok altal javasolt GAM
modellek becslési  pontossaga a teszthalmazon a 8.2. fejezetben bemutatott

teljesitménymetrikak szerint a 3. tdblazatban talalhato.

Algoritmus Re | KOSZINUSZ | pyase | pvsPE  |RMSLE | MAE | MaPE | 509
Hasonlésag Cosh
Teljes modell | 88,12% | 0,988 5018 | 2694% | 0,92 | 4547 | 17,07% | 3,910
COSSO 86,22% | 0,985 6,617 | 3072% | 0,251 |5,297 | 20,36% | 4,643
Biintetdtagos thin
plate spline (23) | 88,08% | 0,988 5028 | 26,64% | 0,91 | 4,546 |16,99% | 3,911
formulaval
Biintetdtagos thin
plate spline §, | 87,69% | 0,987 6,021 | 2645% | 0,192 | 4,619 |17,03% | 3,982
matrixszal
Nemnegativ Garotte | 79 5004 | ( 976 8467 | 3665% | 0269 | 6485 |2428% | 5839
modszer
Stepwise (AIC) | 88,12% | 0,988 5018 | 2694% | 0,92 | 4547 | 17,07% | 3,910
Backward 88,11% | 0,988 5021 | 2688% | 0,91 |4543|17,05% | 3,907
(szignifikancia)
GAMBOOst 89,24% | 0,989 5632 | 2550% | 0,195 |4,333|16,44% | 3,709
Modositott 87,95% | 0,987 5063 | 2551% | 0,198 |4,535|16,79% | 3,901
backfitting
MRMR 81,58% | 0,981 7357 | 2827% | 0,243 | 5574 | 19,75% | 4,925
HSIC-Lasso 86,38% | 0,986 6,335 | 2449% | 0,201 |4,808|16,94% | 4,183
HGHK algoritmus | 84,36% | 0,984 6799 | 26,72% | 0214 |5412 | 19,04% | 4771

3. tablazat: A vizsgalt algoritmusok becslési pontossaganak kiértékelése tobb teljesitménymetrika alapjan a
betongerendak adatbazison. Minden metrika oszlopaban a legrosszabb pontossagot jelentd értéket piros, a
legjobb értéket zold szinnel jeldljiik. Forras: sajat szerkesztés.

A 3. tablazat alapjan a 8.2. fejezetben megfogalmazott eldzetes varakozasaink teljestiltek.
A négyzetes €s abszolut hibafiiggvényen alapul6 teljesitménymetrikédk a kiugro értékek sziirése
miatt nem eredményeznek érdemben eltéréd modellpreferencia sorrendet. Tehat, a legtobb
esetben a 2. tdblazatban, az R-négyzet alapjan kialakult sorrend marad meg a modellek kozott
becslési pontossag alapjan. Ellenben, a modellhibdkat egy megfigyelésen hanyadossal és nem
kiilonbséggel 6sszehasonlito RMSPE és RMSLE metrikék altal javasolt legjobb modell eltérd
a tobbi metrikdhoz képest.

Kiemelend6, hogy az RMSPE altal javasolt modell a HSIC-Lasso algoritmus modellje, ami
csupan 5 valtozot hasznal a 8-bol. Ugyan, csak minimalisan, egy szézalékponttal jobb RMSPE
szerint a HSIC-Lasso teljesitménye a legtobb metrika altal preferalt GAMBoost-hoz képest,
de az a teljes valtozokészletet felhasznalja az eredmény eléréséhez.

Azonban fontos latni, hogy a HSIC-Lasso algoritmus modelljének kiemelked6 teljesitményét

az RMSPE metrikaban els6sorban egy kiugro értékként viselkedd pont magyarazza (13. abra).
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13. abra: A HSIC-Lasso és GAMBoost modellek (9;/y; — 1)? hanyadosainak alakulasa a betongerendak
adatbazis teszthalmazan. A GAMBoost modell alapjan kiugréan magas hanyadosok kerettel jelolve.
Forras: sajat szerkesztés.

A 13. abran piros keretezéssel jel6lt pontban a GAMBoost modell alapjan szamolt ; becslések
aranyaiban sokkal nagyobb mértékben kiilonboznek a valos y; értékektdl, mint a HSIC-Lasso
modellbdl adott ¥; becslések. Konkrétan, a HSIC-Lasso becslés és a valds érték hanyadosa
kozel 2,32-nek adodik, &m a GAMBoost becslés erre az értékre mar a valds érték nagyjabol
3-szorosa. Ezek az eltérések pedig az RMSPE-be négyzetes skdlan keriilnek beszamitasra (35)
alapjan. Viszont, az RMSLE metrikdban a logaritmus alkalmazasa a becsiilt és valos Y értékek
hanyadosara (40) szerint, megsziinteti a kiugréan magas GAMBoost eltérés hatasat. Mivel ez
a hiba csak relativ mértékben nagy a GAMBoost esetén, kiilonbségeket vizsgalva nem, igy
a tobbi klasszikus SSE alapi metrikdban nem jelentkezik kiugro értékként.

Az RMSLE metrika alapjan a valtozok szignifikanciaja szerint szelektalé Backward algoritmus
és a (23) formula szerinti biintettagos thin plate spline altal javasolt modellek nytjtjak
a legjobb teljesitményt. Ezek a modellek mar a legtobb metrika alapjan preferalt GAMBoost
modellhez hasonlitanak olyan szempontbol, hogy a teljes valtozokészletet a modellben hagyjak.
Ez aldl a Backward algoritmus modellje képez kivételt, de itt is csak egy valtozo keriil
elhagyasra (2. tablazat). Innen latszik, hogy a hanyados alapt hibamérés egyetlen kiugro
hibamértékének hatasa jelentdsen mérséklddik, hiszen az RMSLE a GAMBOoost-hoz hasonl6
viselkedésii modelleket preferal. Tovabba, a GAMBoost és a legjobb modell RMSLE értékének
hanyadosa csak 1,02, az RMSPE esetben tapasztalt 1,04-hez képest.

A HGHK algoritmus szempontjabol elmondhatjuk, hogy a MAE és Log — Cosh metrikdk

esetén kialakitott preferencia sorrendben az algoritmus altal javasolt modell az R? alapjan
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algoritmusok modelljei eltt. Azonban, a Koszinusz Hasonldsdg, RMSE, RMSLE és MAPE
metrikdk esetében egy hellyel eldre 1€p, mivel a COSSO modszernél is jobb teljesitményt nyjt.
Az RMSPE metrikéat vizsgalva par tized szdzalékponttal ugyan, de a Teljes, Stepwise ¢€s
Backward modelleket is maga mogé szoritja. Bar ez a teljesitmény csak a HSIC-Lasso modell
vizsgalata soran azonositott harom ponton nyujtott jo relativ becslési pontossag eredménye.
Osszességében elmondhatjuk, hogy a HGHK 4altal javasolt GAM modell becslési pontossaga
robusztusnak tekinthetd a vizsgalt metrikdk korében, az egyetlen masik concurvity korlatot nem
sértd mRMR modellhez képest minden metrikdban pontosabb becsléseket szolgaltat. Tehat nem
sériil az a 9.1. fejezetben tett megallapitas, hogy az mRMR modellnél a HGHK algoritmus
a gerendak nyomoszilardsagaval jobban Osszefiiggd ¢és tovabbra is concurvity mentes
valtozohalmazt tudott azonositani.

Osszefoglalva a 9.1. és 9.2. alfejezetek eredményeit a K2 kutatdsi kérdés kapcsan
kijelenthetjiik, hogy HGHK algoritmus modelljeinek tesztmintdkon mért becslési pontossaga
nagysagrendileg nem marad el az értekezésben vizsgalt egyéb algoritmusok altal javasolt
modellek teljesitményétdl a betongerendak adatbazison. Egyediil az mRMR algoritmus képes
concurvity jelenségtol teljesen mentes valtozohalmaz azonositasara (2. tablazat), &m a javasolt
modell becslési pontossaga elmarad a HGHK algoritmus modelljétél, valamint alkalmaztuk azt
az a priori ismeretet, hogy a korlatoknak megfelelé globalis optimumban a magyarazovaltozok
szama négy. A betongerenddk adatbazis esetében az eredmények robusztusnak tekinthetd
a vizsgalt teljesitménymetrikdk korében. Az egyetlen masik concurvity korlatot nem sértd
mRMR modellhez képest minden vizsgalt metrikdban (tehat nem csak R?-ben) pontosabb
becsléseket szolgaltat a HGHK altal javasolt GAM.

9.3. HGHK algoritmus viselkedése, optimalis paraméterezés azonositasa

A betongerenddk adatbazis kis mérete lehetdséget ad a HGHK algoritmus paramétereinek
finomhangolasdhoz. Az algoritmus a globalis optimumot a 30 futtatas atlagaban az Osszes
lehetdség 39%-nak atvizsgalasaval meg tudja talalni, ha a korai kilépési feltétellel all le az
algoritmus. Ha azt feltételezziik, hogy ahol az algoritmus nem talalja meg 15 generaciobol az
optimumot, ott mind a 256 modellt meg kell vizsgalni, akkor azt mondhatjuk, hogy a HGHK
algoritmus atlagosan az 6sszes lehetdség 75%-nak atvizsgalasaval meg tudja talalni a globalis
optimumot. Ezen a paraméterek allitasaval lehet még javitani.

Az algoritmusban a 4. tablazatban szerepld paraméterek ceteris paribus optimalizalasat

végezziik el.
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Paraméter Optimalis érték
Memoria (Populacio) mérete 20
indulé HMCR valészinliség 5%
indulé mutacioés (bw) valdszinliség 90%
maximalis HMCR valoszintiség 35%
minimalis mutacios (bw) valdsziniiség 10%

4. tablazat: A HGHK algoritmus optimalizalt paraméterei a betongerendak adatbazison. Forras: sajat szerkesztés.

A vizsgalat soran maximalis 1épésszamot mindig ugy allitjuk be, hogy az Gsszes lehetOség
kb. 75-78%-nak atvizsgalasa utan alljon le az algoritmus. A korai kilépés feltétele nem valtozik.
Ez a 256 lehetséges részhalmaz esetén kb. 192-200 modell megvizsgalasat jelenti®.

Az adott paraméterérték hatékonysagat ugy mérjiikk, hogy megvizsgaljuk, 30 futtatasbol
hanyszor talalja meg az algoritmus a globalis optimumot vagy a masodik legjobb megoldast.
A masodik legjobb megoldasban is a pesszimista concurvity mértékek maximuma 0,461.
Tesztmintan R? = 81,555% (az mRMR megoldassal gyakorlatilag egy szinten van). A tobbi
vizsgalt algoritmussal 6sszevetve ekkor is még mindig hasznédlhat6 eredményt kapunk: nem
jelentésen alacsonyabb az R? és nincs karos concurvity jelenség.

A 4. tdblazat eredményei alapjan elmondhat6, hogy a HGHK algoritmusban a teljesen véletlen
Uj egyed generalasra érdemes nagyobb sulyt helyezni, de nem érdemes teljesen elhagyni
a memoriabdl torténd kontrollalt egyed generalast sem (5-r6l 35%-ig emelheté a HMCR).
A vizsgalat eredményei alapjan a HMCR valasztasa nem egyértelmii. Ceteris paribus az 5%
indulo értékkel azonos hatékonysagot nyujt a 30%-is induld érték valasztasa is. Viszont, mivel
maximalis HMCR paraméter ceteris paribus vizsgalata soran egyértelmiien a 35%-os értek
bizonyult a leghatékonyabbnak, igy az azonos hatékonysaga induld értékek koziil a kisebb,
5%-os érteket valasztottuk optimalisnak.

Az algoritmus véletlen elemeit preferdlo, de az iranyitott elemeket is némiképp megdrzo
paraméterezés hatékonysagat tdmasztja ald az a tény is, hogy a memoriabol torténd 1) egyed
eléallitas esetén is érdemes az algoritmus els 1épéseiben magas mutacios (bw) valdsziniiséget
alkalmazni (90%), 4m az indul6 érték nagyon alacsonyra (10%) csokkentése az iteraciok soran
szintén kifizet6do.

Jelen alfejezet eredményei alapjan tehat a K3 kutatasi kérdés kapcsan kijelenthetd, hogy GAM

keret esetén a HGHK algoritmusban a teljesen véletlen 0 egyed generdlasra érdemes nagyobb

4 Természetesen a legjobb egyedek drdkitése miatt a valosagban ennél valamivel kevesebb kiilénbdz6 modellt
vizsgal meg a HGHK algoritmus.
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sulyt helyezni, de nem érdemes teljesen elhagyni a memoriabdl torténd kontrollalt egyed
generalast sem. Csupan ezen kontrollalt elemek sulyat kell leszoritani a rekombinéci6 soran.

Tovabbi fontos tapasztalat, hogy az optimalis paraméterek alkalmazasa mellett a futtatdsok
valamivel tobb, mint harmadaban (12/30 esetben) ugy taladlja meg az algoritmus a globalis
optimumot vagy a masodik legjobb megoldast, hogy ez a megoldds mar az algoritmus

5. iterécidja elétt a memoriaba kertilt (20-as memoria méret mellett). Azaz a keresési térnek

kb.

5%20
28

= 0,4 részét vizsgalja csak at az algoritmus, mire megtalalja a két legjobb megoldas

egyikét. A tapasztalat igy arra enged kovetkeztetni, hogy el6nyosebb az 5. fejezetben
bemutatott masodik stratégiat alkalmazni a kezdeti memoriak rosszabb mindségének
kezelésére: egy futdsidoben konnyen kezelhetd memoria méretet valasztunk, €s tobbszor
lefuttatjuk az algoritmust egy alacsonyabb maximalis generacidszam mellett.

Az el6z6 bekezdésben ismertetett eredmények alapjan valaszt tudunk adni a K4 kutatési
kérdésre is: a GAM keretb6l adodd rosszabb kezdeti memoria (populacid) mindséget az
optimalis paraméterezésben az algoritmus tobb véletlen kezdeti memoriabol torténd
futtatasaval preferalt kezelni az egyszer, am nagy memoriamérettel torténd futtatassal szemben.
Az optimalis paraméterek ceteris paribus keresésének részletes eredményei a mellékletben

talalhatok meg.

103



10. A HGHK algoritmus viselkedése nagy méreti feladat esetén

A banki iigyfelek adatbazis valtozdinak jelentése az alabbi:
e LIMIT_BAL — Az tigyfél hitelkerete a kartyajan (ezer tajvani dollarban): beleértendd

az egyéni fogyasztoi hitelkeret és a csaladtagoknak szo6l6 kiegészitd hitelkeretdsszeg is.

SEX — Az ligyfél neme
o (férfi; nd)
e EDUCATION - Iskolai végzettség
o (1 = altalanos iskola; 2 = érettségi; 3 = egyetem; 4 = egyéb).
¢ MARRIAGE - Csaladi allapot
o (1 =hazas; 2 = egyediilallo; 3 = egyéb).
e AGE — Eletkor (években).
e PAY_X-aziigyfél térlesztési statusza, a lekérdezés el6tt X honappal X € {0,2,3,4,5,6}
o (-1 = egy honap talfizetés; 0 = pontos fizetés 1 = egy honapnyi késedelem; 2 =
2 hoénap késedelem;...)
e BILL_AMTX — A fenndll6 kartyatartozas 0sszege (ezer tajvani dollarban), X honappal
a lekérdezés elott X € {1,2,3,4,5,6}
e PAY_AMTX — A lekérdezés el6tt X honappal fizetett torlesztorészlet Gsszege (ezer
tajvani dollarban) X € {1,2,3,4,5,6}
e default_nextMonth — A célvaltozo:
o 1 = az ligyfél cs6dot jelentett hitelkartya adossagara az adatgyiijtés utani egy
hoénapban;
o 0 = az ligyfél nem jelentett cs6dot hitelkartya adossagara az adatgyijtés utani

egy honapban

Az adatbazisban Yeh — Lien (2009) alapjan megallapithattuk, hogy magas a hibasan koédolt
kategorikus valtozokkal rendelkez6 tigyfelek szama. A MARRIAGE valtozoéban 0, mig
EDUCATION véltozéban 0, 5, 6 érvénytelen kodok fordultak eld. Ezeket a megfigyeléseket
lesziirtliik az adatbazisunkbol. Ezzel 399 tigyfelet veszitve, 29 601 megfigyelésiink maradt.

A LIMIT BAL valtozoban egy extrém modon kiugrd (Tukey-féle felsé kiilsé keritésnél
magasabb) tigyfeliink volt, 1 000 000 ezer dollaros hitelkerettel (14. abra). Ezt az {ligyfelet
eltavolitva 29 600 megfigyelésiink maradt.
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14. abra: A banki tigyfelek adatbazisban a LIMIT BAL valtozé dobozabraja. Forras: sajat szerkesztés.

A késedelmes honapok szama valtozokban (PAY_X, VX —re) a 3 hdénapnal tobbet késod
igyfelek erdsen alacsony gyakorisdga miatt 3 honapnal tobbet késo ligyfeleket is leszlrtiik,

mivel a 3-nal magasabb értékek el6fordulasa az eloszlasban 0 kozelinek tekinthetd (15 abra).

15000

10000 10000
€
3 5
S 8

5000 5000

0 l II_ —_— 0 . . - —
0 3 6 -2 0 2
PAY_D PAY_0

15. 4bra: A banki tigyfelek adatbazisban a PAY 0 valtozo6 hisztogramja a kiugro értékek szlirése elott (balra) és
utan (jobbra). Forras: sajat szerkesztés.

A BILL_AMTX valtozok esetében a Tukey-féle kiilsd keritések BILL AMT4-ben felfelé
extrém kiugro értékeket, mig a BILL AMT6 valtozo esetében lefelé kiugro értékeket (tehat

extrém magas tulfizetése van az tigyfélnek a torlesztorészleteire) jeleztek, amiket lesziirtiink az
adatbazisbol (16. abra).
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16. abra: A banki tigyfelek adatbazisban a BILL _AMTX valtozok doboz abraja a kiugro értékek sziirése el6tt
(balra) és utan (jobbra). Forras: sajat szerkesztés.

A PAY AMTX valtozok esetében csak felsd irdnyban fordultak elé extrém modon kiugrod
értekek. Elsdsorban a PAY AMT6 valtozoban. Ezen szélsdértékeket is eltavolitottuk az
adatbazisbol. Ezzel minden egyedi esettdl megtisztitottuk az adatokat, és az extrém moddon

elnyuld eloszlasokat korrigaltuk, extrémérték eloszlasok illesztése nem lesz sziikséges (17.
abra).
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17. abra: A banki ligyfelek adatbazisban a PAY_AMTX valtozok doboz abraja a kiugré értékek szlirése elott
(balra) és utan (jobbra). Forras: sajat szerkesztés.

Bar a végso adatbazisban a dobozabrak alapjan maradtak még a Tukey-féle belso keritések
szerint kiugro értékek, ezek a kiils6 keritéseket vizsgalva nem extrém modon kiugro,
a regresszids modellek becsléseit befolyasolé megfigyelések. Tovabba, értékeik a valtozoik
értékkészletének természetes folytatdsai, nincs az eloszlasban torés a doboz dbrak alapjan.

A veégsO adatbazisban igy 22 165 megtfigyelés maradt. Ezt osztottuk fel 70%-30% ardnyban

tanito és tesztmintara.
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10.1. A GAM Keretben adott valtozoszelekcios feladat parhuzamositasi
lehetéségeinek elemzése

Az adatbazisban a célvaltozo Bernoulli eloszlasu (Yeh — Lien, 2009), igy a GAM link
fliggvénye a logit.

Jelen adatbazison a globalis optimum nem ismert. Meghatdrozni nem is lehet az Gsszes
lehetséges részhalmaz meghatarozasaval, mivel egy atlagos modell kiszamitasanak koltsége
magas. 100 véletlenszeri egyedet (valtozokombinacidt) szimulalva egy modell atlagos
kiszamitasi idejének 95%-os alsé konfidencia-intervalluma 0,35 perc. Ezzel szédmolva

a 22%% lehetséges megoldas generalasdhoz 95%-os megbizhatdsaggal varhatéan legalabb

0,35-226
60-24'365,25

= 44,72 év sziikséges. A szimulacio soran raadasul alkalmazzuk Wood et al. (2015)
javaslatat, és egy GAM kiszamitasat parhuzamositjuk az 5.2.4. alfejezetben ismertetett QR
dekompozicio segitségével.

Egy modell kiszamitasat megkisérelhetjiik tovabb gyorsitani azzal, hogy nem a teljes tanitd
adatbazison, hanem csak egy FAE moédon kivalasztott részhalmazan végezziik el a szamitast.
Hasonloan, ahogy a COSSO modszer esetében Lin — Zhang (2006) javasolja. A részhalmaz
méretének szignifikansan kisebbnek kell lennie a tanité adatbdzis méreténél, hogy a futasidot
javitsa, am kelléen nagynak kell lennie ahhoz, hogy a modell jellemzdi ne térjenek el
jelentésen a teljes tanitd adatbazisra szamolt értékektdl. Jelen esetben n = 5000-et
alkalmazunk. Ekkor 100 véletlen minta generalasa utan azt tapasztaljuk, hogy a teljes, minden
valtozot tartalmazo modell McFadden-féle korrigalt R-négyzet értékének mintavételi eloszlasa
N(0,217;0,011). A Shapiro-Wilk normalitas teszt p-értéke 0,9125-nek adodik. A teljes tanitd
adatbazison R? = 0,217. Tehat, 95%-os valdszinliséggel egy 5000 elemii almintan felépitett
GAM R? értéke legfeljebb csak 2+ 0,011 = 0,022-vel fog eltérni a teljes tanité adatbazison
szamitott modell R? értékétdl. Egy n = 5000 alminta alkalmazisa esetén egy modell atlagos
kiszamitasi idejének 95%-os also konfidencia-intervalluma 0,207 perc. Egy modell kiszamitasa
tovabbra is parhuzamositott. Ezzel szamolva az Gsszes lehetséges megoldas eldallitasdhoz
26,46 ¢év sziikséges.

A részhalmazok atvizsgalasat tovabb gyorsithatjuk azzal, hogy nem egy modell kiszdmitasat
parhuzamositjuk, hanem t6bb részhalmazhoz tartozd6 modellt szamitunk ki egyszerre
parhuzamosan. Egy ilyen parhuzamositast az R foreach (Weston, 2019a) és doParallel
(Weston, 2019b) csomagjainak segitségével tudunk implementalni. Ez a megoldas a 100
szimulalt egyed teljes kiszdmitasi idejét az n = 5000 elemi almintan tapasztalt 21,373 percrol

3,374 percre csokkenti. Ezzel varhatéan az Osszes lehetséges megoldds generalasdhoz
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3,374
21,373

sziikséges 1d6 26,46 - = 4,18 évre csokken. Ez jelentds csokkenés, am még igy sem

redlis, hogy belathatd idén belil meg tudjuk taldlni a valtozoszelekcios feladat globalis
optimumat. Rédadasul, a futdsid6 nyereséget biztosan tul is becsiiljiik, hiszen 100 egyed
parhuzamos kiszdmitasa konnyebben megoldhat6, mint pl. 10 000 egyed parhuzamos
kiszamitasa.

Jelen alfejezet eredményei alapjan a K5 kutatasi kérdés elso részére tudunk valaszt adni. A QR
dekompozicio segitségével megvaldsitott parhuzamositds esetén az sszes lehetséges megoldas
eldallitasahoz varhatoan 26,46 év sziikséges. Ez a varhato id6 kb. 0,16-szorosara (azaz kb. 4,18
évre) csokkenthetd, ha tobb részhalmazhoz tartozd modellt szamitunk ki egyszerre
parhuzamosan. Tehat, a HGHK algoritmusban jobban kifizetédik tobb egyedhez tartozo
modellek egyszerre torténd kiszamitasa, mint egy modell kiszamitasanak parhuzamositasa.

Az adattisztitasi 1épések ¢€s a vizsgalt algoritmusok implementdldsa és futtatdsa a O.
fejezethez hasonléan az R 3.5.3 verzidjaban tortént. Minden egyéb technikai paraméter és
a tanitd- ¢és tesztmintdk megadasi modja, valamint az R szkriptek tarhelye
(https://github.com/KoLa992/Hybrid-algorithm-for-GAMSs)  szintén  megegyezik a 9.

fejezetben megadottakkal. Annyi kivétellel, hogy az mRMR algoritmus esetében mar nincs
a priori ismeretiink |)? |-re, igy a mRMRe csomag alapértelmezett |)? | = 6 bedllitasan nem
valtoztatunk.

10.2. Benchmark modellek futasi eredményei

A vizsgalt adatbazisra Yang — Zhang (2018) alkalmaz tobb korszeri gépi tanuld algoritmust is:
GLM (Logit link fiiggvénnyel), neurdlis hal6zat, timaszvektor-gép, Xgboost és LightGBM.
A tanulmanyban a cél csupdn az osztilyozadsi pontossdg maximalizaldsa, igy a szerzok
valtozoszelekciot nem alkalmaznak.

Az idézett tanulméanyban a legmagasabb AUC érték a tesztmintdn a LightGBM algoritmus éri
el, ami 0,7904. A legrosszabb eredmény a GLM-¢ 0,7228-cal. Ezek az eredmények szolgalnak
benchmarkként a valtozoszelekcios algoritmusok altal javasolt GAM modellek
teljesitményének mérésére. Mindezek mellett a benchmark modellek listajat kibovitjiik két
modellel: dontési faval (CART algoritmus) és véletlen erddvel. A véletlen erdd algoritmust egy
egyszerli valtozoszelekcios algoritmussal, az RFE-vel (Recursive Feature Elimination)
kombinaljuk.

Kuhn et al. (2019) alapjan az RFE algoritmus egy legjobb részhalmaz elvii valtozdszelekcios
algoritmus. Az algoritmusnak meg kell adni g < m darab kiilonbozé p; értékeket |X|-re.

Tovabba egy err valtozdszelekcios hibafliggvény megadasa is sziikséges a (2)-hoz hasonld
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alakban, am a (2)-ben szerepl6 €(B) tag cserélhetd az RFE eljarassal kombinalt gépi tanuld
algoritmus fiiggvényében mas értékre (pl. Gini-index, kereszt-entropia, félreosztalyozasi rata,
stb.). Az RFE a hibafiiggvény 10-szeres keresztvalidacioval szamitott értékét hasznalja.

Az RFE algoritmus minden i€ {1,2,..,q} esetben megvizsgilja, hogy milyen
valtozokombinacié eredményezi a legkisebb valasztott hibafiiggvény értéket az Osszes
lehetséges Xpi = {Xl,Xz, 'Xpi} C X részhalmaz megvizsgalasaval. Ezek utan kiilonb6zo p;
értékekhez tartozo optimalis 10-szeres keresztvalidacioval szamitott hibafiliggvény értékek
(err;) koziil az algoritmus egyszerlien kivalasztja a legjobb értéket, és az ehhez az értékhez
tartozo Xpi részhalmaz adja a végs6 modell magyarazévaltozdéinak halmazat. Mindez

formalisan a p; = argmin err; feladat megoldasat jelenti.
i

A banki ligyfelek adatbazison csak a 26,25,20,15,10,5,3,1 db magyaradzovaltozot tartalmazo
részhalmazokat vizsgaljuk meg, hogy a feladat ne legyen a 2™ lehetéség megvizsgalasaval
ekvivalens. Az algoritmust véletlen erdd tanulasi algoritmussal kombinaljuk, és az R caret
csomagjanak segitségével futtatjuk (Kuhn et al., 2019). A valasztott hibafliggvény
Yang — Zhang (2018) alapjan a 7. fejezetben megismert yz (D) félreosztalyozasi rata. A véletlen
erdd algoritmus sztochasztikus elemei miatt az algoritmus futtatasat 30-szor replikdljuk, és
a legjobb megoldast vizsgaljuk. Ezen kiviil vizsgaljuk az algoritmus futdsidejének atlagat
és szorasat a 30 esetben.

A dontési fa algoritmust a banki ligyfelek adatbazisra R nyelven az rpart csomag segitségével
futtatjuk (Therneau — Atkinson, 2018). A valasztott vagasi fiiggvény a CART algoritmushoz
a Gini-index. A futasidék vizsgalata miatt a dontési fa algoritmus futtatasat is 30-szor
megismételjiik a banki ligyfelek adatbazison. Mivel az algoritmus paraméterezésén nem
valtoztatunk, igy a modell nem fog valtozni a 30 futtatds soran.

A benchmark modellek eredményeit a banki tigyfelek adatbazison az 5. tablazat tartalmazza.

Atlagos | Futasidék

Algoritmus Kivalasztott Concurvity korlatot AUC futdsidé szbrisa
valtozok sért6 valtozok (Tesztminta) (perc) (perc)
Dontési fa PAY_O - 0,6413 0,0127 0,0004
LIMIT_BAL,

Véletlen erdd PAY_0+2+3+4+5+6,

(RFE szelekcioval) | TNGeOYK 1 gy | AMT14243444546, | 07962 | 132543 | 0758
PAY_AMT1+2+3+4+5+6
GLM 0,7228
Neuralis halozat Yang — Zhang (2018)-ban nincs 0,7735 Yang — Zhang (2018)-
Tamaszvektor-gép | valtozdszelekcid, igy mindegyik modell az 0,7230 ban nincs futasidd
Xgboost 0sszes magyarazovaltozot hasznalja. 0,7792 vizsgalat.
LightGBM 0,7904

5. tdblazat: A benchmarkként alkalmazott algoritmusok futasi eredményei a banki ligyfelek adatbazison. Forras:
sajat szerkesztés.
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A 3. tablazat alapjan elmondhato, hogy a véletlen erdd algoritmusban nem kifizet6do
valtozoszelekciot végezni, és ez az algoritmus adja a negyedik legjobb teljesitményt
a tesztadatokon. Yang — Zhang (2018) és a véletlen erd6 eredményei alapjan elmondhat6, hogy
ha a feladat szimplan az eredményvaltozd becslési pontossaganak novelése, akkor
valtozoszelekcid nélkiili, bonyolult neurdlis haldézatok ¢és ensemble modellek (Xgboost,
LightGBM) alkalmazasa a kifizet6do.

A dontési fa dontési szabalya nagyon egyszer( lett, annak ellenére is, hogy a Gini-index
jellemzoen terebélyes dontési fakat épit (Steinberg — Colla, 2009). Esetiinkben a dontési szabaly
annyi lett, hogy amennyiben PAY 0 valtozoé értéke 2-nél kisebb (azaz a lekérdezés honapjaban
az ugyfélnek legfeljebb 1 honapnyi hatraléka volt), akkor cs6dosnek kell osztalyoznunk az
ugyfelet, egyébként nem (18. abra).

0
0.24
100%
PAY_0 < 2{m0]

071
11%

18. abra: A CART algoritmus alapjan felépitett dontési fa a banki tigyfelek adatbazison. Forras: sajat szerkesztés.

A dontési fa tesztmintdn mért AUC értéke viszont nagysagrendekkel alacsonyabb még a minden
valtozot hasznaldé GLM-nél is. Tehat, hidba az egyszerii és konnyen értelmezhetdé dontési
szabaly a csOdveszélyes tigyfelek azonositasara, a becslés tlsagosan pontatlan ebbdl
a modellbdl. Tehat, a valtozoszelekcioval kombinalt GAM-ok alkalmazasanak a célja, hogy
talaljunk egy olyan modellt, aminek a tesztmintan mért AUC értéke eléri legalabb a Yang —
Zhang (2018)-féle GLM szintjét, és a magyarazovaltozok hatasai visszafejtheték. Tovabba,
célul tlizziik ki, hogy a valtozoszelekcios algoritmus futasideje ne haladja meg nagysagrendileg

a véletlen erdével kombinalt RFE algoritmus kb. 133 perces varhat6 futasidejét.
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10.3. A COSSO és GAMBoost algoritmusok implementaciéjanak néhany
technikai kérdése

Miel6tt részletesen attekintjik a vizsgalt algoritmusok eredményeit a banki iigyfelek

crer

kihivasokrol, korlatokrol.

A COSSO ¢s GAMBoost algoritmusokat nem lehet a teszteléshez hasznalt konfiguracioval
a teljes adatbazison lefuttatni, mivel memoriaigényiik tal magas.

A COSSO-nak a nem-linearis fiiggvények megfigyelésenként (pontonként) torténd abrazolasa
miatt akdr 46 GB méretii matrixokat kellene a memoridban tarolnia, amik leirjdk minden
A GAMBOost esetében pedig a magyarazovaltozok fiiggvényformajanak magas A melletti
harmadfoku bazis spline becsléseit el kell tarolni a memaoriaban minden 1épésben, hiszen ezeket

minden [ 1épésben ki kell értékelni, hogy kivalaszthaté legyen melyik f; ) transzformacio
legyen hozzéadva Y'(l_l)-hez. Réaadasul ezeket az informéciokat a modositott backfitting

eljarashoz képest tobb kilépési kritérium, tobb L érték mellett is el kell tarolni, hogy végiil
10-szeres keresztvalidacios eljarassal kivalasszuk a legjobban illeszkedd modellt. A mddositott
backfitting esetében elég a 17(1) = ?(1_1) kritérium teljestilésekor rogton megallni, igy nem all
fenn reélis veszélye annak, hogy olyan sok nem-linedris fj transzformaciot kell tarolni,
hogy ne legyen ra elég RAM egy atlagos személyi szamitogépben (a teszteléshez hasznalt
konfiguracioban 8 GB RAM volt) egy 22165 X 27-es adatmatrix esetén. A tobb L
megvizsgalasa mellett kapott legjobb eredmény javithat a GAMBoost algoritmus pontossagan,
amit a betongerenddkkal foglalkozé adatbéazis példajan lattuk is. Azonban, a tobb kilépési
feltétel melletti modellek eltarolasa és 10-szeres keresztvalidacioja mar egy ilyen kdzepes
méretli adatbazison is RAM hidnyhoz vezethet.

Az R tobb csomagja is kindl lehetdséget a szamitdgép RAM kapacitdsanal nagyobb méretii
adatmatrixok kezelésére. A modszereket Walkowiak (2016) és a CRAN weboldalan 2019. 10.
31-én elérhet6 R csomagok dokumentaciodja alapjan foglaljuk 6ssze.

Az ff és ffbase csomagok segitségével nagy matrixainkat almatrixokra bontva a merevlemezen
tarolhatjuk azokat az almatrixokat, amelyeken miiveletet éppen nem végziink. Ezzel
a modszerrel a szamitdsok elvégezhetové valnak a RAM kapacitdsndl nagyobb méretii
matrixokra is, &m a varhato futdsid0 szamottevien megnd a folyamatos merevlemez
iras-olvasasi miiveletek miatt. Esetleg SSD alkalmazasa javithat az irds-olvasas idokon, am

a modszernek egy komolyabb technikai korlatja is van szdmunkra.
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R kornyezetben egy specialis tipusu objektumban, ff dataframe-ben (ffdf réviden) tudjuk csak
tarolni azt az adatmatrixot, amit nem szeretnénk teljes egészében RAM-ban tartani, hanem
almatrixait a merevlemezen kivanjuk tarolni (Adler et al., 2018). Az ffdf tipusi adatmatrixok
kezelésére pedig korant sincsen minden R fliggvény felkészitve. A CRAN konyvtarak
atvizsgalasa utan azt tapasztalhatjuk, hogy alapvetéen a ffdf objektumok linearis modellek
kezelésére vannak felkészitve. Az altalanositott linearis modellek (biglm vagy biglmm
fliggvény) és a Lasso legnépszeriibb megoldo algoritmusa a LARS (biglars fiiggvény) kertilt
implementalasra ffdf objektumokra is (Lumley, 2013) (Lumley, 2018) (Seligman et al., 2011).
Nem-linedris modellek koziil egyelore csak a dontési fa és véletlen erdd algoritmusoknak
1étezik ffdf implementacioja (bigrf fiiggvény), am mar ez a fliggvény nem elérhetd az R legtijabb
verzidiban®.

A COSSO és a Boosting algoritmusok nem képesek jelenleg ffdf tipust objektumok kezelésére.
Az implementacié megvalositasa tilmutatna jelen értekezés keretein. Erdekes feladat lehet
a késébbiekben a fenti két algoritmus ffdf objektumokat is kezel6 implementaciok elkészitése.
Egy alternativ megoldas R-ben a RAM-nal nagyobb méretii matrixok kezelésére a bigmemory
csomag. A csomag segitségével adatmatrixainkat big.matrix objektumként tudjuk R
kornyezetben eltarolni. A big.matrix objektumok képesek osztott memoria hasznalatra. Tehat
az adatmatrixaink memory-mapped fajlként miikddnek, igy hozzaférnek mas folyamatokhoz
allokalt, de fizikailag szabad RAM erdforrasokhoz is (Kane et al., 2013).

Ez a megkozelités sajnos a mi problémankra eleve nem képes megoldast szolgéltatni, mivel
a COSSO algoritmus futtatdsahoz sziikséges 46 GB méretli, nem-linearis transzformaciokat
pontonként abrazolé matrixokat akkor sem tudjuk a 8 GB RAM-ban kezelni, ha az R-nek
hozzaférést engediink a teljes memoriatartomanyhoz. A csomag elénye, ha tobb szamitogépet
klaszterbe tudnank kotni, akkor a klaszter teljes RAM tartoméanyahoz osztott hozzaférést
tudunk adni a big.matrix objektumoknak. Azonban, az értekezés megirasakor egy kozos
memoria klaszter 1étrehozasahoz nem 4llt rendelkezésiinkre a megfeleld hardveres eréforras.
Tovabba, a big.matrix objektumokat szintén nem képes kezelni jelenleg a COSSO és
GAMBoost implementacio R nyelven. Jelenleg a CRAN dokumentaciok alapjan big.matrix
objektumokat altalanositott linearis modellekben (bigglm.big.matrix fliggvény, ami mar
a korabban emlitett biglm fiiggvényt is hasznalja), valamint k-kozép klaszterezés soran
(bigkmeans fiiggvény) tudunk alkalmazni. Ezen kiviil alapvetd linearis algebrai

transzformaciok (pl. fékomponensek képzése) végezhetok el big.matrix objektumokon

5 https://cran.r-project.org/web/packages/bigrf/index.html
Letoltve: 2019.10.31.
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a bigalgebra csomag fiiggvényei segitségével. A COSSO és a GAMBoost algoritmusok nem
képesek jelenleg big.matrix tipust objektumok kezelésére sem.

Ezen technikai megkotések miatt egy masik megkozelitésben kell alkalmaznunk a COSSO és
a GAMBoost algoritmusokat. A fejezet elején bemutatott, véletlenszeriien kivalasztott almintat
alkalmazo megkozelités nem csak a HGHK algoritmus gyorsitasara, hanem a két algoritmus
RAM korlatjainak feloldasara is alkalmazhat6. Tehat, mindkét algoritmust a tanitdminta egy
véletlenszertien kivalasztott n = 5000 elemi almintdjan futtatjuk, és az eredményiil kapott
modellekkel az elkiilonitett tesztmintan végziink eldrejelzést. A rekordok szamanak
csokkentésével a teszteléshez hasznalt konfiguraci6 RAM kapacitasa mar elégséges az
algoritmusok futtatdsdhoz. A fejezet elején elvégzett vizsgalatok alapjan pedig tudjuk, hogy
az algoritmus végsé GAM becslési pontossagat mérd R? 95%-os megbizhatosaggal legfeljebb

0,022-vel fog eltérni a teljes tanité adatbazison szamitott modell R? értékétél.
10.4. A HGHK algoritmus paraméterezésének kérdései

A fejezet elején bemutatott 100 szimulalt egyed (valtozokombinacid) esetén vizsgalt GAM
modell szamitasbol a legfontosabb tanulsag, hogy jobban kifizetddik tobb egyedhez tartozo
modellek egyszerre torténd kiszamitasa, mint egy modell kiszamitasanak parhuzamositasa.
Ezt a tapasztalatot tudjuk hasznositani a HGHK algoritmus implementacidjakor jelen feladatra.
A 7. fejezetben bemutattuk, hogy a HGHK algoritmus a genetikus algoritmusbdl 6rokolt
egyedkezelése miatt képes a memoriaban 1évé megoldasok parhuzamositott kiszamitasara.
Ezen kiviil a futdsidét tovabb gyorsitjuk egy n = 5000 elemii alminta alkalmazéaséaval is,
a COSSO és a GAMBoost algoritmusok esetében bemutatott moédon (10.3. alfejezet).

A betongerenddk adatbdzison szerzett tapasztalatokat is tudjuk hasznositani a HGHK
algoritmus implementacidja soran. Mivel az algoritmus gyakran taldl egy elég j6 megoldast
a kezdeti iteraciokban, igy a konkrét kisérletiinkben 60 elemii populacioval dolgozunk, fixen
6 iteracion keresztiil. Az algoritmus futtatasat 5-szor ismételjiilk meg, €s kivalasztjuk a legjobb
modellt. Ez az 5. fejezetben bemutatott masodik stratégia a kezdeti memoriak rosszabb
mindségének kezelésére.

A HMCR és mutacids valdszinliségek beallitasaihoz a betongerendak adatbazison tapasztalt
legjobb beallitasokat alkalmazzuk. A HMCR valdsziniiség 5%-rdl n6 a 6 iteracid soran 35%-
ra, mig a mutacios (bw) valosziniiség 90%-16l csokken 10%-ra.

A megadott paraméterek mellett lefuttatiuk a HGHK algoritmust 20-szor (az algoritmus

sztochasztikus elemei miatt) és vizsgaltuk meg az eredménytil kapott modelleket és futasidoket.
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A célfiiggvény a korrigalt McFadden-féle pszeudo R? mutatd (R?). A concurvity korlatot
a pesszimista merték alapjan vizsgaljuk és a Wy, = 0 nullhipotézis vizsgalatahoz valasztott
szignifikancia-szint 5%. A k; értékek szabalyozdsihoz hasznalt Augustin et al. (2012)-féle
probak esetén a valasztott szignifikancia-szint 1%.

10.5. A vizsgalt valtozoszelekcids algoritmusok futisi eredményeinek elemzése

A banki tigyfelek adatbazison futtatott benchmark és GAM valtozdszelekcios algoritmusok
részletes eredményei a 6. tablazatban tekinthet6k meg. A tablazatban a Yang — Zhang (2018)
altal futtatott algoritmusok koziil csak a legrosszabb (GLM) és a legjobb (LightGBM)

eredményt nyu;jtd algoritmusok keriiltek megjelenitésre.
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c v Korldtot AUC Atlagos |Futasiddk
Algoritmus Kivalasztott valtozok oneury 1t’y orato . futasidd | szérasa
sérté valtozok (Tesztminta)
(perc) | (perc)
mindegyik kivéve AGE,
Teljes modell mindegyik SEX, EDUCATION, 0,7689 0,305 0,041
MARRIAGE
LIMIT_BAL, EDUCATION,
COSSO PAY 0+243+4+6 PAY_0+2+3+4+6 0,7011 64,272 | 20,979
Biintetdtagos mindegyik kivéve mindegyik kivéve AGE,
thin plate spline SEX, EDUCATION, 0,7681 6,624 0,105
(23) formulaval BILL_AMTS5+6, PAY_AMTS MARRIAGE
Biintetdtagos mindegyik kivéve mindegyik kivéve AGE,
thin plate spline SEX, EDUCATION, 0,7667 5,183 0,065
§, matrixszal | B'---AMTE PAY_AMTS MARRIAGE
, . oo mindegyik kivéve AGE,
vemnegatdy | mindegyik kivive PAY.6, | e 'EDUCATION, 07671 | 0,670 | 0,003
— MARRIAGE
mindegyik kivéve AGE,
Stepwise (4IC) mindegyik SEX, EDUCATION, 0,7689 0,309 0,045
MARRIAGE
LIMIT_BAL, SEX,
Backward MARRIAGE, mindegyik kivéve
(szignifikancia) PAY_ 0+2+3+4+6, LIMIT_BAL, SEX, 0,7683 2,584 0,548
g BILL_AMT1+3, MARRIAGE
PAY AMT1+2+4
LIMIT_BAL, SEX, mindegyik kivéve
MARRIAGE, AGE, LIMIT_BAL, AGE, SEX,
GAMBoost PAY 0+2+3+4+6. MARRIAGE, 0,7609 692,237 | 9,497
PAY AMT1+4+5+6 PAY AMT6
LIMIT_BAL, AGE, SEX, mindegyik kivéve
e EDUCATION, MARRIAGE,
Médositott PAY 0+2+3+4+5+6, LIMIT_BAL, AGE, SEX, 0,7649 0,443 0,214
backfitting - EDUCATION,
BILL_AMTL, MARRIAGE
PAY AMT1+2+4+6
AGE, PAY_0+2+5,
mRMR PAY AMT 146 PAY_2 0,7441 1,629 0,035
HSIC-Lasso AGE, PAY_0+2+3+4 PAY_0+2+3 0,7409 0,446 0,048
HGHK LIMIT_BAL, PAY_Q, i
algoritmus PAY_AMT3 0,7488 147,257 1 15,079
Dontési fa PAY_0 - 0,6413 0,0127 | 0,0004
LIMIT_BAL
Véletlen erdo - :
. . PAY_0+2+3+4+5+6,
I(I;(QEE ) mindegyik BILL AMT142+3+4+5+46, 0,7562 132,543 | 0,758
szelexclova PAY AMT1+2+3+4+5+6
GLM Yang — Zhang (2018)-ban nincs valtozoszelekcio, igy 0.7228 Yang - Zha_ng
. . . N it 1 (2018)-ban nincs
LightGBM |mindegyik modell az §sszes magyarazovaltozot hasznalja. 0,7904 N
futasid6 vizsgalat.

6. tablazat: : A vizsgalt algoritmusok eredményei a banki ligyfelek adatbazison. Forras: sajat szerkesztés.

A 6. tablazat alapjan elmondhato, hogy a szelektalt GAM modellek megfelelnek a feléjiik

tamasztott elvarasoknak. A bizonyos mértékii concurvity korlatok figyelembevétele mellett
szelektalt GAM-ok (MRMR, HSIC-Lasso és HGHK) AUC-ban meghaladjak a Yang — Zhang
(2018)-fele GLM AUC értékét. Tovabba, ezek a modellek nem maradnak el jelentésen a

véletlen erd6 és a Yang — Zhang (2018)-féle LightGBM teljesitményétol sem. Ezt az eredményt
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Iényegesen kevesebb magyarazovaltozo mellett érik, mint a tobbi GAM keretben mitk6do
valtozoszelekceios algoritmus, amik a COSSO kivételével alig hagynak el magyarazovaltozokat
a modellbdl. Ilyen szempontbdl az eredmények hasonldak a betongerenddk adatbazison
tapasztaltakhoz.

Megfigyelhetjiik, hogy a PAY 0 valtozot (ligyfél torlesztési statusza a lekérdezés honapjaban)
mindegyik modellben érdemes szerepeltetni, &m a valtozd értéke korabbi idészakokban mar
redundanciat (igy a concurvity korlatok megsértését) okoz a modellekben. Ennek oka, hogy
a fizetési statusz a lekérdezés honapjaban jol kozelithetd a korabbi honapok fizetési statuszanak
tobbvaltozos fliggvényével. Ez okozza, hogy a kozel teljes modelleket preferald algoritmusok
altal javasolt modellekben a demografiai valtozok (SEX, EDUCATION, MARRIAGE, AGE)
kivételével az Osszes, az ligyfelek multbeli fizetési fegyelmét leird valtozok (PAY, BILL AMT,
PAY AMT valtozok) kéaros concurvity jelenség altal érintettek. Viszont, ha megfigyeljiik
a GAMBoost algoritmus modelljét, amiben a demografiai valtozok mellett a fizetési
fegyelmet leird valtozok egy sziikebb kore keriilt csak kivalasztasra, akkor lathatjuk, hogy
a PAY AMTG6 valtozé6 mar nem okoz karos concurvity jelenséget. Tehat, ez alapjan azt
sejthetjiik, hogy a lekérdezés honapjaban vett fizetési statusz (PAY _0) mellé még érdemes lehet
a lekérdezés eldtt 5-6 honappal vett egyéb fizetési fegyelmet leiré valtozok (BILL AMT,
PAY AMT) szerepeltetése a modellekben. Mivel ezen valtozok hordoznak az ligyfél korabbi
fizetési fegyelmérdl olyan 101j informaciot, ami nem jelenik meg a lekérdezés honapjahoz kozel
allo fizetési statusz valtozokban. Ugyanakkor, a COSSO algoritmus modelljében a concurvity
korlatot megsértd valtozokat vizsgalva azt sejthetjiik, hogy a PAY valtoz6 lekérdezés elott fél
évvel vett értékét (PAY _6) nem biztos, hogy érdemes szerepeltetni egy takarékos modellben,
mivel a lekérdezés idOpontjdhoz kozel allo6 PAY valtozokra (PAY 0 ¢és PAY 2) mar
,0roklédik™ a hat hdnappal korabbi fizetési statuszban 1évd informacio is.

Ezeket a redundanciakat a valtozok kozott még a mRMR és HSIC-Lasso algoritmusok sem
detektaljak teljes mértékben, hiszen concurvity jelenséget csak paronként vizsgaljak. Példaul
az mRMR algoritmus modelljében a PAY 2 valtozo jol kozelithetd a PAY 0 és PAY 5
valtozok kétvaltozos fiiggvényeként. Ellenben a HGHK algoritmus segitségével rajohetiink,
hogy a lekérdezés eldtt 3 honappal fizetett torlesztorészlet Osszegének (PAY AMT3)
szerepeltetésével a modellben 0j, nem-redundans informacidhoz juthatunk az tigyfelek
csOdvaloszinliségérdl.

A HGHK algoritmus végs6 modelljének alaposabb vizsgalata tanulsagos lehet. Kiilondsen, ha
Osszevetjiik az eredményeket a kimondottan egyszerli elven milkodé dontési fa modellel.

A HGHK algoritmus altal javasolt GAM elemzésével szemléletesen bemutathatd, hogy mik
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azok a kvazi fliggetlennek tekintheté tényezok, amik befolyasoljak a banki tigyfelek
cs6dkockazatat 1 honapos idétavra nézve. Az alaposabb vizsgalat ezen tényezok hatdsanak
jellegére is ravilagitanak. A kivalasztott valtozok hatdsai a hitelkartyacsdd valoszintiségének

logit transzformaltjara a 19. abran talalhatok.
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19. dbra: A HGHK algoritmus végs6 modelljében a magyarazovaltozdkra illesztett spline fliggvények a banki tgyfelek
adatbazison, 95%-os konfidencia-intervallummal. Forras: sajat szerkesztés.

A 19. abran a PAY 0 valtozoéra illesztett spline fliggvényt vizsgalva lathato, hogy a dontési fa
modell alacsony AUC értékének az oka. A dontési fa alapjan amennyiben PAY 0 valtozo értéke
2-nél kisebb (azaz a lekérdezés honapjaban az ligyfélnek legfeljebb 1 honapnyi hatraléka volt),
akkor cs6dosnek kell osztalyoznunk az tigyfelet, egyébként nem. Viszont, ez a dontési szabaly
nem mutatja meg, hogy a PAY 0 minuszos értékei, azaz a tulfizetok is csddveszélyesebbek.
Bér a HGHK algoritmus modellje sem feltétleniil osztalyozza a talfizetoket cs6dds ligyfélnek,
am a PAY O-ra illesztett spline fiiggvény felhivja a figyelmet arra, hogy a tulfizetd ligyfelek
valamivel kockazatosabbak, mint a pontosan fizetok. Ez abbol adédhat, hogy ha talfizetésben
van az ligyfél, akkor a bank, ¢és né¢ha a pénziigyi felligyelet (esetleges csalas gyantija miatt)
is arra 0sztonzik az tigyfelet, hogy a talfizetést sziintesse meg. A megsziintetés preferalt modja
a bank és a pénziigyi feliigyelet részérdl is a levasarlas. Ugyanakkor, gyakran a talfizetés hamis
eszkozzel torténik, és a csaldo abban bizik, hogy a banktdl kompenzéciot kap a talfizetésre
miel6tt kideriil, hogy a csekk érvénytelen (az USA-ban 2013-ban is eléfordult egy ilyen eset

1 millié dollaros 0sszegben). Viszont, az a helyzet is konnyen eléallhat, hogy az tigyfél nincs
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tisztaban a tulfizetés mértékével, igy a levasarlas soran olyan addssadgot halmoz hirtelen fel,
amit nem tud kifizetni®.

A futdsid6k vizsgalata soran egyértelmil hatranyban vannak a lehetséges magyarazovaltozok
halmazanak tobb részhalmazat is megvizsgalo algoritmusok (HGHK és RFE véletlen erddvel)
a linearis keres6 mRMR-el és a regularizacios becslési feladatot megoldd vagy Stepwise
jellegti algoritmusokkal szemben, nem is beszélve az egyszerti dontési farol. Ugyanakkor, a
betongerendéak adatbazis esetében tapasztaltakhoz hasonl6an jelen adatbazison is a GAMBoost
algoritmus produkalja a legjelentésebb futasiddket a tobb L maximalis 1épésszam vizsgalata és
az egyes [ iteraciok nem parhuzamositott magyarazovaltozo-kezelése miatt. Az algoritmus
varhat6 futasideje jelentdsen meghaladja a 11 6radt még az 5000 elemii alminta alkalmazésa
ellenére is. Hasonlo jelenséget tapasztalhatunk a COSSO algoritmus esetében is, aminek a 20
futtatas alapjan 1 ora feletti a varhat6 futasideje, bar azok szorasa is jelentds (20 perc).

A futtatasok tapasztalatait 6sszefoglalva kijelenthetjiik, hogy amennyiben az elemz6 célja egy
takarékos, magyaraz6é modell épitése, és a futdsidore nincsenek kimondottan sziik korlatok,
akkor érdemes lehet a HGHK algoritmust alkalmazni példaul a véletlen erdével kombinalt RFE
algoritmussal szemben. Hiszen, a HGHK algoritmus hasonld futasidé és tesztadat teljesitmény
mellett egy olyan megoldast tud biztositani, melyben a magyarazovaltozok hatasai jobban
visszafejthetok és a concurvity jelenség hianya miatt egymastol jol elkiilonithetok egymastol.
Természetesen, az eredmények még tovabbi vizsgalatokat igényelnek tobb, a jelen
tanulmanyban vizsgaltaktol eltéré viselkedésti adatbazisokon is. Ezen tal a HGHK algoritmus
eredményeinek €rzékenységvizsgalata is fontos eredményekre vezethet az alkalmazott
probakhoz valasztott szignifikancia-szint €s a concurvity mértékre szabott korlat
szigorusaganak fliggvényében.

10.6. A vizsgalt algoritmusok altal javasolt modellek kiértékelése tobb
teljesitménymetrika szerint

Az értekezésben vizsgalt algoritmusok becslési pontossagat a 8.3. fejezetben bemutatott
teljesitménymetrikak szerint a 7. tablazat tartalmazza. A Yang — Zhang (2018)-ban szerepld
GLM ¢és LightGBM modellek teljesitményének részletesebb értékelése a 7. tablazatban nem
szerepel, mivel a tanulmany AUC alapjan végzett kiértékelést, és nem vizsgalta

teljesitménymetrikak széles korét.

6 https://www.creditcards.com/credit-card-news/credit-balance-overpay-refund-1282.php
Letoltve: 2019. 11. 04.
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Optimalis

. . .. Precision | Recall FPR Kereszt-
Algoritmus Y;%zli‘ AUC | BACC | cgsay | (Csédy | (Csédy | F1 | entrépia
Teljes modell 19,59% 0,7689 | 69,77% 42,86% | 69,67% | 30,13% | 0,5307 0,4603

CO0SSO 35,77% 0,7011 | 65,39% 40,23% | 59,42% | 28,64% | 0,4798 0,7682

Biintetdtagos thin
plate spline (23) 20,10% 0,7681 | 69,96% 44,05% | 67,89% | 27,98% | 0,5343 0,4607
formulaval
Biintetdtagos thin
platesplines:l 19,94% 0,7667 | 69,87% 43,68% | 68,32% | 28,58% | 0,5329 0,4610
matixszal
Nemnegativ
Garotte modszer
Stepwise (AIC) 19,59% 0,7689 | 69,77% 42,86% | 69,67% | 30,13% | 0,5307 0,4603

22,00% 0,7671 | 70,10% | 46,02% | 64,89% | 24,70% | 0,5385 0,4616

(sz%?wcim:;iia) 21,28% | 0,7683 | 70,28% | 45,67% | 66,05% | 25,49% | 0,5400 | 0,4610
GAMBoost 18,59% | 0,7609 | 69,40% | 43,76% | 66,54% | 27,74% | 0,5280 | 0,4650
g/;‘éﬂ?ftgﬁg 19,49% | 0,7649 | 69,65% | 43,18% | 68,57% | 29,28% | 0,5299 | 0,4622
mRMR 19,57% | 0,7441 | 68,68% | 43,76% | 64,09% | 26,73% | 0,5200 | 0,4705
HSIC-Lasso 18,90% | 0,7409 | 68,62% | 43,29% | 64,76% | 27,52% | 0,5189 | 0,4708
alg'(ﬁi?nfus 19,10% | 0,7488 | 67,81% | 42,01% | 64,52% | 28,90% | 0,5088 | 04707
Dontési fa 4459% | 0,6413 | 64,13% | 71,74% | 32,41% | 4,14% | 04465 | 0,9312

Véletlen erd 23,30% 0,7562 | 68,99% 43,42% | 65,81% | 27,82% | 0,5232 1,0437
7. tablazat: A vizsgalt algoritmusok becslési pontossaganak kiértékelése tobb teljesitménymetrika alapjan a banki
ligyfelek adatbazison. Minden metrika oszlopaban a legrosszabb pontossagot jelent6 értéket piros, a legjobb
értéket z61d szinnel jeloljiik. Forras: sajat szerkesztés.

A 7. téblazat alapjan nem tapasztalhaté olyan egységes preferencia sorrend a Bernoulli-
eloszlast célvaltozora alkalmazott teljesitménymetrikak esetében, mint folytonos esetben (9.3.
fejezet) fennallt. Az AUC metrika alapjan legjobban itélt teljes GAM modell a cs6d osztaly
recall mutatoja és a kereszt-entropia szerint bizonyul még legjobban preferalt modellnek.
Az eredmény érthetd, hiszen a ROC gorbe alatti teriilet novelése lényegeben a kijeldlt pozitiv
osztaly (jelen esetben csddos iigyfelek) recall mutatojanak (TPR) maximalizalasat jelenti.
Az FPR figyelembevétele inkabb egy korlatozo tényezdként foghato fel a ROC gorbe alatti
teriilet maximalizalasakor. A kereszt-entropia pedig az AUC-hoz hasonldan egy vagasi értéktol
fliggetlen teljesitménymetrika, ami a becsiilt csddvaldszintiségek és a valds csédesemény
bekovetkezési események eloszlasanak hasonlosagat vizsgalja, igy érthetd, hogy hasonld
modelleket preferalnak.

Kiemelendd, hogy a cs6d osztaly precision, valamint FPR mutatdja szerint a dontési fa modell
bizonyul a legjobb valasztasnak. Ennek oka, hogy az optimalis vagasi érték a dontési fa esetén
a legmagasabb: csak 44,59%-os cs6dvaloszinliség miatt osztalyoz a modell egy tigyfelet
csOdveszélyesnek. Ez modell 17. abran (10.2. fejezet) megfigyelhetd egyszeri osztalyozasi

szabalyrendszerébdl adodik. Emiatt természetes, hogy az 6vatosabb csdédds osztalyozas miatt
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a cs6d predikciok alacsonyabb aranyban lesznek hibasak. Am ennek az az ara, hogy a modell
a tesztminta valdban cs6dos ligyfeleinek 1ényegesen alacsonyabb hanyadat azonositja helyesen.
Tehat, 1ényegében az 0sszes tobbi teljesitménymetrika szerint a dontési fa modell nyujtja
a legrosszabb teljesitményt. A jelenség kezelésére alkalmazhatdo a C5.0 algoritmus, ami
a dontési fa rossz teljesitményén a fals negativ és a fals pozitiv értékek sulyozasaval kisérel
meg javitani. Azonban, fontos megjegyezni, hogy a stlyok megadéisa soran egy konkrét
dontéshozo preferenciait kell tiikkrozni (Quinlan, 1993).

A HGHK algoritmus AUC esetében a 10.5. fejezet alapjan a dontési fa és COSSO algoritmusok
modelljei mellett a paronkénti concurvity jelenségre kontrollalldo mRMR ¢és HSIC-Lasso
eljarasok 4ltal javasolt modelleknél is jobb becslési pontossadgot nyujtott a concurvity korlatok
megsértése nélkiil. Ez a jo teljesitmény az cs0dos osztaly recall és kereszt-entropia mutatokra
oroklodik. Ennek oka jelen esetben is a két mutatd AUC metrikaval vett hasonlosaga, ami
a korabban ismertetésre keriilt. Viszont, ezt a jo teljesitményt a HGHK algoritmus modellje
valamivel rosszabb precision és FPR értékek mellett produkélja, mint az mRMR ¢és HSIC-
Lasso modellek. Raadasul, a dontési fa ebben a két mutatdban a legjobb teljesitménnyel bird
modell, igy mind mutatokban a HGHK modellje csak a COSSO modellt mulja feliil
precisionben és a teljes modellt FPR-ben. Mivel a bACC ¢és F; mutatok 8.3. fejezetben
ismertetett képletei részlegesen figyelembe veszik a csdd osztdly precision mutatojat, igy
a HGHK rosszabb teljesitménye ezekre a mutatokra is 6roklédik. Bar e két metrika alapjan
a HGHK modell jobb becslési pontossaggal rendelkezik, mint a COSSO ¢€s dontési fa modellek,
am az mRMR ¢és HSIC-Lasso teljesitményétdl elmarad. Noha kisebb mértékben, mint
a precision és FPR mutatok szerint, hiszen ezeket a bACC és F; metrikdk csak részben,
50%-os stllyal veszik figyelembe.

Amennyiben a két concurvity korlatokat nem sértdé modellt a HGHK-t és a dontési fat
vizsgaljuk, akkor elmondhato, hogy becslési pontossag szempontjabol kiegészitik egymast:
a HGHK jobb ,recall-jellegli” mutatokkal rendelkezik: a valodi csddveszélyes tigyfelek
nagyobb hanyadat jeloli meg a tesztmintan, mig a dontési fa osztalyozas a ,,precision-jellegli”
metrikdkban nyujt jo teljesitményt: a modell altal csdddsnek jelolt ligyfelek nagyobb aranyban
lesznek a valdsagban is cs6dot jelent6k, am az Gsszes valodi csédveszélyes tigyfélnek kisebb
hanyadat azonositja a modell.

A csédkockdzat modellezések soran a dontéshozok altalaban a ,recall-jellegli”
teljesitménymetrikakat részesitik eldnyben, mivel a hitelintézet szdmara nagyobb koltség egy

cs0dot jelentd tigyfél fel nem fedezése, mint egy iigyfél téves megkeresése egy addssagrendezd
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akcidtervvel (Moula, 2017). Tehat, a dontéshozoknak relevansabb metrikak koérében a HGHK
algoritmus modellje alapjan érdemes azonositani a nem redundéns hitelkockézati tényezoket.
A 10.5. és 10.6. fejezetek eredményeit Osszefoglalva a K2 kutatdsi kérdésre a 9.1 és 9.2.
alfejezetekben adott valaszok a kovetkezd megallapitdsokkal bovithetok. A banki ligyfelek
adatbazison tapasztalt eredmények megerdsitik a K2 kutatdsi kérdésre adott korabbi
valaszunkat, amely szerint a HGHK algoritmus modelljeinek tesztmintan mért becslési
pontossaga nagysagrendileg nem marad el az értekezésben vizsgalt egyéb algoritmusok altal
javasolt modellek teljesitményétdl. So6t, a 6. tdblazatban k6zolt eredmények alapjan az is
kijelenthetd, hogy HGHK algoritmus modelljének banki iigyfelek adatbazison elért becslési
pontossaga a Yang — Zhang (2018)-féle valtozoszelekcid nélkiilli GLM modell teljesitményét
meghaladja, és a szerzok altal legpontosabbnak tartott LightGBM modell teljesitményétdl sem
marad el jelentdsen. Tovabba, a HGHK algoritmus az egyetlen a vizsgalt algoritmusok koziil
a banki tigyfelek adatbdzison, ami a concurvity jelenségtdl teljesen mentes valtozohalmazt
javasol. Ez utobbi eredményt még a concurvity jelenségre kontrollald mRMR ¢és HSIC-Lasso
algoritmusok sem tudjak minden esetben biztositani, mivel a jelenséget az algoritmusok csak
magyarazovaltozo-paronként vizsgaljak.

A banki tlgyfelek adatbazison a teljesitménymetrikak fliggvényében valtozatosabb
eredményeket tapasztaltunk, mint a 9. fejezet betongerendak adatbazisan. Itt a két concurvity
korlatokat egyik valtozoban sem sérté modellt, a HGHK-t és a dontési fat vizsgaljuk, akkor
elmondhato, hogy becslési pontossdg szempontjabdl kiegészitik egymast. Azonban, a banki
csddkockazati elemzésekben a dontéshozoknak a ,,Recall-jellegli” metrikak a relevansabbak,
amiben a HGHK Iényesen jobban teljesit, mint a dontési fa modell. Emiatt azt javasolhatjuk,
hogy HGHK algoritmus modellje alapjan érdemes azonositani a nem redundans hitelkockazati
tényezoket.

A HGHK algoritmus megfeleld teljesitménye (concurvity jelenségtél mentes valtozohalmaz
mellett a teljesitménymetrikdk korében hasonld pontossag elérése, mint a tobbi vizsgalt
algoritmus esetén és a varhato futasidé elfogadhatdsaga a tobbi vizsgalt algoritmuséhoz képest)
a banki tigyfelek adatbdzison megerdsiti a K4 kutatasi kérdésre adott valaszunkat is: érdemes
algoritmus tobb véletlen kezdeti memoriabol torténd futtatasaval kezelni kisebb generacioszam

mellett.
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11. A HGHK algoritmus skalazhatosaganak vizsgalata virtualis
architekturak segitségével

A skalazhatosag altalanos definicidja alapjan a fogalom egy rendszer azon tulajdonsagat jelenti,
hogy képes megnovekedett feladatmennyiséget kezelni 0j erdforrasok bevonasaval vagy
meglévo eréforrasok elvételével (Bondi, 2000).

A szédmitastudomany teriiletén a fenti skalazhatosag fogalom szamitogépek halozatok,
algoritmusok, programok ¢és alkalmazasok egy jellemz6 tulajdonsaga. Példaul egy keresomotor
azon tulajdonsaga, hogy potldlagos hardvereréforrasok igénybevételével képes kiszolgalni egy
folyamatosan novekvé felhasznaloszamot és indexalandd témamennyiséget (Kenmeth et al.,
2008).

A skalazhatosdg két csoportjat kiiloniti el a szakirodalom: horizontdlis és vertikalis
skalazhatosag (Michael et al., 2007).

Horizontalis skalazas esetén tobb csomopontot adunk (vagy vesziink el) egy rendszerhez.
Példaul, uj szamitogépet tesziink elérhetové egy elosztott médon mikodd alkalmazasnak.
Példaul egy webalkalmazast egy helyett harom szervergépen futtatunk. Magas
teljesitményigényli szamitastudomanyi alkalmazasok a szeizmikus hullamok elemzése és
a biotechnoldgia teriiletén horizontélis skéaldzas segitségével valositjak meg olyan feladatok
koltséghatékony megoldasat, amelyekhez kordbban draga szuperszamitogépek alkalmazasara
volt sziikség. A komplex tarsadalmi halozatok elemzése jelenleg kimeriti a legnagyobb
teljesitményli szuperszamitogépek kapacitasat is, igy a legtobb probléma a teriileten csak
skalazhat6 rendszerek segitségével vizsgalhato (Ali, 2019).

Ezzel szemben, vertikalis skéalazas esetén tobbleteréforrast juttatunk a vizsgalt rendszer
egy csomoépontjahoz. Ez jellemzden egy személyi szadmitégép vagy munkadllomas
processzormagjainak szamanak vagy RAM méretének novelését (vagy csokkentését) jelenti
(Ali, 2019).

A tobbleteroforrassal ellatott rendszerek alaposabb tervezést igényelnek, hiszen a rendszer
kiilonbozé feladatait allokalni sziikséges az 1 eréforrdsokhoz. EbbOl addddan olyan
jelenségeket is kezelni kell, mint az ateresztéképesség tobb processzormag esetén €s az
er6forrasok részeredményeinek aggregalasabol adodo késleltetés. Tovabba, azt is fontos szem
eldtt tartani, hogy bizonyos rendszerek horizontalisan nem is skalazhatok (Zomaya, 2021).
Jelen értekezésben a HGHK algoritmus vertikalis skalazhatosadgat vizsgaljuk meg, hiszen
a memoridban 1év6 megoldasokhoz tartozéo modellek szimultan kiszdmitasanak hatékonysaga

fligg az alkalmazott processzormagok szamatdl az algoritmus futtatasdra hasznalt személyi
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szamitogépen. Az algoritmus skalazhatdsag-vizsgélatanak kereteit a 11.1. alfejezetben

ismertetjlik, mig az elvégzett numerikus kisérletek eredményeit a 11.2. alfejezetben mutatjuk
be.

11.1. A HGHK algoritmus skalazhat6sag-vizsgalat keretei

A HGHK algoritmus vertikalis skalazhatosagat a memoriaban 1évé megoldasokhoz tartozo
modellek szimultdn kiszamitasara allokalt processzormagok szamanak fiiggvényében
vizsgaljuk. A vizsgalatot a banki tligyfelek adatbazison végezziik el, hiszen a 9.1. és 10.5.
alfejezetek eredményei alapjan a vérhato futasidé egyértelmiien ebben, a nagyobb méretii
adatbazisban meghatarozo6 kérdés a HGHK algoritmus hatékonysaga szempontjabol.

A 9. ¢és 10. fejezetekben elvégzett numerikus kisérletek mogotti hardverkonfiguracid az
1. fejezetben megadott személyi szamitogép volt, amelynek relevans paraméterei:
12 processzormag, 2,20 GHz alapsebességgel és 8 GB RAM. A skalazhatésag numerikus
vizsgalatahoz hasznalt hardvererdforrasok korét Microsoft Azure Data Science Virtual
Machine segitségével bdvitjik. A  platformon egyetemi kornyezetben elérhetd
hardverkonfiguraciok segitségével 4, 8, 12 és 16 maggal és 2,60 GHz alapsebességgel
rendelkezd Intel Xeon Platinum 8272CL processzorok érhetdk el, 24 GB RAM-mal kiegészitve
(Etaati, 2019).

A numerikus kisérleteket a 12 processzormagos konfiguracio esetén is megismételjiik, hiszen
az eltér6 RAM kapacitast is figyelembe kell venni a 9. és 10. fejezetekben hasznalt
hardverkonfiguraciohoz képest a HGHK algoritmus parhuzamositott teljesitményeinek
Osszehasonlitasa soran.

A skalazhatosag numerikus vizsgalata el6tt elengedhetetlen megallapitani a legfontosabb
viszonyitasi alapot, a parhuzamositas altal elérhetdé maximalis gyorsitas mértékét, korlatlan
szdmu elérhetd processzormag esetén. Ezen felsd hatar megallapitdsdhoz Amdahl-torvénye
alkalmazhaté (Amdahl, 1967) (Rodgers, 1985) (Bryant, 2016). Amdahl-térvénye a teljes
feladat/algoritmus parhuzamositds miatti sebességnovekedésének felsd hatarat (44) modon

hatarozza meg.

s=— 1 (44)

1-p)+ %
(44)-ben s jeloli a sebességndvekedést, ami a parhuzamositassal elérhetd az algoritmus
parhuzamos végrehajtasra alkalmas részében. Tovabba, p jeloli az algoritmus egy
processzormagon torténd végrehajtasa soran a futdsidének azon hanyadat, amit az algoritmus

parhuzamosithat6d része kitesz. Ez egy egyszerii példan azt jelenti, hogy ha egy algoritmus
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futasidejének 30%-a parhuzamos kiszdmitasra alkalmas, és a parhuzamositassal ezen rész

az algoritmusban 2-szer gyorsabban végrehajthatd, akkor Amdahl-torvényében p = 0,3 és

1 1 _
a-p+E T (1-03)+%

s = 2. Ezek alapjan pedig az algoritmus Osszességében legfeljebb S =

1,18-szor gyorsabban végrehajthato a soros futtatashoz képest.

A HGHK algoritmus 7. abran adott folyamatabraja, valamint a 7. és 10. fejezet alapjan az
algoritmus parhuzamosithato része az uj egyedek generdldsa és az egyedekhez tartozo6 GAM-
ok kiszamitasa, ami a genetikus algoritmustol 6rokolt egyedkezelés miatt szimultan
megoldhatd. A HGHK algoritmust nem parhuzamositott modon, 20-as replikacioszdmmal
futtattuk banki tigyfelek adatbazison, a 10.4. fejezetben megadott paraméterekkel.
A futtatasokbol megallapithato, hogy a 20 futtatasban a teljes futasidonek atlagosan 92,259%-
at teszi ki a parhuzamosithat6 egyedgeneralas, 6,345%-pontnyi szorassal. Ez alapjan varhatéan
a HGHK futasidejének legalabb 89,3%-a parhuzamosithat6, 95%-0s konfidencia-intervallum
alsé hatara szerint. Tehat, a HGHK esetében p = 0,893.

Az algoritmus parhuzamosithato részében elérheté maximalis sebességndvekedés mértéke (s)
a HGHK-ban a nagyjabol populacio méretével egyezhet meg elsé benyomasra. Hiszen, ha egy
populacidban szereplé minden egyedhez tartozd6 GAM kiszamitasat kiilon processzormagon
lehet végezni, akkor az Osszesitett futasidé a leghosszabb ideig tarto6 GAM szamitasi idével
egyezik meg, mig teljesen soros feldolgozas esetén minden GAM kiszamitasi ideje
Osszeadddna, és ez az Osszeg varhatdéan egy GAM datlagos szamitasi idejének populacid
méretszerese lenne. Természetesen, ez csak nagysagrendi kozelités, hiszen a modellben 1évo
valtozok szdma sztochasztikussa teszi a kiilonbozd egyedekhez tartozo GAM-ok kiszamitasi
idejét.

Ugyanakkor, nem szabad arr6l megfeledkezniink, hogy a 2. iteraciotdl kezdve minden
populédcioban lesznek egyedek, amik valtoztatds nélkiil o6roklédnek az el6zd iteracio
populécigjabol a 7.2. fejezet (30) formuldja alapjan. Az orokolt egyedekhez tartozo
GAM-okat nem szamitja Ujra az algoritmus, igy ezek nem lesznek részei a parhuzamositas
miatti gyorsitasnak. Ebbdl adodoan s megadasdhoz korrigdlnunk kell a populacio méretét
a populacioban jelen 1évd orokolt egyedek atlagos ardnyaval egy futtatds soran. Ennek
becsléséhez a HGHK nem péarhuzamositott, 20-as replikacidval torténd futtatasa soran (amely
futtatasok alapjan alapjan p-t is meghataroztuk) elmentettiik minden populacioban az 6rokolt
egyedek szamat, amit a teljes populacid méretéhez, 60-hoz aranyositottunk. Mivel egy
replikacio soran az algoritmust 5 véletlenszeri induld populacioval is megfuttattuk, és

egy futtatas 6 iteracioig tartott, igy egy 20 X 5 X 6 = 600 elem{i mintabol meg tudjuk adni
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az Orokolt egyedek varhatd ardnyanak 95%-os megbizhatosagi konfidencia-intervallumat.
Az eredményekbdl a konfidencia-intervallum felsd hatdrat haszndljuk a populécié méret
korrekcidhoz, hiszen a mi szempontunkbdl ez prudens becslés: a tobb ismétlddés rontja
a parhuzamositassal elérhetd gyorsitds mértékét.

A 600 elemii mintdban az 6rokolt egyedek atlagos aranya 10,55%, 10,05%-pont széréssal.
Ezzel a 95%-0s konfidencia-intervallum fels6 hatara a varhato aranyra 11,36%. Ezzel a HGHK
esetében az Amdahl-torvény szerinti s = pop_meret - (1 — 0,1136). Ami a 10.4. fejezetben
megadott 60-as populacié méret mellett s = 60 - (1 — 0,1136) = 53,2-t jelent.

Osszességében tehat a HGHK algoritmusban Amdahl-térvénye alapjan maximélisan S =

1 1 rpr ‘ 7 . ;o c 7
5595 = 8,078 =~ 8-szoros gyorsitas lenne elérhetd korlatlan szdmu elérhetd

42 1o 0893
1-p)+5  (1-0,893)+ 232

processzormag esetén a soros végrehajtashoz képest.

Természetesen, mint korabban jeleztiik ez a 8-szoros sebességnovekedés a parhuzamositassal
egy elméleti maximum, amelynek eléréséhez sziikséges eréforrasok (kb. 53 processzormag)
nem allnak a rendelkezésiinkre.

Ugyanakkor, Amdahl-torvénye segitségével megbecsiilhetd a varhatd gyorsitas mértéke az
altalunk elérheté 4, 8, 12 és 16 mag mellett is. Hiszen, ezen esetekben az algoritmus
parhuzamosithatd részében elérhetd maximalis sebességndvekedés mértéke (s) az elérhetd
processzormagok szdmaval fog megegyezni. Ekkor nem is sziikséges korrigalni az 6rokolt
egyedek atlagos ardnyaval, mivel eleve nincs annyi erdforrasunk, hogy az alkalmazott
pop_meret paraméternek (esetiinkben 60) akar csak a felét kitevd egyedekhez tartoz6 GAM-

okat kiilon processzormagokon szamitsuk ki. Ezek alapjan pl. 4 processzormag esetén

az elérhetd maximalis gyorsitds mértéke Amdahl-torvénye alapjan 0893) s 2% — 3,03-
’ 4

szoros. A tobbi vizsgalt magszam esetén az eredményeket a 8. tablazat tartalmazza.

Magok Gyorsitas mértéke
szama (Amdahl)

1 1,00

4 3,03

8 4,57

12 5,51

16 6,14

8. tablazat: A vizsgalt processzormagok szaima mellett elérheté maximalis gyorsitas mértéke a HGHK
algoritmusban Amdahl-térvénye szerint. Forras: sajat szerkesztés.
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Lathatjuk, hogy a 16 mag esetén elérhetd 6,14-szeres maximalis gyorsitas is mar elég kozeli
érték a 10.4. alfejezet beallitdsainak megfeleld 60-as populdcioméret mellett elérhetd abszolut
maximalis 8,08-szoros gyorsitashoz is (amihez kb. 53 mag alkalmazasa sziikséges).

11.2. A HGHK skalazhatosag-vizsgalatanak numerikus eredményei

A 11.1. fejezetben ismertetett elvek mentén elvégzett numerikus kisérletek eredményeit

a 9. tablazat szemlélteti.

Magok | Atlagos futisidé Futasidok Futasidok relativ Atlagos gyorsitis
szima (perc) szérasa (perc) szérasa (%) mértéke

1 550,910 32,876 5,97% 1,00

4 191,560 12,587 6,57% 2,88

8 166,727 13,776 8,26% 3,30

12 148,633 16,293 10,96% 3,71

16 118,203 45,487 38,48% 4,66

9. tablazat: A HGHK skalazhatosag-vizsgalatanak numerikus eredményei. Forras: sajat szerkesztés.

A 9. tablazat alapjan a numerikus vizsgalatok megerdsitik, hogy mar 4 processzormag
alkalmazdsa is majdnem 3-szoros gyorsitast képes elérni a HGHK algoritmus varhatd
futasidejében. Viszont, a magok szamanak 8-ra, illetve 12-re novelése igazan latvanyos érdemi
gyorsitast nem okoz, 12 mag esetén is csak 3,71-szeres gyorsitast ériink el a soros
végrehajtashoz képest, szemben az Amdahl-torvény alapjan lehetséges 5,51-gyel. A kovetkezo
jelentdsebb gyorsulds a varhato futdsidoben 16 mag alkalmazésa esetén kdvetkezik be, amikor
a soros végrehajtashoz képest mar 4,66-szoros gyorsitast tudunk elérni, és a varhato futdsidd
mar 2 ora (120 perc) alatti. Azonban, 16 mag esetén a futdsidok relativ szorasaban is jelentds
emelkedést tapasztalunk. Az egyes konkrét futdsidok a varhatod futdsidé majdnem 40%-0S
kornyezetében ingadoznak atlagosan. Ez a 12 mag esetéhez képest majdnem 4-Szeres
bizonytalansdg novekedést eredményez, ami szerint a 118 perces atlagos futdsidéhoz képest
egy 45 perces eltérés is még egy atlagos eltérésnek szamit 16 mag esetén. Tovabba, a 4,66-
szoros gyorsitds is messze van az Amdahl-torvény segitségével meghatarozott 6,14-szeres
maximumtol. A numerikus eredmények altal kimutatott gyorsitds mértékeket a soros
végrehajtashoz képest érdemes kiilon abran 6sszevetni az Amdahl-torvény alapjan szamolt

maximalis értékekkel (8. tdblazat). Az dsszevetés eredményei a 20. dbran lathatok.
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20. abra: A HGHK algoritmuson a parhuzamositas altal elért atlagos gyorsitas mértéke és az Amdhal-térvény
segitségével szamitott maximalis gyorsitas mértéke az alkalmazott processzormagok szamanak fiiggvényében.
Forras: sajat szerkesztés.

A 20. abrarol leolvashat6, hogy mig 4 processzormag alkalmazésa esetén a numerikusan mért
varhat6 gyorsitds 1ényegében megegyezik az Amdahl-torvény segitségével szamolt
maximummal, addig 8 mag esetén a két érték mar jelent6sen eltér. Viszont, 12 és 16 mag esetén
a kiilonbség az empirikus és a maximalis érték kozott szlikiilni kezd, noha ez a jelenség 16 mag
esetén mar nem elhanyagolhatdé mértéki relativ szoras mellett torténik. Emiatt a maximalis
gyorsitas mértékéhez torténd kozelitést 16 mag esetén nem szabad altalanos tendencianak
tekinteni a magas szor6das miatt a vizsgalt futtatasok kozott. Tovabba, a numerikusan mért
véarhato gyorsitasok novekedési iitemének tendencidja is megtori az Amdahl-térvény alapjan
varhat6 logaritmikus fiiggvényformat: 8 és 12, valamint 12 és 16 mag kozott a novekedés liteme
magasabb, mint 4 és 8 mag kozott (bar 12 és 16 mag kozott ismét figyelembe kell venni
a 16 magos eset magas relativ szorasat).

A 8 magtol tapasztalt jelenségek (novekvd relativ szords, logaritmikustol eltéré gyorsitas
novekedési titem ¢&s jelentdsebb eltérések az empirikus €s a maximalis gyorsitas mértéke kozaott)
mogott egységesen a HGHK 9.3. alfejezetben megadott, az algoritmus véletlen elemeit
preferald optimalis paraméterezés all. Hiszen az optimalis paraméterezés (alacsony kezdeti
HMCR és magas kezdeti bw valdszinliségek) esetén a HGHK iteracioi sordn egy populdcioban
a nem az el6zd populaciokbol 6roklédé egyedek tobbségének generaldsa soran a véletlen
hatdsok domindlnak. A 10.1. alfejezetben vizsgaltuk mar 100 véletlenszeri egyedet
(valtozokombinaciot) szimulalva egy GAM atlagos kiszamitasi idejét a HGHK-ban is
alkalmazott 5000 elemi tanitohalmaz esetén. A HGHK viselkedésének megértéséhez 8§ mag
feletti parhuzamositas esetén a 100 szimulalt egyedhez tartoz6 GAM-ok kiszamitési idejeinek

eloszlasat érdemes tanulmanyozni a 21. abran talalhat6 hisztogram segitségével.
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21. abra: A 10.1. fejezetben vizsgalt 100 véletlenszeriien generalt magyarazovaltozo részhalmazhoz tartozo
GAM-ok kiszamitasi idejének hisztogramja. Forras: sajat szerkesztés.

A 21. 4bra hisztogramja alapjan a kiilonbozd valtozokombinacidok esetén a szimulacidoban
vizsgalt 100 GAM szamitasi ideje enyhén jobbra elnyulo eloszlasu 1 kiugrd pont kivételével,
ahol a futasidé 0,391 perc, ami a futdsidék 95. percentilisének (0,267 perc) majdnem
1,5-szorose. Tehat, a szimulacio alapjan azt mondhatjuk, hogy 1% koriili a tapasztalati
valoszinlisége annak, hogy egy jelentds mértékben kiugrd futasidejic GAM-mal rendelkez6
valtozokombinacié keriiljon be egy populdcido egyedei koz¢. Ami azért tud problémakat
okozni a parhuzamositas sordn, mert azt a processzormagot, amin a kiugré futasidejiit GAM
szamitasa fut, a tobbi processzormagnak (amiken tGbbnyire atlagos futasideji GAM-ok
szamitasa zajlott) ,,be kell varnia” miel6tt elkezdddik a szelekcidos miivelet a populacioban.
Mindez azért sziikséges, hogy az atlagos célfiiggvény érték (30) formulaval megadhato legyen
a populacidban. (30) viszont csak az §sszes egyed ismeretében szamithatd egy populacioban.
A leghosszabb futasidovel rendelkez6 egyed bevarasa miatt a HGHK minden iteracidjaban igy
lesz egy holtidd, amikor egy processzormag kivételével a tobbi nem dolgozik.

A holtidé miatti futdsidd veszteség az alkalmazott processzormagok fliggvényében nd, mivel
a kihasznalatlan processzormagok szamat novelik az extra magok. A holtiddben nem hasznalt
magok szadmanak novekedésével pedig nd a tavolsag az empirikusan mért gyorsitads és az
Amdahl-torvény alapjan meghatarozott maximalis gyorsitas k6zott. Az, hogy 16 mag esetén
mar Ujra kozeliti az elméleti maximumot az empirikus gyorsitds a 20. 4bran, annak a
kovetkezménye, hogy atlagosan tobbet nyer a HGHK a tobblet magokkal abban a szakaszban,
amikor mindegyik mag kihasznéltan miikddik, mint amennyit a holtidében elveszit.
Ugyanakkor, ez az atlagok szintjén tapasztalt jelenség nem tekinthetd altalanos tendencianak

a magas relativ szoras miatt.
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A magas relativ szoras oka 16 mag esetén az, hogy a holtid6 hossza attél fiigg, hogy
a populacioban 1évé kiugroan hosszit GAM szamitasi idOvel bird egyed mennyire szamit
sem, akkor a holtidok elég rovidek tudnak lenni, igy az algoritmus egészének futasidejében meg
lehet kozeliteni az Amdahl-torvény szerinti maximalis gyorsitast. Azonban, ha sok
populacidban taldlhaté nagy mértékben kiugrd szamitdsi idejii egyed, akkor az ezek miatt
bekovetkezd holtidé kumulalva a teljes algoritmuson végzett gyorsitast is messzire teheti az
elméleti maximumtol. Mivel a HGHK optimalis paraméterezésében az algoritmus véletlenszerti
elemei dominalnak, igy a kiugro szamitasi idejii egyedek jelenléte a populaciokban konnyen
magas ingadozast mutathat. Ezen ingadozas hatasa azért a 16 magos esetekben jelenik meg
dominansan, mert a kihasznaltalan magok magas szdma miatt itt a legnagyobb ezen
véletlenszer(l kiugro értékek miatti holtidd hatasa a HGHK teljes futasidejére.

Jelen fejezetben csak olyan numerikus vizsgéalatokat végeztiink, ahol a maximalis gyorsitas
mértéke Amdahl-torvénye segitségével jol becsiilhetd, azaz teljesiil az a feltétel, hogy a vizsgalt
probléma mérete alland6. Ez esetiinkben ugy értendd, hogy a HGHK-ban alkalmazott
populacioméret, tehat a HGHK parhuzamosithaté részének mérete allando, az algoritmus
véletlen elemeit (az 6rokolt egyedek ardnya egy populacidban, a kiugrd szamitési idével bird
egyedek jelenléte egy populacidoban) leszamitva. A numerikus gyorsitasi eredmények eltérése
az Amdahl-térvény alapjan szamitotthoz képest a HGHK véletlen elemeinek dominancidjaval
magyarazhat6 az alkalmazott optimalis paraméterezésben.

A kutatas tovabbfejlesztése soran vizsgalhato a HGHK skalazhatosaga a Gustafson — Barsis
torvény alapjan is, ami az Amdahl-torvénnyel ellentétben nem allandé problémaméretet
feltételez, hanem azt, hogy a probléma mérete ardnyosan nd a bevont processzormagok
szamaval, igy nagyobb méretli feladatok oldhatok meg a futdsidé novekedése nélkiil
(Gustafson, 1988). Ez a HGHK esetében a populacioméret igazitasat jelentené az elérhetd
processzormagok szamahoz. A HGHK javasolt populédcioméreteinek megallapitasa az elérhetd
processzormagok szamanak fiiggvényeében tehat tovabbi kutatdsok targyat képezheti. EQy
optimalis populacioméret azonositasaval lehetéség van a parhuzamositds miatti gyorsitas elvi
mértékének jobb megkozelitésére is.

Jelen alfejezet eredményei alapjan a K5 kutatési kérdés masodik, a HGHK skalazhatosagat
érintd részEt is meg tudjuk valaszolni. Az empirikus vizsgélatok alapjan az Amdahl-térvénye
szerint parhuzamositassal elérhetd maximalis gyorsitds mértékét a HGHK 4 mag esetén eléri,

mig a tobbi esetben némileg elmarad téle, aminek hatterében az algoritmus véletlen elemeit
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preferald optimalis paraméterezés kovetkeztében bekovetkezd holtido all. Ez a holtidé magas

relativ szorddast is okoz a 16 magos hardver konfiguracion tapasztalt futasidokben.
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12. A HGHK algoritmus gyakorlati korlatai, tovabbi kutatasi
iranyok

A HGHK algoritmus altal javasolt GAM-ok legjelentdsebb hatranya bizonyos alkalmazasokban
a kihagyott valtozok okozta torzitas lehet. A jelenségre Wooldridge (2016) alapjan adunk egy
intuitiv ismertetdt linearis esetre.

Tegyiik fel, hogy egy normalis eredményvaltozoval és identitas link fiiggvénnyel adott GLM-
et vizsgalunk, ahol tudjuk, hogy az eredményvaltozot a kovetkezé modell irja le tokéletesen:
Y = By + B1Xq + X, + €. Tovabba tegyiik fel, hogy az is ismert, hogy X, magyarazovaltozo
kifejezhetd X; segitségével X, = &y + 6;X; + { moddon, ahol §,,8, a regresszios modell
paraméterei és ¢ a modell hibatagja. Ebben az esetben tehat X, és X; kozott bizonyos mértéki
multikollinearitds biztosan fennall.

Vizsgaljuk meg mi torténik, ha az eredeti, két magyarazovaltozot haszndlo regresszids modell
egyenletébe beirjuk a magyarazovaltozok kozti Osszefuggést: Y = By + B1X1 + B2(8o +
X1+ +e=(Bo+ B26y) + (B + P20)X1 + (e+B20). Az  eredményiil  kapott
regresszids modellben csak egy magyarazovaltozo, X; szerepel, melynek egyiitthatdja
(B1 + B,61). Azaz X, magyarazovaltozd onalld marginalis hatasa Y-ra megjelenik X,
regresszids egylitthatojaban. Amennyiben ugy épitiink regressziés modellt ebben a példéban,
hogy X,-t nem szerepeltetjiik a magyarazovaltozok kozott, akkor a valtozé hatasa a vele
regresszids Osszefiiggésben allo X; valtozo egyiitthatdjaba ,,koltozik™” a modellben, és a 5,6,
tagot hivjuk az 0 X; egyiitthatoban a modellbdl kihagyott X, valtoz okozta torzitasnak. Hiszen
innent6l kezdve X; egyiitthatoja nem csak X; valtozo kozvetlen Y-ra gyakorolt hatdsat
hordozza, hanem az X, valtozon keresztiil gyakorolt kdzvetett hatasat is.

A kihagyott valtozo6 okozta torzitds a nem-linearis GAM modellekben is fennallhat a concurvity
jelenség 5.3. alfejezetben megfogalmazott definicidja miatt. Concurvity jelenség esetén ugyanis
egy f; figgvény U k].Dk]. matrixszal reprezentalt bazisfiiggvényeinek linearis kombinacidjaval

Amennyiben a kérdéses X..; véltozot elhagyjuk a GAM egyenletébdl, akkor a Uy Dy,
matrixszal reprezentalt bazisfiiggvények hatasa U kD matrixhoz tartozé Lij egylitthatovektor
elemeiben ,,jelenik meg” a linearis esethez hasonlé modon.

A kihagyott valtozok okozta torzitasa megjelenése a HGHK algoritmus 4ltal javasolt
modellekben majdnem biztosra vehetd, hiszen a concurvity jelenség sziirésével pont azt akarjuk

elérni, hogy az egymassal nem jelentds mértékben Osszefiiggd, de az eredményvaltozdval

szoros kapcsolatban 1év0 magyarazovaltozokat automatikusan azonositsuk. Azon
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magyarazovaltozok, amik rendelkeznek ezzel a két tulajdonsaggal, értelemszeriien bizonyos
kihagyott valtozok eredményvaltozora gyakorolt hatasat is reprezentaljak. Gyakorlatilag pont
ezért kerestiik 6ket. Példaul a banki tigyfelek adatbazis vizsgalata esetében a HGHK algoritmus
modelljében kifejezetten elonyds, hogy csak a PAY 0 valtozo jelenik meg, hiszen ez a valtozo
az Osszes tObbi PAY X valtozé hatasat magaban hordozza a csédvaldszintiségre. Hasonldan,
a modellben szerepld PAY AMT3 valtoz6 minden bizonnyal magaban hordozza az §sszes
tobbi PAY AMTX és BILL AMTX valtozé csédvaldszinliségre gyakorolt hatasat. De jelen
vizsgalatban a modellnek ez a torzitds nem hatranya, hiszen azonositottunk egy sziik
valtozohalmazt, amivel elég jo pontossaggal és konnyen értelmezheté moddon leirhatdé az
igyfelek csddvaloszintisége. A kinyert informacio segitségével pedig a bank tigyfélkapcsolati
osztalya szamdara egyszerl szabalyokat tudnak az elemzok megfogalmazni arra nézve, hogy
mikor kell egy tligyfelet intervenialni amiatt, mert nagy valdszinliséggel a kovetkezd honapban
cs0dot jelent.

Viszont, vizsgaljunk meg egy masik, némileg sarkitott példat. Tegylik fel, hogy szeretnénk
megvizsgalni, hogy az USA kiilonboz6 telepiilésein regisztralt koronavirus fertézottek szamat
a telepiilések milyen egyéb tényez6i magyarazzak. Lehet, hogy hallottunk arrél az sszeeskiivés
elméletr8l’, hogy a koronavirus fertézéseket valéjaban az 5G kommunikaciora képes
mobiltelefon tornyok altal kibocsajtott elektormagneses sugarzas okozza, igy a lehetséges
magyarazovaltozok kozeé felvessziik azt is, hogy egy telepiilésen hany 5G képes mobiltelefon
torony van. A lehetséges magyarazovaltozok kozott szerepel a telepiilések népessége is, ami
szorosan korrelal az 5G képes tornyok szamaval, hiszen a nagyobb népességet tobb toronnyal
lehet kiszolgalni. Ugyanakkor, a népesség biztosan szorosan korrelal a telepiilésen regisztralt
koronavirussal fertdzottek szamaval is, hiszen nagyobb alappopulécio esetén varhatéoan tobben
fertézédnek meg. Egy ilyen szituacioban a HGHK algoritmus modellje szigoru concurvity
mértékre szabott korlat mellett akar egy olyan modellt is eredményezhet a fertézottek szdmara,
amiben az 5G tornyok szama szerepel, de a népesség nem. Ezzel a népesség hatasa a fert6zottek
szdmara az 5G tornyok szaméban jelenhet meg, ezzel azt sugallhatva, hogy igazabdl az 5G
tornyok szamanak ndvekedésével aranyosan nd a fertdézottek szama a vizsgalt telepiiléseken.
A fenti példa, mint emlitettiik is némileg sarkitott, hiszen a jelenség konnyen kezelhetd, ha egy
fore vetitve vizsgaljuk a valtozokat, de akéar abban is bizhatunk, hogy az 5G tornyok szdmanak

szerepeltetése a modellben a népesség helyett olyan mértékii csokkenést okoz a becslési

7 https://medium.com/@gabrieltraveler/are-5g-cell-towers-causing-the-coronavirus-symptoms-31be3847b870
Letoltve: 2020. 08. 14.
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pontossagban, hogy a célfiiggvényiink méar nem fogja ezt az opciot preferdlni. A példaval
csupan azt kivantuk érzékeltetni, hogy a kihagyott valtozok okozta torzitas a HGHK algoritmus
modelljeiben problémas lehet, ha az algoritmus az alkalmazott probakhoz valasztott magas
szignifikancia-szint és a szigori concurvity korlatok miatt fontos kontrollvaltozokat hagy el
a modellb6l. Ugyanakkor, fontos megjegyezni, hogy ha a HGHK altal javasolt modellek nem
is adjak meg a valos oksagi kapcsolatokat, kiindulasi alapot jelenthetnek a legfontosabb,
nem-redundans valtozok korének meghatdrozasara, amelyeket az elemzdé kifinomultabb
modellek épitéséhez kiindulopontként felhasznalhat.

A kihagyott valtozok okozta torzitas hatasanak alapos vizsgalatat tovabbi kutatisainkban
tervezzilk megtenni. Eldszor elemezni kivanjuk az alkalmazott probakhoz valasztott
szignifikancia-szint és a concurvity mértékre szabott korlat szigorisaganak hatasat a HGHK
algoritmus altal preferalt modellek magyarazovaltozoinak szdmara. Vizsgéljuk, hogy a korlatok
szigorisaganak létezik-e egy olyan szintje, ami mellett az algoritmus nem hagyja el a fontos
kontrollvaltozokat, de az értelmezést valoban karositd concurvity jelenséget okozd valtozokat
mar kisziiri a modellbdl. Amennyiben a korlatoknak egy ilyen értelemben optimalis szintje
altalanosan nem adhaté meg, a HGHK algoritmust tovabbfejleszthetjiik iigy, hogy a felhasznalo
megadhassa a magyarazovaltozoknak egy olyan korét, amelyeket az algoritmusnak
mindenképpen szerepeltetnie kell a modellben. A kihagyott valtozok okozta torzitas hatasanak
vizsgalataira jO adatbazis lehet a KSH t4jékoztatisi adatbdzisaban elérheté éves
telepiilésstatisztika. Az itt szereplé adatok alapjan meg lehet vizsgélni példaul, hogy a magyar
telepiiléseken az egy fOre jutd praktizald orvosok szdmat a telepiilés milyen egyéb tényezoi
befolyéasoljak. Egy ilyen kutatas keretében a modellben mindenképpen szerepeltetni kell
bizonyos demografiai és gazdasagi kontrollvaltozdkat: pl. népsiiriség, munkanélkiiliségi rata,
SZJA adatok alapjan becsiilhet6 egy fore jutd jovedelem stb.

Az algoritmus masodik kritikus pontja a varhat6 futdsideje nagyobb adatbazisokon. A 10.
fejezetben az algoritmus futasideje nagysagrendileg nem hosszabb egy RFE valtozoszelekcios
algoritmussal kombinalt véletlen erdonél, s6t a 11. fejezet eredményei alapjan 16
processzormag esetén varhato értékben a HGHK futasideje kedvezdbb is a véletlen erdénél (bar
a szorodas magas). Viszont, a banki tligyfelek adatbazison a modellparaméterek jelentds
valtozédsa nélkiil tudtunk alkalmazni n = 5000 elemii almintdkat a modellek tanitdsa soran.
Ez a megolddas nem mindig elérhetd. Kiilondsen akkor lehet problémas az almintdk
alkalmazasa, ha a célunk egy olyan Bernoulli-eloszlasu eredményvaltozé modellezése, amiben
a vizsgalt esemény kimondottan ritka, bekovetkezési valdszintisége csak 5-10%. llyen esetben

nem feltétleniil engedhetjiik meg, hogy olyan megfigyeléseket ne szerepeltessiink a tanitd
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mintaban, amelyeken az eredményvaltozoban vizsgalt esemény bekovetkezett. A tanitdé minta
mesterséges kiegyensulyozasa sem feltétleniil vezet mindig a megfeleld eredményre (Weiss,
2004), igy a tanitashoz sziikséges az Osszes megfigyelés hasznalata. Az ilyen esetek kezelése
miatt fontos latni, hogy a HGHK algoritmus mekkora méretli adatbazisokat tud kezelni egy
elére megadott varhato futdsidé korlaton (pl. 24 ora) beliil. Ritka események modellezésére
elssorban a biztositasi események vizsgalata soran van sziikség, igy érdemes lehet pl. De Jong
— Heller (2008) kotelez6 gépjarmii feleldsségbiztositas kareseményeire vonatkozo adatbazisat
vizsgalni tovabbi kutatasaink soran. Az adatbéazisban 67 856 megfigyelés talalhatdo és
a kdresemények relativ gyakorisaga 6,8%.

De Jong — Heller (2008) adatbazisa nagy mérete miatt a HGHK skalazhatosaganak tovabbi
vizsgalatara is alkalmas lehet. Az adatbazis nagy mérete igényli, hogy a HGHK populéacio
mérete minél magasabb legyen a tobb véletlenszerli kezddpopuldciobol torténd inditas mellett
is. Egy ilyen szituacioban pedig idealisan vizsgalhatd6 a HGHK skalazhatosaga a Gustafson —
Barsis torvény alapjan a 11.2. alfejezetben javasolt mddon, ami a populacidoméret az elérhetd

processzormagok szdmahoz igazitasat jelenti esetliinkben.
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13. Osszefoglalas és diszkusszio

Jelen értekezésben bemutattunk egy hibrid genetikus — harmoénia keresé algoritmust
altalanositott additiv modellek valtozoszelekcios feladatdnak megoldasara. A vizsgalt
hatékonysagvizsgalatat bemutatdé kutatdsunkat a Design Science moddszertan Hevner et al.
(2004) hét pontos ajanlasanak figyelembevételével valositottuk meg.

Ebben a kutatasban korszerii forrdsokra épiilé irodalomkutatds segitségével attekintettiik

crer

crer

alkalmazasdval automatizdlhatdo a spline fiiggvények rendjének és a bazisfiiggvények
szakaszhatarainak megvalasztasa. Ezzel a valtozoszelekcios feladat komplexitasa megorizheto:
tovabbra is csak a modellben szerepelé magyarazovaltozok korérdl sziikséges dontést hozni.
Felhivtuk ra a figyelmet, hogy GAM valtozoszelekcid sordn keriilendd a concurvity jelenség
a végsd modellben, ha célunk egy jol értelmezhetd modell kialakitasa, amiben a valtozok
hatasai visszafejtheték. A thin plate spline-ok fogalmainak segitségével bemutattunk egy
mértéket, amivel mérhetd a concurvity jelenség, azaz megadhato, hogy egy magyarazdvaltozo
mennyire jol kifejezhetd mas magyardzovaltozok nem-lineéris fliggvényekeént.

Az értekezésben nyolc, GAM keretben alkalmazhat6 valtozoszelekcids algoritmust mutattunk
be részletesen. Az algoritmusok attekintése sordn megallapitottuk, hogy a regularizacios elven
miikodd algoritmusok, valamint a Stepwise, GAMBoost és modositott backfitting eljarasok
egyaltalan nem kisérelnek meg a magyarazovaltozok kozotti karos concurvity jelenségre
kontrollalni a valtozoszelekcid soran.

A Hall-féle CFS algoritmus kiterjesztéseként felfoghaté mRMR és HSIC-Lasso algoritmusok
célfiiggvényiikon keresztiil torekednek elérni, hogy a végsé modellben a concurvity jelenség ne
Iépjen fel. Ugyanakkor, mindkét algoritmus a concurvity-t csak magyarazovaltozo-paronként
vizsgalja. Ezzel figyelmen kiviil hagyjak az olyan eseteket, amelyekben egy magyarazovaltozo
a modellben szerepl6 egyéb valtozok tobbvaltozos fiiggvényeként fejezhetd ki.

Bemutattuk, hogyan épithetd be a thin plate spline fliggvények alkalmazasa a linearis
valtozoszelekciot mar kezeld6 HGHK algoritmusba. Megmutattuk, hogy a HGHK algoritmus
képes kezelni kozvetleniil a concurvity mértékre vonatkozo korlatokat is a valtozoszelekcios
feladatban. Kiemeltiik, hogy az algoritmus hatékony miikddésének kulcsa a kezdeti memoria

(populéacid) j6 mindségének biztositasa. Erre két lehetséges megoldast is javasoltunk: a nagy
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memoéria méret alkalmazasat és az algoritmus tobbszori futtatasat tobb véletlen kezdeti
populacidbdl kis maximalis generacidszam mellett.

A bemutatott algoritmusokat alkalmaztuk két valos adatbazison. Mindkét esetben a HGHK
algoritmus végsé modellje tobb (a feladatban relevans) teljesitménymetrika alapjan is
a legnagyobb becslési pontossaggal rendelkez6 modell, amely teljesen mentes a concurvity
jelenségtdl. A kisebb méretli, betongerendak adatbazison torténd futtatdsok sordn vizsgaltuk
a HGHK algoritmus optimalis paramétereinek beallitasat. A vizsgalat alapjan elmondhattuk,
hogy az algoritmus hatékonyabb, ha a véletlenszeri szelekcids operatorai dominalnak, de
a szabalyszerli elemek teljes elhagyasa nem kifizetdd6. A kezdeti populacid mindségének
biztositdsahoz hatékonyabb modszer az algoritmus tobb véletlen kezdeti populaciobol torténd
futtatasa kis maximalis generaciészam mellett. A nagyobb méretii, banki iigyfelek adatbazison
bemutattuk, hogy a memoridban 1évd egyedekhez tartoz6 modellek parhuzamos kiszamitasaval
az algoritmus varhato futasideje rovidithetd. Ugyanakkor, a HGHK algoritmus alkalmazasakor
nagyobb adatbazis esetében a futasidd igy is jelentds, bar hasonld nagysagrendii, mint egy
véletlen erd6 algoritmus RFE valtozoszelekcioval kombindlva. A HGHK skalazhatdsagat
a banki tligyfelek adatbazison négy virtualis hardver architekturan vizsgaltuk, melyeken az
algoritmus péarhuzamositasat rendre 4, 8, 12 és 16 processzormagon hajtottuk végre.
A numerikus eredmények alapjan az Amdahl-torvénye alapjan elérheté maximalis gyorsitas
mértékét a 4 magos architektira er6sen megkozeliti, mig a 8, 12 €s 16 magos architektirdkon
nagyobb eltérések mutatkoznak. Rdadésul, a 16 magos architekturan az eredmények relativ
szorasa is jelentds. Mindkét jelenség hatterében a HGHK algoritmus véletlen elemeit preferald
optimalis paraméterezés kovetkeztében bekdvetkezd holtidd all.

Mindezek alapjan jelen értekezés K1-K5. kutatasi kérdéseire tételesen is valaszolni tudunk.
Ezen kutatési kérdésekre adott valaszok tekinthetdk az értekezés téziseinek.

K1. Az els6é kutatasi kérdés a HGHK algoritmus GAM Kkeretre torténd kiterjesztését
vizsgalta a dontési valtozok ¢és egyedreprezentacid szempontjabol. Az 5.2.
alfejezetben részletesen bemutatott thin plate spline fiiggvények segitségével a 7.
fejezetben megmutattuk, hogy GAM keretben a spline fiiggvények rendjének és
a szakaszhatarok helyének megvalasztasa automatizalhato. Ezzel pedig a lineéris
esetben alkalmazott dontési valtozokon ¢€s binaris egyedreprezentacion nem
sziikséges valtoztatni.

K2. A masodik kérdés a HGHK algoritmus altal javasolt modellek mindségére
koncentralt. A 9. és 10. fejezetben bemutatott két numerikus példa eredményei

alapjan elmondhatjuk, hogy a HGHK algoritmus modelljeinek tesztmintdkon mért
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K3.

becslési pontossaga nagysagrendileg nem marad el az értekezésben vizsgalt egyéb
algoritmusok altal javasolt modellek teljesitményétdl. Sot, a 6. tablazatban kozolt
eredmények alapjan az is kijelenthetd, hogy a HGHK algoritmus modelljének banki
tgyfelek adatbazison elért becslési pontossaga a Yang — Zhang (2018)-féle
valtozoszelekcio nélkiili GLM modell teljesitményét meghaladja, és a szerzok altal
legpontosabbnak tartott LightGBM modell teljesitményétél sem marad el jelentésen.
Tovabba, a HGHK algoritmus az egyetlen a vizsgalt algoritmusok kd&ziil, ami
a concurvity jelenségtol teljesen mentes valtozohalmazt javasol. Ez utobbi eredményt
még a concurvity jelenségre kontrollal6 mRMR ¢és HSIC-Lasso algoritmusok sem
tudjak minden esetben biztositani, mivel a jelenséget az algoritmusok csak
magyarazovaltozo-paronként vizsgaljak. A 8. fejezetben bemutatott betongerendak
adatbazison az mRMR algoritmus képes concurvity jelenségtdl teljesen mentes
valtozohalmaz azonositasara (2. tdblazat), &m a javasolt modell becslési pontossaga
elmarad a HGHK algoritmus modelljét6l, valamint a betongerendak adatbazison az
mRMR algoritmusban alkalmaztuk azt az a priori ismertet, hogy a korlatoknak
megfeleld globalis optimumban a magyarazovaltozok szdma négy. A betongerendak
adatbazis esetében az eredmények robusztusnak tekintheté a vizsgalt
teljesitménymetrikdk korében. Az egyetlen masik concurvity korladtot nem sértd
mRMR modellhez képest minden metrikdban pontosabb becsléseket szolgaltat
a HGHK altal javasolt GAM. A banki tigyfelek adatbazison a teljesitménymetrikak
fliggvényében valtozatosabb eredményeket tapasztaltunk. Ezen az adatbazison a két
concurvity korlatokat nem sértd modellt a HGHK-t és a dontési fat vizsgaljuk, akkor
elmondhat6, hogy becslési pontossag szempontjabol kiegészitik egymast. Azonban,
a banki cs6dkockazati elemzésekben a dontdshozdknak a ,,Recall-jellegli” metrikak
a relevansabbak, amiben a HGHK Iényesen jobban teljesit, mint a dontési fa modell.
Emiatt azt javasolhatjuk, hogy HGHK algoritmus modellje alapjan érdemes
azonositani a nem redundans hitelkockazati tényezoket.

A harmadik kutatasi kérdésben a HGHK algoritmus rekombinacids operatorainak
vizsgalatat céloztuk. A 9.3. fejezet eredményei alapjan elmondhato, hogy GAM keret
esetén a HGHK algoritmusban a teljesen véletlen Uj egyed generalasra érdemes
nagyobb sulyt helyezni, de nem érdemes teljesen elhagyni a memoriabol torténd
kontrollalt egyed generalast sem. Az algoritmus paramétereinek ceteris paribus elvii
érzékenységvizsgalata alapjan a kordbbi memoridbol  torténd  valasztas

valosziniliségét (HMCR) egy kimondottan alacsony értékrdl, 5%-rol érdemes ndvelni
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K4.

K5.

35%-ig az algoritmus futtatasa soran. Tehat, a rekombinécio soran a korabbi memoria
egyedei koziil torténd valasztasra kis sulyt érdemes helyezni, de teljesen elhagyni
nem €érdemes ezt az elemet. SAt, az algoritmus futtatdsa soran a kordbbi memoriabol
torténd valasztast érdemes novelni is! Az algoritmus véletlen elemeit preferalo, de az
iranyitott elemeket is némiképp megdrzo paraméterezés hatékonysagat tamasztja ala
a9.3. fejezet azon eredménye is, hogy a memoriabol torténd uj egyed eldallitas esetén
is érdemes az algoritmus els6 Iépéseiben magas muticios (bw) valoszintséget
alkalmazni (90%), &m az indul6 érték nagyon alacsonyra (10%) csokkentése az
algoritmus futasa soran szintén kifizet6do.

A negyedik kutatasi kérdésiinkben a HGHK algoritmus optimalis memoria (vagy
populacid) méretét és kilépési feltételét vizsgaltuk. A 9.3. fejezetben, a kisebb méreti
betongerenddk adatbazison elvégzett ceteris paribus elvii érzékenységvizsgalat
ravilagitott arra, hogy az optimalis paraméterek alkalmazasa mellett a futtatasok
valamivel tobb, mint harmadaban (12/30 esetben) tigy taldlja meg az algoritmus
a globalis optimumot vagy a masodik legjobb megoldast, hogy a keresési térnek csak
kb. 0,4 részét vizsgalja at. A tapasztalat igy arra enged kovetkeztetni, hogy
elénydsebb a 7. fejezetben bemutatott mdasodik stratégiat alkalmazni a kezdeti
memoriak rosszabb mindségének kezelésére: Egy futasidoben konnyen kezelhetd,
kisebb memoria méretet valasztunk, és tobb véletlen kezdeti memoriabol (azaz
populéciobdl) lefuttatjuk az algoritmust egy alacsonyabb maximalis generacidoszam
mellett.

Utolsé kutatasi kérdésiinkben a HGHK algoritmus parhuzamositasi stratégidira
helyeztikk a fokuszt. A 10.1. fejezetben a nagyobb méretli, banki ligyfelek
adatbazison az n = 5000 elemi almintadk mellett elvégzett kisérletek eredménye
alapjan az 5.2.4. alfejezetben bemutatott QR dekompozicid segitségével
megvalodsitott parhuzamositas esetén az 0sszes lehetséges megoldas eldallitasahoz
varhatoan 26,46 év sziikséges. Ez a varhat6 1d6 kb. 0,16-szorosara (azaz kb. 4,18
évre) csokkenthetd, ha tobb részhalmazhoz tartozd modellt szamitunk Ki egyszerre
parhuzamosan. Tehat, a HGHK algoritmusban jobban kifizetddik tobb egyedhez
tartozo modellek egyszerre torténd kiszdmitasa, mint egy modell kiszdmitasanak
parhuzamositasa. Parhuzamositas segitségével a HGHK algoritmus varhat6
futasideje a nagyobb méretli banki ligyfelek adatbazison bd két éranak tekinthetd,
ami egy RFE valtozészelekcioval kombindlt véletlen erdd algoritmus varhatd

futasidejével nagysagrendileg Osszeméretd. Tovabba, jelentdsen jobb teljesitményt
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jelent a GAMBoost algoritmus 11 ora feletti varhato futasidejénél. Az algoritmus
parhuzamositdsanak skalazhatosagat 4, 8, 12 és 16 processzormaggal rendelkezd
virtualis architektirakon végeztiik el. Az empirikus vizsgalatok alapjan az Amdahl-
torvénye szerint parhuzamositassal elérheté maximalis gyorsitas mértékét a HGHK
4 mag esetén eléri, mig a tobbi esetben némileg elmarad tdle, aminek hatterében az
algoritmus véletlen elemeit preferdld optimdlis paraméterezés kovetkeztében
bekovetkezd holtidd all. Ez a holtidé magas relativ szoérodast is okoz a 16 magos

hardver konfiguracion tapasztalt futdsidokben.

A HGHK algoritmus K1-KS5. kérdések mentén torténd vizsgalata soran az algoritmus gyakorlati
alkalmazasanak két fontos korlatjara deriilt fény. Az algoritmus altal javasolt modellek
paramétereiben a kihagyott valtozok okozta torzitds tapasztalhatd a szigoru szignifikancia és
concurvity korlatok miatt. Ez a torzitas értelmezési gondokat okozhat, ha az algoritmus fontos
kontrollvaltozokat is kihagyott a végsé modellbdl. Tovabbi korlat lehet a varhatod futdsidd
szempontjabol, ha ritka eseményt leir6 Bernoulli-eloszlast eredményvaltozé modellezése
a feladatunk. Ugyanis, ekkor nem feltétlen tudunk élni a n = 5000 elemii almintdk
alkalmazasédval. A skalazhatdsag (tobb processzormag alkalmazasa) javit a varhat6 futdsidon,
am magas magszam esetén a futdsidok szorddasanak novekedésével kell szamolni, és az elvi
maximalis gyorsitastol valo elmaradassal.

Az azonositott korlatokat késobbi munkdinkban kivanjuk feloldani. Tervezzik a HGHK
algoritmus eredményeinek érzékenységvizsgalatait az alkalmazott probakhoz valasztott
szignifikancia-szint és a concurvity mértékre szabott korlat szigorisaganak fliggvényében.
Tovabba, tervezziik elemezni a HGHK algoritmus viselkedését a jelen tanulmanyban vizsgalt
adatbazisokhoz képest eltérd viselkedeésli, gépjarmii felel@sségbiztositasi kareseményeket
vizsgalo 1j adatbazison is. Ezek az 0j adatbazisok nagyobb méretiik miatt lehetdséget adnak
arra, hogy megvizsgaljuk a HGHK skalazhatosagat a Gustafson — Barsis torvény alapjan is. Ez
alapjan megvizsgalhatjuk, hogy a populdcioméret processzormagok szdmahoz torténd
igazitdsaval lehetséges-e a parhuzamositds miatti gyorsitds elvi mértékének jobb
megkozelitése.

Eredményeink altaldnos 0sszevetése a szakirodalom eredményeivel nem konnyen kivitelezhetd
feladat abbdl adodoan, hogy a GAM keretben alkalmazhat6 valtozoszelekcids algoritmusokkal
¢s azok hatékonysagéaval kapcsolatos szakirodalomban a kivalasztott magyarazovaltozok
redundancidja jellemzden nem, vagy csak korlatozott mértékben szempont, ahogy a 6. és 7.

fejezetek irodalomkutatdsai soran bemutattuk.
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Altalanossagban elmondhatd, hogy az értekezés irodalomkutatdsa soran megvizsgalt
tanulmanyokban szerepld GAM keretben miikodé valtozoszelekcios algoritmusokban a feladat
célfiiggvénye a 4. fejezet (2) formulaja szerinti alaku: modell illeszkedését torekszik javitani
a valtozoszelekcid, am a célfiiggvény biinteti olyan magyarazovaltozok bevonasat, amelyek
a modell illeszkedését nem javitjak eléggé. Egyéb korlatok (pl. multikollinearitas vagy
concurvity jelenség elkeriilésére a végsd modellben) megfogalmazasara jellemzden nem kertil
sor a valtozoszelekcid soran. Ez részben ismét annak tudhat6 be, hogy az idézett munkakban
a magyarazovaltozok hatasainak visszafejtése nem szempont. Egyediil az mRMR ¢és HSIC-
Lasso algoritmusok célfiiggvénye védekezik a modellbe valogatott valtozok kozotti
redundancia, tehat a multikollinearitas vagy a concurvity ellen. Viszont, az algoritmusok nem
kezelik azt az esetet, amikor egy magyarazovaltozo tobb mas magyarazovaltozo tobbvaltozos
fliggvényeként all elo.

Ezek az altaldnos jellemzOk nem csupan a GAM keretben miikodd valtozoszelekcios
algoritmusokra mondhatdk el, hanem Hamon (2013), Phyu — Oo (2016) &sszefoglald munkai
alapjan az altalanos, konkrét modelltdl fiiggetleniill miikkodé valtozdszelekcids algoritmusok
esetén is hasonld tulajdonsagok jellemzik az alkalmazott célfiiggvényeket. Ugyanakkor, ezen
algoritmusok esetében a magyarazovaltozok marginalis hatdsdnak meghatarozasa nem
szempont, mivel az idézett tanulmanyok szerint a legtobbszor eleve tdmaszvektor-gépekkel és
k-legkozelebbi szomszéd modellekkel alkalmazzak Oket egyiitt, amelyek James et al. (2013)
alapjan az alacsony értelmezhetdségli modellek csaladjaba tartoznak (1. abra).

A kimondottan metaheurisztika alapt valtozoszelekcios algoritmusok kdrében is a 4. fejezet (2)
alaka célfiiggvénye a legelterjedtebb, ahogy a 7. fejezet irodalomkutatasa soran tapasztaltak is
mutatjak, és a magyarazovaltozok kozotti redundancia ezen algoritmusok kérében sem jelenik
meg, mint szempont. Ez ismét annak tudhaté be Agrawal et al. (2021) szintetizal6 munkaja
alapjan, hogy a legtobb metaheurisztika alapt algoritmust is a James et al. (2013) alapjan nem
jol értelmezhetd modellek (k-legkdzelebbi szomszéd, mélytanuld neuralis haldzatok és
tamaszvektor-gépek) becslési pontossaganak javitasa céljabol alkalmazzak. Ugyanakkor,
Agrawal et al. (2021) ravilagit arra, hogy a szimplan becslési pontossagot maximalizald
algoritmusok korében is jol teljesitenek az olyan, tobb metaheurisztika elemeit 6tv6z6 hibrid
megoldasok, mint a jelen értekezés targyat képez6 HGHK algoritmus.

A becslési pontossag maximalizalasa soran Hamon (2013), Phyu — 0o (2016) és Agrawal et al.
(2021) numerikus eredményei alapjan is azok az algoritmusok nyujtanak jellemzden jobb
teljesitményt, amelyek jelen értekezés 9. és 10. fejezeteiben is kiemelkedden szerepeltek ebbol

a szempontbdl. Vagy a teljes valtozohalmazt alkalmazo (szelekcido nélkiili) elsésorban
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ensemble tipusi modellek, mint a 10. fejezetben referenciaként hasznalt LightGBM algoritmus
(Yang — Zhang, 2018), vagy az olyan ensemble megoldasok, amelyek a modellek
paraméterbecslése soran szimultan valtozoszelekciot is végrehajtanak, mint a GAMBoost. Ezen
ensemble eljarasok kozos vonasa a sajat kutatadsunkban és a hdrom idézett tanulmanyban is,
hogy jellemzGen a teljes lehetséges magyarazovaltozo halmaz nagy részét a javasolt modellben
tartjak. Tehat, ezek a szakirodalomban népszeri modellek elsésorban elérejelzé és nem
magyaraz6 modellként funkcionalnak.

Az értekezésben elvégzett szakirodalmi attekintés és diszkusszio alapjan az altalunk javasolt
HGHK algoritmus az egyetlen metaheurisztikus megoldas a valtozoszelekcios feladatra, ami
GAM modellkeretben mikodik és korlatozo feltételként a végsé modellben szerepld
magyarazovaltozok redundancia mentességét tobbvaltozds (és nem csupan paronkénti)
Osszefiiggéseket vizsgalva is biztositja.

A HGHK algoritmus kapcsan GAM keretben az értekezés eredményei alapjan elmondhato,
hogy ha a cél egy takarékos, magyarazé jellegli modell épitése az eredményvaltozora ¢€s
a futasidé sem komoly korlat, akkor a HGHK algoritmus alkalmazasa javasolt az egyéb vizsgalt

valtozoszelekcids algoritmusokkal szemben.
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Melléklet

A 9.3. alfejezetben bemutatott feltételek mellett a HGHK algoritmusra elvégzett ceteris paribus
elvii paraméter optimalizalds részletes eredményeit a betongerenddk adatbazison jelen
mellékletben ismertet;jiik.

A Memoria (Populicié) méret keresése:

A Hibrid algoritmus hatékonysaga a populacié
méret flggvényében
70,0%
60,0%
50,0%
40,0%
30,0%
20,0%
10,0%

0,0%
0 5 10 15 20 25

Memdria (Populdcid) mérete

Legjobb két megoldas felfedési aranya

Fontos megjegyezni, hogy a memoria méret esetében a lehetd legnagyobb érték az optimalis.
20 f6lé nem emeltiik az értéket, mivel akkor az algoritmusban mar 5-nél kevesebb 1épés kellett
volna a megallasi kritérium kielégitése¢hez, igy az egyedek oroklodését szabalyozo szelekcids
operatorok lényegében semmilyen szerepet nem kaptak volna a futtatas soran.

Valtozatlanul hagyott paraméterek: indulo HMCR = 0,2; maximalis HMCR = 0,6; induld
mutacios valoszinliség = 0,9; minimalis mutdcioés valosziniiség = 0,2; A korai kilépés

valtozatlan legjobb célfiiggvényre vonatkoz¢ feltétele = 5
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Az indulé HMCR valo6sziniiség keresése:

A Hibrid algoritmus hatékonysaga az indulé HMCR
valészinlség fliggvényében
60,0%
50,0%
40,0%
30,0%
20,0%
10,0%

0,0%
0% 10%  20%  30%  40%  50%  60%  70%  80%

indulé HMCR

Legjobb két megoldas felfedési
aranya

Mivel a HMCR valoszinliséget az algoritmus futasa soran folyamatosan noveljiik, igy a két
azonos hatékonysagu megoldas (5% ¢és 30%) koziil a kisebbet tekintjiik optimalisnak. Hasonlo
okbol kifolyolag az indul6 HMCR valdsziniiség értékek maximuma 70%-ban lett megallapitva.
Valtozatlanul hagyott paraméterek: Memoria mérete = 15; maximalis HMCR = 0,9; indul6
mutacios valoszinliség = 0,9; minimdalis mutdcioés valosziniiség = 0,2; A korai kilépés
valtozatlan legjobb célfiiggvényre vonatkozo6 feltétele = 5

Az indulé mutaciés (bw) valésziniiség keresése:

A Hibrid algoritmus hatékonysaga az indulé
mutaciods valdszinlség fliggvényében
70,0%
60,0%
50,0%
40,0%
30,0%
20,0%
10,0%

0,0%
0% 20% 40% 60% 80% 100%

induld mutacios valoszinlség

Legjobb két megoldas felfedési aranya

Mivel az algoritmus futas soran a mutacios valoszinliség folyamatosan csokken, igy az indulo
mutacios valdszintiség értékek minimuma 30%-ban lett megallapitva.

Valtozatlanul hagyott paraméterek: Memoria mérete = 15; indul6 HMCR = 0,2; maximalis
HMCR = 0,6; minimalis mutécios valosziniiség = 0,1; A korai kilépés valtozatlan legjobb

célfiiggvényre vonatkozo feltétele = 5
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A maximalis HMCR valosziniiség keresése:

A Hibrid algoritmus hatékonysaga a maximalis
HMCR valdszinliség fuggvényében
70,0%
60,0%
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40,0%
30,0%
20,0%
10,0%

0,0%
0% 20% 40% 60% 80% 100%

maximalis HMCR valoszin(iség

Legjobb két megoldas felfedési aranya

Mivel a HMCR valésziniiséget az algoritmus futasa soran folyamatosan noveljik, igy
a maximalis generacidoszam esetén érvényes értékét nem engedjiik 20% ala csokkenni.
Viltozatlanul hagyott paraméterek: Memoria mérete = 15; indulé HMCR = 0,1; indulé mutacids
valdszinliség = 0,9; minimdlis mutécios valosziniiség = 0,2; A korai kilépés valtozatlan legjobb
célfiiggvényre vonatkozo6 feltétele = 5

A minimalis mutacios (bw) valosziniiség keresése:

A Hibrid algoritmus hatékonysaga az minimalis
mutaciods valdszinlség fliggvényében
70,0%
eo0 \_‘/.—-"\
50,0%
40,0%
30,0%
20,0%
10,0%

0,0%
0% 10%  20%  30%  40%  50%  60%  70%  80%

minimalis mutacios valoszinliség

Legjobb két megoldas felfedési aranya

Mivel az algoritmus futds soran a mutacids valoszinlis€ég folyamatosan csokken, igy
a maximalis generacidoszam esetén érvényes értékét nem enged;jiik 70% felé emelkedni.

Valtozatlanul hagyott paraméterek: Memoria mérete = 15; indul6 HMCR = 0,2; maximalis
HMCR = 0,6; indulé mutéicios valdszinliség = 0,9; A korai kilépés valtozatlan legjobb

célfiiggvényre vonatkozo feltétele = 5
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A 3. tablazatban adott optimalis paraméter értékek mellett a globalis optimum vagy

a masodik legjobb megoldas megtalalasahoz sziikséges 1épésszamok eloszlasa:

Mennyiség Végs6 megoldas megjelenésének iteracidja
Hanyadik Ie’gjobb 2 3 45 6 7 8 9 10 Végosszeg
megoldas?
8 1 1
7 1 1
6 1 1
5 1 1 2
4 2 1 3
3 1 1 2
2 2111 1 1 7
1 3 1 3 212 1 13
Végosszeg 6 1 37 3 2 3 2 3 30

A kiemelt gyakorisag értékek ravilagitanak, hogy az optimalis paraméterek alkalmazasa mellett
a futtatdsok valamivel tobb, mint harmaddban (12/30 esetben) ugy taldlja meg a HGHK
algoritmus a globalis optimumot vagy a masodik legjobb megoldast, hogy ez a megoldas mar

az algoritmus 5. iteracidja elétt a memoriaba kertilt.
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A rekonstrualt genetikus algoritmus rekonstrualt folyamatabraja, sajat szerkesztés

Paraméterek
azonositasa
Egyed: m-hosszl
bitsorozat (m:

adatbazis valtozdinak

szama-1)

Gén: adott valtozo
benne van-e a
modellben (0/1)
Populacio
mérete=100
Mutacios vsz=1/m
Maximalis

Kezdeti populicio
betoltése
Génenként véletlen
szam generaléassal
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populaciora
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; <] AIC/SBC/R?
elso
(legjobb)
egyed
kiiratasa
Maradék Egyedenként
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