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1. Kutatasi el6zmények és a téma indoklasa

A kooperativ jatékelmélet jelentGsége elvitathatatlan. A matematika, illetve a kozgazda-
sagtan hatarmezsgyéjén elhelyezkedd tudomanyteriilet eszkoztéra lehetévé teszi szamunk-
ra, hogy olyan gazdasagi szituacidkat modellezziink, elemezziink, amelyekben a felek ko-
zOtti egyiittmiikddésen, és a kozosen elért eredményen van a hangsily. Az ilyen jellegi
szitudciokban alapvetSen két kérdéskort vizsgalunk: milyen kooperécios csoportok (koali-
ciok) jonnek létre, illetve hogyan tudjuk elosztani az egyiittmiikodésbdl eredd hasznot a
résztvevd felek kozott. A kooperativ jatékelmélet teriiletén az utdobbi évtizedekben szamos
elméleti eredmény sziiletett, de fontos kiemelni, hogy ezek nem csak elméleti jellegtiek,
hanem a gyakorlatban is alkalmazhato/alkalmazott megoldasokat szolgaltatnak.

Példaul 1933-ban a Tennessee Valley Authority (TVA), a Tennessee Volgy gazdasé-
gi irdnyitasara létrejovd tarsasag esetében, amely tobbek kozott a térség vizgazdalkodasi
probléméinak vizsgalataval is foglalkozott. Koltségelosztasi megoldéasaik kozott olyanok is
szerepelnek, amelyek megfeleltethetGk kooperativ jatékelméleti megoldaskoncepcidknak.
Ezen eredményeket Straffin and Heaney| (1981)), a TVA munkassagét jatékelméleti szem-
pontbol is bemutato6 cikkében olvashatjuk.

Olyan szituaciokkal foglalkozunk, amelyek grafelméleti terminologiaval élve rogzitett
fakkal modellezhetGek. Adott a résztvevik egy rogzitett, véges halmaza, akik egy rogzitett
faval reprezentalhato halozaton keresztiil kapcsolodnak egy kitiintetett csticshoz, a gyokér-
hez. Szadmos valos szituacié modellezhet igy, példaul a disszertacio 2. fejezetének alapjaul
szolgalo példat, ahol egy 6ntozési csatornarendszer fenntartasi koltségeit vizsgéljuk.

A disszertacidban bemutatunk egy specidlis jatékosztalyt, a sztenderd fixfa jatékok
osztalyat, és példakkal szolgalunk a vizgazdalkodas teriiletérsl szarmazo alkalmazhato-
sagukra. Az itt bemutatott példakon tul tovabbi jatékelméleti alkalmazéasokat, szintén
vizgazdalkodasi problémékra Parrachino et al| (2006) munkajaban olvashatunk. A fixfa
struktiran tal szamos egyéb grafelméleti modell is alkalmazhato, ilyen példaul a legrovi-
debb 1t jatékok osztalya, amelyekkel bGvebben a 7. fejezetben fogunk foglalkozni.

Specidlis esetként meg kell emliteniink a ,repiiltér-problémak” osztalyat (airport prob-
lems), melyek egy elagazdsmentes faval, an. lanccal modellezhetGek. Az ehhez kapcsolodd
repuldtér jatékok a sztenderd fixfa jatékok egy valodi részhalmazat adjak. A repilGtér
jatékokat Littlechild and Owen| (1973)) vezették be, karakterizaciojukkal az 5. fejezetben

fogunk részletesebben foglalkozni.



1.1. Fenntartasi vagy ontozési jatékok

A fixfa jatékok egy elterjedt alkalmazasi teriilete az tn. fenntartasi jatékok (maintenance
games). Ezek olyan szituaciokat irnak le, ahol jatékosok, felhasznalok egy csoportja egy
fixfa halozaton keresztiil kapcsolodik egy bizonyos szolgaltatohoz (ez a fa gyokér-csucsa).
A halézat minden élének adott a fenntartasi koltsége, a kérdés pedig az, hogy miként
osszuk el jigazsdgosan” a teljes halozat fenntartasi koltségét (ami az éleken vett koltségek
osszege) a felhasznalok kozott.

Egy kevésbé elterjedt elnevezés ugyanezen fixfa jatékokra az an. 6nt6zési jatékok (irri-
gation games), melyek 2. fejezetben bemutatott vizgazdalkodasi problémahoz kapcsolod-
nak. Gazdalkodok egy csoportja egy kozos csatornarendszerbdl fedezi a foldjeik 6ntozését,
amely egy kitiintetett ponton csatlakozik a f&csatorndhoz. A halézatnak a koltségeit a
gazdalkodok kozott kell elosztani. |Aadland and Kolpin (1998) 25 Montana allambeli csa-
tornarendszert vizsgalt, ahol az adott szituaciokban két kiilonbo6z6 tipusa koltségelosztési
modszert alkalmaztak az ottani gazdalkodok, az atlag szerinti elosztésok, valamint a soros
elosztasok bizonyos tipusait. [Aadland and Kolpin| (2004) azt is vizsgaltak, hogy mik azok
a kornyezeti, geografiai tényezdk, amik esetleg egy-egy csatornarendszert az alkalmazott

koltségelosztési elv kivalasztasaban befolyasoltak.

1.2. Folyéelosztasi, illetve folyotisztitasi problémak

Adott egy folyo, és a folydo mentén elhelyezkedd jatékosok, ezek lehetnek orszégok, véro-
sok, foly6 menti vallalatok, stb. A foly6 sodrasa szerint alul 1év6knek nem mindegy, hogy
milyen és mennyi vizet enged tovibb az orszag, ugyanakkor neki sem mindegy, hogy a
felette 16v6 orszagok hogy rendelkeznek a folyoval az 6t megel6z6 szakaszon. Ambec and
Sprumont, (2002) cikkében a szerepldk (orszagok) folyd menti elhelyezkedése hatarozza
meg a vizmennyiséget, amit kontrolldlnak, és a jolétet, amit ezéltal biztositani tudnak
maguknak. Ambec and Ehlers| (2008) azt vizsgaltak, hogy miként lehet hatékonyan elosz-
tani egy folyot a kapcsolodo orszédgok kozott. Megmutatték, hogy az egyilittmiikodésbdl
pozitiv modon profitdlnak az abban résztvevdk, illetve megadtak, hogy miként lehet a
profitot elosztani.

A folyotisztitasi problémak esetén hasonlo a kiindulési struktira. Adott a folyd, ennek
mentén az orszagok (vallalatok, gyarak, stb), illetve a szennyezés mértéke, amit az egyes

szereplSk kibocsajtanak. A folyd minden egyes szakaszan adottak a tisztitasi koltségek is,



igy a kérdés az lesz, hogy ezeket a tisztitasi koltségeket hogyan osszak fel egymas kozott.
Mivel a foly6 mentén feljebb elhelyezkedGk szennyezése befolyasolja a szennyezettséget,
és ezaltal a tisztitasi koltséget az utanuk 1év6 szakaszokon is, igy egy egyetlen itbol allo
fixfa struktarat kapunk.

Ni and Wang| (2007)) két kiilonb6z6 aspektusbol vizsgaltak a tisztitasi koltségek elosz-
tasanak kérdését. Megmutattak, hogy mindkét esetben adott egy-egy elosztasi modszer
(Local Responsibility Sharing - LRS, illetve Upstream Equal Sharing - UES), amely a
megfelel¢ kooperativ jatékban megegyezik a Shapley-értékkel. Ebbdl kiindulva (Gomez-
Rua (2013) azt vizsgalta, hogy a tisztitasi koltség bizonyos kornyezeti adok figyelembe
vételével hogyan oszthato szét. Megtargyalta, hogy mik azok az elvart tulajdonsagok,
amelyeket valos szitudciokban orszagok addzasi stratégidjaban elGirnak, és ezek hogyan
implementalhatoak a konkrét modellek esetén. Megvizsgalta, hogy adott elosztasi mod-
szerek mely tulajdonsagokkal karakterizalhatok, és megmutatta, hogy az egyik elosztasi
szabaly megegyezik a vonatkozo jaték sulyozott Shapley-értékével.

Khmelnitskaya (2010) olyan problémakat vizsgal, amikor a folyoelosztasi probléma
vagy egy gyokérrel rendelkezd vagy egy nyelGvel rendelkezs graffal reprezentalhaté. Ez
utobbi esetben olyan grafokrol van szé, ahol a gyokérrel rendelkez6 esethez képest a graf
irdnyitasa forditott, tehat a folyo, a deltdknak megfelelGen tobb forrasbol érkezd folyamo-

kat egyesit egyetlen pontban, a nyel6ben.

1.3. RepiilStér és ontozési jatékok

Az 6ntozési csatornarendszer egy gyokérrel rendelkezd faval reprezentalhatd. A fa gyokere
a fékapu, minden csics egy felhasznalot jelol, az élek pedig a kozottiik 1évE csatornaszaka-
szokat. Eszerint a reprezentacio szerint Littlechild and Owen| (1973) megmutattak, hogy a
hozzéjarulas vektor (az elosztasi kérdésre adott megoldas), amit a ,sequential equal cont-
ributions rule”, tovabbiakban a SEC szabaly (vagy mas ismert nevén a Baker-Thompson
szabaly; Baker| (1965),Thompson| (1971)) szolgaltat, ekvivalens a Shapley-értékkel (Shap-
leyl, [1953). E szerint a szabaly szerint minden szakasz koltségét egyenlGen kell szétosztani
azok kozott, akik az adott szakaszt hasznaljak, majd minden felhasznéld Gsszesen annyit
fizet, amennyi az altala hasznalt szakaszok szakaszonkénti koltségének Gsszege.

A 2. fejezetben lathatunk egy empirikus és axiomatikus elemzést egy valds életbol

vett problémara, egy kézép-dél Montana allambeli 6ntdzési csatorna elosztasi koltségeinek



vizsgalata kapcsan (Aadland and Kolpin|, [1998).

Abban az esetben, ha olyan gyokérrel rendelkezd fakat vizsgalunk, melyek eldgazés-
mentesek (ezek lesznek a lancok), akkor a jol ismert repiilgtér jatékok osztalydhoz jutunk
(Littlechild and Thompson, 1977). Ez az osztaly tehat valodi részhalmaza az 6ntozési
jatékok osztalyanak. A repiil6tér jatékokra vonatkozd eredmények attekintését Thomson
(2007) munkajaban olvashatjuk.

Az irodalomban |Granot et al.| (1996) vezette be a sztenderd fixfa jatékok fogalmat.
Ezek a jatékok megegyeznek az ontozési jatékokkal, azzal a kiilonbséggel, hogy az 6ntozési
jatékok esetén a fa valtozhat, mig|Granot et al.|(1996) megkozelitésében a fa rogzitett. Kos-
ter et al. (2001) vizsgaljak tovabba a sztenderd fixfa jatékok magjat. N1 and Wang| (2007)
olyan szabalyokat karakterizalnak a sztenderd fixfa jatékok osztalyan, amelyek kielégitik
az additivitas, illetve a nemrelevans koltségektdl valo fiiggetlenségrdl szold tulajdonsago-
kat. Fragnelli and Marina| (2010) pedig karakterizaljak a SEC szabélyt (sequential equal

contributions rule) a repiil6tér jatékok osztalyan.

1.4. Felszall6agi felel6sség

A felszalloagi felelGsség esetén szintén koltségfakon értelmezett elosztasi probléméakat tar-
gyalunk, de az eddigi alkalmazasokhoz képest eltérd moédon. Ebben az esetben egy ener-
giaellatasi lancot vizsgalunk, ahol adott egy motivalt dominans vezetd, akinek hatalma
van ra, hogy meghatarozza a szallitok direkt, illetve indirekt karosanyag-kibocsatasanak
felelgsségét. A probléma altal indukalt jatékot a felszdllddgi feleldsség (upstream respon-
sibility) jatékanak fogjuk nevezni (Gopalakrishnan et al., 2017), és a tovabbiakban FF
jatékként hivatkozunk ra.

Gopalakrishnan et al.| (2017) TU-jaték modelljét fogjuk alkalmazni, ez az tn. iiveg-
hézhatast gaz-kibocsatés és kornyezet jaték (GHG Responsibility-Emissions and Environ-
ment - GREEN). Gopalakrishnan et al.|a Shapley-értéket alkalmazzak az elosztéasi kérdés
megoldéasara, emellett pedig tovabbi olyan szennyezéssel kapcsolatos tulajdonsagokat is
vizsgalnak, amelyek a kirosanyag-kibocsatas szétosztasanak vizsgalatakor relevansak le-

hetnek. Emellett szdmos axiomatiziciot is bemutatnak.



1.5. Legrovidebb ut jatékok

Az azonos cimi fejezetben a legrovidebb 1t jatékok osztalyaval foglalkozunk. Adott egy
halozat, néhany felhasznalo, illetve egy joszag. A felhasznalok birtokoljak a halozat csi-
csait, céljuk pedig a joszag bizonyos csticsokbol bizonyos csticsokba valo széllitasa lesz. A
szallitasi koltség a halozaton beliil kivalasztott attol flige, a joszag sikeres széllitasa pedig
bizonyos haszonnal jar. A feladat nemcsak a legrovidebb ut kivalasztésa (minimalis kolt-
ségi ut, a maximalis haszon érdekében), hanem a haszon felhasznalok kozotti szétosztasa
is.

Fragnelli et al.| (2000) vezetik be a legrovidebb ut jatékok fogalmat, és egyuttal azt is
megmutatjak, hogy ezek osztalya megegyezik a monoton jatékok osztéalyaval.

Ebben a fejezetben attekintjiik majd a Shapley-érték tovabbi axiomatizicidit, Ggy
mint a [Shapley| (1953)-, [Young (1985)-, |Chun| (1989)-, illetve van den Brink| (2001)-féle
axiomatizaciokat, és megvizsgaljuk, hogy érvényben maradnak-e a legrévidebb 1t jateé-
kok osztalyan. Arra a kovetkeztetésre fogunk jutni, hogy mindegyik fenti axiomatizécio

érvényes a legrovidebb 1t jatékok osztalyan.

2. Felhasznalt moédszerek és jelolések

Az alapvets grafelméleti fogalmak és modellek mellett a disszertacié nagy részében ko-
operativ jatékelméleti modszereket alkalmazunk. A kooperativ jatékelmélet jelentGsége
elvitathatatlan. A matematika, illetve a kozgazdasdgtan hatarmezsgyéjén elhelyezkedd
tudomanyteriilet eszkoztara lehet6vé teszi szamunkra, hogy olyan gazdaségi szituaciokat
modellezziink, elemezziink, amelyekben a felek kozotti egyiittmiikddésen, és a kozosen el-
ért eredményen van a hangsily. Az ilyen jellegli szituacidkban alapvetGen két kérdéskort
vizsgalunk: milyen kooperécios csoportok (koaliciok) jonnek létre, illetve hogyan tudjuk
elosztani az egyiittmiikodésbdl eredd hasznot a résztvevs felek kézott. A kooperativ jaték-
elmélet teriiletén az utdébbi évtizedekben szamos elméleti eredmény sziiletett, de fontos
kiemelni, hogy ezek nem csak elméleti jellegiiek, hanem a gyakorlatban is alkalmazha-
t6/alkalmazott megoldasokat szolgaltatnak. Alabb listazzuk a disszertacié legfontosabb

jeloléseit.



Koltségelosztasi modellek

N  ={1,2,.

..,n} a jatékosok véges halmaza

L C N a fa leveleinek, levéljatékosainak halmaza

1 € N egy adott felhasznalo, jatékos

& az 1-edik szakaszra es@ koltség, az i-edik él koltsége
I7  ={j € N|j <i} afiban az i-t megel6z6 csiucsok halmaza
I ={j € N|i <j} afaban az i-t kovets csicsok halmaza

S

)

& az atlag szerinti koltségelosztési szabaly
a soros koltségelosztasi szabaly

£9Y  a kozos koltség egyenld elosztasan alapulo koltségelosztas

Eeha a kozos koltség egyéni hasznélatbol eredd koltségrészek aranyéban torténd elosz-

tasan alapulo koltségelosztas

& a korlatozott atlag szerinti koltségelosztas

Bevezetés a kooperativ jatékelméletbe

TU-jaték
IN|

2N
ACB
AW B
(N, v)

(N, v,.)
I*(N,v)
I(N,v)
C(N,v); C(v)
X*(N,v)

atruhdzhaté hasznossagu kooperativ jaték

az N halmaz szamossaga

az N halmaz Gsszes részhalmazainak osztalya

ACB,de A#B

az A és B diszjunkt halmazok uni6ja

N jatékoshalmazzal és v karakterisztikus fiiggvénnyel megadott koope-
rativ jaték

az S C N koalici6 értéke

az N jatékoshalmazon definidlt jatékok osztalya

N jatékoshalmazzal és v. koltségfiiggvénnyel megadott koltségjaték
szétosztasok /preimputéaciok halmaza

elosztasok /imputéaciok halmaza

mag-elosztasok halmaza; a kooperativ jaték magja

= {z € R"| z(N) < v(N)} az elérhet kifizetések halmaza

= (1;(v))ien € RN a v jaték pontértékd megoldasa/értéke
=v(SU{i}) —v(S) az i jatékos hatarhozzajarulasa az S koaliciohoz

az 1 jatékos Shapley-értéke



Fixfa jatékok

[(V,E,b,c,N)
G(V, E)

@)

ur

ur

= (¢s(v))ien a v jaték Shapley-értéke
a jatékosok egy lehetséges sorbarendezése

a jatekosok Osszes lehetséges sorbarendezéseinek halmaza

fixfa halozat

irdnyitott graf V' cstcs- és E ¢lhalmazzal

€ V a gyokércsics

élhalmazon értelmezett nemnegativ koltségfiiggvény

={j € V:i < j} az i-bdl irdnyitott tton elérhets élek halmaza
={j € V:j < i} az i-t a gyokérrel Gsszekots egyértelmi tton
elhelyezkedé cstcsok halmaza

az S koalicio tagjainak fa-burka/torzse (a koalicié tagjait a gyokérrel
Osszekotd egyértelmi utak unioja)

a T koalicibhoz tartozo egyetértési jaték

a T koalicidhoz tartoz6 egyetértési jaték dualisa

Repiil6tér és ontodzési jatékok

(G,0)
it
gy
Ga

Cone {v;}ien

€SEC

G graffal és c koltségfiiggvénnyel megadott koltségfa

az N jatékoshalmazzal rendelkezé repiil6tér jatékok osztalya

az N jatékoshalmazzal rendelkez6 6ntozési jatékok osztalya

G koltségfa problémék altal indukalt ontozési jatékok alosztalya

a v; jatékok altal kifeszitett konvex kup

= {j €V :ji € E} a faban az i jatékost megel6z6 jatékos

ontozési jatek

i és j ekvivalens jatékosok a v jatékban, azaz vj(S) = v}(S) minden
SCN\{ij}re

ysequential equal contributions” szabély szerinti koltségelosztas

Felszalloagi felelGsség

z} 1-b6l j-be mutatéd iranyitott él



E; azon élek halmaza, amelyekhez tartozé karosanyag-kibocsatasért az ¢ cstcs koz-
vetleniil vagy kozvetetten felel

Es azon élek halmaza, amelyekhez tartoz6 karosanyag-kibocsatasért az S koalicio
kozvetleniil vagy kozvetetten felel

GN. az N jatékoshalmazhoz tartozo FF jatékok osztalya

Legrovidebb ut jatékok

(VA L,S,T) legrovidebb ut probléma

(V, A) iranyitott, kormentes graf, V csics-, A élhalmazzal
L(a) az a €l hossza

S C N a forrasok nemiires halmaza

T C N a nyel6k nemiires halmaza

P az {xo,...,x,} csicsokat Gsszekots 1t

L(P) a P ut hossza

o({z}) fiiggvény, ami megadja, hogy ki birtokolja az z cstcsot
o(P) megadja a P utat birtoklo cstucsok halmazat

g egy aru forrastol nyelGig valo szallitasabol eredd bevétel
(X, N,0,9) legrovidebb ut kooperativ szituacio

Vg legrévidebb 1t jaték

3. Az értekezés tudomanyos eredményei

A disszertacio sajat eredményeit (lemmakat, allitasokat, tételeket, illetve ismert tételek

1j bizonyitasait) az értekezés folyamén az eredmény megnevezésének ’bekeretezésével

emeltik ki.

3.1. Koltségelosztasi modellek

A disszertacio egészének alapjat egy koltségelosztasi probléma adja. Gazdalkoddok egy
csoportja egy fGcsatorndhoz csatlakozo csatornarendszerbdl fedezi sajat foldteriiletének
vizigényét. A csatornarendszer miikddtetése és karbantartasa koltségeket von maga utan,
ezeket a gazdalkodok kozosen alljak. A kérdés pedig az, hogy a gazdalkodok (tovabbiakban

felhasznalok) hogyan osszak fel igazsigosan” egymaéas kozott a csatornarendszerre vo-



natkoz6 Osszkoltséget. A bevezetst kovetGen megismerkediink az alapmodellekkel és az
sigazsagossag” fogalmat megragadni kivan6 axiomakkal. Az axiomék alapjat Aadland and
Kolpin| (1998) munkaja adja.

Ebben a fejezetben a fenti modelleket altalanositjuk fa-struktarakkal reprezentélhato
problémak esetében, és megmutatjuk, hogy tovibbra is rendelkeznek a lancokra megfo-
galmazott elosztasok tulajdonsagaival. Ezek az eredmények egy kordbbi cikkiinkben mar

bemutatasra keriiltek (Kovacs and Radvanyi, [2011)).

3.1. Definicié. FEgy & : ]Rﬂ\: — ]Rf leképezés egy koltségelosziasi szabdly, ha Ve € ]Rﬂ\: -re

> &i(e) = 2 ciyahol (& (¢)) ey = € (0)-
iEN iEN
(a) Az dtlag szerinti kéltségelosztdsi szabdly szerint a csatorna fenntartdsi koltségeit
eqyenld aranyban osztjuk szét minden felhaszndlo kozétt, azaz Vi € N esetén:
a Cj
&' () = -
JEN
(b) A soros kiltségelosztasi szabdly szerint az egyes szegmensekre esd koltségeket osztjuk
el eqyenld modon azok kozott, akik az adotl szegmenst 1génybe veszik, vagyis Vi € N eselén:
s G

jeI;U{i}

3.2. Axioéma. ¢ kéltségmonoton, ha Ve < ¢ esetén & (c) < £(C).

3.3. Axioma. ¢ rang-tulajdonsdgi, ha Ve € RY-re és Vj-re Vi € I7 U {j} esetén:
&i(c) <& (o).

3.4. Axiébma. £ szubvenciomentes, ha Ve € Rﬂ és Y1 = {iy,ig,..., i} € N halmaz

esetén

Y g g

jeJ jeJ

ahol az egyszeriség kedvéért J := I,/ U---U I, UI, ahol J az I dltal generdlt részfa.
3.5. Definicié. o A kizios kiltség egyenld elosztdsa:

1
—k(N) Vi€ N-re.

£7(c) = i+
I~

o A kdzis koltség egyéni hasznalatbol eredd koltségrészek aranyaban térténd elosztdsa:

k.
&hi(e) = s; + —=—k(N) Vi€ N-re.
>k

JEN
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Eredményeinket az alabbi tablazat foglalja Ossze.

kéltségmonoton | rang-tulajdonsagi | szubvenciomentes
£ v v X
&° v v v
£y v v X
geha % v %

Elosztasok tulajdonsagai

3.6. | Allitas|. A fa-struktirdval reprezentdlt kiltségelosztdsi problémdk esetén a kiltség-

monotonitds, a rang-tulajdonsdg, illetve a szubvencid-mentesséq fliggetlenek eqymdstol.

3.7. Definicié. Egy kéltségmonoton, rang-tulajdonsdgi, szubvenciomentes elosztisi el-
vel akkor nevezink korlatozott atlag szerinti koltségelosztasi szabalynak, ha az eltérés a
szétosztott legmagasabb és legalacsonyabb kdltségek kozott a legkisebb, az dsszes lehetséges

elosztdsi elvet tekintve.

3.8. . Egyértelmien létezik eqy £ korlatozolt dtlag szerinti kéltségelosztasi szabdly,

mely rekurziven konstrudlhato

3.9. . A korldtozott dtlag szerinti koltségelosztdsi szabdly az egyetlen kéltségmo-
noton, rang-tulajdonsdgu, szubvenciomentes koltség mechanizmus, ami maximadlis rawlsi

jolétet biztosit.

3.10. Axiéma. & kielégiti a kolcsiondsség axiomdjdat, ha Vi-re

(a) Zhgz‘ fh(c) < Zhgi Ch,
(b) d >cés
(c) Zhgi (cn —&n(c)) = 2j>i (¢ —¢)

teljesiilése esetén nem igaz, hogy &n(c') — En(c) < () —&j(c) Vh <i és j > i esetén.

3.11. Axidéma. ¢ szemi-margindlis, ha Vi € N \ L-re {11(c) < &(c) + ¢iy1, ahol i+ 1

jeldli az i eqy kozvetlen rdkévetkezdjét I -ban.

3.12. Axiéma. £ ndvekvden szubvenciomentes, ha Vi € N és ¢ < ¢ esetén

Y. G =)< D (ch—en)

hel; Ufi} hel; Ufi}
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3.13. . Eqgy & koltségelosztdsi szabdly pontosan akkor koltségmonoton, rang-tulaj-
donsagi, szemi-margindlis és novekvden szubvenciomentes, ha & = £°, vagyis pontosan

akkor, ha megegyezik a soros kiltségelosztdsi szabdllyal.

3.14. . A soros kéltségelosztdsi szabdly az egyetlen koltségmonoton, rang-tulajdon-

sagu €s novekvden szubvenciomentes mechanizmus, ami mazrimdlis rawlsi jolétet biztosit.

3.15. . A soros koltségelosztdasi szabdly az egyetlen koltségmonoton, rang-tulajdon-

sagi, szemi-margindlis mechanizmus, ami minimdlis rawlst jolétet biztosit.

3.2. Repiil6tér és ontozési jatékok

Ebben a fejezetben bemutatjuk az ontozési jatékokat és karakterizaljuk ezek osztalyat.
Megmutatjuk, hogy az ontozési jatékok osztalya egy nemkonvex kip, ami valodi részhal-
maza az egyetértési jatékok duélisai altal kifeszitett véges konvex kipnak, tehdt minden
ontozési jaték konkav jaték. Ezen tul azt is megmutatjuk, hogy a repiilGtér jatékok osz-
talya az ontozési jatékokéval azonos karakterizacidval bir.

A fent emlitett eredményeken tul kiterjesztjiik Dubey| (1982)), illetve [Moulin and Shen-
ker| (1992)) eredményeit az 6ntozési jatékok osztalyara. Tovabba dsszevetjiik és leforditjuk”
a koltségelosztasi irodalomban hasznélt axiomakat (1asd pl. Thomson| 2007) a kooperativ
TU-jatékok nyelvére. Ezéltal olyan eredményekkel szolgdlunk, amelyek vildgosséa teszik,
hogy Dubey| (1982)), illetve Moulin and Shenker| (1992) eredményei kozvetleniil levezet-
hetek [Shapley (1953) és Young (1985) eredményeibél. Vagyis Shapley| (1953) és [Young
(1985) eredményeinek két ujabb véltozatat mutatjuk be, egyuttal belatva, hogy [Dubey
(1982), Moulin and Shenker (1992), valamint a mi karakterizacioink a két aj valtozat
kozvetlen kévetkezményei.

Karakterizacios eredményeinkben a TU-jatékok terminoloégidjat viszonyitjuk a kolt-
ségelosztasi terminologidhoz, hidat épitve a két teriilet kozott.

Tudomasunk szerint eredményeink az elsé olyan eredmények, amelyek az ontozési jaté-
kok osztalyanak preciz karakterizaciojat adjak, illetve kiterjesztik Shapley-nek, valamint
Young-nak a Shapley-érték axiomatizalasdra vonatkoz6 eredeti eredményeit eme jaték-
osztalyra. Levonjuk a kovetkeztetést, miszerint a Shapley-érték alkalmazasa koltségfan
értelmezett problémak esetén elméleti szinten jol megalapozott, és mivel a Shapley-érték

szamitasi bonyolultsidg szempontjabol jol viselkedik (Megiddol [1978), vonzo megoldés a
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koltségfakon értelmezett problémak megoldasa soran. Ennek a fejezetnek az eredményei
a [Markus, Pintér és Radvanyi| (2011) cikkben keriiltek publikalasra.
Ebben a fejezetben az egyetértési jatékok duélisaira épitiink. Az egyetértési jaték du-

dlisa minden T € 2V \ {0} és S C N esetén:

1, haTnS#0,
0 kilonben.

up(S) =

3.16. Definicié (Ontbzési jaték). Minden (G, c) kiltségfa és N =V \ {r} jdtékoshal-

maz, valamint S koalicio esetén legyen

ahol az tres dsszeg értéke 0.

3.17. Definicio (Repiil6tér jaték 1.). Egy repuldtér probléma  esetén  legyen
N = Ny W---W N, a jdtékosok halmaza, valamint legyen adott ¢ € RE, oly mddon, hogy
o1 < ...<cx € Ry, Ekkor a vn,e € G repiildtér jaték igy definidlhatd: vin,(0) = 0,

valamint minden nemires S C N koalicid esetén

vove () = i

3.18. Definicio (Repiil6tér jaték I1.). Egy repildtér probléma  esetén  legyen
adott N = N1 W --- W Ni, a jdtékosok halmaza, valamint c = c; < ... < cp € Ry. Legyen
G = (V,E) egy olyan ldnc, ahol V.= N U {r}, illetve E = {r1,12,...,(IN| — 1)|N|},
Ny =A{1,..., M|}, ..., N = {IN| = |[Ny| + 1,...,|N|}. Tovdbbd minden ij € E esetén
legyen c(ij) = cn(j) — cn@ys ahol N(i) = {N* € {Ny,..., Ny} :i € N*}.

A (G, c) koltségfa esetén a vy, € GN repiildtér jaték a kivetkezbképpen definidlhato:
legyen N =V \{r} a jdtékosok halmaza, ekkor minden S koalicidra (az iires dsszeg értéke

0)

U(N,C)(S) = Zce .

ecS

Nyilvanvalo, hogy mindkét definici6 ugyanazt a jatékot adja.

3.19. [Lemmal. Tetszoleges ) # T C N koaliciora, amire T = S;(G), i € N, van olyan
G linc, hogy ur € G. Tehdt {tur}reon gy C GY C G} .
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3.20. [Lemmal|. Minden gyokérrel rendelkez6 G fa esetén G C Cone {ts,) }ien. Tehdt
Qilv C Q}V C Cone {ﬂT}T€2N\{(Z)}-

3.21. . G nem konvexr halmaz, sét GV sem.

3.22. . Minden gyokérrel rendelkezd G fa és v = ZieN as,a)Us,@) € Ya, €
minden i* € N esetén ZieN\{i*} as, o) Us, @) € Ga. Ezért minden v = ZTGQN\{@} oty
alaki repiildtér jaték és T* € 2N \ {0} koalicid esetén I pcon gpey artir € GYY, valamint
minden v =3 rcon gy QrlUr Ontdzési jaték és T € 2N\ {0} esetén D reany oy OTUT €

Gy,

3.23. . Minden ontézési jdaték konkdv.

3.24. ’K(’ivetkezmény ‘ A repiildtér jdatékok osztdlya, rogzitett jatékoshalmaz esetén vé-

ges sok konvex kip unidja, de maga az osztdly nem konver. Tovdbbd a repiildtér jatékok
osztdlya valodi részhalmaza az dntézést jatékok osztdalydnak. Rogzitelt jatékoshalmaz ese-
tén az ontozési jatékok osztdlya szintén véges sok konvex kiup unidja, €s maga az osztdaly ez
esetben sem konvex. Az dntdzési jatékok osztdlya tovdbbd valddi részhalmaza az egyetértési
jatékok dudlisai dltal kifeszitett véges, konvex kupnak, vagyis minden dntdzési, és ezdltal
minden repuldtér jdaték is konkdv jaték.
3.25. Definicié. Legyen v € GV és

[SII((N A S)[ = 1)!

Pisn(S) = V]! ’
0 kilonben.

ha i ¢ S,

Ekkor a v jdtékban az i jdtékos ¢;(v) Shapley-értéke a vi-k pl, siulyokkal velt vdrhato

értéke lesz. Mds szoval:

¢iv) = Y i(S) pi(S) - (1)

SCN

Ekkor a v 6ntozési jaték magja a kovetkezd:

Cv) = {:p c RV : le = v(N), és minden S C N esetén sz < U(S)} .

1EN €S
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3.26. Definicio. A ¢ érték az A C GV jdtékosztdlyon mag-kompatibilis, ha minden
v e A esetén (v) € C(v).

3.27. . A (G, c) kdltségfan értelmezett & koltségelosztdsi szabdly pontosan akkor
szubvencidmentes, ha a kéltségfa dltal generdlt vg ) ontozési jatékon a & koltségelosztdsi

szabaly dltal generdlt érték mag-kompatibilis.
3.28. Definicié. Eqy 1 érték az A C GV jdtékosztilyon

e Pareto-optimdlis (Pareto optimal - PO ), ha minden v € A jdték esetén . 1;(v) =
i€N
v(N),

e nulla jatékos tulajdonsdgi (null-player property - NP), ha minden v € A esetén
i € N, v} = 0-bdl kévetkezik, hogy ;(v) =0,

o cqyenlden kezeld (equal treatment property - ETP), ha minden v € A esetén i,j €
N, i ~" j-bil kivetkezik, hogy 1;(v) = ¢;(v),

e additiv (additive - ADD), ha minden v,w € A esetén, amire v+ w € A, ¥(v + w)
= P(v) + ¢ (w),

e margindlis (marginal - M), ha minden v,w € A és i € N esetén v, = w;-bdl

kévetkezik, hogy v;(v) = ;(w).

3.29. (Shapley-féle axiomatizacio). Minden gyokérrel rendelkezé G fa ese-
tén, eqy  érték a Gog-n PO, NP, ETP és ADD akkor és csak akkor, ha ¢ = ¢, azaz
pontosan akkor, ha az érték ekvivalens a Shapley-értékkel. Azaz eqy 1 érték a repildtér,

lletve az dntozési jatékok osztdlydn pontosan akkor PO, NP, ETP és ADD, ha ¢ = ¢.

3.30. (Young:-féle axiomatizacio). Minden gyokérrel rendelkezé G fara a
érték a Gg-n PO, ETP és M akkor és csak akkor, ha ¢ = ¢, azaz pontosan akkor, ha
ekvivalens a Shapley-értékkel. Tehdt a repiildtér, illetve az ontdzési jdatékok osztdlydn eqy

Y érték pontosan akkor PO, ETP és M, ha ¢ = ¢.

3.31. ’Kﬁvetkezmény ‘ Minden v dntézési jaték esetén ¢(v) € C(v), vagyis a Shapley-

érték magbeli. Tovabbd, mivel minden repuldtér jaték eqyittal ontézést jaték is, igy minden

v replldtér jaték esetén o(v) € C(v).
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3.32. Definicié (SEC szabaly). Minden (G, c) kéltségfara és minden i jatékosra a SEC

szabaly szerinti elosztds a kovetkezdképpen hatdrozhato meg:

7

ngEC(Gv C) = Z

JEP(G)\{r}

155(@)]

3.33. Definicié. Legyen G = (V, E) egy gyokérrel rendelkezd fa. A G koltségfik halmazdn

értelmezett x szabdly

e nemnegativ (non-negativity - NN), ha minden c koltségfiigguvény esetén teljesiil, hogy

X(G,c) >0,

o korldtos koltségd (cost boundedness - CB), ha minden ¢ koltségfiigguény esetén tel-
jesil, hogy x(G,c) < (ZEGEPi(G) ce> ;

ieN
o hatékony (efficiency - E), ha minden c kéltségfiigguény esetén teljesiil, hogy

> xilGe) = e,

iEN eckE

e cgyforma jdtékosokat egyformdn kezeld (equal treatment of equals - ETE), ha min-

den c koltségfiiggvény és 1,5 € N jdtékospdr esetén a ZeeEp.(G) Co = ZeeEp(G) Ce
[ J

egyenldségbdl kovetkezik, hogy x:(G,c) = x;(G, ¢),

o feltételesen kiltségadditiv (conditional cost additivity - CCA), ha bdarmely két ¢, ¢

koltségfigguény esetén x(G,c+ ) = x(G,c) + x(G, ),

o rendelkezik a ,legaldbb akkora kiltségek” fiiggetlenségének tulajdonsdgdval (indepen-
dence of at-least-as-large costs - IALC), ha barmely két ¢, ¢ koltségfiiggvény ési € N
jatékos esetén, amire fenndll, hogy minden j € P;(G), ZeeEP_(G> Ce = ZeGEp.(G) c,

J J

Xi(G,c) = xi(G, ).

3.34. | Allitas|. Legyen G egy gyokérrel rendelkezd fa, x legyen definidlva a (G, c) kéltség-
fdkon, a v megoldas pedig a Ga-on gy, hogy x(G, ¢) = Y (v(,)) minden c kiltségfigguény

esetén. Ekkor, amennyiben x

e nemnegaliv és korldtos koltséqgii, akkor v NP tulajdonsdgi,

e hatékony, akkor ¢ PO tulajdonsdgi,
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e cqyenld jdtékosokat egyenlden kezeld, akkor v E'T P tulajdonsdgi,
o feltételesen kdltségadditiv, akkor v ADD tulajdonsdgi,

o rendelkezik a legaldbb akkora kéltségek” fiiggetlenségének tulajdonsdgdval, akkor 1
M tulajdonsdgi.

3.35. . A x szabdly o kéltségfan értelmezett elosztdsi problémdk esetén pontosan
akkor nemmnegativ, korldtos kéltségii, hatékony, egyenld jatékosokat egyenlden kezeld és
feltételesen koltségadditiv, ha x = &, vagyis pontosan akkor, ha x ekvivalens a SEC sza-
bdllyal.

3.36. . A x szabdly a kéltségfan értelmezett elosztdsi problémdk esetén pontosan
akkor hatékony, eqyenld jatékosokat eqyenlden kezeld és rendelkezik a ,legaldbb akkora kolt-
ségek” fiiggetlenségének tulajdonsdgdval, ha x = &, vagyis pontosan akkor, ha x ekvivalens

a SEC szabdllyal.

3.3. Felszalloagi felelsség

Ebben a fejezetben szintén koltségfikon értelmezett elosztési problémakat targyalunk,
de az eddigi alkalmazasokhoz képest eltér6é moédon. Ebben az esetben egy energiaellatasi
lancot vizsgalunk, ahol adott egy motivalt dominéns vezetd, akinek hatalma van ra, hogy
meghatarozza a szallitok direkt, illetve indirekt kdrosanyag-kibocsatasanak felelGsségét. A
probléma altal indukalt jatékot a felszdllddgi feleldsség (upstream responsibility) jatékanak
fogjuk nevezni (Gopalakrishnan et al., 2017)), és a tovabbiakban FF jdtékként hivatkozunk
ra.

A FF jatékok osztalyara a kovetkezSkben bemutatott eredményeink aRadvanyi (2018))

miihelytanulmanyban keriiltek publikalasra.
3.37. Definicio (FF jaték). Minden (G,c) kéltségfa és N = V \ {r} jdatékoshalmaz,

valamint S koalicio esetén az FF jdték legyen az aldbbi modon definidlva:

U(q@(S) = Z Cj y

Jj€Es

ahol az tires dsszeq értéke 0.
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3.38. . Minden G ldncra és T C N-re, amire T = P,(G), i € N, ur € Gg:
{ur}reavyoy € GY C Grp

3.39. [Lemmal. Minden gyikérrel rendelkezé G fa esetén Go C Cone {tp, ) tien. Tehdt

gA C gf;vp C Cone {ﬂT}T62N\{®}-

3.40. . A GY illetve a GN. halmazok nem konvexck.

3.41. . Minden gyckérrel rendelkezd G fa és v = Y ..y ap@)lpe € Ga jd-
ték, valamint minden i* € N esetén ZieN\{i*}Oépi(G)aPi(G) € Gg. Ezért minden v =
> reany gy QTUr Teplildtér jaték és T € 2N\ {0} esetén > rean (. OTUT € G%, valamint

minden v =y con gy Qrlir FF jaték és T € 28 \ {0} esetén - con gy Qrlir € Gip.

3.42. [Lemmal. Minden FF jdték konkiv.

Eredményeinket a kévetkezSképp foglalhatjuk Gssze:

3.43. ’Kﬁvetkezmény ‘ A repiildtér jdatékok osztdlya, rogzitett jatékoshalmaz esetén vé-

ges sok konvex kip unidja, de maga az osztdly nem konvex. Tovdbbd a repuldtér jatékok
osztdlya valodi részhalmaza az FF jdtékok oszldlyanak. Régzitett jatékoshalmaz esetén az
FF jatékok osztalya véges sok konvex kip unidja, és maga az osztaly ez esetben sem kon-
ver. Az FF jatékok osztdlya tovdbbd valddi részhalmaza az eqyetértési jatékok dudlisai dltal
kifeszitett véges, konvex kipnak, vagyis minden FF jdték, és ezdltal minden repildtér jaték
18 konkdv jaték.

3.44. (Shapley-féle axiomatizacid). Minden gyokérrel rendelkezd G fa esetén
eqy Y érték a Gg-n PO, NP, ETP és ADD akkor és csak akkor, ha ¢ = ¢, azaz pontosan
akkor, ha az érték megegyezik a Shapley-értékkel. Azaz eqy 1) érték az FF jdatékok osztdlydn
pontosan akkor PO, NP, ETP és ADD, ha ) = ¢.

3.45. (Young-féle axiomatizacio). Minden gyokérrel rendelkezd G fdra a 1
érték a Gg-n PO, ETP és M akkor és csak akkor, ha v = ¢, azaz pontosan akkor, ha

megeqyezik a Shapley-értékkel. Tehdt az FF jatékok osztdlydn eqy 1 érték pontosan akkor
PO, ETP és M, ha ¢y = ¢.

3.46. ’Kﬁvetkezmény ‘ Minden v FF jdték esetén ¢(v) € C(v), vagyis a Shapley-érték

magbels.

3.47. ’Kﬁvetkezmény ‘ A Shapley-érték az FF jdtékok osztdlydn polinomidlis iddben

szamolhatd.
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3.4. Legrovidebb ut jatékok

Ebben a fejezetben a legrovidebb it jatékok osztalyaval foglalkozunk. Adott egy halozat,
néhany felhasznalo, illetve egy joszag. A felhasznalok birtokoljak a halozat csucsait, céljuk
pedig a joszag bizonyos csiicsokbodl bizonyos csticsokba valo széllitasa lesz. A szallitéasi
koltség a halozaton beliil kivalasztott ttol fiigg, a joszag sikeres szallitasa pedig bizonyos
haszonnal jar. A feladat nemcsak a legrovidebb ut kivalasztasa (minimalis koltség tt, a
maximalis haszon érdekében), hanem a haszon felhasznalok kozotti szétosztasa is.

Fragnelli et al.| (2000) vezetik be a legrovidebb ut jatékok fogalmat, és egyuttal azt is
megmutatjak, hogy ezek osztalya megegyezik a monoton jatékok osztéalyaval.

Ebben a fejezetben attekintjiik a Shapley-érték tovabbi axiomatizacidit, igy mint a
Shapley| (1953))-, [Young (1985)-, |(Chun| (1989)-, illetve van den Brink| (2001)-féle axioma-
tizaciokat, és megvizsgéljuk, hogy érvényben maradnak-e a legrovidebb 1t jatékok oszta-
lyan. Arra a kovetkeztetésre fogunk jutni, hogy mindegyik fenti axiomatizacio érvényes a
legrévidebb ut jatékok osztalyan.

Eredményeink két ponton térnek el Fragnelli et al.| (2000) munkajatol. El6szor is [Fragn-
elli et al.| (2000) a Shapley-érték egy 1j axiomatizaciojat mutatja be, ezzel szemben mi
négy jol ismert karakterizaciot vizsgalunk. Masodszor pedig abban tériink el, hogy amig
Fragnelli et al. (2000)) axiomai a probléma mogotti grafon alapulo axiomék, addig mi ki-
zarodlag kooperativ jatékelméleti axioméakat hasznalunk. FEz azt jelenti, hogy mig Fragnelli
et al| (2000)) egy rogzitett graf alapt problémat vizsgalnak, addig mi az 6sszes legrovidebb
ut problémét tekintjiik, tehat egy absztrakt dontéshozd szemszogébdl nézziik, aki inkabb
az absztrakt probléméara fokuszal, mint sem a konkrét szituaciora.

A kovetkezékben bemutatott eredményeink a Pintér and Radvanyi (2013) cikkben keriil-

tek publikalasra.

3.48. Definicié. Fgy o legrovidebb 1t kooperativ szituacio egy (X, N, o, g) lista. o-t azo-

nosithatjuk a vonatkozo v, kooperativ TU-jdtékkal, amire minden S C N esetén fenndll,

hogy:

g— Ls, ha S birtokol egy utat a >-ban, és Lg < g,

0 ktilonben,

V5 (S) =

ahol Ls az S dltal birtokolt legrévidebb it hossza.
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3.49. Definicidé. Egy v, legrovidebb ut jaték a o legrévidebb it kooperativ szitudciohoz

tartozo jaték. A legrévidebb it jatékok osztdlydat SPG-vel (shortest path games) jeliljiik.

3.50. | Tétel|. Legyen adott A C GV gy, hogy a Cone {ur}ren, 720 € A. Ekkor a 9
érték az A-n pontosan akkor PO, NP, ETP és ADD, ha ¢ = ¢.

3.51. ’Kﬁvetkezmény‘ (Shapley-féle axiomatizacid). FEgy ¢ érték a monoton jaté-

kok osztalyan pontosan akkor PO, NP, ETP és ADD, ha ) = ¢, vagyis pontosan akkor,

ha megegyezik a Shapley-értékkel.

3.52. Definici6é. A ¢ érték az A C GV halmazon
e igazsdgos (fairness property — FP), ha bdrmely két v,w € A jdték ési,j € N jatékos
esetén, amire v+ w € A és i ~" j: (v + w) — ;i (v) = Y (v +w) — P;(v),

e koalicidsan stratégiailag ekvivalens (coalitional strategic equivalence — CSE), ha
minden v € A jdték, 1 € N jdtékos, T C N koalicio, illetve @ > 0 esetén:

i ¢ T ésv+ aur € A alapjan kovetkezik, hogy 1V;(v) = ¥;(v + aur).

3.53. (van den Brink-féle axiomatizacio). Eqgy ¢ érték a monoton jdtékok
osztdalyan pontosan akkor PO, NP és F'P, ha v = ¢, vagyis pontosan akkor, ha megegyezik
a Shapley-értékkel.

3.54. . A monoton jatékok osztdlydan az M és CSE axiomdk ekvivalensek.

3.55. ’Kﬁvetkezmény‘ (Young- és |Chun-féle axiomatizacio). Egy v érték a mono-

ton jatékok osztdlydan pontosan akkor PO, ETP és CSE, ha = ¢, vagyis pontosan akkor,
ha megeqgyezik a Shapley-értékkel.
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