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1. Kutatási előzmények

A dolgozat a kooperatív játékok egyik első megoldáskoncepciójával foglalkozik egy spe-
ciális játékosztályon a hozzárendelési játékok osztályán. Egy kooperatív játék tartalmaz
egy véges halmazt, a játékosok halmazát és egy függvényt, amely a játékosok minden
koalíciójához (részhalmazához) egy-egy valós számot rendel, amely az adott koalíció
értéke, ennyit képesek ők együtt elérni. Sokszor a való világ modellezésénél olyan koalí-
ciós értékek adódnak, ahol megéri létrejönnie az össze játékosból álló nagykoalíciónak, a
kérdés pedig az, hogy ha létrejött, akkor a játékosok hogyan osszák szét egymás között
a megtermelt értéket. Erre sok módszer ismert, olyanok is amik csak egy pontot adnak,
olyanok is amelyek vektoroknak egy halmazát. Az egyik legismertebb halmazértékű
megoldáskoncepció a játék magja, mely a nagykoalíció értékének olyan elosztásait tar-
talmazza, melyekben minden koalíció legalább annyit kap, amennyi az értéke. Ha egy
ilyen vektor alapján sikerül szétosztanunk a nagykoalíció értékét, az ellen egyik koalíció
sem tud fellépni, olyan értelemben, hogy nem tudnak mondani egy másik elosztást,
amelyben ők mindannyian szigorúan jobban járnak és ezt saját maguk számára képe-
sek is megvalósítani, azaz nincs olyan elosztás, amely dominálja a magbeli elosztást.
A mag egy elég természetes megoldáskoncepció, amely egyértelmű és könnyű meghatá-
rozni is (egy lineáris egyenlőtlenségrendszer megoldása).Az egyik legnagyobb probléma
vele, hogy nagyon gyakran üres. Von Neumann & Morgenstern (1944) híres könyvük-
ben nagyrészt zéróösszegű játékokat vizsgáltak, ahol a mag csak a triviális esetben
tartalmazott elemet, így nem bizonyult jó megoldáskoncepciónak. Az általuk megol-
dásnak (a későbbiekben más megoldáskoncepciók megjelenése után stabil halmaznak)
hívott halmaz a következőket tudja: egyik eleme sem dominálja semelyik másikat (ez
a maghoz hasonló) és bármely nem a halmazbeli elemet dominál valamely halmazbeli.
Annak, hogy ez a megoldás kevésbé terjedt el, mint a mag az az oka, hogy nehéz vele
számolni. Jellemző, hogy sokáig az is kérdés volt, hogy minden játékban létezik-e stabil
halmaz. Nagy meglepetésre ? hozott egy 10 személyes ellenpéldát, egy játékot stabil
halmaz nélkül. A legfeljebb 4 személyes játékokra ismert, hogy mindig rendelkeznek sta-
bil halmazzal (Bondareva et al., 1979), a kettő közti helyzet azonban máig sem ismert.
Ráadásul, míg a mag (ha nem üres) egy konvex zárt poliéder, addig a stabil halmazok
nagyon furcsák is lehetnek. A korlátosságon és a zártságon kívül általános esetben nem
sok jó tulajdonságuk van. Ezt nagyon jól mutatja Shapley (1959) eredménye, aki meg-
mutatta, hogy tetszőleges korlátos és zárt n dimenziós halmazhoz megadható egy n + 3
személyes játék, amelyben ez a halmaz komponensként szerepel egy stabil halmazban,
olyan értelemben, hogy az a stabil halmaz ennek a zárt halmaznak és egy ettől diszjunkt
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zárt halmaznak az uniója. Korlátos és zárt halmaznak pedig akármit választhattunk,
tehát míg a mag egy konvex politóp volt, itt választhattuk akár a Cantor-halmazt, vagy
ahogy Nash (1958) megjegyzi az aláírásunkkat is zárt halmaznak.

Mint láthatjuk általános esetben nem sokat tudunk mondani a stabil halmazokról.
Speciális játékosztályok közül is elég kevésre ismert egyáltalán a létezésük is. Ha is-
mert a stabil halmaz létezése egy játékosztályon az sokszor azért van, mert sikerült
megmutatni, hogy a játék magja stabil. Ilyen osztály például a konvex játékok osztálya
(Shapley, 1971). Más osztályokon ha adtak meg (a magtól eltérő) stabil halmazt, ahhoz
jellemzően valamilyen jó, az adott osztály valamilyen speciális tulajdonságát jól megfo-
gó ötlet kellett. Sokszor ez az ötlet nem csak a stabil halmaz megadásához, hanem az
adott osztály valamilyen tulajdonságának megértéséhez is hasznos lehet.

Mi a hozzárendelési játékok osztályán (Shapley & Shubik, 1972), valamint annek
általánosításain foglalkozunk a stabil halmaz megoldáskoncepcióval. Ezekben a játé-
kokban a játékosok két diszjunkt részre oszthatók eladókra és vevőkre, minden egysze-
mélyes koalíció értéke 0, minden eladó-vevő párosnak (vegyespárosnak) meg van adva
az értéke, és ezekből kapható meg a többi koalíció értéke, mint a halmazon belül elérhe-
tő maximális párosítás értéke. Egy ilyen játékot elképzelhetünk úgy hogy minden eladó
egyetlen dolgot akar eladó-vevő páros értéke a vevő és eladó értékelésének különbsége
az adott árura, azaz az általuk elért összhaszon, ha kettjük között az üzlet megvaló-
sul. Egy nagyobb koalíció értéke, pedig az az összhaszon, amit egymás közt üzletelve a
koalíció képes elérni. Ismert hogy ezen játékosztályon a mag nemüres, és háló tulajdon-
ságú, azaz ha vesszük két tetszőleges elemét, majd ezekből képzünk két másikat úgy,
hogy az elsőben a vevők az eredeti két vektorból a számukra alacsonyabb, az eladók a
magasabb kifizetést kapják ill fordítva, a két kapott vektor is eleme a magnak.

Shapley (1959) speciális esetben a kesztyűjátékokban, melyekben minden vegyespá-
ros értéke 1 megmutatta néhány jó tulajdonságát a stabil halmazoknak. Minden stabil
halmaz egy összefüggő monoton görbe, amelynek egyik végén az összes eladó, a másikon
az összes vevő kifizetése 0, megadott egy halmazt melyben minden ilyen görbe stabil,
és egy nagyobbat, amely tartalmazza az összes stabil halmazt. Az általános esetben
(hozzárendelési játékokra) Shapley (Shubik (1984) könyvében) megadott egy halmazt,
amelyről azt sejtette, hogy stabil. A bizonyítás egy részét is megadta, nem volt teljes a
„nehéz” rész hiányzott. Később a sejtés igaznak bizonyult, Núñez & Rafels (2013) bizo-
nyították be a halmaz stabilitását. Solymosi & Raghavan (2001) arra adott szükséges és
elégséges feltételt, hogy a játék magja mikor alkot stabil halmazt. Megmutatták, hogy
pontosan akkor, amikor a játékot meghatározó mátrix (amely a vegyespárosok értékeit
tartalmazza) főátlódomináns, azaz a maximális párosításban szereplő értékek sor- és
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oszlopmaximumok is egyben. A dolgozat első három fejezetében ezen eredményekre
adunk másik egyszerűbb bizonyításokat, illetve általánosítjuk őket.

A negyedik fejezetben egy kicsit más megközelítésben foglalkozunk a stabil halma-
zokkal. Itt ismertetjük Harsanyi (1974) kritikáját a stabil halmazokkal kapcsolatban.
A stabil halmaz elnevezés abból adódik, hogy egyik eleme sem dominálja egyik másikat
sem, így egyiket sem tudja (és érdemes) kikényszeríteni egy koalíció sem egy másikkal
szemben. Halmazon kívüli elem ugyan dominálhat halmazbelit, de azt viszont domi-
nálja egy halmazbeli elem, így hiába kényszerítené ki egy koalíció, hogy kikerüljünk a
halmazból, lesz egy másik koalíció, akik ki tudják kényszeríteni, hogy visszakerüljünk a
halmazba. Ezért minden eltérés csak ideiglenes lenne. Ezzel szemben a (jogos) kritika,
hogy elképzelhető, hogy amikor visszatérünk a halmazba az eredeti koalíció tagjai job-
ban járnak, mint eredetileg. Ez úgy történhet meg, hogy az új elem nem megvalósítható
az eredetileg eltérő koalíciónak, így azt nem tudták volna kikényszeríteni maguknak az
elején de „szerencséjükre”, mikor visszatértünk a halmazba a „visszatérő koalíció” nem
vett el tőlük mindent. Ebben az esetben valamilyen értelemben a halmazunk nem lesz
stabil, mivel a játékosok nem azt gondolják, hogy „úgyis visszakerülünk a halmazba,
nem is érdemes eltérni”, hanem hogy megéri fellépni az aktuális helyzet ellen, mert
hiába kerülünk vissza a halmazba, egy számunkra jobb elembe fogunk jutni. Harsányi
javaslata ennek a megoldására egy alkujáték volt, melyben megkérdezik a koalíciókat,
hogy akarnak-e dominálni, ha igen áttérünk egy új kifizetésvektorra, majd újra megkér-
dezzük a koalíciókat. Ha senki nem akar dominálni, akkor az aktuális állapot szerint
megtörténik a kifizetés. Az egyensúlyi stratégiák esetén az ilyen vektorok ahol a kifi-
zetés megtörténik tekinthetőek a stratégia fixpontjainak. Harsányi szerint ezeknek a
fixpontoknak a halmazát kéne stabil halmazoknak hívni. Megad egy nagyon speciális
játékosztályt, ahol ez a két fogalom nyilvánvalóan megegyezik, de ez az osztály nem
tartalmazza a hozzárendelési játékokat.

A hatodik fejezetben visszatérünk az eredeti témához kicsit másképp, a hozzárende-
lési játékok egy elég természetes általánosításával foglalkozunk, ahol a játékosoknak nem
kettő (eladók és vevők), hanem több (r) osztálya is van, a nagykoalíció értékét pedig
nem a vegyespárosokból, hanem a „vegyes r-esek” értékeiből kapjuk. Ezen az osztályon
a „sima” hozzárendelési játékoknak a jó tulajdonságai elvesznek. Például a mag lehet
üres, a háló tulajdonságot pedig nem is tudjuk értelmezni. A hozzárendelési játékoknál
használt módszerek jellemzően már nem működnek. Stabil halmazok létezése általában
nem ismert, egyedül a mag stabilitásáról ismert az irodalomban Solymosi és Raghava-
néhoz (2001) hasonló eredmény. A legkisebb nemtriviális (és nem sima hozzárendelési)
esetben amikor 3 osztály van 2 + 2 + 2 játékossal Atay & Núñez (2019) megmutatták,
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hogy a játék magja pontosan akkor stabil, ha a játékot meghatározó (poli)mátrix fő-
átlódomináns. A feltétel szükségessége általában is nyilvánvaló, az elégségesség, ami
kérdéses.

2. Felhasznált módszerek

A dolgozatban használt módszerek megértése, nem igényel semmilyen különös matema-
tikai előképzettséget. A bonyolultabb használt fogalmak közé tartozik, hogy mit jelent
egy halmaz összefüggősége, zártsága, illetve egy függvény folytonossága. Egy apró ki-
vétel van egy lemmában használjuk a kiválasztási axiómát (illetve az azzal ekvivalens
Zorn-lemmát).
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3. Az értekezés eredményei

3.1. Stabil halmazok és hozzárendelési játékok

• Solymosi & Raghavan (2001) tételére mely kimondja, hogy egy hozzárendelési
játék magja pontosan akkor stabil, ha a játékot definiáló mátrix főátlódomináns
adunk egy új, egyszerűbb bizonyítást. A bizonyítás kulcsa a 2.2.4. lemma, mely
azt a tulajdonságát mutatja meg a hozzárendelési játékok magjának, hogy ha ta-
lálunk egy magelemet, amelyben valamely vegyespároshoz tartozó egyenlőtlenség
egyenlőségre teljesül, akkor ha az egyikük x-et a másik y-t kapott, találunk olyan
magelemet is ahol az első x + z-t a másik y − z-t kap tetszőleges z érték esetén,
amíg x + z és y − z nem fordul át negatívba. Ez az eredmény már szerepelt
Bednay (2009) szakdolgozatban is, később Atay (2017) is felfedezte ugyanezt a
bizonyítást.

• Núñez & Rafels (2013) tételére, melyben bebizonyítják, hogy a Shapley által java-
solt (Shubik, 1984) halmaz stabilitását, adunk egy rövidebb és véleményünk sze-
rint egyszerűbb bizonyítást. Anélkül, hogy a részletekbe belemennénk, a Shapley
által definiált halmaz a következőképpen néz ki. Van egy n dimenziós téglatest, a
játék magja ebben a téglatestben van, és kiér a téglatest széleire. Ezt egészítjük ki
néhány lapokra megszorított játék magjával. Shapley megmutatta a halmaz belső
stabilitását, és hogy dominál minden, a téglatesten kívüli elosztást. Az hiányzott
„csak”, hogy a téglatesten belül minden nem halmazbeli elosztást dominál. Ezt
mutatta meg Núñez & Rafels (2013). A bizonyításban pedig egy lépésben a tég-
latest valamely lapjára sikerült levinni a problémát, majd egy kisebb dimenziós
lapra . . . kis nehézség, hogy amikor megszorítjuk egy lapra a kifizetéseket, akkor
az nem teljesen olyan, mint egy hozzárendelési játék, mert van néhány kivételezett
játékos, akinek megkötöttük a kifizetését. A mi bizonyításunkban az alapötlet az,
hogy ha vesszük a halmaznak két tetszőleges pontját, és az azok áltl kifeszített
téglatestet, akkor az eredeti halmaznak a kis téglatesten belüli része pont olyan
mint egy másik hozzárendelési játéknak a Shapley-féle halmaza. Mi egy lépésben
nem egy lapra visszük le a problémát, hanem a halmazunknak két pontja köz-
ti részére. Ezen a részen pedig minden pontosan ugyanúgy viselkedik mint egy
másik hozzárendelési játékban. Így egyre kisebb (de nem feltétlen kisebb dimenzi-
ós) téglatestekre vezetjük vissza a problémát, így a problémás részeket „levágjuk”
végül a maghoz hasomló halmazt kapunk, ahol a mag stabilitásához hasonlóan tu-
dunk eljárni. Ez lényegesen egyszerűbb bizonyítás, és mint a következő fejezetben
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látjuk könnyebben általánosítható.

3.2. Karakterizáció

Ebben a részben található a dolgozat legfontosabb tétele, melyből a stabil halmazoknak
egy új karakterizációját kapjuk a hozzárendelési játékok halmazán. Speciális esetben
kesztyűjátékokra (ahol a generáló mátrix minden eleme 1-es) Shapley (1959) belátta a
tulajdonságok szükségességét. A negyedik tulajdonság új azt Shapley nem mondta így
ki, valószínűleg mert a félelosztások belekeverése miatt nem „túl szép”, de gyakorlatilag
mindent belátott hozzá. A dolgozatban a szükségesség bizonyítása szinte ugyanaz, mint
Shapley esetében a speciális esetre. Az egyesek általános elemre cserélén kívül, már alig
kellett változtatni Shapley (1959) bizonyításán.

• A tétel: Bármely hozzárendelési játékban egy V ⊆ I halmaz pontosan akkor
stabil, ha

1. belső stabil,

2. összefüggő,

3. tartalmaz egy olyan elosztást, amelyben mindent az eladók és egy olyat,
amelyben mindent a vevők kapnak,

4. tartalmazza bármely két pontja közti félelosztások magját.

Látható, hogy a negyedik feltétel ötlete Shubik (1984) sejtésének új, saját bizonyí-
tásából ered. Ott egy lépésben a halmaz két pontja közti részre szorítottuk meg a
halmazt, itt is hasonlót csinálunk. A feltétel szerepe, hogy amikor egyre kisebb tégla-
testekre szorítjuk meg a játékot, valamikor végetérjen az eljárás.

A karakterizációban az első tulajdonság ugyanaz, mint a stabil halmazok eredeti
definíciójában. A bizonyítás során azonban megkaptuk a stabil halmazok egy érdekes
tulajdonságát, amelyet tudtunkkal eddig más nem mondott ki (innentől az összes állítás
hozzárendelési játékokra (vagy ha külön említjük a megfelelő általánosításra vonatko-
zik)). A belső stabilitáshoz nagyon hasonló, annál erősebb tulajdonság is igaz:

• Legyen (x1; y1); (x2; y2) ∈ V stabil halmaznak, amelyekre x1
i > x2

i és y1
j > y2

j ,
ekkor x2

i + y2
j ≥ aij. (A belső stabilitás csak az x1

i + y1
j > aij egyenlőtlenséget

követeli meg)

A karakterizáció kicsit általánosabban is igaz:

6



• Ha van egy hozzárendelési játékunk, és az egyszemélyes koalíciók, valamint a
vegyespárosok értékén kívül néhány koalíció értékét lecsökkentve a karakterizáció
még mindig működik.

• Ha nem a sima (I-)stabil halmazokat nézzük, hanem az alaphalmazt az elosztás-
halmazról tetszőleges X ⊆ I ′ zárt hálóra cseréljük, akkor is működik a karakteri-
záció, sőt a bizonyítás jóval egyszerűbbé is válik.

• A karakterizációnak nagyon egyszerű következménye Solymosi és Raghavan (2001)
és Núñez és Rafels (2013) tétele, így azokra is kaptunk új bizonyítást.

• Már Shapley (1959) is megmutatta, hogy ha az általa javasolt halmaz stabil (ami-
ben mint később kiderült igaza volt), akkor az az egyetlen stabil halmaz a principal
sectionon (a téglatesten) belül. Ennél többet is tudunk mondani: ez az egyetlen
stabil halmaz, amely tartalmazza a principal section vevő- és eladóoptimális csú-
csát.

• Az előző unicitásos eredményhez hasonló, hogy tetszőleges stabil halmazt megha-
tároz egyetlen a vevő- és eladóoptimális pontját összekötő görbéje.

• A stabil halmazok és a I∗-stabil halmazok megegyeznek, azaz egy halmaz ponto-
san akkor stabil, ha stabil a szétosztáshalmazra nézve.

• Igaz egy tranzitivitás-szerű állítás is a stabil halmazokra: ha A és A′ két azonos
méretű, nemnegatív mátrix, amelyekre A ≤ A′, a maximális párosításaik értéke
megegyezik, V egy stabil halmaz az A-hoz tartozó, és V ′ egy V-stabil halmaz az
A′-höz tartozó hozzárendelési játékban, akkor V ′ stabil az A′-höz tartozó hozzá-
rendelési játékban.

• Az előző állítás egy alkalmazása: ha A és A′ két azonos méretű, nemnegatív mát-
rix, amelyekre A ≤ A′, maximális párosításaik értéke megegyezik, és a két mátrix
összesen 1 elemben tér el egymástól, és V egy stabil halmaz az A-hoz tartozó
játékban, akkor a V ′ = CA′(V) halmaz stabil az A′-höz tartozó hozzárendelési
játékban.

Az előző állítás ad egy konstrukciót stabil halmazok készítésére. A segítségével
konstruktívan megmutattuk, hogy:

• Ha egy hozzárendelési játék magja nem stabil, akkor végtelen sok stabil halmazzal
rendelkezik (ha a mag stabil, akkor mint minden más játékban az az egyetlen stabil
halmaz).
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3.3. 1-eladós eset

Ha csak egy eladó van, akkor az előző fejezetben megadott karakterizációnál könnyebben
is leírhatjuk a stabil halmazokat. A generáló mátrix, ebben az esetben egy [a1, a2, . . . , an]
sorvektor, amiről feltesszük, hogy a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an Egyeladós esetben definiáltunk
egy X halmazt a következőképpen:
X = {(u, v) ∈ I : ∀ 1 ≤ i ≤ n vi = 0 vagy u + vi ≤ ai}
Azaz azok a nemnegatív vektorok, hol a nagykoalíció értékét osztjuk szét, és ha egy
vevő kifizetése pozitív, akkor az eladóval együtt legfeljebb az értéküket kapják. Vala-
mint egy, a stabil halmazok megadását segítő fogalmat: V egy „X -beli [0, a1] folytonos,
monoton görbe”:
∃f : [0, a1]→ Rn folytonos, monoton csökkenő függvény, amire graph(f) = V ⊆ X
Ezek segítségével meg tudtuk adni az összes stabil halmazt:

• Egy-eladós hozzárendelési játékok esetében egy V halmaz akkor és csak akkor
stabil, ha V egy „X -beli [0, a1] folytonos monoton görbe”

• Az előző állításban X halmaz kicserélhető U = {(u, v) ∈ R+×Rn
+ : u + ∑n

i=1 vi =
a1, ∀ k : ∑n

j=k vj ≤ |ak − u|+}-ra is, ez a halmaz nagyon hasonlít X -re. Csak
itt ha egy vevő kifizetése pozitív, akkor az ő, a nála gyengébb vevők és az eladó
kifizetésének az összege legfeljebb annyi, mint a koalíciójuk értéke.

• U = a stabil halmazok uniója.

• U halmaz „sarkai” határhozzájárulásvektorok,

• Mi-vel jelölve a határhozzájárulásvektorokat, amikben az eladó kifizetése ai, a U
halmaz felírható ⋃n

i=1 conv (Mi ∪Mi+1) alakban.

• Egyeladós hozzárendelési játékok esetén a Shapley érték csak nagyon speciális
esetben része a stabil halmazok uniójának.

3.4. Alkuegyensúly

Technikai okok miatt kicsit változtattunk a Harsányi (1974) által javasolt alkujátékon.
Ahelyett, hogy lenne egy játékvezető, akinek az a célja, hogy a legtovább alkudozzanak
a játékosok, és így választ ajánlattevő koalíciót, nálunk adott a koalícióknak egy sor-
rendje minden aktuális ajánlat esetén, és ilyen sorrendben kérdezzük végig a koalíciókat,
hogy akarnak-e dominálni. Az egyensúly szempontjából ennek a változtatásnak nincs
szerepe, csak a mi változatunkkal egyszerűbbek a számolások. A második fejezetben
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bemutatott karakterizáció segítségével sikerült megmutatni, hogy hozzárendelési játé-
kok esetén a stabil halmazok megegyeznek a Harsányi által javasolt, az alkujátékokon
alapuló stabil halmazokkal.

• Hozzárendelési játékban az egyensúlyi stratégiák fixpontjai stabil halmazt alkot-
nak, és minden stabil halmazhoz található egyensúlyi stratégia, aminek éppen a
stabil halmaz elemei a fixpontjai.

3.5. Többoldalú hozzárendelési játékok

Atay & Núñez (2019) csak a legegyszerűbb nemtriviális legalább 3 oldalú hozzárendelési
játékok esetén (a 2 + 2 + 2-es esetben) mutatta meg, hogy a többoldalú hozzárendelési
játékokra is teljesül Solymosi és Raghavan (2001)-es a mag stabilitására vonatkozó
tétele, és a bizonyításhoz nagyon sok esetet kell hosszasan végigszámolni, ennél sokkal
egyszerűbben megmutatjuk, hogy általánosan is igaz a tétel. A bizonyítás semmivel sem
bonyolultabb Solymosi & Raghavan (2001) bizonyításánál, sőt míg az ő bizonyításuk
használta a legrövidebb utakkal kapcsolatos algoritmust, a mi algoritmusunkhoz, még
azt sem kell ismerni.

• Többoldalú hozzárendelési játékokban a mag pontosan akkor stabil, ha a játékot
generáló (poli)mátrix főátlódomináns.

A 2 + 2 + 2-es esetben megadunk egy másik bizonyítást. Ez bár egy kicsit hosszabb
bonyolultabb, mint az általános, de sokat mutat a mag szerkezetéről. Ebben az esetben
a játék magja hasonló szerkezetű, mint amit az 1. fejezetben Solymosi & Raghavan
(2001) tételének bizonyításánál használtunk

• 2 + 2 + 2-es hozzárendelési játékban ha a generáló mátrix főátlódomináns, és
veszünk egy elemet, ahol az egyik vegyeshármashoz tartozó magegyenlőtlenség
egyenlőségre teljesül, akkor ezt az összeget bárhogy elosztva a három játékos kö-
zött, úgy, hogy egyikük kifizetése se legyen negatív, találhatunk egy magelemet,
amelyben ennek a vegyeshármasnak éppen ennyi lesz a kifizetése.

• az előző állítás csak erre a legkisebb esetre igaz, mutatunk példát 2 + 2 + 2 + 2
valamint 3 + 3 + 3 személyes játékra, ahol már nem teljesül.
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