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Bevezetés

A dolgozat felépitése

A dolgozat 6t fejezetbdl all és a kooperativ jatékelmélet egyik elsé megoldaskoncepcidja-
val a stabil halmazokkal foglalkozik a hozzarendelési jatékok osztalyan. Az 1. fejezetben
bemutatjuk az allitasok kimondasahoz sziikséges definiciékat, ismertetjiik a vonatkozd
irodalmat, valamint néhény, a témaban sziiletett eredményre (Solymosi & Raghavan,
2001; Nunez & Rafels, 2013) adunk 1j, egyszertibb bizonyitast.

A masik négy fejezet mindegyike mar egy-egy 1j eredményre épiil. A 2. fejezetben
talalhaté dolgozatnak a legfontosabb része. Az el6z6 fejezetben taldlhatoé 1j bizonyi-
tasok mintajara megadjuk a stabil halmazok egy karakterizaciojat a hozzarendelési
jatékok osztalyan. Az elsé fejezetben talalhato bizonyitasok igazabdl ezt a tételt készi-
tik el6. A fejezet masodik részében (valamint majd a kovetkezé két fejezetben is) ennek
a karakterizacionak a kovetkezményeivel foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy hogyan ko-
vetkeznek belOle, nagyon egyszertien az el6zo fejezet tételei, valamint kimondunk tobb
1j, a stabil halmazok tulajdonsagaival kapcsolatos eredményt is.

A 3. fejezetben a hozzarendelési jatékoknak egy részosztalyaval az 1-eladds hoz-
zarendelési jatékokkal foglalkozunk. Ezen osztélyon az el6zo fejezetbeli eredményeknél
tobbet is tudunk mondani a stabil halmazokrol. Itt konkrétan megadjuk az 6sszes stabil
halmazt, mint bizonyos tulajdonsagu gorbéket. Valamint megadjuk a kapcsolatukat a
kooperativ jatékelmélet egy fontos fogalméaval, a hatarhozzajarulas vektorokkal. Ebben
a fejezetben mutatjuk be a Bednay| (2014)) cikk eredményeit. A bizonyitas egy kicsit
eltér a cikkbeliekhez képest, mert a cikkel ellentétben itt az el6z6 fejezetek tobb eredmé-
nyére is hivatkozunk, amelyekre a karakterizacié bizonyitasahoz mér sziikségiink volt,
pusztan ehhez a részhez viszont valamilyen specidlis eset is elég lenne.

A 4. fejezetben ismertetjiik [Harsanyi| (1974)) kritikéjat a stabil halmazokkal kapcso-
latban, valamint az altala javasolt nemkooperativ alkujatékot (illetve annak egy valto-
zatat), melynek a egyensulyi stratégiai, véleménye szerint jobban megfogné a fogalmat,
amelyet a stabil halmazokkal prébaltak. A 2. fejezetben talalhato karakterizacid se-
gitségével megmutatjuk, hogy a hozzarendelési jatékok esetén ennek a nemkooperativ
jatéknak az egyensilyi stratégiaprofiljai pontosan a stabil halmazokat adjak meg, igy
ezen jatékosztalyon a Harsanyi dltal megfogalmazott probléma a stabil halmazokkal
nem all fenn. Ez a rész szinte teljesen megegyezik a |Bednay| (2012) cikkel.

Az 5. fejezetben a hozzarendelési jatékok egy altalanositasaval, a tobboldali hozza-
rendelési jatékokkal foglalkozunk. A sziikséges definiciok ismertetése utan megmutat-

juk, hogy [Solymosi & Raghavan! (2001)-es a mag stabilitasarol szolo tétele altalanosit-



haté erre a jatékosztalyra is. Ez az eredmény korabban csak a legkisebb nemtrivialis
esetben volt ismert |[Atay & Nunez| (2019)). A bizonyitasunk azon kiviil, hogy sokkal al-
taldnosabb, 1ényegesen révidebb és egyszeriibb is. Az Atay & Nunez| (2019)-féle esetre
adunk egy kiilon bizonyitast is. Bar ez, az altalanos bizonyitasnal, kicsit bonyolultabb,
még igy is lényegesen egyszeriibb mint a régi, viszont megmutatja a jaték magjanak egy
érdekes tulajdonsigat, amely a sima hozzarendelési jatékok esetén fennall, tobboldali

esetben viszont csak a legkisebb nemtrivialis esetben.



1. Stabil halmazok és hozzarendelési jatékok

1.1. Bevezetés

Klasszikus konyviikben [Von Neumann & Morgenstern| (1944) az elosztasok egy olyan
halmazat tekintették egy kooperativ jaték megoldasanak (mai terminoldgiaval stabil
halmazénak), amelyben semelyik két elosztds nem domindlja egymaést, ugyanakkor
egyiittesen dominaljak a halmazon kiviili 6sszes elosztast. Egyszerre ezt a két stabilitasi
kovetelményt tipikusan vagy nagyon sok, rdadasul bonyolult szerkezetii elosztas-halmaz
teljesiti, vagy egyetlen egy sem. E negativumok ellenére a stabil halmazok iranti ér-
dekl6dés nem csokken, hiszen az alapelgondolas jol alkalmazhato a viselkedési normak
modellezésére kiilonféle gazdasigi és tarsadalmi helyzetekben (lasd pl. [Ehlers| (2007),
Greenberg| (1990)).

A stabil halmaz(ok) létezése eddig még csak nagyon specidlis jatéktipusokra bizo-
nyitott példaul a 3- ill. a 4-személyes jatékokra(Von Neumann & Morgenstern, (1944;
Bondareva et all 1979), a konvex jatékok esetében a mag az egyetlen stabil halmaz
(Shapley, 1971), NTU esetben az ordinalisan konvex jatékokra [Peleg| (1986) mutatta
meg, hogy a mag az egyetlen stabil halmaz). [Lucas| (1968a)) hires 10-személyes példéja-
bol viszont tudjuk, hogy bizonyos jatékokban egyetlen stabil halmaz sincs. Réadésul,
erre a példara tamaszkodva Shapley & Shubik| (1969) megadott egy olyan 10-szereplés,
igen természetes piacmodellhez tartozé jatékot, amelynek ugyancsak nincs stabil hal-
maza. Ezért kiillonosen is érdekes, hogy vajon egy specidlis, de jellegében alapveto
piactipushoz (amelyben a szereplék szigoriian szétvalaszthatok eladdkra, ill. vevik-
re; az aruk oszthatatlanok; a tranzakcidok csak bilateralis kapcsolatban torténhetnek;
az egyedi hasznossdgok atruhdazhatok) tartoz 6 jatékok, az tn. hozzérendelési jatékok
rendelkeznek-e mindig stabil halmazzal. Erre a kérdésre mér a hozzarendelési jatéko-
kat bevezet6 |Shapley & Shubik| (1972) is valaszt kivant adni. A hozzérendelési jatékok
egy specialis esetében az tgynevezett kesztytijatékokban Shapley (1959) megadott sta-
bil halmazokat, ennek a specidlis esetnek egy specialis esetében amikor csak egy vevo
van sikeriilt az 0sszes stabil halmazt megadnia, am ezeket nem sikeriilt altaldnosita-
niuk. Az altalanos esetet késobb sem sikeriilt megoldaniuk, Shapley javasolt is egy
halmazt Shubik| (1984)) konyvében, ami ,stabilnak tiint”, de a stabilitdst nem sikeriilt
bebizonyitania. Egy specialis esetet vizsgalt Solymosi & Raghavan| (2001). Megadtak a
hozzarendelési jatékok egy olyan részosztélyat, ahol a mag (a semmilyen elosztas altal
nem domindlt elosztdsok halmaza) stabil halmaz, kovetkezésképpen az egyetlen stabil
halmaz. Nunez & Rafels| (2013)) belattak, hogy a Shapley altal javasolt halmaz (Shubik,

1984) stabil. A hozzarendelési jatékokhoz hasonl6 probléma esetén a hazasparositasok-



nal (Gale & Shapley, [1962), amely probléma tekinthet a hozzarendelési jatékok nem
atruhdzhaté hasznossagui valtozatdnak Ehlers| (2007) megadta a stabil halmazoknak egy
karakterizaciojat, Wako| (2010) megmutatta, hogy a hazasparositds problémaban min-
dig létezik stabil halmaz, és ez a halmaz egyértelmi. Az aldbbiakban el6szor [Solymosi

(2007) jegyzete alapjan osszefoglaljuk a sziikséges fogalmakat és alaperedményeket.
1.1.1. Definicié (TU-jaték). Egy (P,v) par TU-jdték ha:

1. P # () véges halmaz a jdtékosok halmaza

2. v:27 5 R ésv(@) =0 koalicids fiigguény

Azaz egy TU-jaték a kovetkezo: van véges sok jatékosunk, és egy fiiggvényiink, ami
a jatékosok minden részhalmazahoz egy-egy szamot rendel, ennyi hasznot képes elérni
az adott koalicid, valamilyen adtadhato értékméroben kifejezve. Erre altaldban mint
pénz fogunk hivatkozni.
Azt mar tudjuk, hogy melyik koalicié mekkora hasznot képes elérni, most nézziik, hogy
a koalicié tagjai mennyit kaphatnak ezért. Vizsgaljuk meg az ilyen kifizetések tulaj-

donsagait:

1.1.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (P,v) jdtékban az = (z;)icp € R kifizetés-

vektor
e clérhetd az S koalicié szamdra, ha Y ;cq x; < v(5);
e clfogadhato az S koalicié szamdra, ha Y ;cqx; > v(S);

o clényosebb az S szamdra, mint az y = (y;)icp kifizetés-vektor, ha

x; > y; minden i € S-re;

e az S koalicion keresztil domindlja az y kifizetés-vektort, ha az S szdmdra az x

elérhetd, és eldnyosebb mint az vy, (jelolés: x domgy);

e nem domindlt az S koalicion keresztil, ha nincs az S szdmdra elérhetd olyan z

kifizetés-vektor, amelyre z domg x;

e domindlja azy = (yi)icp kifizetés-vektort, ha létezik egy olyan S koalicio, amelyre

x domg y, (jeldlés: xdomy);

e nem domindlt, ha egyetlen S koalicion keresztil sem domindlt.



A jelolések egyszertisitése végett az & vektorban az S koalicié altal kapott Gsszkifi-
zetést x(9)-sel jeloljiik, azaz x(S) = Y ;cq 2.

A vektorok kozti dominancidhoz hasonléan bevezthetjiik a halmazok kézti dominan-
ciat is. Azt mondjuk, hogy a kifizetésvektorok egy X halmaza dominalja az ) halmaszt,
ha ) minden elemét dominélja X valamelyik eleme, azaz haVy € YV dx € X : xdom y.
Az X halmaz altal domindlt kifizetésvektorokat D(X')-szel fogjuk jelolni.

A dominancia relaciéval kapcsolatban érdemes megjegyezni, hogy egy adott S ko-
alicion keresztiili dominancia tranzitiv, mivel ha x domgy és y domgz teljesiil, az azt
jelenti, hogy z; > y; > z; fennall minden @ € S-re, igy x; > z; teljesiil minden i € S-re.
Az els6 dominanciabdl pedig kovetkezik, hogy x(S) < v(S), igy az x vektor tényleg
dominalja z-t.

Ha viszont csak a ,sima” dominanciat nézziik és nem koveteljiik meg, hogy ugyan-

azon a koalicion keresztiil torténjen, akkor a tranzitivitas nem teljesiil.

1. Példa. Legyen P ={1,2,3}
v(123) = (12) = 10;  v(13) = 6, a tébbi koalicic értéke pedig legyen 0.

Legyen tovabba x = (3,7,0); y = (2,6,2) és z = (0,10, 0), ekkor konnyen latszik, hogy
x domy; 9yy és ydomy, 312 teljesiil, & viszont nem domindlja z-t. Ehhez elég megnéz-
niink, hogy x vektor egyediil az 1-es jatékosnak elényosebb z-nél, az 6 értéke viszont 0,
igy szamara egyedil az x vektor nem elérheté. A kés6bbiekben a dominanciareldcion

alapul6 stabil halmazoknal pont a tranzitivitas hidnya fog alland6 nehézséget jelenteni,

ezért is lehetnek fontosak a[2.2.9] és[2.2.10] kovetkezmények, valamint a [2.2.11] allitas,

amelyekkel egy tranzitivitas-szerii tulajdonsagot fogunk belatni.

A dominancia relacidval kapcsolatban egy masik fontos megjegyzés, hogy altala-
ban nem kell minden koaliciét vizsgélni, elég a hatékony koalicidkat, amelyek értékei
nagyobbak, mint barmely particiéjukban szereplé koaliciok értékeinek osszege. Ezt

fogalmazzuk meg a kovetkez6 allitasban:

1.1.3. Allités. Legyen S C P egy nem hatékony koalicid a (P;v) jatékban, azaz létezik
S-nek eqy S1; Sa;. . .S, particidja (olyan paronként diszjunkt halmazok, amelyek unidja
S), amelyre >°i_, v(S;) > v(S). FEkkor, ha egy y vektor domindl egy x vektort az S

koalicion keresztil, akkor domindlja valamelyik S; koalicion keresztil is.

BizoNy{TAs.

Mivel y dominalja x-et az S koalicion keresztiil, igy S minden tagja szamara y elonyo-
sebb mint . Ez természetesen igaz S minden részhalmazara, azaz minden S;-re is.
i1 y(S) =y(S) <wo(S) < Yi_, v(S;) miatt van olyan i, amelyre y(S;) < v(S;). Erre

az S; koaliciéra y domg, . O



Egy tarsulas létrejottéhez elengedhetetlen, hogy a benne résztvevok meg tudjanak
egyezni az egyltt elérhetd legnagyobb 6sszhaszon mindegyikiik szamara elfogadhato
elosztasaban. Az altalunk vizsgalt jatékokban a tarsadalomnak érdeke a nagykoalicid
(az Osszes jatékosbdl allé koalicid) megalakuldsa, mert igy tobbet képesek Osszesen
termelni. Eppen ezért a nagykoalici6 4ltal elérhetd v(P) egységet szeretnénk szétosztani
a jatékosok kozott. A nagykoalicié szamara elérhetd kifizetés-konfigurdaciokon beliil a

koaliciok altali elfogadhatésag szempontjabdl a kovetkezo halmazokat szoktak vizsgalni.

1.1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (P,v) jatékban az x = (x;);cp kifizetés-vektor

o szétosztds, ha Y ,cpx; = v(P), vagyis a P nagykoalicio szamdra elfogadhato és

elérheto;

o félelosztds, ha Y cpx; < v(P) és x; > v({i}) minden i € P-re, azaz olyan, a
nagykoalicio szamdra elérhetd kifizetésvektor, amelyik minden egyszemélyes koali-

cid (vagyis jatékos) szamdra elfogadhatd;

o closztas, ha Y ;cpx; = v(P) ésx; > v({i}) mindeni € P-re, azaz olyan szétosztds,

amelyik minden eqyszemélyes koalicio (vagyis jatékos) szamdra elfogadhatd,

e mag-elosztds, ha Y ;cpx; = v(P) és Y ;eqx; > v(S) minden S C P-re, azaz olyan

szétosztas, amelyik minden koalicio szdmdra elfogadhato.

Jelolje Z(p,) a szétosztdsok halmazat, Z(p ) a félelosztdsok halmazat, Z(p,) az el-
osztasok halmazat, és C(p,) a mag-elosztasok halmazét, roviden a (P,v) jaték magjat.
A késobbiekben, ha egyértelmi melyik jatékrol van szé elhagyjuk a jatékra vonatkozd
(P,v) részt. Az I'\Z halmazra szigoru félelosztashalmazként, a magot meghatarozo6
egyenlotlenségekre pedig magegyenlotlenségekként fogunk hivatkozni.

A dolgozat folyaman a konnyebb atlathatosag kedvéért feltessziik, hogy az egysze-
mélyes koaliciok értéke 0. Ez nem jelent megszoritast a jatékosztalyra, mivel barmely
(P,v) jatékhoz definidlhatunk egy (P, vp) jatékot, a v jaték O-normalizéltjit a kévetke-
z0képpen: v(S) = vs — Y ;e v(S). Ebben a jatékban minden egyszemélyes koalicio

kifizetése 0, és ha a kifizetésvektorokat is transzforméljuk a jatékhoz hasonléan azaz
0_

5 =

minden x vektorhoz hozzarendeliink egy x° vektort, amelyre 29 = z; — v({i}), kénnyen
latszik, hogy az & vektor pontosan akkor elosztds, szétosztds, stb a v jatékban, ha x° az
a vy jatékban, tovabba & pontosan akkor dominalja y-t a v jatékban valamely koalicion
keresztiil, ha £° domindlja y°-t a vy jatékban ugyanazon a koalicién keresztiil. Ennek
az elénye, hogy ha ilyen jatékokkal foglalkozunk, akkor a minden jatékos szamara vald

elfogadhatosag egyszeriien a nemnegativitassal ekvivalens.



Szétosztas minden jatékban van. Félelosztas és elosztas viszont akkor és csak akkor,
ha v(P) > Y ,cpv({i}), ami egy igen gyenge feltevés a szétoszthaté v(P) nagysdgara
vonatkozoan. Mag-elosztasok 1étezéséhez viszont mar egy ennél jéval szigorubb feltétel-
nek kell teljesiilnie. Az altalunk vizsgalt hozzarendelési jatékokban ez a feltétel mindig
teljesiil, a mag tehat sosem tires (Shapley, Shubik, 1972). A mag-elosztdsok pedig jel-
lemezhetok gy, mint azok a szétosztasok, amiket semmilyen szétosztas nem domindl.

mint a halmaznak az a része, amit semelyik X-beli vektor nem dominal:

1.1.5. Definicié (X C R” halmaz magja).
Cpn(X)={xecXfyeX:y dom z}

Ha egyértelmii, melyik jatékrol van sz, akkor a jatékot jelold (P, v) part a maghoz
hasonléan itt is el fogjuk hagyni.

Von Neumann & Morgenstern| (1944]) alapvetéen olyan jatékokat vizsgéltak, ame-
lyekben nincsen mag-elosztas, ezért 6k az elosztasok egyenkénti nem dominaltsaga he-

lyett egy ennél gyengébb stabilitas fogalmat vezettek be.

1.1.6. Definicié (Stabil halmaz). Egy V C Z halmaz stabil, ha teljesiti a kovetkezd
két tulajdonsdgot:

o Belsd stabilitds: fx,ycV: x domy

o Kiilsd stabilitis: Yy € Z\V Jx €V : x dom y

Mas jelolésekkel a belsd stabilitas azt jelenti, hogy V halmaz megoldasa a XND(X) = &
egyenletnek, a kiilsé stabilitdas pedig azt, hogy megoldasa az D(X) O Z\X tartalma-
zasnak. A ketto egytutt, azaz a V halmaz stabilitasa pedig ugy fogalmazhat6é meg, hogy
V megoldasa a X = Z\ D(X) egyenletnek.

Fontos megjegyezni, hogy mig egy kifizetésvektorrél el lehet donteni, hogy elosztasvektor-
e, vagy mag-elosztas-e, addig a stabil halmazra ugyanezt nem tudjuk megtenni. Az
hogy egy vektor benne van-e egy stabil halmazban nem csak attél az egy vektortol
fiigg, hanem az Osszes tObbitdl is.

Von Neumann & Morgenstern| (1944) szerint egy stabil halmaz tekinthet6 egyfajta
normanak, amelyben a tarsadalom altal jénak tekintett kifizetések vannak. A belsd
stabilitas ebben az esetben azt jelenti, hogy egyik ilyen igazsagos elosztas esetén sem
tud fellépni egy koalicié sem, és kiharcolni egy masikat. A kiilso stabilitas pedig azt
jelenti, hogy ha van egy rossz (nem a stabil halmazbeli) elosztasunk, akkor annak a

vektornak a rosszasagat le tudjuk vezetni, egy j6 vektorbdl, amely dominélja.
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A teljes elosztashalmaz nyilvan mindig teljesiti a kiilsé stabilitast, de csak igen
elfajult esetben lesz belsoleg is stabil. Egy egyelemii elosztashalmaz viszont belsdleg
mindig stabil, de csak nagyon elfajult jatékban lesz kiilsoleg is stabil. Alapvetd tehat
a kérdés, hogy egy adott jatéktipusban létezik-e mindig stabil halmaz. |Lucas (1971),
Lucas (1992)) attekinté tanulményai szerint nem til béséges a pozitiv eredmények kore.

Megemlitiink néhanyat:

e Von Neumann & Morgenstern| (1944) bizonyitotta, hogy minden 3-személyes jaték
rendelkezik legalabb egy stabil halmazzal, sot teljesen leirtdk a stabil halmazok
jellegét is;

e Bondareva et al. (1979) megmutattak, hogy minden 4-személyes jaték rendelkezik
legalabb egy stabil halmazzal, az Osszes stabil halmaz jellemzése viszont nem

ismert;

e Lucas (1968a) mutatott egy 10-személyes jatékot, amelynek egyetlen stabil hal-

maza sincs. .

A mag, mint a semmilyen szétosztas altal nem dominalt elosztasok halmaza, nyilvan
mindig teljesiti a belsé stabilitast. Kérdés, hogy mikor stabil kiilsoleg is. Koénnyen

belathatok az alabbi észrevételek:

1.1.7. Allitas. Bdrmely TU-jdtékban
1. minden stabil halmaz zdrt;
2. a mag (akdr tires akdr nem) részhalmaza barmelyik stabil halmaznak;
3. egyetlen stabil halmaz sem valodi része eqy masik stabil halmaznak;

4. az elozoekbol kovetkezoen, ha egy jatékban a mag eqy stabil halmaz, akkor a mag

az eqyetlen stabil halmaz.

Elég természetesen adna magat a masodik és a negyedik pont megforditasa, azaz
hogy egy jatékban az 0sszes stabil halmaz metszete a jaték magja, illetve, hogy ha csak
egy stabil halmaz van, akkor az a jaték magja. Lucas (1968b) megmutatta, hogy ez
nem igaz. Megadott egy 5 személyes jatékot, amelynek egyetlen stabil halmaza van,
amely szigoruan tartalmazza a magot, rdadasul a maggal ellentétben nem is konvex.
Ugyanebben a cikkben a stabil halmazok egy masik furcsa tulajdonsagara is hoz egy
példat. Megad egy 8 személyes jatékot, amelyben hidba vannak szimmetrikus jatékosok,

szimmetrikus stabil halmaza viszont nincsen.



Azt, hogy altalaban a fenti felsorolasnal ,sokkal szebb” eredményeket nem kapha-
tunk a stabil halmazok szerkezetével kapcsolatban j6l mutatja Shapley| (1959) ered-
ménye. Tetszéleges n dimenzids korldtos és zart halmazhoz (még az Gsszefiiggéséget
sem koveteljiitk meg) megadhaté egy n + 3 személyes jaték, amelyben stabil az altalunk
megadott halmaz és egy masik ettél diszjunkt zart halmaz unidja. Azaz akarmilyen
korlatos és zart halmazt adunk meg, talalhato egy jaték, amelynek valamely stabil hal-
mazaban az dltalunk megadott halmazt viszont fogjuk latni. Nash (1958) megjegyzi,
ez azt jelenti, hogy az aldirdsunk (feltéve természetesen, hogy korldtos és zart) része
egy b személyes jaték stabil halmazanak.

Az altalunk vizsgélt jatékosztalyon viszont mint késébb latni fogjuk sokkal jobb a
helyzet, a fenti furcsasagok ott nem fordulhatnak el6.

A maghoz hasonléan a stabil halmaz fogalmat is altalanosithatjuk:

1.1.8. Definicié. Legyen X C RY . Egy V C X halmaz stabil az X halmazra nézve,

roviden X -stabil, ha teljesiti a kovetkezo két tulajdonsdgot:
o DBelsd stabilitds: H x;y €V : xdom y
o Kiilsd stabilitas: Vy € X\V Jx €V :xdomy

Az ilyen altalanositott stabil halmazokra is kimondhatéak hasonl6 tulajdonsagok, mint

a ,rendes” stabil halmazokra:
1. minden X-stabil halmaz zart X-re nézve;
2. X halmaz magja részhalmaza barmelyik X-stabil halmaznak;
3. egyetlen X-stabil halmaz sem valodi része egy masik X-stabil halmaznak;

4. az el6z6ekbdl kovetkezben, ha egy jatékban C(X) egy X-stabil halmaz, akkor ez
az egyetlen X-stabil halmaz.

A kés6bbiekben sokszor kényelmesebb lesz a félelosztashalmazzal dolgozni mint az el-

osztashalmazzal, ezért nagyon hasznos lesz a kdvetkezo allitas:

1.1.9. Allitas. Egy halmaz pontosan akkor stabil (az elosztdshalmazra nézve stabil),

ha a félelosztdshalmazra nézve stabil.

BIZONYITAS.
Mindkét iranyt meg kell vizsgalnunk.



e Minden V stabil halmaz Z'-stabil: a bels6 stabilitds nyilvanval6, mert az nem fiigg
az alaphalmazt6l. V stabilitdsa miatt tudjuk, hogy dominalja az Z\V halmazt.
Az T'-stabilitdshoz meg kell mutatnunk, hogy az Osszes szigoru félelosztést (azaz
az Z'\Z halmazt) is dominalja.

Vegyiink egy x egy szigoru félelosztéast, és noveljitk meg & minden koordinatajat
v(P)—z(P)
1P|
dominalja x-et a nagykoalicion keresztiil. ha y € V), akkor talaltunk egy elemét V-

-vel. Ekkor egy y elosztast kapunk. Koénnyen lathato, hogy y elosztas

nek, ami domindlja x-et. Ha y ¢ V), akkor V stabilitdsa miatt 3z € V : zdom y,
de mivel y > x, igy z domindlja x-et is ugyanazon a koalicién keresztiil, tehat

talaltunk egy V beli vektort, amely dominalja x-et.

e Minden V halmaz, amely Z'-stabil az stabil is egyben: ebben az esetben nyilvanva-
16, hogy V dominélja az Z\V halmazt, azt viszont meg kell mutatni, hogy V C Z.
Tegyiik fel, hogy létezik & € V N (Z'\Z). Az el6z6 ponthoz hasonléan noveljik
meg x minden koordinatajat, hogy egy y elosztast kapjunk. Mivel y domp @, igy
y nem lehet eleme V-nek a belso stabilitas miatt. Ekkor viszont 1étezik egy z € V

vektor, ami dominalja y-t és igy @-et is, ami ellentmond V belso stabilitasanak.

O
A stabil halmazokat egy specialis jatékosztalyon, a hozzarendelési jatékok osztalyan

fogjuk vizsgélni.

1.1.10. Definicié (Hozzarendelési jaték). Egy (P;v) jatékra akkor mondjuk, hogy
hozzdrendelési jaték, ha a jdatékosok halmazanak van eqy P = M UN, M NN = &
particidja és taldalhato hozzd olyan nemnegativ A = [a;jlienjen mdtriz, amelyre minden
S C P koalicio esetén

v(S) = va(S) := max > ay
peIl(SNM;SNN) () e
AholTI(X;Y) az X ésY halmazok kézti parositisok (eqgy X' C X és eqyY' CY halmaz

kézti bijekciok) halmaza.

Egy hozzarendelési jatékot a kovetkezoképpen tudunk elképzelni: sorokhoz tartoznak
az eladok, az oszlopokhoz a vevok. Minden vevo egy dolgot akar venni, és minden
eladé egyet akar eladni. Az a;; matrixelem az a szdm, amennyivel tobbre értékeli a
j-edik vevé az i-edik eladd arujat mint az eladd, azaz amennyi a tarsadalom 6sszhaszna
ha megvaldsul az tizlet kettejiikk kozt. Egy koalicié értéke annyi, amennyi tarsadalmi

Osszhasznot 6k egymas kozt tizletelve maximalisan el tudnak érni. Feltehet6, hogy az A
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matrix nemnegativ, mert minden koalicié értékénél csak a maximaélis stulyd parositasok
értéke szamit, de azokban negativ értékek ugysem szerepelhetnek. A tovabbiakban
a jelolés egyszerusitése végett hozzarendelési jatékoknal a szétosztés-, félelosztas- és
elosztdshalmazndl valamint a magnal a jatékot jelols (P;wv) jatékos, koalicids fliggvény
par helyett csak az A matrixot fogjuk kiirni, ami meghatarozza a jatékot, ha egyértelmii,
melyik jatékrol van sz, akkor azt is elhagyjuk. Feltessziik tovabba, hogy a matrix
négyzetes, mivel ha nem az, akkor megfelel6 szamu 0-s sor vagy oszlop hozzavételével ez
elérheté. Valamint feltessziik, hogy a foatloban egy maximalis stulyd parositas talalhato,
mivel a sorok és oszlopok atrendezésével ez mindig elérheto.

A hozzarendelési jatékok egyik specidlis tulajdonsaga, hogy csak az egyszemélyes
illetve a vegyes kétszemélyes (egy eladobdl és egy vevébél allé) koalicidk a hatékonyak.
Ebbdl kovetkezik, hogy ha egy (fél)elosztas domindl egy masikat, akkor dominélja egy
vegyes kétszemélyes koalicion keresztiil is. A kifizetésvektorokban ezért kiillonvalasztjuk
az eladok és a vevok kifizetését példaul az (u;v) vektorban w az eladdk-, v a vevok
kifizetéseit tartalmazé vektor lesz. Az i. eladd és j. vevo alkotta koalicion keresztiili
dominanciat pedig dom,;-vel jeloljiik. Erdemes megjegyezni, hogy a stabil halmazokra
vonatkozo késobbi eredmények nem csak a hozzarendelési jatékokra igazak, hanem min-
den olyan jatékra, amelyben csak az egyszemélyes és a vegyes kétszemélyes koaliciok
hatékonyak. Az ilyen jatékokat ugy kaphatjuk meg, hogy vesziink egy hozzarendelési
jatékot, majd az egy- és vegyes kétszemélyes koaliciokon kiviil a tobbit szabadon le-
csokkenthetjik. Az egyetlen kivétel ez aldl némely esetben a nagykoalici6 értéke, mivel
ha azt megvaltoztatjuk, akkor megvaltozik az elosztashalmaz is. Ha lecsokkentjiik a
nagykoalicié értékét, akkor példaul a mag egybdl iires lesz.

A hozzarendelési jatékok egyik legfontosabb tulajdonsigat mutatja a kovetkezo tétel:

1.1.11. Tétel (Shapley, Shubik, 1972). Legyen A egy tetszdleges nemnegativ mdt-
riz. Fkkor

1. az A mdtrizhoz tartozé hozzdrendelési jaték magja nemaires;

2. barmely hozzdrendelési jaték magja hdld, azaz (u';v'), (u?v?) € C esetén (u' VvV
u?; v Av?), (ur A u? vt Vo?) € C, ahol V a koordindtdinkénti maximumot, A a
koordindtdnkénti minimumot jeloli. Az ily médon konstrudlt vektorokat a késdb-

biekben az (u';v') és (u?;v?) vektorok hdldkombindcidjdnak fogjuk nevezni.

3. Az eldzd pontbol kovetkezden van két olyan mag-elosztds, amely a jdtékosok mag-
beli extrém kifizetéseibol dll: az egyikben minden elado a minimumot és minden

vevd a maximumot kapja, a masik specidlis mag-elosztdsban pedig forditva, azaz
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d(w;v) € C: U = max{y; : (u;v) € C} és v; = min{v; : (u;v) € C} illetve
J(uw;v) € C:y; = min{u; : (u;v) € C} és v; = max{v; : (u;v) € C}

Az utolsé pontot érdemes lehet egy kicsit jobban megnézni. A halé csak annyit
tud, hogy két elem hélokombinacidja szintén a haloéban van, ezt tobbszor felhasznal-
va természetesen el tudjuk érni, hogy ha véges sok vektort vesziink a halobol, akkor
ennek a véges sok vektornak az extrém kifizetéseit, ahol minden eladé a minimumot,
vevé a maximumot kapja, szintén tartalmazza a haldé. A magnak azonban jellemz&en
végtelen sok eleme van, végtelen sok elemet azonban nem tudunk ,halékombinalni”.
Erre viszont nincs is sziikséglink, mivel tudjuk, hogy a mag korlatos és zart, igy min-
den egyes koordinatahoz talalhatunk egy magelemet, amelyben az adott koordinata
minimdlis/maximélis, és elég ezt a véges sok vektort kombindlnunk.

Hozzarendelési jatékok esetén konnyen latszik, ha vesziink egy maximalis értéki
parositast és egy tetszoleges elemét a magnak, akkor minden vegyesparos, amelyik
szerepel a parositasban pontosan annyit kap, amennyi az értékiik. Ez azért van, mert ha
osszeadjuk egy maximélis értékli parositashoz tartozé magegyenlotlenségeket, az 6sszeg
egyenloségre fog teljesiilni. Mivel a mag része a szétosztashalmaznak, ez azt jelenti,
hogy minden egyes Osszeadott egyenlGtlenség is egyenloségre teljesiil. A késébbiekben
fontos lesz nekiink ez a részhalmaz, ahol egy maximélis parositdsban szereplé parok

pontosan az értékiiket kapjak. Ezt a halmazt adja meg a kévetkezo definicié:

1.1.12. Definicié (Principal section). Egy az A madtriz dltal meghatdrozott hozzd-
rendelési jatékban a p maximadlis sulyd parositashoz tartozo principal section a kovetkezo
halmaz:

Bay={(u;v) € Zy| Vi€ M :u; + ) = Gipgi) }

Azaz az elosztashalmaznak az a része, amelyben a p mazimdlis sulyi pdrositasban sze-

repld parosok pontosan annyit kapnak amennyi az értékiik.

A késobbiekben ha egyértelmii, hogy melyik jatékrol, illetve parositasrél van szé
akkor az A, u részt el fogjuk hagyni.

A principal section altalaban csak egy nagyon kis része az elosztashalmaznak. Mig
az elosztdshalmaz egy |P| — 1 dimenzidés szimplex addig a principal section csak egy
koriilbeliil feleannyi dimenzids téglatest. A principal section nagy elénye az lesz, hogy

az elosztashalmazzal ellentétben zart a halékombinécid képzésére.
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1.2. A mag stabilitasa

Ebben a részben azt fogjuk megvizsgalni, hogy mikor stabil egy hozzarendelési jaték
magja. Adunk egy mésik bizonyitdst Solymosi & Raghavan| (2001) kovetkez§ tételére.
A bizonyitds megtaldlhaté mar Bednay| (2009) szakdolgozatban is, kés6bb fliggetleniil
ugyanezt a bizonyitast felfedezte |Atay (2017) is.

1.2.1. Tétel. [Solymosi, Raghavan, 2001] Egy hozzdrendelési jatékban a mag pontosan
akkor stabil, ha a generalo mdtriz fodtlodomindns, azaz a mazximdlis parositas minden

eleme sor-, és oszlopmazimum is eqyben.

Jeloljitk a matrix f6atl6jabol (ahol feltevésiink szerint egy maximalis sulyt parosités
talalhatd) készitett vektort d-vel, a csupa 0-bdl &ll6 vektort pedig 0-val. Nyilvanvald,
hogy a féatlodominancia ekvivalens azzal, hogy a mag tartalmazza a (0;d) és (d;0)
elemeket. A mag nem domindlja ezt a két elosztast, mivel minden (u;v) magelem
nemnegativ, tovabba minden i-re igaz, hogy u; + v; = a;, igy sem az 7. eladd, sem
az 1. vevo nem kaphat a;; = d;-nél tobbet. Ezzel belattuk, hogy a mag stabilitasa-
nak sziikséges feltétele, hogy a matrix féatlodominans legyen. A nehezebb kérdés az
elégségesség.

A dolgozat kés6bbi részében adunk két mésik bizonyitdst is a tételre. AR2.1.2] tétel-
nek lesz egy egyszerii kovetkezménye allitas), valamint az tétel specidlis
esete. Annak, hogy miért latjuk be mégis kiilon, tobb oka is van. Egyrészt ez a bizonyi-
tés sokkal egyszer(ibb, mint a[2.1.2] tételé, masrészt az[5.2.3] tétel bizonyitasdnal kicsit
tobbet is megmutat: ebbdl a bizonyitasbol latszik a hozzarendelési jaték magjanak egy
specialis tulajdonsaga, aminek segitségével minden magon kiviili elemhez meg tudjuk
mondani az 0sszes vegyesparost, amin keresztiil domindlja a mag. Ez a tulajdonsag a
tobboldali hozzarendelési jatékok esetében csak a legkisebb nemtrividlis, a 2 + 2 + 2-es
jatékokndl teljesiil (5.3.1 Allitas).

A dominancia relacié bevezetése utdn az [[.1.3] allitdsban lattuk, hogy ha két vektor
kozti dominanciat vizsgaljuk nem minden koalicié érdekes csak a hatékonyak. Ha a
mag stabilitasat vizsgaljuk, akkor tovabb szlikithetd az ,érdekes” koaliciok halmaza.
Ha van egy nem magbeli elem, akkor azt egy magelem csak olyan koalicién keresztiil
dominalhatja, amelyhez tartozé magegyenlétlenséget egyenléségre teljesiti. A kévet-
kez6 lemméban azt mutatjuk meg, hogy minden nem magbeli elemhez talalhaté ilyen

koalici6. Ezt az allitast a hozzarendelési jatékokndl bovebb jatékosztalyra latjuk be.

1.2.2. Lemma. Legyen (P;v) egy nemnegativ kooperativ jaték, amelynek nemires a
magja. FEkkor minden nem magbeli elosztds megszeq eqy olyan magegyenlotlenséget,

amely valamelyik magelemre eqyenloségként teljestil.
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BizoNy{TAs.

Az allitast a koalicids fiiggvény értékei kozott szereplé nem 0 értékek szama szerinti teljes
indukcioval bizonyitjuk. Ha minden koalici6 értéke 0, akkor a mag és az elosztashalmaz
is ugyanabbdl az egy elembdl all, amiben minden jatékos kifizetése 0, igy az Z\C halmaz
iires, tehat az allitas igaz.

Tegytik fel, hogy az olyan jatékokra igaz az allitas, amelyekben legfeljebb k darab
koalicié értéke nem 0. Vegyiink egy olyan jatékot, amelyben éppen k+ 1 darab koalicid
értéke nem 0. Tudjuk, hogy a nem magbeli @ elosztas megszeg egy S koalicidhoz tartozé
magegyenl6tlenséget (ezért nem magbeli). 0 < z(S) < v(S) miatt az S koalicié értéke
pozitiv. Ha a magnak van olyan eleme, amelyre ez az egyenlotlenség egyenloségként
teljestil, akkor készen is vagyunk. Ha nincs, akkor az egyenlétlenség nem hatarolja a
magot, igy ha lecsokkentjiik v(.S) értékét O-ra, akkor az igy kapott egyenl6tlenségek
altal meghatdrozott halmaz nem valtozik. Jeloljik w-vel a v jatékbdl a v(S) érték
lenulladzdsaval kapott jatékot. Ezzel a jeloléssel a fent leirtak azt jelentik, hogy Cp.,) =
C(pw)- w-ben viszont eggyel kevesebb koalicié értéke nem 0, igy az indukcios feltevés
miatt a w jaték magjdban (ami ugyanaz mint a v jaték magja) van olyan elem és
koalicié, amely koalicibhoz tartozé egyenlGtlenséget az @ megszegi, a magbeli elemre
pedig az ezen koalicidhoz tartozo egyenlotlenség egyenloségként teljestiil. Ekkor viszont
nyilvan ugyanez igaz a v jatékban is, amivel belattuk az allitast. ([l

A mag stabilitdsanak megmutatasahoz sziikségiink lesz az alabbi definiciora:

1.2.3. Definicié. (u;v) € C4, 7 € R ekkor legyen
(u™;v) = (med(0,u; + 7,a11) ... (med(0,uy, + T, app);
med(0,v; — 7,a17) ... med(0,v, — T, any)), ahol med(z,y,2) az x,y és z értékek medi-

anjat jeloli.

Ez azt jelenti, hogy ha van egy (u;v) magelemiink, akkor minden eladé kifizetését
megnoveljiik és minden elado kifizetését lecsokkentjiik 7-val, kivéve ha ezzel egy (i;1)
péaros egyik tagjanak a kifizetése negativva valna (ekkor a méasiké nagyobb lenne mint

a;;), ekkor ezt a parost csak eddig a hatérig valtoztatjuk.

1.2.4. Lemma. Ha A fédtlédomindns és (u;v) € Ca, akkor (u™;v(M)eCy VreR

esetén.

B1zoNY{TAS.
Tegyiik fel, hogy nem igaz a lemma, ekkor J7,7,7 : uET) + UJ(T) < a;j. Mivel (u,v)
eleme a magnak, igy u; +v; > a;;. A fenti egyenl6tlenség tehat csak akkor teljestilhet,

ha u”) + v](-T) < u; +v;. Bz (u,v) definiciéja miatt csak akkor teljesiilhet, ha
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W = a;; vagy v](.T) = aj;. Ebben az esetben viszont a fé4tlddominancia miatt mar ez
az egy koordindta is legaldbb akkora mint a;;, ami ellentmond a feltevésiinknek. 0

Most mér be tudjuk latni az [[.2.1] tételt.

BrzonfyiTAs (1.2.1] TETEL).

A belso stabilitas trividlis a mag definicidja miatt: a magban azok az elosztasok vannak,
amelyeket nem domindal semmilyen szétosztas, specialisan semmilyen mag-elosztas sem.
Kiils6 stabilitds: Azt kell beldtni, hogy minden (u;v) € Z\C elosztdst dominél egy
magbeli. az [1.2.2 Lemma miatt 3(i,j), (u;v') € C: wu; +v; < ay; = uj + v Ekkor
Yt gfve (w5 0" ™) domyg) (u;v)

az m Lemma miatt (u/;v'") € C, ami azt jelenti, hogy talaltunk egy magbeli

elosztést, ami domindlja (u;v)-t. O

T =

A kovetkezo példakon keresztiil megmutatjuk, hogy geometriailag mit jelent a jaték
magja, és a dominancia. Két eladd és két vevo van a tablazatban szereplo 4 szam a
hozzérendelési jatékot megadd métrix. Az eladdk (akikhez a sorok tartoznak kifizetésit
uy-gyel illetve ug-vel, a vevok (akikhez az oszlopok tartoznak) kifizetéseit vi-gyel illtve
vo-vel jeloljik. A konnyebb atlathatosagért, hogy melyik jatékos kifizetését mivel jelol-
jik a matrixtél balra, illetve folotte ki is irjuk. A késcbbi példakban is ilyen médon

fogjuk megadni a jatékokat.

U1 V2
2. Példa. ;| 7 3
U2 2 4

Itt a nagykoalicié értéke 11. Az elosztdshalmaz az [ 4brdn lathaté tetraéder,
amelynek a csicsai azok a vektorok, amelyekben egy jatékos kifizetése 11, a tobbié 0.
Formélisan T = {(u1, ug; v1,v2) € RY : ug 4+ ug + v1 +v2 = 11}. Innentdl Ry -szal fogjuk
jelolni a nemnegativ valés szamok halmazat. A principal section a szines sikmetszet,
ahol az els6 vevo—elso eladd paros 7 egységen, mig a mésik két jatékos a maradék 4-en
osztozik. B = {(u1,uz;v1,v2) E RL g +v1 =7, s+ vy =4}, A két szaggatott sik
adja meg azokat a pontokat, amelyekre a masik két (a nem f6éatléban 1évé elemekhez
tartozé) magegyenl6tlenség egyenldségre teljesiil. A jaték magja a principal sectionnek
ezen két stk kozti része, a zold levagott sarku téglalap. C = {(uy,uz;v1,v2) € B :
up + vy >3, ux+uv >2}.

A principal sectiont a 2l abran kiilon is abrazoltuk. A vizszintes tengelyen balrol
jobbra taldlhaté az elsd vevé kifizetése (uy), mivel az els6 vevd és elsd eladd a princi-
pal sectionben Osszesen T-et kap, igy az elso eladd kifizetése is a vizszintes tengelyen

talalhato6, csak az jobbrdl balra né. Hasonléan a fiiggdleges tengelyen alulrél felfelé
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talalhaté a masodik elado6 kifizetése, mig foliilrdl lefelé a masodik vevéé. A magnak a
45°-0s oldalai ahol az (1;2)-es illetve (2;1)-es vegyesparoshoz tartozé magegyenl6tlen-
ségek aktivak domindljéak a két piros haromszoget ezen két koalicion keresztiil. Egy-egy
pontra be is jeloltiik, hogy milyen iranyba képesek dominalni. A bal fels6 oldal minden
pontja domindlja a tole szigoruian balra felfelé levé pontokat, mig a jobb als6 oldal a
t6le szigortian jobbra lefelé 1évoket. az[[.2.4] lemma tartalma is konnyen latszik ezen a
példan, ha kivessziik egy tetszoleges pontjat a magnak és elindulunk az egy meredek-
ségli egyenes mentén, amennyiben ,falba titkoznénk”, azt a koordinatat nem ndéveljiik,
hanem haladunk tovabb a principal section szélén,egész addig, amig el nem érjiik a bal

also illetve jobb felsé cstcsot, akkor kozben végig a magban maradtunk.

1. dbra. 2+2 jatékos stabil mag, elosztashalmaz
(11,0;0,0)

(0,0;11,0)

2. abra. 242 jatékos stabil mag, principal section
Uz
4

3

dom;

jOmQI

o 1 2 3 4 5 6 7w
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Koénnyen meggondolhaté, hogy a 2 + 2 személyes példak mindig igy néznek ki. A
principal section egy téglalap, a jaték magjat pedig gy kaphatjuk meg beldle, ha
leviagjuk két sarkat két 45°-os egyenessel. az[[.2.2] lemma tartalma sem latszik olyan
jol, mert minden vegyesparoshoz tartozo magegyenlétlenség hatarolja a magot, valamely
magelemre egyenloséként teljestil. Tobb jatékosra viszont ez mar nem feltétlentil van

igy, ahogy az a kovetkez6 3 + 3 f6s példabdl is latszoédni fog.

V1 U2 Vs
4
3. Példa. |5 Y
U9 6 8 1
ug | 4 0 8

a3l abran a3l példa principal sectione és magja ldthaté. A principal section az
egész kocka. A mag, az az alakzat, ami a pontozott sikok (ahol aktivak a magegyenlot-
lenségek) menti vagasok utdn megmarad a kockabdl. A magnak a principal sectionnel
kozos lapjait kiszineztiik, hogy jobban latszédjon. Ezen az abran mar latszik, hogy az
eléz6 példaval ellentétben szitkséglink van az[1.2.2] lemméra, mivel a mag itt nem min-
den vegyesparoson keresztiil tud dominélni. Példaul a (0,0, 8; 8,8,0) elosztas megszegi
a masodik elad6—harmadik vevo vegyesparoshoz tartozd magegyenlétlenséget, de a mag
Osszes pontjara ez az egyenlotlenség inaktiv, mivel a tagjai minden mag-elosztasban
legalabb 2-t kapnak, a koalicié értéke pedig csak 1. Viszont ha elhagyjuk ezt a feltételt,
akkor latszik, hogy nem véltozik a jaték magja, mert a hozzd tartozo sik nem hatérolja
a magot. az[1.2.4] lemma pedig ebben az esetben azt jelenti, hogy ha a mag barmely
pontjabdl (1;1;1) irdnyt egyenes mentén indulunk el, és ha beleiitkoziink a kocka ol-
dalaba, akkor megfelel6 koordindatat nem ndéveljiikk tovabb csak a tobbit, akkor végig a
magon beliil haladunk. Ebbol kovetkezik egy masik érdekessége is az abranknak, ami
kicsit Osszekoti a2 példaval. A jaték magjat akdrmelyik lapra levetitve a vetiilet pont
olyan lesz, mint 2 elad6-2 vevé esetén volt a mag, azaz egy levagott sarku téglalap.
A 2 + 2 személyes példaval ellentétben viszont itt nem minden ilyen ,levigas” mentén
tud dominalni a mag, elég ha a mar emlitett uy, uz altal kifeszitett sikra vald vetiiletet
nézzik. az[1.2.2] lemma pont azt mondta, ki hogy lesz egy jé vetiiletiink, ahol a vagés
mentén tud domindlni a mag pont mint 2 + 2 jatékos esetén.

Végiil egy 2+ 2 személyes példaban nézzitk meg mi torténik, ha nem féatloédominans

a jatékot generald matrix.

V1 V2
4. Példa. u, |7 3
U2 5 4
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3. abra. 343 jatékos stabil mag

(0,8, 4)

Uz

(0,8,0)
(8,8,8)

(8,6,8)

(0,0,0)

(2,0,0)

Uy

a példaban a példahoz képest a 2-est megvaltoztattuk 5-Osre, a maximaélis
értékli parositas ettdl nem valtozott, viszont igy a matrix mar nem féatlodominéns,
mivel 5 = a9y > agy = 4. Itt is csak a principal sectiont abrazoltuk. Mivel nem
foatlodominans a matrix, igy a mag nem tartalmazza az abra jobb fels¢ sarkat, az
u; = 7,us = 4 pontot. Ezt a pontot a mag nem is dominélja (sét azokat sem ahol
6 < wu; <7ésuy =4). Ha viszont a maghoz hozzavessziik ezt a fels6 szakaszt, akkor
konnyen latszik, hogy egy stabil halmazt kapunk (a téglalapon kiviili részt dominalja a
bal als6 sarkot a jobb felsovel 6sszekoto gorbe, a téglalapon beliil pedig a mag pontosan
azt a felso szakaszt nem dominélja, amelyikkel kiegészitettiik. Konnyen lehet latni, hogy
2 + 2 jatékos esetén ezt mindig meg is tehetjiik, ha a magot kiegészitjiik a mag vevo- ill
eladéoptimalis pontjait a principal section ilyen pontjait 0sszekotd szakaszokkal, akkor
mindig stabil halmazt fogunk kapni. T6bb jatékos esetén azonban mar kérdés leht az is,
hogy hogyan egészitsiik ki, és a stabilitas sem latszik ilyen konnyen. Ennek a fejezetnek
a végén ezt a példat fogjuk altalanositani. Az ottani bizonyitasokhoz sziikségilink lesz a
mar emlitett hald tulajdonsagra, és annak néhédny kovetkezményére, ezért a kovetkezo

fejezetben elébb ezt fogjuk megvizsgalni.
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4. dbra. 2+2 jatékos nem stabil mag, principal section

U2

dom 12

1 d0m21

1.3. HAal6 tulajdonsag és kovetkezményei

A tételben mar megemlitettiik a hélo tulajdonsagot, és hogy a hozzarendelési
jaték magja rendelkezik vele, de a mag stabilitasanak bizonyitasaban még nem jatszott
szerepet. A stabil halmaz létezésénél és karakterizacidjanal azonban kulcsfontossagu,
ezért kiillon alfejezetben foglalkozunk vele, és néhany kovetkezményével. Az ebben a
részben talalhato allitasok és bizonyitasok igazabdl aprosagok, de ha nem hozzéaren-
delési jatékokkal foglalkoznank, akkor a hélé tulajdonsagot nem is tudnank rendesen

definidlni, igy a késébbiekben nem allna rendelkezésre a f6 fegyvertink.

1.3.1. Definicié. Egy X C R™ x R" halmaz hdlé, ha birmely (x';y'), (% y?) € X
elemére (' vV % y* Ay?); (2t N2yt vVy?) e X

A mér targyalt 2] példan, nézziik meg, hogy ez geometriailag mit is jelent. A jatékot

meghatarozé matrix a kovetkezo volt:

V1 U2
(751 7 3
U2 2 4

az[pl 4brdn megint a principal sectiont dbrazoltuk a mér emlitett médon. Ahogy azt
mar korabban is lattuk a jaték magja a hatszog. Az, hogy a mag egy halé a kovetkezot
jelenti: akarhogy vesziink két pontot a magbdl (példdul az eladdk (u) szempontjabdl
a (3,3) és (6,1) pontokat) a magnak része ezen két pont két halokombindaciéja is, azaz
azok a pontok amikben az eladok a két elosztas koziil rosszabbul, a vevok jobban
jarnak és forditva Esetiinkben ezek a (3,3) V (6,1) = (6,3) és (3,3) A (6,1) = (3;1)
pontok. Altaldban a két pont 4ltal a tengelyekkel parhuzamosan kifeszitett téglatestnek

az eladok szempontjabol maximalis és minimalis cstcsa.
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5. abra. Hal6 abra
U2

o 1 2 3 4 5 6 7w

A halé tulajdonsagnak szoros kapcsolatat a dominancidval (és ezen keresztiil a mag-

gal és a stabil halmazzal) mutatjdk be a kovetkezd allitasok.

c /e s

1.3.2. Allités. Ha egy vektor domindlja két mdsik vektor valamely hdldkombindcidijdt,

akkor a két vektor kézil is legalabb az egyiket domindlja.

BIZONYITAS.

Legyen (z;y) a domindl6 vektor, (u';v!), (u? v?) a masik két vektor, a dominalt ha-
16kombindcidjuk pedig (u' V u?; v A v?) (szimmetria miatt a masik halokombindciéra
hasonléan megy a bizonyitas). Lattuk, hogy hozzarendelési jatékokban ha egy vektor
dominal egy maésikat, akkor egyszemélyes koalicion, vagy vegyesparoson keresztiil is

dominalja.

e Ha egyszemélyes koalicién keresztiil dominél (x;y), akkor ugyanezen az egysze-
mélyes koalicién keresztiil dominalja (u'; v') és (u?; v?) koziil azt, amelyiknek ez

a koordinataja kisebb.

e Ha egy (i;j) vegyespéaroson keresztiill dominél (x;y), akkor ugyanezen a vegyes-
paroson keresztiil dominélja (u';v') és (u?; v?) koziil azt, amelyiknek a v; koor-
dindtaja kisebb, mivel ez a koordindta megegyezik vj A v3-vel, tovibbd az ehhez

a vektorhoz tartoz6 u; koordindta nem lehet nagyobb, mint u} V u?.

O

1.3.3. Allités. Ha az elosztdshalmaznak (vagy féleloszdashalmaznak) eqy tetszdleges hal-
maz dltal nem domindlt része belsé stabil, akkor hdlé is. Azaz tetszéleges X C RIP!
esetén ha T\D(X) vagy T'\D(X) belsd stabil, akkor hdld is.
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BiZONYITAS.
Z\D(X)-re mutatjuk meg, a masikra pontosan ugyantigy megy a bizonyitas. Vegyiik

« sz

e Ha ez a hilékombinacio elosztas, akkor nem dominalhatja X'-beli elem, mert ha
dominélna, akkor az(1.3.2] allitds miatt dominalnd az egyik Z\ D(X)-beli vektort
is, ami lehetetlen. Ez viszont azt jelenti, hogy a halékombinaci6 eleme Z\ X-nek,

pont amit meg akartunk mutatni.

e Ha a halékombinacié nem elosztas, akkor vagy ez, vagy a masik halokombinécié
szigoru félelosztas kell hogy legyen. Nézziik ezt a szigoru félelosztasvektort. Ezt
nem dominélja X-beli vektor, mert akkor az [1.3.2] 4llitds miatt az dominalna
valamelyik Z\ D(X')-beli vektort is. Noveljitk meg ennek a szigoru félelosztasnak

minden koordinatajat tigy, hogy egy elosztast kapjunk, és vizsgaljuk ezt a vektort.

— Ez dominélja a megnovelés el6tti vektort a nagykoalicion keresztiil, igy az[1.3.2]
allitds miatt domindlja valamelyik eredeti Z\ D(X)-beli vektort is. Ezért
Z\D(X) belsé stabilitdsa miatt nem lehet ebben a halmazban.

— Maésrészt mivel a novelés elotti halékombinaciot nem dominalta X-beli vek-
tor, igy az anndl nagyobb vektorokat sem, azaz a megndvelt elosztasunkat

sem, ezért viszont a megnovelt vektor eleme Z\ D(X) halmaznak,

ez viszont ellentmondas, igy Z\D(X') barmely két elemének hélokominacidja el-

osztas kell, hogy legyen.

OJ
Ennek az egyszert allitasnak a kovetkezménye, hogy a hozzarendelési jatékok magja

és stabil halmazai is halot alkotnak.

1.3.4. Allitas. Egy hozzdrendelési jaték magja és stabil halmazai is hdlét alkotnak

BIZONYITAS.
Mivel C = Z\D(Z*), és ha V stabil halmaz, akkor ¥V = Z\D(V), és mindkét halmaz
belsd stabil, igy az[[.3.3] &llitasbdl azonnal adédik az 4llités. O

Erdemes mér itt megjegyezni, hogy nyilvanvald, hogy tetszéleges hozzérendelési j4-
ték esetén a principal section halét alkot, mig az elosztashalmaz csak nagyon elfajult
esetben lesz az. Ezért lesz sokkal egyszeriibb a stabil halmaz 1étezésének a bizonyitasa,
ahol gyorsan belatjuk, hogy annal a konkrét halmaznal elég a principal sectiont vizs-
gélni, mint a karakterizacional talalhaté bizonyitas, mivel ott nem tudunk egy haléra

szoritkozni.
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A hal6 tulajdonsidgnak tobb érdekes geometriai kovetkezménye is van, melyeket a

késébbi bizonyitasokban hasznalni is fogunk.

1.3.5. Allitas. Ha (z';y'); (% v?); (*;y®) € X hdlonak, akkor

med((x'; y'); (2% y?); (23;y3)) € X, ahol med a koordindtdinkénti medidnt jeléli

B1zoNY{TAsS.
Az allitas kovetkezik a med(z;y; 2) = (zAy)V(yAz)V(zAz) = (zVy)A(yVz)A(zVx)
egyenloségbdl a hald tulajdonsag tobbszori felhasznalasaval. O

Ez geometriailag kétféleképpen is megfogalmazhatjuk. Vagy azt mondjuk, hogy ha
van harom vektorunk, és ebbdl csinalunk egy negyediket, ugy, hogy vessziik koordina-
tanként a kozépsot, ennek az 1j vektornak is a haléban kell lennie. Kicsit masképp ez
azt jelenti, hogy ha harom pont eleme egy héalénak, akkor ha levetitjiik ezek koziil az
egyiket a méasik kettd altal kifeszitett téglatestre, az igy kapott pont is eleme kell, hogy

legyen a halénak.

1.3.6. Megjegyzés. Teljesen hasonloan beldthato, hogy ha egqy hdlobol kiveszink r da-
rab pontot, és készitiink ezekbol eqy ujat gy, hogy az eladok koordindtanként az i. leg-

nagyobb, a vevok azi. legkisebb értéket kapjdk, az igy kapott vektor is eleme a hdlonak.

1.3.7. Allitas. Legyen X eqy korldtos és zdrt hdld, és (w;0) az elsé koordindtdkban
minimdlis a tobbiben mazximdlis pontja, azaz u; = Mil(yp)ex Ui €S Vj = MaX(upw)ex Uj,
és hasonléan (w;v) az elsé koordindtdkban maximdlis a tobbiben minimdalis eleme. Ekkor

az aldbbi 3 tulajdonsdg ekvivalens:
1. X osszefiiggo
2. létezik (u; D) és (w;v) pontokat dsszekotd X -beli girbe.
3. X barmely két pontjat osszekiti X -beli koordindatanként monoton gorbe.

B1zoNy{TAs.

Az 1 = 2 és 3 = 1 irdnyok nyilvanvaloak, igy elég a 2 = 3-at bizonyitani.

Legyen (z';y'), (z%9y?) € X, és legyen (x3;9°) = (x' A %y vV y?). Elég meg-
mutatni, hogy létezik az (x';y') és az (x3;y?), valamint az (x3;y?) és (x?;y*) pon-
tokat 6sszekotd koordinatdnként monoton gorbe, mert a kettd unidja az (x';y') és
(x?;y?) pontokat 6sszekotd gorbe. Az elsét fogjuk megmutatni, a masodik szimmet-
ria miatt ugyantigy megy. Legyen az (u;v) és (w;v) pontokat 6sszek6té monoton
gorbe ((t); v(t))ciour- Legven (w(t); v/(1) = med (@' 5"); (w(t); (1)); (% 1)), Bl
kor az [L.3.5] 4llitas miatt az (w'(f);v'(t))iefoq) gorbe X-ben van, ami az (x';y') és
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(x3;y3) pontokat koti ossze. Hidnyzik még a goérbe monotonitdsa. Ehhez legyen
(u”(t);v"(t)) = (As<t ' (5); V<t (V'(5)). Itt nem probléma, hogy végtelen sok elem-

c sz

a maximum és a minimum folvétetik, igy ez ugyanaz mintha legfeljebb |P| elem hé-
lI6kombinaciojat vennénk. Az (u”(t); v"(t))icjon) gorbe pedig a definiciéjabdl adéodéan
koordindtanként monoton, része X-nek és az (x';y') és (x*;y*) pontokat koti dssze.

[l

1.4. Stabil halmaz létezése

afd példdban a matrix nem volt f6atlédomindns, ezért az [I.2.1] tétel miatt a jaték
magja nem stabil. A jobb fels6 szakasz hozzavételével viszont sikeriilt kiegésziteniink
stabil halmazza. Ebben a részben megmutatjuk, hogy altaldban hogy lehet a magot
kiegésziteni stabil halmazza. Ezt a kiegészitését Shapley javasolta, ami kés6bb (Shubikl,
1984) konyvében jelent meg. Altaldnos esetben a kiilsé stabilitdst nem tudtdk bizonyi-
tani, ezt késébb |[Nunez & Rafels (2013)) tették meg. Ez a idében kortlbelil ugyanakkor
készilt kicsit hamarabb is, de a masik jelent meg. Mi ezt a masik sajat bizonyitast
mutatjuk, meg, ami rovidebb, és ahogy a kovetkezd fejezetben a karakterizacional latni
fogjuk, elég jol altalanosithato.

a[] példdban kénnyen latszik, hogy a kiegészitett stabil halmaz éppen a principal
section magja. Errdl a halmazrol fogjuk belatni, hogy stabil. Ezt a halmazt a kovetkezd

egyenlotlenségekkel lehet megadni:

1.4.1. Definicid.
CBay =C(Bay) =

= {(w;v) € Bay| Vie M,j €N :u; = auu) vagy v; = a,-1(j); vagy u; +v; > a;j}

A tobbi jeloléshez hasonléan az A és p indexeket By ,-nél és CB, ,-nél is el fogjuk
hagyni, ha egyértelmi, hogy melyik jatékrol, illetve parositasrél van szd. Tovabbra
is feltessziik, hogy a féatloban talalhaté a p maximalis értékli parositas. A féatloban
szerepl6 értékekbdl készitett vektort d-vel jelolve, a principal section vevo- és eladdop-
timalis cstcsai a (0;d) illetve a (d;0) koordinatéju csicsok.

Konnyen latszik, hogy az itt definidlt halmaz, tényleg a principal section magja,
mivel egy adott (i; ) vegyespéaros azt a részét nem tudja dominédlni B-nek, ahol vagy
egyiitt legalabb annyit kapnak, amennyi az értékiik, vagy valamelyikiik megkapja a

maximiumot, amit B-n beliil kaphat.
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Shapley (Shubik, [1984)) valamint |Nunez & Rafels (2013) nem igy definidltdk a hal-
mazt, hanem mint kiilonboz6 részjatékok magjainak az unidja. Ehhez vették a ja-
tékosoknak a kiilonbozo koaliciéit, és ezen részhalmaz jatékosainak odaadték a teljes
Osszeget amit a u parositdsban a parjukkal egyiitt megszereznek (ha a egy, a maxima-
lis értékli parositasbeli paros mindkét tagja benne van a halmazban, akkor mindketto
megkapja), majd ezeket a jatékosokat elhagyjik és az Oket tartalmazé koaliciok érté-
két lecsokkentik a kifizetett Osszeg nagysdgaval. Minden ilyen koalicibhoz tartozik egy
részjaték, amit g kompatibilisnek hivtak, ha a nagykoalicié értéke az eredeti jatékban
megegyezik a jatékbol elhagyando jatékosoknak kifizetendd mennyiség és a megmarado
jatékosok értékének Osszegével (azaz ha akiket elhagyunk nem kapnak ,til sokat”). Az
ilyen p kompatibilis részjatékok magjainak unidja adta meg az altaluk vizsgalt halmazt.
Csak késoébb, a belso stabilitds bizonyitasanal mutattdk meg, hogy ez éppen az altalunk
definialt halmaz.

Shubik| (1984)) példajan megmutatjuk, hogy ez mit is jelent:

ny Mg N3 Ng

mi| 4 0 5 0

5.Példa. my,| 0 4 0 1
mg| 1 0 3 0

mg| 0 5 0 3

Itt 4 elado és 4 vevo van, a tablazatban szereplo 4 x 4-es tablazat a jatékot generald
matrix, bal oldalt és fent a megfelel6 sorokhoz és oszlopokhoz tartozo jatékosok neve
talalhat6. A maximalis értékl p parositasrél konnyen latszik, hogy a féatloban van, a
nagykoalicié értéke 14. Vegyiik példaul az m; jatékosbodl all6 egyszemélyes koaliciot.
A hozza tartozé részjaték a kovetkezoképpen néz ki: az m, jatékoshoz a p maximalis
értéki parositasban 4-es érték tartozott, igy neki odaadjuk ezt a 4-et, majd kitoroljitk
az elso sort, és a maradék 3 x 4-es matrix alapjan szamoljuk a koaliciok értékét. Ez
a részjaték kompatibilis az eredetivel, mivel m; kapott 4-et, a maradék értéke pedig
10, igy még mindig pontosan az eredeti nagykoalicié értékét osztjuk szét. Az {my,ni}
koalici6hoz tartozé részjaték nem lenne kompatibilis, mivel ott m, és n; is kap 4-4
egységet toroljiik az els6 sort és oszlopot, de a maradék értéke 10, igy osszesen 4+4+-10-
et kellene szétosztani, ami tébb, mint az eredeti 14. Az {my, ns}-hoz tartozo részjaték is
kompatibilis, mert kifizetiink nekik 4-et, 4-et, toroljiik az elsé sort és a masodik oszlopot,
a maradék 3 x 3-as matrixban a maximalis értékii parositas értéke 6 lesz, tehat tsszesen
4 + 4 + 6-ot kell szétosztani, ami pont 14. Viszont az {ms, n; }-hez tartozé részjaték
mar nem kompatibilis, mert my és n; megkapja a 4-et, 4-et, toroljik az elsé oszlopot

és a masodik sort, a maradék 3 x 3-as matrixban a maximalis értékli parositas értéke
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10 (amiben a két 5-6s van), igy Osszesen 4 + 4 + 10-et kellene kifizetni, ami tobb mint
az eredeti 14.

Geometriailag amikor egy ilyen részjatékot néziink az azt jelenti, hogy megnézziik,
hogy a principal section melyik lapjan kell kiegésziteniink még a magot, és pont ezeknek
a részjatékoknak a magjaval egészitjik ki.

Mi azért nem igy definidltuk a halmazt, mert nem lesz sziikségiink a u kompatibilis
részjatékokra. Szerintlink ez a definicié nem fogja meg igazan a stabil halmazok lénye-
gét. Ebben a fejezetben még nem annyira latszik ennek a magyarazata, de a kovetkezo,
fejezetben a karakterizacional mar érezhetd lesz, mivel ott nincs rogzitve egy parositas,
igy a pu kompatibilis részjaték definidlasa is nehézkes lenne. A nagy kiilonbség Shapley
(Shubik; 1984) bizonyitas terve valamint Nunez & Rafels| (2013)) bizonyitéasa, és az itt
bemutatott sajat bizonyitas kozott az, hogy 6k a kompatibilis részjatékokkal dolgoztak,
és a problémas kiilsé stabilitas bizonyitasakor egy 1épésben kifizettek néhany jatékost
elhagytak oket, igy egy kompatibilis részjatékhoz jutottak és elég volt ezen belatni a
kiils6 stabilitast. Geometriailag ez azt jelenti, hogy a teljes principal section helyett
elég volt egy lapjaval foglalkozni, igy egyre kevesebb dimenzids téglatestiik lett.

Mi is hasznalni fogunk egyfajta redukciét, de mi nem a teljes 6sszeget fogjuk kifizetni
a jatékosoknak, hanem csak egy részét. Ezzel nem hagyjuk el 6ket teljesen nem lesz
kisebb a principal section dimenzidja csak a téglatest lesz kisebb. Geometriailag a nagy
téglatestrdl at fogunk térni két pontja altal kifeszitett kisebb téglatestre. és elég lesz
ezen belatni a kiils6 stabilitast.

A mag stabilitdsdhoz képest a problémat afd] dbran is lathaté a magrdl lelégd dolgok
jelentik. Ntunez & Rafels (2013)) bizonyitdsdban ezt ugy oldjak meg, hogy lemennek a
megfelel6 lapra, ahol az mar nem a maghdl lelogd dolog lesz, hanem az adott lapon
maga a mag, mi pedig attériink egy kisebb résztéglatestre, ezzel levagjuk az ilyen kilogo
dolgokat. A masik modszerrel ellentétben ezt majd at fogjuk tudni vinni a kévetkezd
fejezetbe is, ahol nem lesz kiemelt parositas, igy principal section és annak lapjai sem, az
elosztashalmazon beliil viszont még mindig at fogunk tudni térni két pont kozti kisebb
részre igy levagva a problémas részeket. Bar az elsoztashalmaz hald tulajdonsaganak

hidnya miatt ez az itteninél egy kicsit nehezebb lesz.

1.4.1. Tétel. CBa, halmaz stabil az A madtrizhoz tartozé hozzdrendelési jatékban, és az

egyetlen olyan stabil halmaz, amely része a u parositashoz tartozo principal sectionnek.

Az allitds masodik fele mar a [Shubik| (1984))-nél is megtalalhat6 (pontosabban az, hogy
a principal sectonon beliil nem lehet més stabil halmaz ha CB stabil mivel a stabilitast

nem tudtdk bizonyitani). Ez azért van, mert ha B-ben kerestink egy stabil halmazt,
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akkor annak B-stabilnak is kell lennie, amibdl kovetkezik, hogy tartalmazza B magjat,
ami nem mas mint CB. Viszont ha ez a halmaz stabil, akkor nem lehet részhalmaza
mas stabil halmaznak, igy ez az egyetlen stabil halmaz.

CB stabilitasanak bizonyitashoz el6szor belatunk néhany, CB szerkezetére vonatkozd

4llitast.
1.4.2. Lemma. CB hdlo.

B1zoNy{TAs.
Legyen (z';y'), (2% y?) € CB. Megmutatjuk, hogy az (z' Vv x% y' A y?) hdlokombi-
nacio is eleme CB-nak (a mésik halokombinaciéra hasonléan be lehet latni). Azt kell
megmutatnunk, hogy minden (i; ) parra z} Va7 +yj Ay: > aij, vagy =} V] = a;; vagy
y; Nyi = ajj.
Szimmetria miatt feltehets, hogy y; > y?. Tudjuk, hogy (x*y*) € CBa, igy az

2,2 2 _ 2 _
ry + Yy 2 iy, T =y, Y =

i = aj; feltételek koziil legaldbb egy fennall.

e ha 27 + y]2 > a;; teljesill, akkor z} V x? + y} A yjz > 2? + yjl A yj2 =22 + yJQ- > aij

egyenlotlenségek miatt kész vagyunk.
e ha 2? = a;;, akkor z} V 27 = 27 = a; miatt kész vagyunk.
e ha y? = aj;, akkor yj Ay? =y} = a;; miatt vagyunk kész.

0

1.4.3. Lemma. CB bdarmely két pontjat dsszekoti CB-beli koordindtdnként monoton

gorbe.

BIZONYITAS.
az[1.3.7] 4llitds miatt elég megmutatni, hogy a (0;d) és (d;0) pontokat Ssszekoti CB-
beli gorbe. Legyen (x;y) € Ca és definicié szerint készitsiik el az (u(™, ()
gorbét 7 € [—wa(P);wa(P)]. Ez a gorbe részhalmaza CB-nek, mivel egy vegyesparosra
csak akkor nem teljesiil egy magegyenlotlenség, ha tobbet vonunk le az egyik koor-
dinatabol, mint amennyit a masikhoz hozzaadnank. FEz viszont csak akkor fordulhat
elé, ha a novelni kivant koordinatdanak mar elértiik a principal sectionbeli maximumat.
A gorbe konstrukciéjabol kévetkezik, hogy monoton, és (w(~va(P) y(=wa(P)) = (0; d)
valamint (u(4(P) pwe(P))) = (d; 0) O
Az a rész, hogy (0;d) és (d;0) pontokat Osszekoti CB-beli gorbe szerepel |Shubik
(1984)-nal is pont ugyanigy.
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Most mar beldthatjuk az tételt. A belsd stabilitds, és az, hogy CB dominélja
a principal sectionén kiviili részt szerepel Shubik (1984)-nél is pont ugy, ahogy itt.
A végén viszont nala annyi van, hogy most mar csak az maradt, hogy CB dominélja
B\CB-t és itt vége is, ami igazabdl a tétel nehéz része.

Az [L4.1]l TETEL BIZONYITASA.
egyik eleme sem dominalhat masikat, ezért elég a kiilso stabilitast megmutatni.

El6szor belatjuk, hogy CB dominalja az elosztashalmaz B-n kiviili részét. Ez teljesen
hasonl6 az [1.2.1] tétel bizonyitdsdhoz. Vegyiink egy (u;v) € Z\B vektort. Erre a
vektorra valamelyik (k; k) vegyesparoshoz (ami a maximaélis silyt péarositdsban van)
tartozé magegyenlétlenség nem teljesiil. az . lemma alapjan taldlunk egy (0;d)
és (d;0) pontokat Osszekoté CB-beli gorbét. Ezen gorbe minden pontjara a (k;k)
vegyesparoshoz tartozé magegyenlotlenség egyenloségként teljestil. Vegytlik ennek a
gorbének azt az (x;y) elemét, amelyre x; = u; + *E——2 és y; = v; + HE— Ez az
(z;y) vektor dominélja (u;v)-t a (k; k) vegyesparoson keresztiil.

Innentdl jon a |Shubik| (1984))-nal hianyzé rész. Elég sok vektor és jelolés talalhatd
a bizonyitasban, ezért a bizonyitas utan egy vazlatos abran megprébéljuk megmutatni,
hogy geometriailag mi is torténik, aminek segitségével talan konnyebb a bizonyitast is
kovetni.

Megmutatjuk, hogy a B\CB halmazt domindlja CB. Ehhez feltessziik, hogy van
olyan (u;v) € B\CB vektor, amit nem dominal CB, majd az[1.3.2 allitas t6bbszori fel-
hasznéldsdval mutatunk egy masik vektort, aminek domindltsagabdl kovetkezik (u;v)
dominaltsidga, de kevesebb vegyesparoshoz tartozé definiciébeli) egyenlétlenség-
hédrmast szeg meg (u;v)-nal. Ezt a lépést elég sokszor ismételve ellentmondashoz ju-
tunk. Innentdl elég sokszor vessziik két elem halokombinacidjat, de mivel a principal
sectionon belill vegyunk ez nem jelent problémét, a halékombinacié nem vezet ki a
halmazbol.

Tegytik fel, hogy létezik (u;v) € B\CB vektor, amelyet nem domindl CB. Mivel
(u;v) ¢ CB, gy megszeg egy (i;7) vegyesparoshoz tartozé egyenlétlenség-harmast,
azaz u; < i, U < aj; €S u; +v; < ai;. az . lemmaban belattuk, hogy CB
Osszefiiggd, igy van olyan (x;y) eleme, amelyre x; > w;, y; > v, ;—y; = u; —v; és
az ilyen tulajdonsagu (x; y)-ok kozil az x; +y; 6sszeg minimalis. Tudjuk tovdbba, hogy
erre a pontra x; + y; > a;;, mert kilonben (x;y) dominalna (u;v)-t. Most készitiink

egy 1j, (u?;v?) vektort.

e Ha (uV x;v Ay) ¢ CB akkor legyen ez a vektor az (u?; v?)
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e Ha (uV x;v Ay) € CB, akkor abban az esetben ha ez a pont nincs CB-ben. Ha
benne van, akkor valasszunk egy («';y’) € CB pontot gy, hogy = = z; — € legyen
egy nagyon kis (z; — u;-ndl és y; — v;-nél kisebb) era, majd legyen (u?v?) =
(uV ;v Ay'). Ebben az esetben (u?; v?) biztos nem eleme CB-nek, mert ha az
lenne, akkor az[1.4.3] lemma miatt van (z';y') és (u?; v?) pontokat sszekdts CB-
beli gorbe. Ennek a gérbének minden pontjaban az i. vevé kifizetése x = z; — €,
igy az a pontja amelyikben a j. vevd kifizetése y; — € jobb lett volna (z;y)-
nal annak megvalasztasakor, mivel ez is eleme CB-nek, de itt az (i;j) vegespéaros

kifizetése kisebb, mint (x;y)-ban

Mindkét esetben kaptunk egy (u?;v?) ¢ CB pontot. az m allitas miatt elég meg-
mutatnunk, hogy CB halmaz dominélja (u?;v?)-t, abbél mar kovetkezik hogy (u;v)-t
is dominalja, mert (u?;v?) vektort két vektor hdlékombinéci6jaként kaptuk, igy ha va-
lami dominalja ezt, akkor az domindlja a masik ketto kozil is valamelyiket, de mivel
(z;y)és (x';y') € CB volt, igy csak (u;v)-t dominalhatja.

Most (u;v) helyett (u?;v?)-rél kell belatnunk, hogy domindlja CB. Ez azért jé
nekiink, mert amelyik egyenlétlenség harmast (u;v) teljesitette, azt (u?;v?) is teljesi-
ti. az[1.4.2] lemmé&ban igazabol azt lattuk be, hogy ha két vektor teljesiti ugyanazt
az egyenl6tlenség hdrmast, akkor ezek halékombindcidi is, tovabba u; + vi > u; + v,
azaz az 0j vektor egy kicsit ,kevésbé szegi meg” az (i;j) vegyespéaroshoz tartozé mag-
egyenlotlenséget, de ami most igazan lényeges, hogy eddig csak azt tudtuk mondani,
hogy azokra az (s;t) € CB pontokra, amelyekre s; > wu; és t; > v; teljesiilnie kell az
s; + t; > a;; egyenlStlenségnek, addig (u?; v?)-vel ugyanitt s; > u?-re mondhatjuk ki
ugyanezt (mert u? > ;).

Csindljuk meg az el6z6 1épést (u?; v?)-bél kiindulva szimmetrikusan a mésik hélo-
kombinéciét véve. Az igy kapott elem legyen (u?;v?). Most mar igaz az, hogy minden
(s;t) € CB elosztasra, amelyre s; > u? és t; > U;’ teljesiilnie kell az s; +t; > a;; egyen-
16tlenségnek. Legyen ey = min(s;t)ECB:siZu§,thv]3 s; +t; — a;;. Ez az érték létezik (mivel
egy korlatos és zart halmazon minimalizalunk egy folytonos fliggvényt) és pozitiv (ami
nem biztos, hogy igaz, ha (u?;v?) helyett (u;v)-t vessziik).

Ha az el6z6 1épést ismételgetjiik, akkor most mar tudunk mondani egy konkrét érté-
ket, hogy ha az 4j (u*; v*) nem teljesiti az (i; j) paroshoz tartozé magegyenlStlenséget,
akkor legalabb 2-vel tébb kifizetést kapnak, mint ("% v*~!)-ben (ha nincs szitkség
(x'; y')-re akkor mondhattunk volna €;-t is, de ha sziikség van ra, akkor az ¢ meghata-
rozasandl vegyiik bele azt a feltételt is, hogy legyen kisebb mint Z).

Igy véges sok lépésben kapunk egy olyan B\CB-beli elosztast, amely kevesebb ve-

gyespéaroshoz tartozé egyenlétlenség harmast szeg meg mint (u; v). Most csindljuk meg

28



ugyanezt az 1j elosztéssal. ... Igy véges sok 1épés utdn kapunk egy B\CB elosztast,
amely nem szeg meg egyenlétlenség harmast, ami ellentmondas. 0
A bizonyitds megértésében segit, ha abrazoljuk az (i; j) vegyesparos kifizetését meg-

adé sikon, hogy mit is csinalunk.

6. abra. CB stabil bizonyitasa 1

(u;v)

o ()

a @ abran az i. eladé kifizetése (u; és x; koordinaték) szerepelnek a vizszintes
tengelyen balrdl jobbra, a j. vevo kifizetése (v, és y;) pedig a figgélegesen feliilrdl lefelé.
Elsére furcsa lehet, hogy a j. vevo kifizetése miért lefelé né. Azért valasztottuk igy, mert
a principal sectionon beliil a megfelel6 eladd vevo paros Osszkifizetése fix, igy a 7. eladd
kifizetése ,rendesen” alulrol folfele no, a bal alsé sarok igy az eladok szamara minimalis
a jobb felso pedig a maximalis kifizetést add vektor. A szaggatott vonal mentén aktiv az
(1; 7) paroshoz tartozé magegyenlotlenség, a sziirke sikidom pedig a CB halmaz vetiilete
a sikra. A pontos alakja most nem érdekel minket, elég ha annyit tudunk réla, hogy
barmely két pontjat osszekoti monoton CB-beli gorbe. A bal fels§ pont az (u;w),
amit domindlni akarunk, azt tudjuk réla, hogy nincs CB-ben, mert megszegi az (i, j)
parhoz tartozé egyenlotlenségharmast, azaz a szaggatott vonaltél balra felfele van, és
nincs a principal section alsé illetve jobb oldalan. FElGszor meghatarozzuk az (x;y)
pontot, Ugy, hogy az (u;v) pontbdl elinditunk egy —1 meredekségii félegyenest, és ahol
el6szor metszi CB-t ott van (x;y). Ilyen pont biztos van, mert a CB halmaz eladok
szamara minimalis és maximalis pontjat 0sszekoti egy monoton gorbe. Ezt valahol el
kell metszenie az egyenesnek. Ez a pont biztos, hogy a szaggatott vonaltél szigorian
jobbra lefele van, ellenkez6 esetben (x;y) domindlné (u;v)-t és kész is lennénk.

Utdna vessziik (u;v) és (x;y) hdlokombindcidjat. a [ abrdn az els§ egyszertibb
eset van, amikor ez a halékombinacié nem eleme CB-nek. Ekkor ez a halokombinaci
lesz (u?;v?). Innent6l elég megmutatni, hogy (u?; v?)-t domindlja CB. Az (u?;v?)
pont viszont mar kozelebb van a szaggatott vonalhoz, mint az eredeti. Most nézziik a

masodik problémasabb esetet.
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7. abra. CB stabil bizonyitasa 2

(u;v) (u’v%)

(xVujy Av)

\(:I:;y)

A problémaésabb eset, amikor a hdlékombindcié nincs CB-ben. Ezt vazoljuk fel a[7]
abran. Itt nincs szerencsénk és a hdlékombindico eleme CB-nek. Ekkor sincs nagy baj,
mert veszink (x;y)-tél egy kicsit balra egy masik pontjat CB-nek ez az (';vy’). Ilyen
biztos van, mert (x;y)-t koti dssze CB-beli gorbe a vevéoptimédlis bal alsé sarokkal.
Pont ezért az is biztos, hogy y; > y; azaz az Gj pont az eredetinél nem lehet feljebb az
abran. Most vessziik ('; y') pontnak és (u; v)-nek a megfelelé halokombinaciéjat ez lesz
(u?;v?). Ez a vektor nem lehet eleme CB-nek, mert ha az lenne, akkor lenne monoton
CB-beli gorbe x'; 9y és (u?;v?) kozott (a vetiiletiinkon ez egy fiiggblges szakasz lenne),
ennek viszont van olyan pontja ami az (u;v) és (x;y) pontokat Osszekotd szakaszt
(u;v)-hez kozelebb metszené, ami nem lehet (x;y) valasztdsa miatt, mivel (x;y)-t
pont ugy valasztottuk, hogy a vetiileten a —lmeredekségii egyenesen a legkozelebb
legyen (w;v)-hez. Ebben az esetben is kaptunk egy 1j pontot, ami kozelebb van a
szaggatott vonalhoz (esetleg mar a masik oldalén is) mint az eredeti.

Egy apré technikai dolog maradt, hogy elképzelheté lenne, hogy hidba lépkediik
egyre kozelebb a szaggatott vonalhoz sose érjiik el és lépiink at rajta. Itt kellett még
egy kicsit figyelni. Az dbran ha CB-nek az (u;v)-t6l nem szigorian balra lefelé 1évé
részét nézzik, akkor az végig a szaggatott vonal alatt kell hogy legyen, ellenkez6 esetben
a megfelel6 pont domindlna (w;v)-t. Egy apré kivétel van, (u;v)-t6l pontosan lefelé
illetve jobbra még éppen elérheti a vetiilet a szaggatott vonalat, ahogy a [6] &bran is.
Viszont amikor megcsindljuk ezt a 1épést, és , jobbra lépilink egy kicsit”, akkor mar ez
sem fordulhat el6. Ha ugyazezt a 1épést a masik halokombinacidval is elvégezziik, akkor
a masik oldalon sem lehet ilyen.

Innentdl felteheto, hogy CB vetiiletének a dominalni kivant ponttél balra lefelé es6
része szigorian a szaggatott vonal alatt van. Ebben az esetben ennek a résznek van egy
minimalis tavolsdga a szaggatott vonaltdl, igy tudunk mondani egy tavolsdgot amennyit

minden lépésben legalabb haladunk, igy elobb-utébb at kell 1épniink a vonalon.
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Felmertilhet egy elég természetes kérdés CB szerkezetével kapcsolatban. az[1.2.1] té-
tel bizonyitasa soran megmutattuk, hogy barmely vegyesparos kifizetését megado sikra
levetitjiik a magot ugyanugy néz ki, mint egy 2+ 2 jatékossal rendelkez6 hozzarendelési
jaték magja. Ha ugyanez igaz lenne CB-re is, azaz hogy minden vetiilet ugyantugy néz ki
mint egy 2 4 2-es jatékban a CB halmaz, azaz a levagott sarku téglalap mag plussz egy
vagy két szakasz, akkor sokkal egyszertibben is belathattuk volna a tételt. A kovetkezd
példabdl latszik, hogy ez nem teljestl.

V1 U2 Vs
4 6 0
6. Példa. '
U9 0 4 0
Us 3 0 4
8. dbra. CB vetités el6tt
-7 NN
‘ ~N
ug I S
: ) ) > ~N
| ~
| (4,4,3) 5 (4,4,4)
B =
- /< - -
.- [
| |
|
: | u3 7 (4,274)
I
| 3)
(0,0,0)
(1.0,0)° (40,4

alg] abrdn a jaték magja a (2,0,1),(4,0,3),(4,0,4),(2,0,4), (4,2,3) és (4,2,4) pon-
tok altal meghatarozott poliéder, CB-t pedig ugy kapjuk meg, hogy hozzavessziik a
(0,0,0),(1,0,0),(2,0,1),(2,0,4),(0,0,4) pontok altal meghatarozott ,levigott sarkd
téglalapot” és a (4,2,3),(4,2,4), (4,4,4),(4,4,3) téglalapot.

jobb eliils6 lapra (2. és 3. koordinata altal kifeszitett sik) val6 vetiilete szerepel a |§|

Ennek a halmaznak a

abran. Ilyet nem kaphatunk egy 2 + 2-es jaték CB halmazaként, mivel azok levagott
sarkt téglalapokbdl (a jaték magja) és legfeljebb két szakaszbdl allnak.
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9. 4bra. CB vetilete
U2

o 1 2 3 4u

Egy masik érdekes kérdés lehet, hogy B és ezen keresztiil a CB halmaz definiadlasakor
volt egy kiemelt maximalis silyu parositasunk. Mi a helyzet, ha tobb ilyen parositas is
van? Mindegy, hogy melyiket valasztjuk? A valasz nem. Konnyen latszik, hogy ha ma-
sik parositast valasztunk, altalaban mas lesz a principal section vevo- és eladéoptimalis

csucsa, igy ezek magja is kiillonbozni fog. A kovetkezd példaban ezt mutatjuk be.
7. Példa. 5 0
6 4

Latszik, hogy mindkét parositds maximalis értéki. A jaték magja a (2,0; 6,4) és
(6,4; 2,0) pontokat Osszekoto szakasz. Ha a féatlobeli parositést valasztjuk ki, és az
ehhez tartozé CBy, v halmazt készitjiik el, akkor a magot a (0,0; 8,4) és (2,0; 6,4)
pontokat valamint a (6,4; 2,0) és (8,4; 0,0) pontokat Osszekotd szakaszokkal egészitjik
ki stabil halmazzd, ha viszont a masik parositast, akkor a (0,0; 6,6) és (2,0; 6,4) pon-
tokat valamint a (6,4; 2,0) és (6,6; 0,0) pontokat 6sszekotd szakaszokkal. Ez a kett6t
egyltt abrazoltuk az elosztas-tetraéderben a [10] abran. A kiilonbozd kiegészitéseket
kiilénbo6zo szinekkel jeloltiik.

a és a[l12labrakon pedig kiilon kiilon abrazoltuk a két stabil halmazt a megfeleld
principal sectionokben.

Konnyen meg lehet mutatni, hogy nem csak ez a két stabil halmaz van, hanem
végtelen sok. A magot nem csak ezen a két mdédon egészithetjiik ki stabil halmazza,
hanem a mag vev6 optimalis pontjabdl tetszoleges a vevik kifizetésében monoton névé
az eladékéban monoton csokkend gorbével, amelynek a végén mindkét elado kifizetése
0. A mésik oldalon hasonléan csak forditott leosztassal. a[I0] dbrén ez a piros illetve
kék vonalak altal meghatarozott haromszogekbeli monoton gorbéket jelent, amelyek
vége a haromszog harmadik oldaldn van.

Most, hogy ldttuk, nem csak CB tipusi stabil halmazok vannak, s6t a[7] példaban
lattuk, hogy a végtelen sokbdl csak 2 stabil halmaz ilyen, érdemes tovabb folytatni
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10. abra. Két CB stabil halmaz egyiitt
(0,12;0,0)

(0,0;0,12)

(0,0;12,0)

11. 4bra. Els¢ CB halmaz
U = 4 — (%)

S = N W

a keresést. A példaban leirt stabil halmazok valamilyen értelemben elég hasonloak,
mindegyik egy-egy monoton goérbe, amelynek az egyik végén az eladdk, a masikon a
vevOok nem kapnak semmit. Kérdés, hogy altalaban is van ilyen hasonlésag, tudunk-e
altalaban mondani valamit a stabil halmazok szerkezetérol? Ezt fogjuk megvizsgalni a

kovetkezo részben.
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12. 4bra. Méasodik CB halmaz
U9 = 6 — (%1

U1:6—Ug

S = N W e O

NP — = = = = = = 2

0 1 2 3 4 5

2. A stabil halmazok karakterizacidja

2.1. Karakterizacio

Ha jobban megnézziik a kiils6 stabilitds bizonyitasat, lathatjuk hogy CB 6sszefliggdsége
és hal6 tulajdonsaga volt fontos. Azt hogy a halmaz elemei melyik egyenlétlenségeket
teljesitik és melyikeket nem, két helyen hasznaltuk. El6szor akkor, amikor a mésodik
részhez képest egyszertien megmutattuk, hogy CB dominalja a B-n kiviili elosztasokat.
Ez azért volt fontos, mert a masodik részben amikor mar B-beli elemekkel dolgoztunk,
nyugodtan vehettiik barmely két elem halokombinaciéjat, az is egy B-beli elosztés volt.
Ugyanez az elosztashalmazon nem lett volna igaz. Akkor hasznaltuk tovabba, amikor
megmutattuk hogy véges sokszor kell elvégezni a hdlékombinacios 1épést az ellentmon-
dashoz.

Ebben az alfejezetben ezt a bizonyitast fogjuk altalanositani, megadunk harom tu-
lajdonsagot, amivel helyettesitheto a kiilsé stabilitdas. Ezeknek a tulajdonsagoknak a
meglétét sok esetben konnyebb ellendrizni, valamint tovabbi érdekes kovetkezményeik
vannak a stabil halmazok szerkezetére vonatkozoan.

A stabil halmazok karakterizacidéjaval kapcsolatban érdekes lehet megnézni mi a
helyzet a hozzarendelési jatékokhoz sok szempontbdl nagyon hasonlé hazasparosita-
sos jatékoknal (Gale & Shapley, [1962)). FEzen jatékosztélyon ismert a (Neumann—
Morgenstern értelemben) stabil halmazoknak egy ,majdnem karakterizacidja” (Ehlers|
2007). Azért csak majdnem, mert megad néhény sziikséges feltételt, és ha csak egy
halmaz van, ami kielégiti ezeket, akkor az a halmaz biztos, hogy stabil. Viszont ha
tobb ilyen is van, akkor elképzelhetd, hogy nem lesz az.

A hazasparositdas modellje nem TU jaték, nincs egy olyan joszag amit a jatéko-

sok egymas kozt atadhatnak, és mindenkinek ugyanannyit ér. A jatékosok ott is két
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diszjunkt csoportra oszthatdak, nevezziik ezt a két csoportot fitknak és lanyoknak.
Ahelyett, hogy egy Osszeget osztanank szét koztiik, egy (nem feltétlen teljes) parositast
fogunk csinalni. Mindkét nem tagjainak van egy szigoru preferenciasorrendje a masik
nemre vonatkozoan, hogy kivel mennyire szeretnének egy parba kertilni. Az a leheto-
ség is kozte van pluszban hogy nincs parjuk. A dominanciat a hozzarendelési jatékhoz
hasonléan tudjuk értelmezni két parositas kozott. Egy parositas dominal egy masikat,
valamilyen S koalicién keresztiil, ha az S tagjai csak egymés kozott létre tudnak hoz-
ni, egy olyan parositast, amely mindegyikiik szaméra jobb, mint az eredeti. Az, hogy
csak egymas kozt csinalhatnak parokat felel meg az elérhetoségnek, az, hogy mind-
egyikiik szamara jobbnak kell lennie, pedig annak TU esetben a dominalé vektornak
elényosebbnek kell lennie.

Nagyon sok hasonlésidg van a két modell kozott. Konnyen latszik, hogy a hazaspa-
rositas esetében is, ha egy pérositds dominal egy masikat, akkor domindlja egy egy-,
vagy vegyes kétszemélyes (fit-lany) koalicion keresztiil is. Tovabbi hasonldség, hogy
a mag (a semmilyen parositds altal nem domindlt parositdsok halmaza) nem iires és
hal6 szerkezetii, ahol a halo szerkezetet hasonléan definialjuk, mint a TU jatékok ese-
tében. Két parositas halékombinaciéjan azt a két masik parositast értjik, ahol az
egyikben az Osszes fii a kettd koziil a szamara rosszabb, lanyt, az 6sszes lany pedig
a szamara jobb fiut kapja és forditva. Tobbek kozott ezekért az eredményekért ka-
pott 2012-ben Nobel-dijat Shapley. A hozzarendelési jatékot tekinthetjik valamilyen
értelemben olyan hazasparositési jatéknak, ahol a felek pénzzel  kompenzalhatjak egy-
mast”. Hézasparositasoknal altalaban a magot szoktdk vizsgalni, és a mag elemeit
szoktak stabil parositasoknak hivni, mivel ezeket a parositasokat nem érdeke senkinek
felboritani. Mi ezzel szemben maradtunk a TU jatékoknal bevezetett terminologianal,
és a nem dominalt parositasok halmazat magnak fogjuk hivni, stabil halmaznak pedig
a Neumann-Morgenstern értelemben stabil halmazokat.

Ehlers (2007) karakterizacidjaban hasonlé tulajdonsagok vannak, mint amilyeneket
mi is hasznaltunk a kordbbiakban, 4&m mint latni fogjuk ilyen forméaban nem lesz igaz

a hozzarendelési jatékok esetében. A karakterizacié a kovetkezéket mondta ki:
2.1.1. Tétel (Ehlers (2007)). Hdzaspdrositisok esetén minden stabil halmaz
1. tartalmazza a jaték magjdat
2. halo
3. barmely két elemében pontosan ugyanazok a jdatékosok vannak pdrositva.

Tovabba erre a hdrom tulajdonsdgra nézve maximadlis.
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Es a forditott irdny: abban az esetben ha csak egyetlen ilyen halmaz van, akkor az
stabil.

Ehlers mutat példat is arra, hogy van olyan eset, amikor t6bb halmaz is maximalis
erre a harom tulajdonsagra, de van koztiik olyan, amelyik nem stabil.

Nézziik meg, miikodik-e ugyanez hozzarendelési jatékokra! Az elsé tulajdonsag,
hogy tartalmazza a jaték magjat, altalanosabban is igaz barmely jatékra. A masodik
tulajdonsagot lattuk hozzarendelési jatékokra az [1.3.4] allitdsban. A harmadik tulaj-
donsiggal azonban van egy kis probléma, TU esetben nem vildgos, minek felel meg,
hogy ugyanazok vannak parositva. Hasonlé tulajdonsag lehet, hogy valamelyik prin-
cipal sectionnek részhalmaza (mindig ugyanazok a parok osztoznak csak egymas kozt
az altaluk elérheté mennyiségen. Esetleg egy kicsit megengedobb valtozat, miszerint
csak olyan jatékos kifizetése lehet pozitiv, aki valamelyik magelemben pozitiv mennyisé-
get kap, azaz mindig ugyanazok osztoznak egymaés kozt, de itt mar azt is megengedjiik,
hogy akar egy jatékos kapjon mindent. Konnyen lathato, hogy ezek kozil egyik sem lesz
jo, mert az egész principal sectionre mindkét esetben teljestil mindhédrom tulajdonsag,
de az csak diagonalis matrix esetén lesz belso stabil.

Ehlers karakterizacidja nem valaszol arra a kérdésre, hogy hazasparositasoknél egy-
altalan létezik-e mindig stabil halmaz. Ezt a kérdést Wako (2010) valaszolta meg.
Megmutatta, hogy mindig létezik stabil halmaz, rdadasul egyetlen stabil halmaz van.
Lathatjuk, hogy ez egy lényeges kiilonbség a két jatékosztaly kozott, mivel ahogy a [7}
példaban lattuk hozzarendelési jatékokndl lehet tobb stabil halmaz is. Wako otlete
elég természetes. Keressiink egy stabil halmazt! Azt tudjuk, hogy tartalmazza a jaték
magjat. Az Ossze parositas koziil kidobhatjuk azokat, amelyeket dominal a mag, mert
azok biztos nem lesznek a stabil halmazban a bels¢ stabilitdasa miatt. A kiilso stabilitas
miatt, a stabil halmaz biztosan tartalmazza ennek a kisebb halmaznak a magjat. Most
megint kidobhatjuk azokat a parositasokat, amiket ez a nagyobb halmaz dominal. ..

A stabil halmaz készitésénél egyszerre két iranybol haladunk, van egy egyre béviilo
halmaz, amely biztos részhalmaza a stabil halmaznak, és egy sziikiilo, amely tartalmaz-
za a stabil halmazt. Wakonak sikeriilt megmutatnia hogy ez a két halmaz egy id6 utan
Osszeér, mindkét iranybol ugyanahhoz a halmazhoz jutunk, ami éppen ezért az egyetlen
stabil halmaz.

Sajnos azonban hozzarendelési jatékok esetében ez az otlet sem miikodik, mert a
sziikiilé halmaz tartalmazza a stabil halmazok unidjat, a taguld pedig része a stabil
halmazok metszetének, igy ha tobb stabil halmaz is van, akkor a két irany nem fog
Osszeérni.

Térjiink vissza a hozzarendelési jatékokhoz!
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Innentdl ha azt mondjuk, hogy egy vektor két masik kdzott van, az azt fogja jelen-
teni, hogy minden egyes koordinatdja a masik két vektor megfelel6 koordinatai kozott
van nem feltétlen szigortan. Kicsit masképpen az x vektor az y és z kozott van, ha
x = med(x;y; z), ahol az eddigiekhez hasonléan med a koordinatankénti mediant je-
16li. Egy halmaznak két pont kozti részén pedig a halmaz azon pontjait értjiik, amelyek
a két pont kozott vannak. Most, hogy ezen til vagyunk kimondhatjuk a fejezet és talan

az egész dolgozat legfontosabb eredményét.

2.1.2. Tétel. Bdrmely hozzdrendelési jatékban egy V C T halmaz pontosan akkor stabil,
ha

1. belsd stabil,
2. 0sszefiiggo,

3. tartalmaz eqy olyan elosztast, amelyben mindent az eladok és eqy olyat, amelyben

mindent a vevok kapnak,

4. tartalmazza barmely két pontja kozti félelosztdsok magjdt.

Ezek koziil az elsé harom, amelybdl természetesen a masodik és a harmadik érdekes
sziikségességét |Shapley| (1959) az itt kovetkez6 bizonyitashoz nagyon hasonléan belatta
a hozzarendelési jatékok egy specialis osztalyara, a kesztyljatékokra. Ezek olyan hozza-
rendelési jatékok, amelyeket generdlé (nem feltétlen négyzetes) matrix minden eleme 1.
Elégséges feltételt is adott egy halmaz stabilitasara, de egyszerre sziikséges és elégséges
feltételt nem.

A negyedik tulajdonsag hasonlé az eléz6 alfejezetben megadott CB halmaz defini-
cibjdhoz. Azt mondja ki, hogy ha (x';y!) és (x?; y?) eleme V-nek, és vesziink egy

(x3; y?) félelosztast, amely ezen kettd kozt van, és minden (i; j) vegyesparosra teljesiil
3 _

P =

szintén eleme a V halmaznak. A definiciéban fontos, hogy a FELelosztésok magja sze-

az ¥} = x} Vi vagy az y5 = y; Vy; vagy az x +35 > a;; egyenldtlenség, akkor (x*;y?)
repel, és nem elosztasoké. a[2.1.8] megjegyzésben lathatunk is példat arra, hogy ha a
félelosztas szot elosztasra cserélnénk mar nem biztos, hogy stabil lenne V. Azért van
sziikségiink a félelosztasokra, mert ha az tételhez hasonléan szeretnénk belatni az
allitast, akkor abba a problémaba titkoziink, hogy két elosztas halékombinédciéja nem
biztos hogy elosztas lesz. Ugyanez nyilvan a félelosztasokra sem igaz, de két félelosztas-
nak az egyik halékombinacioja félelosztas lesz, igy ha jol valasztunk halékombinaciot,

az nem vezet ki a félelosztas halmazboél. Ebben a negyedik feltételben elrejtve szerepel,
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hogy a halmaz két pontja kozti félelosztasok magja csak elosztasvektorokat tartalmaz-
hat, szigoru félelosztasokat nem, mivel ha lenne benne szigoru félelosztas is, annak is
V-ben kellene lennie, viszont a tétel elején kikotottiik, hogy V C 7.

Ez a tulajdonsig az ujdonsag. [Shapley| (1959) cikkében a négy koziil ez nem jelenik
meg. Az ijdonsag benne az, hogy at kell térni a félelosztasokra. A stabilitasnak a tétel
ismeretében nyilvan sziikséges feltétele az is, ha a negyedik tulajdonsagot félelosztasok
helyett elosztasokkal mondjuk ki. FEz ilyen formaban lényegében szerepel is Shapley
(1959)-nél, nem mondja ki, mert ha sziikséges feltételnek ,nem til szép”, a jelentOségét
akkor nyeri el, amikor a fél szdcska bekertilésével elégséges is lesz.

Shapley| (1959)) eredményére visszatérve, megmutatta, hogy kesztytijatékok esetén
minden stabil halmaz egy olyan koordindtanként monoton goérbe, amelynek az egyik
végpontjaban az Osszes vevo-, a masikban az Osszes elad6 kifizetése 0. Megmutatta to-
vabba, hogy ha ez a gérbe olyan, hogy minden pontjaban minden vegyesparos kifizetése
legfeljebb 1, akkor ez a halmaz stabil. Mutatott tovabba példat stabil és nem stabil
halmazra is, amikor a gorbe kivezet az elébb emlitett halmazbdl.

Ha megnézziik ezek a feltételek hasonlitanak a [2.1.2] tételbeliekhez. A monotoni-
tassal lényegében megkoveteli a belso stabilitast. Mivel a gorbe egyik végén az Osszes
veve-, a masikon az Osszes elado kifizetése 0, ez azt jelenti, hogy ha az egyik irdnyba
haladunk, akkor a vevok kifizetése monoton no, az eladéké csokken. Ezért a gorbének
nem lehet olyan pontja ahol egy eladé-vevé paros mindkét tagja szigorian jobban jarna,
mint egy masikban. Azzal, hogy a halmaznak egy gorbének kell lennie, megkéveteli az
Osszefliggdséget. Itt jon ki a kiilonbség a hozzarendelési jatékok és a specialis esete, a
kesztytijatékok kozott. Kesztytijatékoknal a stabil halmazok egyetlen gérbébol allnak,
mig ahogy az eddigi példakon is lattuk hozzarendelési jatékokra ez altaldban ez nem
igaz. Anélkiil, hogy a részletekbe nagyon belemennénk elmondjuk ennek az okat. Kesz-
tytijatékokban minden teljes parositas maximalis értékii, ezért minden egyes pontban
nagyon sok koalici6 képes domindlni. Nagyon hasonl6 a [7] példdhoz, ahol két maxi-
malis értékli parositas is volt. Ott ha az egyik vegyesparos nem tud dominalni, mert
tobbet kapnak az értékiiknél, akkor a masik viszont tud. Ilyen jatékokndl, ha vesziink
egy elosztasvektort, akkor az a ritka, ha az valamelyik irdnyba nem képes dominalni.
Azt lattuk az eddigi példdkban is, hogy hozzarendelési jatékokban altaldban méar a mag
sem csak egyetlen gorbébdl all. Ennek ellenére lesz szerepe az ilyen monoton gorbék-
nek, amelyeknek egyik végén mindent az eladék a masikon mindent a vevok kapnak.
a [2.2.4] allitasban a karakterizacio kovetkezményeként meg fogjuk mutatni, hogy egy
ilyen gorbe mar meghataroza a stabil halmazt.

Latszolag az, hogy Shapley (1959)) kesztytijatékokkal foglalkozott az altaldnosabb
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eset helyett, elég nagy egyszeriisités. Meglepd, de nem az. A bizonyitds nagyjabol
ugyanolyan nehéz mindkét esetben. [2.1.2] tétel bizonyitdsdhoz elészor megmutatjuk,
hogy a négy feltétel sziikségességét, majd belatjuk, hogy elégségesek is. A sziikségesség
bizonyitasakor lényegében pontosan kovetjiik [Shapley| (1959) bizonyitasat. A minimalis
kiilénbség, hogy Shapley nem mondta ki a hal6é tulajdonsagot, mert nem volt szamara
érdekes. Ugyanis abbol hogy a halmaz egy monoton gorbe trividlisan kovetkezik, hogy
halé. az[[.3.2] allitasnak egy valtozatat viszont ugyanigy haszndlta, mint mi itt.

Az elégségesség, ami a bizonyitasnak a tulnyomé része viszont teljesen sajat ered-
mény.

Most megmutatjuk a harmadik tulajdonsidgot: Legyen V egy stabil halmaz az A
matrixhoz tartozé hozzarendelési jatékban. az allitasban belattuk, V héal6. Mi-
vel tudjuk még, hogy minden stabil halmaz korlatos és zart, igy létezik V-nek (z;7)
az eladok szamara minimalis, vevok szamara maximalis eleme. Ha x vektornak lenne
pozitiv eleme, akkor a (0;¥) szigoru félelosztast nem dominalnd V', ami ellentmond a
halmaz kiilsé stabilitdsdnak. Itt haszndltuk az[I.1.9] allitast, miszerint egy halmaz pon-
tosan akkor stabil, ha Z'-stabil. Megmutattuk tehat, hogy van V-nek olyan eleme, ahol
mindent a vevok kapnak. Szimmetria miatt hasonléan kaphatjuk, meg azt az elemét,
amiben mindent az eladék kapnak. Ezzel sikeriilt megmutatni a 3. tulajdonsagot

A maradék két tulajdonsag az alabbi lemma kovetkezménye:

2.1.1. Lemma. Legyen (x';y'); (% y?) € X(C I') belsé stabil hdldnak, és vegyiink
eqy (uw;v) & X wvektort, amely az (x';y') és az (2% y?) vektorok kizétt van. Ekkor, ha
van X-nek olyan eleme, amely domindlja (w;v)-t, akkor (x';y') és (x?;y?) kizitt is

talalhato ilyen eleme.

BIZONYITAS.

Legyen (x*;y%) az az eleme X-nek amely dominalja (u;v)-t az (i;j) vegyesparoson
keresztiil. Szimmetria miatt feltehetd, hogy x; < u;. Ebben az esetben y; > 37 kell,
hogy teljesiiljon ellenkezd esetben (x3;y?®) domindlna (x';y')-et, ami ellentmondana
X belsé stabilitdsdnak. Ekkor viszont y; > y? > v; > y? egyenl6tlenségeknek is
teljestilnitik kell, mivel (x?; y*) dominalja (u;v)-t, ami (x'; y') és (z?; y?) kozt van. Az
elézéekhez hasonléan ekkor x? > x? teljesiil, mert ellenkez6 esetben (x?; y*) dominalna
(?; y?)-t. Ekkor viszont teljesiilnek az z7 > x? > u; > z! egyenltlenségek is.

Legyen (z*;y*) = med((z';y"); (2% y%); (2% y?)). Mivel of = af és y} = yj, enért
(z;y*) is domindlja (u;v)-t az (i;j) vegyesparoson keresztiil. (x?;y?)-r6l az [1.3.5]

allitas miatt tudjuk, hogy eleme X-nek, amivel belattuk a lemmat. O
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A negyedik tulajdonsagot innen mar nagyon egyszertien megkaphatjuk.

Ha (z';y'), (2% y?) € V, az (u;v) vektor ezen két elem kozti félelosztdsok magjdban
van, de nincs benne a stabil halmazban, akkor a kiilsé stabilitds miatt van olyan eleme
V-nek, amely dominalja. Ekkor viszont (x';y') és (x?; y?) kozott is van ilyen eleme V-
nek, ami viszont nem lehetséges, mert (u; v)-t a két halmaz kozti félelosztasok magjabol
valasztottuk.

Az 6sszefiiggdség bizonyitdsa van csak hatra. a[2.1.1] lemma segitségével konnyen
megmutathat6, hogy V barmely két pontja kozt van egy harmadik (az el6z6 kett6tél
kiillonbozd) pontja. Vegytk két elemét V-nek, majd vegytik ezen két vektor atlagat.
Ha az atlag is eleme V-nek akkor kész vagyunk. Ha nem eleme az atlag, akkor a kiilsé
stabilitds miatt van olyan eleme V-nek, amely dominalja. Ekkor a lemma miatt
az eredeti két vektor kozt is van ilyen eleme V-nek. Ez az elem nem egyezhet meg egyik
eredeti vektorral sem, mert ez nem csak az atlagot, hanem a mésik elemet is dominalna.

Innen a kovetkezo lemma segitségével kapjuk meg V Osszefiiggoségét:

2.1.2. Lemma. Legyen X C R™ eqy olyan zdrt halmaz, amelynek barmely két pontja
kézt van eqy harmadik. Ekkor X barmely két x és y pontjdt osszekoti koordindtanként

monoton X -beli gorbe.

BizoNy{TAs.
Definialjunk a X halmaz x és y pont kozti részén egy részbenrendezést a kovetkezo-
képpen: v = u ha med(u;v;y) = v, azaz ha a v vektor u-tdl y felé van. Ebbél a
részbenrendezésbol a kivalasztasi axioma miatt kivalaszthatd egy Y C X maximélis,
teljesen rendezett részhalmaz. ) nyilvanvaléan tartalmazza x-et és y-t, zart (mivel
X is zart, igy minden Y-beli sorozathoz hozzévehetjik a hatarértékét is) és monoton,
igy biztos, hogy egy (nem feltétlen X-beli) x-et és y-t 6sszek6té monoton gorbe zért
részhalmaza. Ha nem az egész gorbe része X-nek, az ) zartsaga miatt csak ugy lehet,
ha van két olyan pontja, ami kozt nincs harmadik. Viszont tudjuk, hogy X-nek van egy
harmadik z pontja ezek kozott. Y U z C X egy teljesen rendezett részhalmaza X-nek,
ami ellentmond ) maximalitdsanak. Azt kaptuk tehat, hogy V C X egy x-et és y-t
0sszekoté monoton gorbe. ([
A 2.1.2] tételben szerepld tulajdonsagok szitkségességét most mutattuk meg, a ko-
vetkezOkben megmutatjuk az elégségességét is. Innentdl a bizonyitas végéig V C 7
legyen egy olyan halmaz, ami teljesiti a [2.1.2] tételben szerepld négy tulajdonsgot.
El6szor megmutatjuk, hogy V halé.

2.1.3. Lemma. V halmaz egy hdlo.
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BiZONYITAS.
Legyen (x';y'), (% y?) € V. Az (' V2% y' A y?) és (2! A x?y' V y?) vektorokat
nem dominalja semmi az (x';y') és (x?; y?) vektorok kozt, mivel az elsénél az eladdk a
masodiknal a vevok nem kaphatnak tobbet. Ebbdl kévetkezik, hogy ha ezek elosztasok,
akkor a 4. feltétel miatt ezek is elemei V-nek. Ha ezek valamelyike nem elosztas, akkor
biztos, hogy a masik szigoru félelosztds. Ez a 4. feltétel miatt eleme kell, hogy legyen V-
nek, viszont V-rdl feltettiik, hogy az elosztashalmaz részhalmaza, amivel ellentmondasra
jutottunk. O
Mivel V egy oOsszefiiggd halo, igy az[1.3.7] allitas miatt barmely két pontjat osszekoti
koordinatanként monoton gorbe. Ennek a monotonitdsnak a 2 dimenzios kovetkezmé-

nye a kovetkez6 lemma:

2.1.4. Lemma. Legyen (x';y'); (x*y®) € V amelyekre x; > x7 és y; > y3, ekkor
Voe o xl]yelyhy)] (ey) €V, amelyre x; = x ésy; =y

Azaz ha vessziik két tetsz6leges (x';y'), (£%; y?) elemét V-nek és egy vegyesparost,
amelynek mindkét tagja jobban jar (x';y')-vel mint (x?;y?)-vel, akkor ha V-t meg-
szoritjuk ennek a két jatékosnak a kifizetésére, az igy kapott halmaz tartalmazza a két
pont altal kifeszitett téglalapot.

BizoNy{TAs.
al2.1.3] lemma miatt (z' Ax?; y' Vy?) és (' Va?; y' Ay?) eleme V-nek. az[l.3.7 Allités
miatt létezik (x'; y')-et és (! Ax?; y! vV y?)-t valamint (x?; y?)-t és (z'Vx? y' Ay?)-t
Osszekotd koordinatanként monoton V-beli gorbe. Mindkét gérbének van olyan pontja,
amelyen az i. eladé kifizetése éppen x. Az els6 gorbén ekkor a j. vevo kifizetése yyl», a
méasodikon yJQ Ezt a két gorbét is koti 6ssze monoton V-beli gorbe, aminek van olyan
pontja, amelyben a j. vevé kifizetése pontosan y, ami pont az, amit kerestiink. O
Az el6z6 lemma segitségével egy, a belso stabilitasnal erésebb tulajdonsagot is tu-

dunk mondani V-r6l:

2.1.5. Kovetkezmény. Legyen (x';y'); (x> y?) € V amelyekre x; > x} és yj > 7,
ekkor x? + yJQ > a;;. (A belsd stabilitds csak az x} + yjl > a;; egyenlotlenséget koveteli

meg)

BI1ZONYITAS.

2_ .2
Qi Y50 2.,,1 2
2 axz‘_xiayj_yj>

pozitiv szdm. Ekkor [2.1.4] lemma miatt van olyan (x;y) € V, amelyre z; = 22 + € és

Tegytik fel, hogy ez nem igaz és 2 +y]2 > a;j. Legyen e < min(

y; = y; + € Ez az (z;y) elosztis viszont domindlja (z*; y*)-t az (4; j) vegyespéaroson

keresztiil, ami ellentmond V bels6 stabilitasanak. O
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Ez a kovetkezmény azt mondja ki, hogy ha vessziik tetszoleges két elemét V-nek
és egy vegyesparost, amelynek mindkét tagja jobban jar az elsé vektorral, mint a ma-
sodikkal, akkor nem elég, hogy az els6 vektor ne tudjon domindlni, az is kell, hogy a
masodikat ne lehessen. Elvileg ez konnyen elképzelhetd lenne. Példaul ha az els6 vek-
torban a vegyespéaros kifizetése 6 illetve 3 egység, a masikban mindkét jatékos kifizetése
2, a vegyesparos értéke pedig 6. Ez még onmagaban nem sértené a belso stabilitast,
mivel a kedvez6bb vektor nem elérhet6 a vegyesparos szaméara, igy nem képes dominalni
sem. a[2.1.4 lemma miatt viszont ebbél kovetkezik, hogy V-nek van egy olyan eleme
is, amelyben a vegyesparos mindkét tagja 3-at kap, ami mar dominalja a szamukra
rosszabbik vektort ellentmondva a belsé stabilitdsnak. Ez lathaté a 13l 4brdn. Az
eddigiekhez hasonléan az i. elad¢ kifizetését balrél jobbra, a j. vevoét feliilrol lefelé ab-
razoltuk. A principal sectionnel ellentétben most mar nem igaz, hogy ilyenkor az i. vevo
és j. elad¢ kifizetése pont az ellenkezd iranyba néne, most csak ennek a két jatékosnak
a kifizetését tudjuk leolvasni az abrardl. A bal alsé sarokban szerepel az, ahol mindent
a vevok jobb fels6ben, ahol mindent az eladék kapnak. A pontozott vonalon aktiv az
(1;7) vegyespéros, azaz ezen egyenes mentén kapnak egyiitt pont annyit, amennyi az
értékiik. Ezen vonal, valamint a téle balra felfelé taldlhato félsik pontjai dominaljak, a
maguktol balra felfelé 1év6 stknegyedet. Onmagdban az, hogy (x';y') és (22;y?) is 1é-
sze egy stabil halmaznak, még nem lenne probléma. (x';y!) nem domindlja (x?; y?)-t,
mert a pontozott vonal alatt van. Onmagéban az Osszefiiggdség sem vezetne problé-
mahoz, mert meg tudndnk oldani, hogy (x'; y')-et a vevé- és eladdoptimélis pontokkal
a pontozott vonal alatt kossiik 6ssze. Viszont 2.1.3 miatt a stabil halmazban benne
kell lennie az (x';y') és (x?;y?) két hdlékombinaciéjanak is, ez lathat6 a [13] dbran.
az[1.3.7 allitast egyszer felhasznélva tudjuk, hogy a stabil halmaz barmely két pontjat
0sszekoti koordinatanként monoton gorbe, ezért a stabil halmaz vetiilete tartalmazza az
(x';yh), (2% y?), valamint halokombindciéik dltal meghatdrozott téglalap korvonalat.
Majd a korvonal pontjaira hasznalva az allitast, a vetiilet tartalmazza a téglalap
belsejét is. Ez viszont mar baj, mert a téglalap belsejének mar van pontja a pontozott
vonalon, amely domindlja (z?; y?)-t. Geometriailag az dbrankon a[2.1.5] kévetkezmény
azt mondja ki, hogy ha van két pont Ugy, hogy az egyik a masiktol szigorian balra
felfelé van, akkor mindkettének a pontozott vonal alatti zart féltérben kell lennie. A
belso stabilitas csak azt kovetelte meg, hogy az egyik legyen az als6 nyilt féltérben.

V-rél a2.1.3] lemmdaban megmutattuk, hogy hél6. A kovetkez6 lemmdaban megmu-
tatjuk, hogy a 3. feltételben megadott pontok ennek a halénak az eladé- illetve vevo-
optimalis pontjai. Ez azért is fontos, mert V-r6l még nem tudjuk, hogy zart halmaz,

igy akar az is elképzelheto lenne, hogy nincsenek is ilyen pontjai.
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13. 4bra. Erdésebb belso stabilitas

o (z;0)
(x?; %) (! A%y, Vy?)
[l * Iy
dOle'j
ul |
(! va*y Ay?) (z';y")
(0;7)
Us;
Uj

2.1.6. Lemma. V halmaz az (%;0) és (0;Y) alaki pontjai kézitt helyezkedik el.

B1zONYITAS.

Tegytik fel, hogy nem igy van és van olyan (x;y) € V, amire z; > 7; valamelyik
eladéra (a y; > 7, eset szimmetria miatt ugyanigy megy). Ekkor lemma miatt V
halmaz hélo, igy (x V@;y A0) = (x VT;0) € V, de ez a vektor nem elosztas, mivel a
koordinatainak 6sszege nagyobb mint (Z;0)-ban, ami ellentmond V C Z-nek. O

Innentol jon a bizonyitas nehezebb része.
2.1.7. Lemma. V zirt.

BIZONYITAS.

Definidljuk (x';y'), (% y?) € V-re, és a kettd kozt 16v6 (u;v) ¢ V-re az f fiiggvényt
a kovetkezéképpen: f((x';y'), (w;v), (2% y?)) = #{(i;7) - ws < 2} Vai ésv; < yj Vv
y]2- és u; + v; < a;;} azaz azon vegyesparosok szama, amiken keresztiil lehet dominalni
(uw;v)-t az (z*; y') és (x?; y?) kozott. Ezzel a jeloléssel a2.1.2] tételbeli negyedik feltétel
pont azt mondja ki, hogy ha (u;v) egy félelosztas és f((x';y'), (u;v), (2 y?)) = 0,
akkor (u;v) € V.

Tegyiik fel, hogy V nem zirt, azaz létezik olyan V-beli (u*;v*) sorozat, aminek
az (u;v) hatdrértéke Z\V-beli. a [2.1.6] lemma miatt ez a hatdrérték is két V-beli
vektor kozé esik. Valasszuk meg ezt a sorozatot és hozzd két (x!;y'), (% y?) € V-beli
pontot ugy, hogy (u;v) ¢ V ezen két pont kozé essen, és az ilyen harmasok kozil az
f((zhyt), (w;v), (2% y?)) érték minimdlis legyen. Feltehets, hogy &' < u < x? és
y' > v > y? mivel (z';y!) és (x?;y?) valamint (2! V 2% y' Ay?) és (2! Az y' vV
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y?) ugyanazt a téglatestet hatdrozzak meg és az utébbi pontokra mar teljesiilnek az
egyenlétlenségek. f((x';y'), (u;v), (2% y*)) nem lehet 0, mert akkor (u;wv)-t nem
domindlnd semmi az (x';y') és (x? y?) vektorok kozt, igy a 4. tulajdonsig miatt
(u;v) €V teljestilne.

Ha f((z';y'), (u;v), (2% y?)) nem 0, akkor 1étezik olyan (i;j) vegyesparos, amely
képes domindlni (w;v)-t az (x';y') és (x?;y?) pontok kozotti vektorral, azaz u; <
x7; v; < yj 6s u; +v; < ag. Lattuk, hogy 1étezik (z';y')-et és (x% y?)-t Osszekotd
monoton V-beli gorbe. Vegyilink egy ilyen gorbét és nézziik meg, hogy hol metszi el
azt a hipersikot, ahol az i. elad6 és a j. vev kifizetésének kiillonbsége u; — v;. Legyen
(3;y?) egy ilyen pont.

Ha o} # u; és y? # v;, akkor az ellentmond a [2.1.5]  kovetkezménynek, mivel az
(u*;v*) C V sorozatnak van olyan eleme az (u; v) ponthoz kozel, amelyre uj + v} < a;;
és az (i;7) vegyesparos mindkét tagja egyszerre vagy jobban vagy rosszabbul jar mint
(3; y3)-ban.

(z*; y*)-gyel. Errdl tudjuk, hogy elosztéds, mivel ez a (x3Vu*; y3Av*) C V elosztdsokbol
allé sorozat hatarértéke, és elosztasok hatarértéke elosztas.

Két eset van.

1. (z*;y*) € V: ebben az esetben konnyen ellentmonddsra jutunk, mivel ha az
(x?; y?) vektor helyett vessziik (z*; y*)-et, akkor f((z';y!); (u;v); (z*;y*)) nem
lehet nagyobb mint f((x';y'); (u;v); (2% y?)), mivel az (x';y') és (x; y?) altal
meghatdrozott tégla része az (x';y') és (x?;y?) 4ltal meghatarozottnak, és szi-
goruan kisebb, mivel az (i; ) paros mar nem tudja dominélni (u;v)-t, mert az i.

eladé a maximumot kapja.

2. (x%;y?) € V: ez az eset is hasonld. Ekkor sem volt minimélis az f fiiggvény értéke,
mivel ha (u;v) helyett (z*; y*)(= (23 V u; y® Av))-t, (2'; y') helyett (x?; y?)-at,
az (u®;v; k) sorozat helyett pedig a (23 Vu¥; y® Av*) sorozatot vélasztottuk volna,
akkor kisebb értéket kapndnk. Ez a vdlasztas lehetséges, mivel (z*;y?) ¢ V és a
(x3vul; y> Av*) C V minden k-ra, a sorozat hatarértéke éppen (x*; y*), és (z*; y*)
pedig a definici6ja miatt az (x;y3) és (x?; y?) pontok kozt van. Konnyen latha-
t6, hogy f((z"y"), (wiv), (% 9?%) > f((&%y°), (" y"), (% y?)), mivel azok a
jatékosok akik (u;v)-ben az els6 esetben a maximumot kapjak, azok (x*; y*)-ben
masodszorra is, és egy jatékos kifizetése csak akkor csokkenhet, ha masodszorra
a téglalapon beliili maximalis értéket kapja. Amelyik paros tehat az els6 esetben

nem tudott dominélni az a masodikban sem, viszont az (i; j) koalicié a masodik
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esetben nem tud domindlni, mert y; = y? = y? Vy7 miatt a j. vevé a maximumot

kapja.

O
A lemmak utan kovetkezzen a 2.1.2] tételben szereplo feltételek elégségességének
bizonyitasa:
2.1.2l TETEL BIZONYI{TASA.

V stabilitasat a zartsagahoz hasonléan bizonyitjuk. Megmutatjuk, hogy a )V halmaz
T'-stabil, ami mint az [1.1.9] 4llitdsban lattuk ekvivalens a stabilitdssal. V) bels§ stabi-
litasat az 1. tulajdonsagban megkoveteltiik, igy elég a kiilsét megmutatni. Tegytik fel,
hogy van olyan (u;v) € Z'\V vektor, amit nem dominal V.

Feltehetd, hogy (u;v) vektor a V halmaz (Z;0) és (0;7) alakt pontjai kozott van,
mivel ha nem igy lenne, akkor vegyiik a med((Z;0); (u;v); (0;7)) vektort. Ha ez nem
egyezik meg (u;wv)-vel, akkor a koordindtdinak ¢sszege szigortian kisebb mint (u; v)-é,
igy V C 7 miatt ez a vektor nincs V-ben és [[.3.2 tobbszori alkalmazdsa miatt elég
megmutatnunk, hogy ezt a félelosztast dominalja egy V-beli vektor, mert ebbdl mar
kovetkezik, hogy az az elosztds dominalja (u;v)-t is.

2.1.7. lemma bizonyitdsahoz hasonléan most is vegyiink ugy (x';y'); (x?;y?) €
V és (u;v) € I'\V pontokat, hogy fennélljanak az ' < u < x? és y' < v <
y? egyenlbtlenségek, (u;v)-t ne domindlja V, és az ilyen pont hdrmasok koziil az
f(z';yh), (u;v), (22 y?)) érték (hogy hdny vegyesparos tudja dominalni (u; v)-t (z; y')
és (x% y?) kozti vektorral) legyen minimdlis. Ez az érték most sem lehet 0, mert az
azt jelentené, hogy az (u;v) félelosztdst nem domindlnd semmi az (x';y') és (x?; y?)
elosztasok kozt, igy a 4. tulajdonsidg miatt (u;v) € V lenne, ami ellentmond (u;v)
megvalasztasanak.

Tudjuk tehét, hogy létezik egy (i;j) vegyesparos amely képes domindlni (u;v)-
t egy (x';y') és (x% y?) kozotti vetorral, azaz teljesiilnek az u; < a?; v; < yjl- és
u; +v; < a;; egyenlétlenségek. a[2.1.7 lemma bizonyitasahoz hasonléan tudjuk, hogy
mivel V egy 6sszefiiggd halé, az lemma miatt létezik (z';y')-et és (z?%;y?)-t
Osszekotd, koordinatanként monoton V-beli gorbe. Vegyiink egy ilyen gorbét, és nézziik
meg, hogy hol metszi el azt a hipersikot, ahol az ¢. elad6 és a j. vevd kifizetésének
kiillonbsége éppen u; — v;. Legyen (z?;y?) egy ilyen pont. Innentdl tér el a bizonyitds,

mert most nem allithatjuk, hogy x} = u; és y? = v;. Két lehetéség van:

Lox} < w; ésy} < v Tudjuk, hogy (x® V w;y® Aw) és (2° A u;y® V v) kozil
legalabb az egyik félelosztds. Szimmetria miatt feltehetd, hogy ez az elsd, jeloljiik

ezt (z; y*)-gyel.

45



e ha (z*;y*) € V, akkor (x?;y?)-t lecserélve (x; y*)-re az f fiiggvény értékét
sikeriilt csokkenteni, mivel akik eddig maximumot kaptdk azok most is, és
(u; v) most is ugyanazokat a magegyenlétlenségeket szegi meg, viszont most
mar az ¢. vevd is a maximumot kapja, igy az (i; j) koalicion keresztiil sem
lehet domindlni az (x';y') és (x*; y*) kozti részen. Ez viszont ellentmond
(' yh), (u;v) és (x?;y?) valasztdsanak.

e ha (z*;y") ¢ V, akkor (u;v)-t cseréljiik le (z*; y*)-re és (z'; y')-et (3; y?)-
ra. Az f fiiggvény értéke itt is csokken, [2.1.7] lemma bizonyitdsahoz hason-
l6an, mert akik eddig maximumot kaptak azok most is, és egy jatékos csak
akkor kaphat kevesebbet az 1j helyzetben, ha a maximélis értéket kapja,

amit (x3;y?) és (x?; y?) kozt elérhet.

a[l4 4bran szemléltetjiik ezt az esetet. Az (i;j) vegyesparos kifizetését dbré-
zoltuk, az i. elado kifizetése balrdl jobbra no6, a j. vevo kifizetése feliilrol lefelé.
Az 1 meredekségli pontozott vonal mentén kapja az (i;j) vegyesparos pontosan
az értékét. A pontozott vonal, valamint a téle balra felfelé 1évo félsik pontjai
képesek domindlni a t6lil balra felfelé 16v6 nyilt siknegyed pontjait az (i;7) ve-
gyespéaroson keresztiil. Az (u;v) pont is efelett a pontozott vonal felett van, igy
van olyan pont (z!; y') és (x?; y?) kézétt ami dominalja. A zold gorbe az (' y!)
és (% y?) elosztdsokat osszekotd V-beli monoton gorbe. (x3;y?) a gorbének egy
olyan pontja, ahol az (u; v)-b6l kiindul6 —1 meredekségii egyenes és a zold gorbe
metszi egyméast. Az 1. pont az az eset, amikor ez a metszéspont az (u; v)-tél bal-
ra felfelé van, esetleg egybeesik vele (ha egybeesik, akkor csak ezen a vetiileten).
(x* y*) az (u;v) és (x?;y3) csticsok hilékombindcidja.

Ha (x*; y*) eleme V-nek, akkor nézziik az (x'; y') és (x*; y?) kozti részt, a kék/lila
téglalapot. Itt talalhaté (u;wv) is, és ezen a részen méar nem dominélja semmi az
(i;j) vegyesparoson keresztiil.

2 y?) kozti részt, a

Ha (z*;y?) nem eleme V-nek, akkor nézziik az (x3;y%) és (x
piros/lila téglalapot. Itt taldlhaté (x*;y?) is, és (z*; y*)-et tobb vegyespdroson
keresztiil lehet domindlni a (x3;y?3) és (x*; y?) kozott, mint eredetileg (w; v)-t az
(' y') és (x
akkor az domindlja (u;v)-t is az [1.3.2] 4llitas miatt. (z*;y?)-et viszont az (i; )

vegyesparoson keresztiil nem lehet domindlni a piros téglalapban, mert az also

y?) koézott, mivel ha a kis téglaban valami dominalja (z?; y*)-et,

oldalan van.

x>y és Yy > v; 0 Ha o) + ) < ay; egyenlétlenség allna fenn, akkor (z%; y?%)

dominédlnd (u;wv)-t, ami ellentmondana (u;wv) vélasztasanak. Legyen (s;t) az
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14. abra. tétel bizonyitasa 1

o (%;0)
\\\\ domw (wg;yg)
(9% "« (% 9%)
K i (va)
(' y") '
Usy T
V5, Yj

(u;v) és (3 y*) vektort dsszekotd szakasz azon pontja, amelyre s; + t; = ay;

Mivel [[.3.7 lemma miatt V' halmaz bérmely két pontjat osszekoti mono-

1

ton gorbe, gy létezik az (x! és (x3;y®) pontokat osszekotd gorbének egy

olyan (x*;y*) eleme, amelyre r} = s; és van az (x3;y3) és (x?;y?)-t Ossze-

\_/@ylk\_/

kot gorbének egy olyan (x°;y°
(' Vauyt Av) és (uh0?) = (@ Auliy® Vo') = med((zh;y?) (u;v) (2% ).
Az (u?;v?) vektor nem lehet eleme V-nek, mert dominalja (u;v)-t az (i;5) ve-

eleme, amelyre y? = t;. Legyen (u';v') =

gyesparoson keresztiil. Nem lehet tovabba félelosztas sem, mert tudjuk, hogy az
(xh; yh); (x°;y%) € V vektorok kozt van és az elézéekhez hasonléan 1dthaté, hogy
f(@hyh); (wv); (2%9%) > f((@ yh) (u? v?) (2% y°)), azaz (u?; v?)-t kevesebb
vegyesparoson keresztiil lehet domindlni (z; y*) és (x°; y®) kozti vektorral, mint
(u; v)-t lehetett (z';y') és (z?;y?) koztivel. Ez lathat6 a[l5 dbran. Ugyantigy
abrézoljuk (z'; y1), (x% y?), (u; v) pontokat mint a[l4] 4bran. A kiilsnbség, hogy
(x3;9%) az (u;v) ponttdl jobbra lefelé taldlhaté. Tudjuk azt is, hogy szigorian
a pontozott vonal alatt kell lennie, ellenkezd esetben (x3; y®) domindlna (u; v)-t.
Az (s;t) pont a szaggatott és a pontozott vonal metszéspontjaban van, (z*; y?)

és (°;y°) pedig a zold V-beli gorbének olyan pontjai, amelyek (s;t)-t6l lefelé
illetve jobbra vannak. (u?;v?) az (z*;y*), (u;v) és (% y°) medidnja. Az 4brdn

ez egybeesik (s;t)-vel. Ez természetesen nem azt jelenti, hogy (s;t) = (u?;v?),
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csak az (i;7) vegyesparos tagjai kapjak ugyanazt a két vektorban. (u?;v?) do-
mindlja (u; v)-t, mivel a pontozott vonalon van (u;v)-tél szigortian jobbra lefelé,
ezért nem lehet eleme V-nek. Ha félelosztés lenne, akkor (x*; y*) és (x%; y°) kozti
rész nézziik, amiben (u?;v?) is taldlhaté. Ez az dbrdn a kék téglalap. (u?;v?)-t
kevesebb vegyespéaroson keresztiil lehet dominélni ebben a téglaban, mint (wu; v)-t

lehetett az eredetiben, mivel a kicsiben az (i;j) vegyesparos mar nem tud domi-

nalni.
15. abra. tétel bizonyitasa 2
g (z;0)
domig - (g2 42)
(mf; ,yl) \\\
(0;Y)s S
sy T
Uj, Yj

Ha (u?;v?) nem félelosztds, akkor az csak azért lehet, mert a koordinatdinak az
osszege nagyobb mint a nagykoalicié értéke. Ebben az esetben az (x*Aw; y*Vo) és
(x5Vu; y° Av) vektorok koziil legalabb az egyik szigori félelosztas kell hogy legyen,
mivel tegyiik fel, hogy (x* A u;y* V v) nem szigort félelosztés. Ekkor (x*;y?)
és (u;v) mésik halokombinécidja (ut;v') = (2 V u; y* A v) félelosztés. (ul;vh)
és (% y®) egyik halokombindcidja (u?; v?), amirél tudjuk, hogy nem félelosztas.
Ekkor viszont a méasik halékombindcié (° V u; y® A v) szigort félelosztés.

Szimmetria miatt feltehetd, hogy (x* Aw; y*Vv) szigori félelosztds. Jeloljiik ezt a
vektort (u?; v®)-mal. Az el6z6 pontokhoz hasonléan (u?; v3) az (x!;y') és (x*; y?)
vektorok kozott van, és [1.3.2] &llitds miatt ha ezen két vektor kozott valami
domindlja, az domindlja (w;v)-t is. Ha u} 4+ v} > a;; teljesil, akkor (u?; v?)-

at mar (u;wv)-vel ellentétben mar nem lehet domindlni az (i;j) vegyesparoson
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keresztiil, ami ellentmondana (u;v), (x';y') és (x?; y?) vilasztdsdnak. Abban az
esetben, ha u? + v? < a;j teljesiil, akkor ugyan még lehet domindlni (u*; v*)-at az
(1;7) koalicién keresztil, de mar (u;v)-nél , kevésbé szegi meg” az (i;j) parhoz
tartozé magegyenl6tlenséget, mivel u; + v; < ul + v? < a;j. Ahogy a abran
is 14tszik, az (u?;v®) pont mér kozelebb van a pontozott vonalhoz, mint (u;v).
Ha ugyanezt a 1épést megcesindlndnk még egyszer csak (x?; y?) helyett (z?; y?), és
(u; v) helyett (u?;v?) valasztdssal, akkor kapnank egy tijabb szigort félelosztast,
amely ,még kevésbé szegi meg” az (i;j) paroshoz tartoz6 magegyenl6tlenséget.
A kérdés mar csak annyi, hogy mi garantalja, hogy véges sok ismétlés utan mar
nem fogja megszegni, azaz atlépjilkk a szaggatott vonalat. Ehhez még egy apro

valtoztatasra szitkség van.

Ha megnézzik a [L6] dbrét, latszik, hogy az (w;v)-tél jobbra lefelé esd nyilt
siknegyedben a zold gorbének szigortian a pontozott vonal alatt kell haladnia,
ellenkezé esetben V-nek az a pontja domindlnd (u;wv)-t. Ez azt jelenti, hogy
minden (x;y) € V-re amelyre x; > u; és y; > v; teljesil, z; +y; > a;;. Fontos,
hogy nyilt siknegyedet irtunk, mert zartra nem biztos, hogy igaz. A zo6ld vonal
pont (u;v) alatt elmetszheti a pontozott vonalat, mert az a vektor nem dominalné
(u; v)-t. Nekiink viszont zéart stknegyedre lesz szitkségtink.

Most fogjuk kihaszndlni, hogy (u?; v3) szigoru félelosztds, igy ha egy nagyon kicsi-

3
7

vel megnoveljilk az u; és U? koordinatat, akkor tovdbbra is egy (xz';y!) és (z*; y*)
kozti félelosztdst kapunk. Jeldljiikk ezt a megnovelt vektort (u?; v*)-gyel. Ha egy
vektor domindlja (u*; v*)-et, az nyilvan dominalja (u®; v®)-at is. a[l6] 4brdn ez
azt jelenti, hogy az (u?;v®)-bdl egy kicsit jobbra lefelé mozdulunk. Erre a pontra
mar igaz, hogy a tole jobbra lefelé es6 zart siknegyedben a zold gorbe szigortian a
pontozott vonal alatt van, azaz V(x;y) € V-re amelyre z; > u} és y; > ’U;l teljesiil
fennall az x; +y; > a;;. egyenlStlenség. Legyen c ezen a halmazon az x; +y; — a;;
érték minimuma. Az abran ez azt jelenti, hogy a zold vonal legalabb mennyivel
van a pontozott vonal alatt az (u'; v*)-t6l jobbra lefelé esd zart siknegyedben. Ez
a minimum létezik, mert [2.1.7} lemma miatt V zart, igy egy korldtos zart halma-
zon vizsgalunk egy folytonos fliggvényt, ami felveszi a minimumat. c-rél tudjuk,
hogy pozitiv, és innentdl kezdve, ha (u*; v*) pontbdl indulunk ki az eredeti (u; v)
helyett és elvégezziik azokat a lépéseket, amelyekkel megkaptuk (u?;v?)-at, ak-
kor legalabb c-vel kozelebb keriiliink a pontozott vonalhoz, igy véges sok 1épés
utan biztosan atlépiink rajta, azaz kapunk egy olyan pontot, amelyet méar ke-
vesebb koalicién keresztiil lehet domindlni, mint (u;v)-t, ami ellentmond (u;v)

valasztésanak.
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16. abra. tétel bizonyitasa 3

. o (7;0)
\\\ dom” <w27y2)
q (u;v)
(W) H o (7 y°)
: (% y")
(x';y") N
(0;Y)s 2 b
Uiy T
Vs Yj

O

2.1.8. Megjegyzés. Konnyen beldthato, hogy a tétel feltételei élesek, eqyiket sem hagy-
hatjuk el, mert akkor mdr mds, nem stabil halmazok is teljesiteni fogjak a maradék

hdarmat.

1. Ha a belso stabilitast nem koveteljiik meg, akkor a principal section teljesiti a
maradék harmat, de csak elfajult esetben (ha a generalé méatrix diagonalis) lesz

bels6 stabil is.

2. Ha az osszefiiggséget hagyjuk el, akkor nézzitkk az A = [1 1] métrix altal meg-
hatdrozott kesztytijatékot és legyen V = {(1; 0,0),(0; 3,3)}. A halmaz egyik
pontja sem dominalja a méasikat, az elsében mindkét vevo, a masodikban az eladd
kifizetése 0, tovabba tartalmazza barmely két pontja kozti rész magjat, mert ez a

mag megegyezik a V halmazzal.

3. Ha V-nek nem kell olyan pontokat tartalmaznia, amikben minden kifizetést az
egyik jatékososztaly kap meg, csak a maradék 3 feltételnek kell teljesiilnie, akkor

erre az elosztashalmaz barmely egyelemi részhalmaza jo lesz.

4. A negyedik feltételnél mar akkor sem biztos, hogy stabil halmazt kapunk, ha csak

annyit koveteliink meg, hogy barmely két pont kozti elosztasok magjat tartalmaz-

50



za V: Legyen A =2 1] ésV a (2; 0,0) és (0; 0,2) pontokat 6sszekétd szakasz,
azaz azok az elosztasok, amelyekben az els6 vevo nem kap semmit. Erre a hal-
mazra nyilvan teljesiil az elsé 3 feltétel valamint tartalmazza barmely két pontja
kozti elosztasok magjat, mivel ez pontosan a két pontot Osszekoté szakasz. A
két pontja kozti félelosztasok magjat viszont nem tartalmazza, mivel példaul az
(1; 0,0) vektor a (2; 0;0) és (0; 0,2) vektorok kézott van, és ezek kozt egyetlen
félelosztas sem domindlja, mivel csak olyan vektorok dominaljak, amiben az els6

vevé pozitiv mennyiséget kap.

Ha megnézziik a feltételeket elég természetes médon adddik a kérdés, hogy ha nem
hozzarendelési jatékokkal foglakozunk, hanem az 6sszes TU jatékkal, akkor teljesiilnek-
e minden stabil halmazra vagy sem. A belsé stabilitas természetesen teljesiil a stabil
halmazok definicidéja miatt, a masik haromnal azonban nem ilyen egyértelmi a hely-
zet. A kovetkezo két példan jol latszik, hogy még a legegyszeriibb nem hozzarendelési

jatékokban sem sziikséges feltételek.

8. Példa. Nézziik a hdarom szereplds eqyszeri tobbségi jatékot:

0 ha |S| < 2
P ={1;2;3}, v($) = @18

1 ha |S| > 2
Legyen Vi = {(3:5:0), (3:0:3), (0353 3)}
VzZ{(%;m;%—x)eI:nggl%}

Koénnyen leellenérizhetd, hogy V; és Vs, is stabil halmaz a (P,v) jatékban. Ezt a két
halmazt dbrézoltuk a[I7 és[1§ abran. Minkettén az elosztdshalmaz a nagy haromszog,
a Vi és V, halmazokat pedig zoldel jeloltiik. Az els6 abran mindharom pont egy 60°-
os nyilt szogtartomanyt dominal, igy a kozépsé aromszoget mindharom, mig a szélsé
haromszogeket csak a szembenlévé pont domindlja. A mésodik abran minden pont
harom darab 60°-os nyilt szogtartomanyt dominal. V, egy pontjara be is jeloltiikk az
altala dominalt részt.

Latszik, V; halmaz nem 0Osszefiiggd, és nem tartalmazza barmely két pontja kozti
félelosztasok magjat sem, mivel példaul az elsé két eleme kozti részen semmi nem do-
mindalja példdul az (%, i; i) elosztast (ezt a harmadik pont dominélja), de ez mégsem
eleme V;-nek.

A karakterizaciéban szereplé harmadik feltételt (tartalmaz egy olyan pontot ahol
minden eladé és egy olyat, ahol minden vevé kifizetése 0) nem egyértelmii, hogy hogyan
altalanositsuk a TU esetre, mert ott nincsenek eladdk és vevok. A V, stabil halmaz

arra példa, hogy egy jatékos kifizetése a halmaz minden pontjaban pozitiv. Ez jé
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példa olyan stabil halmazra, amely a szétosztashalmazon (az elfogadhaté és elérhet6

kifizetésvektorok) nem stabil, mert példdul az (1;1; —1) szétosztast nem domindlja.

17. abra. Egyszerii tobbségi stabil halmaz 1
(1,0,0)

(3,0, 3) (3:3.0)
2 2 dom13 d0m12 272

(0,0,1) (0,1,0)

18. abra. Egyszerii tobbségi stabil halmaz 2
(1,0,0)

2.1.9. Megjegyzés. A bizonyitds soran a dominanciareldciokban csak a vegyespdrosok
voltak szamunkra érdekesek (az egyszemélyesek nem, mert végig félelosztdsokkal dolgoz-
tunk, a nagyobbak szintén nem, mert azok mem hatékonyak). Eppen ezért a .
tételbeli karakterizacio akkor is igaz, ha néhany koalicionak, amelyek nem lehetnek eqy-
személyesek, vegyespdrosok és a nagykoalicio lecsokkentjik az értékét. A nagykoaliciot
azért vettik kilon, mert ha a nagykoalicio értéke valtozik, akkor valtozik az elosztdisok-

ban kiosztando pénzmennyiséq is.
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2.1.10. Megjegyzés. a[2.1.9 megjegyzéshez hasonléan a nagykoalicio értékét is le-
csokkenthetjik akdrmilyen nemnegativ értékre (a mnemnegativitas csak azért kell, hogy
az elosztdshalmaz ne legyen iires) a . tétel az igy kapott jatékra is fenndll. Ennek
oka, hogy a hatékony koaliciok halmaza tovabbra sem wvdltozott meg. Ezt a megjeqyzést

pusztan a nagykoalicio specidlis szerepe miatt vettik kilon az elozotol.

A bizonyitas soran mar lattunk kovetkezményeit a négy karakterizalo feltételnek,
amelyek sokat elarulnak V szerkezetérdl példaul 2.1.3] lemmaban a halé tulajdonsag,
vagy [2.1.5] kovetkezményben a bels6 stabilitas erésebb valtozata. A kovetkezd alfeje-

zetben a karakterizald feltételeket, és néhany kovetkezményét fogjuk koriiljarni.

2.2. A karakterizacié kovetkezményei

a[2.1.2] tételbeli karakterizacié nagyon jol hasznalhatd, az el6zé fejezetekbeli tételek
bizonyitasahoz, valamint a stabil halmazok szerkezetének tovabbi tanulmanyozasahoz.

Mar a[1.3.4] allitasnal is érezhettiik, hogy a hozzarendelési jatékok magja és stabil
halmazai kozt szoros kapcsolat lehet, mivel a két halmaz halo tulajdonsaganak bizo-
nyitasa ugyanazon az allitdson milt. Az el6z6 fejezetben lathattuk, hogy CB halmazt
Shubik| (1984)) eredetileg nem mint a principal section magjat adta meg, hanem kilon-
boz6 részjatékok magjainak unidjaként.

Az altaldban is nyilvan igaz, hogy mindketto rendelkezik a belsd stabilitas tulajdon-
sagaval, és hogy a mag része barmely stabil halmaznak. A kiilsé stabilitas megkovetelése
viszont nagyon megvéltoztathatja a magot (mar a a . példaban is lattuk, hogy amikor
kiegészitettiik a magot stabil halmazzd, akkor elvesztette a konvexitdsat). Vizsgaljuk
meg a tételben szereplo tulajdonsagokat teljesiti-e a hozzarendelési jatékok mag-
jal

2.2.1. Allitas. A hozzdrendelési jatékok magja teljesiti a 3. kivételével (tartalmaz eqy
olyan elosztdst amelyben minden vevd kifizetése 0, és eqy olyat melyben minden eladoé
0) a stabilitds[2.1.9, tételbeli feltételeit.

B1zONYITAS.

A belso stabilitas és az 6sszefliggdség barmely TU jaték magjara igaz, az elobbi a mag
ezért konvex. A negyedik tulajdonsag bizonyitasa egy kicsit érdekesebb, azaz hogy
tartalmazza barmely két pontja kozti félelosztasok magjat. Legyen (z';yl), (2% y?) €
C. Ezen két pont kozti félelosztasok magjat azon (x;y) félelosztdsok alkotjak, amelyek

2.

(x5 y') és (x?; y?) kozott vannak és barmely (¢; j) parra igaz, hogy z; + y; > a;; vagy
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r; = x; Vo7 vagy y; = y; vV y;. Megmutatjuk, hogy ha a mésodik vagy harmadik
feltétel teljesiil akkor az els6 is. Szimmetria miatt elég a masodikra megmutatni. A
mag Osszefiiggésége és konvexitdsa miatt van olyan (z?; y?) eleme a magnak (x'; y') és
(x*; y?) kozott, amelyre y; = y?. Erre igaz, hogy ay; < ) +y5 = ) +y; < ajVai+y; =
T; + ;. 0

Ennek az allitasnak egy egyszeri kovetkezménye Solymosi & Raghavan (2001) a
mag stabilitasarél szolo tétele (a dolgozatban mér szerepelt . tétel), amely éppen
azt mondta ki, hogy a mag pontosan akkor stabil, ha teljesiil ra a tételbeli 3.
tulajdonsag.

A Shapley altal javasolt CB, , halmaz stabilitasat, melyet Nunez & Rafels| (2013]) bi-
zonyitottak is konnyen megmutathatjuk a[2.1.2] tétel segitségével, s6t az[1.4.1] tételben
szerepld unicitasndl (ez az egyetlen stabil halmaz a p maximalis sulyt parositéashoz tar-
tozo6 principal sectionben) tobbet is dllithatunk. Itt az el6zéekhez hasonléan feltessziik,
hogy a matrix féatlojaban maximaéis értékli parositas talalhaté, az ehhez a parositashoz

tartozo principal sectiont nézziik, és d-vel jeloljik a f6atlo elemeibol készitett vektort.

2.2.2. Allitas. CBa, az egyetlen stabil halmaz, amely tartalmazza a (0;d) és (d;0)
pontokat (az elsé amikor minden vevd a p maximdlis sulyd pdrositdisban hozzd tartozo

értéket kapja, az eladok 0-t, a mdsik, amikor forditva).

BIZONYITAS.
A halmaz stabilitdsdnak bizonyitdsdhoz le kell ellenérizni a 2.1.2] tételben taldlhat6
négy feltétel teljestilését.

1. a belsé stabilitds nyilvanvald, mert C3 halmaz egy mésik halmaz (B) magja.
2. az Osszefliggbséget az[1.4.3] lemméban belattuk.

3. ez a két pont a principal section vevé- és eladéoptimélis csiicsa, a (0;d) és (d;0)

csuesok.

4. legyen (xz';y'), (x% y?) € CB és legyen (u;v) egy eleme ezen két vektor kozti
félelosztasok magjanak. az[[.4.2] lemmdaban beldttuk, hogy CB halo, igy az egy-
szertibb jelolés miatt feltehetd, hogy ! < x? és y! > y? mivel két vektor illetve
ezeknek a két halokombindcidja ugyanazt a téglatestet hatarozzak meg. Azt kell
megmutatnunk, hogy ekkor (u;v) € CB. Tegyiik fel, hogy ez nem teljestil. Ekkor
van olyan (i; j) vegyesparos, amelyre w; + v; < a;;,u; < a;; és v; < a;;. Tudjuk
viszont, hogy (u;v)-t nem dominélja semmi az (x';y') és (x?; y?) vektorok kozt

az (i; j) vegyesparoson keresztill, igy u; = x7(= x; V x7) vagy v; = y; (= y; V v3)
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teljesiil, mivel az (i; j) paroshoz tartozé magegyenl6tlenséget tudjuk hogy megsze-
gi. Szimmetria miatt feltehetd, hogy az elsd teljesiil. (x?;y?)-r6l viszont tudjuk,
hogy eleme CB-nek, igy az a7 + y7 > ay, ©] = a; és yj = ay; feltételek kozil
valamelyik teljesiil. Mivel 27 = u; és y7 < vj, igy ha az els6 feltétel teljesiilne,
akkor (u;wv)-re teljesiilne az (i; j) paroshoz tartozé magegyenlétlenség, ha a méa-
sodik telestil, akkor w; = a;, ha a harmadik, akkor v; = a;;, azaz mindharom

esetben ellentmondasra jutottunk.

Az unicitas egyszerii kovetkezménye a karakterizacioban szereplo 4. feltételnek. Mivel
CB halmaz pontosan a (0;d) és (d;0) pontok kozti félelosztasok magja, igy minden
stabil halmaz, amely tartalmazza ezt a két pontot, az tartalmazza CB-t is. Végiil mivel
egy stabil halmaz nem tartalmazhat szigorian egy masikat, ezért ez az egyetlen (0; d)
és (d; 0) pontokat tartalmazé stabil halmaz. O

Belattuk tehat, hogy a CB4 , halmazt mar a vevé- és eladéoptimalis pontja is meg-
hatarozza. Adodik a kérdés, hogy ez altaldban teljesiil-e, azaz a hozzarendelési jatékok
osztalyan egy stabil halmazt meghataroz-e a vevo és eladéoptimalis pontja, és ha nem,
akkor tudunk-e mondani olyan részhalmazt, amely mar meghatarozza.

A kovetkezo példabol konnyen latszik, hogy a vevo- és eladboptimalis csiicspont
altalaban nem elég. Erre az egyik legegyszertibb példa az egy eladds, két vevis kesztyi-
jaték, az A = [1 1] méatrixhoz tartoz6 hozzdrendelési jaték. Konnyen leellendrizhetd,
hogy az (1; 0,0), (%, %,0), (0; %, %) pontokat és az (1; 0,0), (%, 0, %), (0; %, %) pontokat
0sszekoto torottvonal is stabil halmazt alkot, és a két gorbének azonosak a végpont-
jai. Ebben a példaban az is megmutathatd, hogy pontosan a két kiillonb6z6, maximalis
értékit parositashoz tartozé6 CB halmazokat hatarozza meg a két végpontjuk, mivel a
karakterizacio segitségével konnyen lathatd, hogy a stabil halmazok ebben az esetben
az (1; 0,0) pontot a (0; z,1 — x) egyenessel 6sszek6td, az elosztashalmazbeli, koordi-
natanként monoton, folytonos gérbék lesznek. Erre kicsit altalanosabban az egy-elados
esettel foglalkozo fejezetben fogunk kitérni.

Azonban az sem igaz, hogy csak a CBa, tipust halmazokat hatdrozza meg a két
végpontjuk. A kovetkezo példaban mutatunk egy stabil halmazt, amelyet meghataroz

a vevo- és eladboptimalis csticspontja, azaz nincs mas stabil halmaz, amely tartalmazza

ezt a két elosztast, de nem CB tipusi a halmaz.

1 2
9. Példa. Vegyiik az A = 0 3 mdtrizhoz tartozé hozzdrendelési jatékot.

Legyen V a mag (a (0,0; 1,3),(1,0; 0,3),(1,2; 0,1) és a (0,1; 1,2) pontok dltal
meghatdrozott trapéz) kiegészitve a mag eladdoptimdlis (1,2; 0,1) csicsdt és a (2,2; 0,0)

pontot dsszekdtd szakasszal.
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Ellendrizziik le, hogy ez a halmaz stabil. Vegytink egy (x;y) € Z\V pontot,

e ha z; +y; < 1, akkor (x; y)-t domindlja a mag (0,0; 1,3) és (1,0; 0,3) pontjait

Osszekotd szakaszanak valamelyik pontja az (1;1) vegyesparoson keresztiil.

e ha z; +y; = 1, akkor =3 + y» = 3. Tudjuk, hogy (x;y) nincs a magban, ezért
1 + Y2 < 2 egyenl6tlenségnek kell teljesiilnie. A mag (1,2; 0,1) és (0,1; 1,2)
csicsokat Osszekotd szakasza csak akkor nem dominélja (x;y) pontot az (1;2)
vegyesparoson keresztiil, ha 1 = 1 és y» < 1. Az ilyen elosztasokat viszont a

magot kiegészit$ szakasz domindlja az (1;2) vegyespéaroson keresztiil.

e hax +y; > 1, akkor zo+ys < 3. Amag (1,0; 0,3) és (1,2; 0, 1) csicsait 6sszekoto
szakasz csak akkor nem dominalja (x;y)-t a (2;2) vegyesparoson keresztiil, ha
xo > 2. Ekkor viszont x1 + yp < 2, és ezért a (2,2; 0,0),(1,2; 0,1),(0,1; 1,2)

torottvonal valamelyik pontja domindlja (x; y)-t az (1; 2) vegyespéaroson keresztiil.

Lattuk tehéat, hogy V stabil. Most megmutatjuk, hogy ez az egyetlen stabil halmaz,
amely tartalmazza a (0,0; 1,3) és (2,2; 0,0) pontokat. Legyen V' egy stabil halmaz

az A matrixhoz tartozo jatékban, amely tartalmazza ezt a két pontot. Tudjuk, hogy

a jaték magjat tartalmazza minden stabil halmaz, igy C C V'. az [1.3.7, és[2.1.3]

lemmak miatt V' barmely két pontjat osszekoti koordinatanként monoton gorbe, igy az
(1,2; 0,1) € C és (2,2; 0,0) pontjait is. Ez csak gy lehet, ha V' tartalmazza ezen két
pontot Osszekotd szakaszt. Azt kaptuk tehat, hogy V C V'. De tudjuk, hogy mindkét

halmaz stabil, ez viszont csak akkor fordulhat elé, ha V = V.

2.2.3. Megjegyzés. Az elézd példaban elég lett volna a (2,2; 0,0) pontot megadni,

mivel a masik pont része a magnak, igy automatikusan része minden stabil halmaznak.

Lattuk tehat, hogy két pont megaddsa nem mindig elég. A kovetkezo allitasban
megmutatjuk, hogy ha megadunk egy, az eladd- és vevéoptimalis pontokat 0sszekoto

gorbét, akkor az mar egyértelmiien meghatarozza a stabil halmazt.

2.2.4. Allitas. Legyen V eqy stabil halmaz az A mdtrizhoz tartozé hozzdrendelési jd-
tékban, (%;0) és (0;Y) az eladd-, illetve vevboptimdlis pontjai és X CV eqy a két pontot

osszekato gorbe. Ekkor V az egyetlen stabil halmaz, amely tartalmazza X -et.

B1zONY{TAS.

Tegytik fel, hogy van két stabil halmaz, ami tartalmazza X-et. Ez a két halmaz legyen
VY és V'. Ellendrizziik le, hogy a két halmaz metszetére teljesiilnek-e a stabilitdsnak
a[2.1.2] tételben szerepld feltételei.
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1. A belsd stabilitas teljesiil, mivel V is teljesiti, igy V-nek minden részhalmaza,
tehat VNV’ is.

2. Osszefiiggd, mivel V és V' is halo, igy a metszetiik is, és az[1.3.7] 4llitas szerint ha
egy héléban van, az els6 koordinatakban maximalis és minimalis elemet 0sszekotod

gorbe, akkor a hal6 6sszefiiggd.

3. Tartalmaz olyan pontot, amelyben minden vevo kifizetése 0 és olyat is, amelyben
minden eladé kifizetése 0, mivel (Z;0) és (0;y) is eleme V-nek és V'-nek is, igy a

metszetiiknek is.

4. Tartalmazza barmely két pontja kozti félelosztasok magjat, mivel ez igaz V-re és

V'-re is, igy a metszetiikre is.

Azt kaptuk tehat, hogy a két stabil halmaz metszete is stabil, de mivel egy stabil halmaz
sem szigoru részhalmaza egy masik stabil halmaznak, ezért V = V'-nek kell teljesiilnie.
O

a2.1.2] tételbeli karakterizdci6 3. feltételébdl kovetkezik egy masik érdekes tulaj-
donsaga is a stabil halmazoknak a hozzarendelési jatékok osztalyan. A kiilsé stabili-
tasnal csak annyit koveteltiink meg, hogy V-nek domindlnia kell az 6sszes nem V beli
elosztast, viszont azokat a szétosztasokat, amelyek nem elosztasok nem kell dominalnia.
A 3. feltétel miatt viszont azokat is dominélja, mivel az ilyen szétosztasokban valame-
lyik jatékos kifizetése negativ, ezért ezt a szétosztast domindlja az ezen jatékosbol allo
egyszemélyes koalicion keresztiil V-nek az a pontja, ahol 6 0-t kap. Ezt az észrevételt

megfogalmazzuk egy kiilon allitasban.

2.2.5. Allitas. Hozzdrendelési jdtékok esetén minden stabil halmaz stabil a szétosztds-

halmazra nézve, azaz L*-stabil.

Altaldban a TU jatékokra nem teljesiil ez a tulajdonsdg. a . példaban talalhato
3 személyes egyszerti tobbségi jatékban (|P| = 3 és az 1 személyes koalicidk értéke 0,
w5 —x) 1 0 <z < £)}) halmaz nem
dominélja az Osszes szétosztést, példaul a (—9; 5; 5)-6t sem, mivel csak az elsé jatékosbol

a 2- és 3 személyeseké 1) szereplé Vao(= {(

allo egyszemélyes koalicié johetne széba. mivel a masik két jatékos sokkal tobbet kap
mint Vs, barmelyik pontjaban. Viszont ez a jatékos nem tud domindlni, mert szaméara Vs
egyik pontja sem elérheté. Van viszont olyan halmaz, amely stabil a szétosztashalmazra
nézve (Z*-stabil), de nem stabil. Ez ugy fordulhat eld, hogy a halmaz nem része az
elosztashalmaznak. Elég a V, halmazhoz egyetlen pontot hozzavenniink és elérhetjiik

az I*-stabilitast, ahogy azt a kovetkez6 példaban lathatjuk.
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10. Példa. Vegyiik a[§ példaban is szerepld egyszerti tobbségi jatékot és legyen Vs =

{(%;I;% r):0<z< )}U( 10:190?190)

V3 halamz Z*-stabilitasat konnyen belathatjuk:

e V; bels6 stabil, mert 1attuk, hogy az uni6 elsé része (a . példaban szereplé Vs

halmaz) stabil, igy semelyik két pontja nem dominalja egymast. és egyik pontja

8.9.
107 107 10

torténhetne, de szdméara nem elérheté V5. Ez a pont sem domindlja Vs egyetlen

8.9.
107 107 10

szamara elérhetd, az elso jatékos viszont V5 minden pontjaban tébbet kap — = nel

sem domindlja a (— 2 pontot, mert ez csak az els6 jatékoson keresztiil

pontjat sem, mivel a (— 2) pont csak az elsé jatékost tartalmazd koahmok

e Vs kiils6 Z*-stabil, mert Vs, stabilitdsa miatt ez a rész dominal minden nem Vs

beli elosztast. Azokat a szétosztasokat, amelyekben a 2. jatékos kifizetése nega-
15:0; %) € Vs, ahol a 3. jatékos kifizetése negativ az (15; 15;0)
vektor. Maradtak azok a szétosztasok, amelyekben az 1. jétékos kifizetése nega-

tiv domindlja az (

tiv. Ezek koziil azokat, ahol a 2. jatékos kifizetése kisebb 45 nel dommaha az
( 10; 190, 0) vektor, és hasonléan ahol a 3. jatékos kifizetése klsebb nel azokat

dominalja az (%;0; %) vektor. Kimaradt még az a rész, ahol az elso jatékos ki-

1077 10
fizetése negativ, a masik kettéé pedig legalabb 15 S Ennek a halmaznak egyetlen

olyan eleme van, amelyben az els6 jatékos klﬁzetese legalabb —= ez éppen a

10’

Vs-ban 16v6 (— 180; 190, 10) pont. Ez a szétosztas pedig domindlja az Osszes tobbi
megmaradt szétosztast az elsd jatékosbol allo koalicion keresztiil, mert azokban

az elsé jatékos kifizetése kisebb mint —-=

Ezt lathatjuk a [19. abran is. Ez nagyon hasonlé a abrahoz. A haromszog
az elosztashalmaz, V3 halmaz a haromszogben talalhaté zold szakasz és az alsdé pont
uniéja. Az abran minél sotétebb egy rész, annal tobb koalicién keresztiil lehet do-
minalni. A kétszemélyes koaliciokon keresztiil dominalt pontokat megkaphatjuk a [1§]
abrahoz hasonléan, csak a itt a haromszogon kivili részt is nézziik. A kétszemélyes
koaliciok mindent domindlnak kivéve harom 60°-os szogtartomanyt: a zold szakasz bal
végpontjatol balra, a jobb végponttdl jobbra 1évo, valamint az alsé ponttol lefelé 1évo
vilagosabb tartomanyt. A bal oldalit viszont dominélja a bal végpont, ahogy az egész
félsikot a haromszog bal oldalatél balra. A jobb oldalit, a jobb végpont ugyanigy, az
alsé szogtartomanyt a (%, —%, —2) csucs, a ponttdl lefelé talalhatéd félsikkal egytitt.

Adodik a kérdés, hogy hozzarendelési jatékok esetén van-e ilyen példa, azaz talalhato-
e olyan Z*-stabil halmaz, amely nem stabil. A kévetkezd allitasban belatjuk, hogy ilyen

nincsen.
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19. abra. Egyszerti tobbségi Z*-stabil halmaz 2
(1,0,0)

A
S
e
Sle
e

2.2.6. Allitas. Hozzdrendelési jatékokban minden T*-stabil halmaz részhalmaza az el-

osztashalmaznak.

BIZONYITAS.

Azt fogjuk megmutatni, hogy a stabil halmazokhoz hasonléan az Z*-stabil halmazok is
osszefiiggéek. Ennek a bizonyitdsa szinte szérdl szora megegyezik a [2.1.2] tételben az
Osszefiiggdség bizonyitdsival. az allitas (azaz hogy minden stabil halmaz hald)
pontosan ugyanugy miitkodik az Z*-stabil halmazokra is, csak ahol a bizonyitasban el-
osztés szerepel, oda szétosztast, ahol félelosztds oda félszétosztast (olyan kifizetésvektor
amely elérheté a nagykoalicié szamara) kell helyettesiteni. Tudjuk tehét, hogy minden
Z*-stabil halmaz héal6. a lemma is teljesiil akkor is ha X C Z* tartalmazast
koveteliink meg, mivel az X-beli vektor nem dominalhatja (u;v)-t egy egyszemélyes
koalicién keresztiil, mert akkor domindlnd (x!;y')-et vagy (x?;y?)-t is, ellentmondva
X belso stabilitasanak. Ha a dominancia vegyesparoson keresztiil torténik, akkor vi-
szont nem szamit az alaphalmaz. Innen mar tényleg minden ugyanaz, mint a [2.1.2]

tételben, az el6z6 lemma segitségével megmutatjuk, hogy barmely két pontja kozt 1éte-
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zik egy harmadik, amibdl kovetkezik a 2.1.2] lemma segitségével a Z*-stabil halmazok
Osszefiiggdsége.

Az 6sszefliiggdséghdl pedig nagyon kénnyen kovetkezik, hogy minden Z*-stabil hal-
maz része az elosztashalmaznak. Tegyiik fel, hogy nem igy van azaz létezik olyan V
halmaz, amely Z*-stabil és 1étezik (u;v) € V elem, amelyben valamelyik jatékos kifize-
tése negativ. Ekkor V Osszefliggisége és a mag nemiiressége miatt 1étezik olyan pontja is
V-nek ahol ugyanennek a jatékosnak a kifizetése 0, ami nem lehet, mert ez a szétosztas

dominélja (u;v)-t ellentmondva a belsé stabilitdsnak. O

2.2.7. Kovetkezmény. Hozzdrendelési jatékokban eqy V halmaz pontosan akkor stabil,

ha stabil a szétosztashalmazra nézve, vagyis L*-stabil

Valaszthatunk természetesen az elosztas- és szétosztashalmazon kiviil més alaphal-
mazt is. Abban az esetben, ha ez az X alaphalmaz olyan félelosztasokbol all, amelyek
zart halot alkotnak (a kés6bbiekben jellemzden ez egy masik hozzarendelési jaték sta-
bil halmaza lesz), akkor a . tételhez hasonld karakterizacidéjat adhatjuk a stabil

halmazoknak. Ezt mutatja a kovetkezo tétel.

2.2.8. Tétel. Legyen X C T’ eqy dsszefiiggd zart hdale. AV C X halmaz pontosan
akkor X -stabil, ha

1. belso stabil,
2. 0sszefiiggo,
3. tartalmazza X eladokra nézve minimalis és maximalis elemét,

4. tartalmazza barmely két pontja kozti részének magjdt.

A 2.1.2] tétel bizonyitasa miikodik ebben az esetben is, s6t egyszeriibb is, mivel az
alaphalmaz zart a halékombinacidra, igy azok az esetek, amikor vettiik két (fél)elosztés

Ennek a tételnek a segitségével kapcsolatot teremthetiink kiilonbo6zo jatékok stabil
halmazai kozt, és konstrualhatunk kilonbozé stabil halmazokat. Ehhez eloszor lassuk

be a kovetkezd tranzitivitashoz hasonlo allitast

2.2.9. Kovetkezmény. Legyen A és A" két azonos méretid, nemnegativ matriz, ame-
lyekre A < A’ és a mazimalis pdrositasaik értéke megegyezik. Ha V egy stabil halmaz
az A-hoz tartozo, és V' eqy V-stabil halmaz az A'-héz tartozé hozzdrendelési jatékban,

akkor V' stabil az A'-hoz tartozé hozzarendelési jatékban.
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BiZONYITAS.

Ellendrizzik le a stabilitds 4 feltételét: V' bels6 stabilitdsa és Osszefliggésége nem fiigg
az alaphalmaztol, igy ez a két tulajdonsag kovetkezik V' halmaz V-stabilitasabol. Mivel
V halmaz stabil, igy van olyan pontja, amiben minden a vevéké és egy olyan, amiben
minden az eladdké, és ez a halmaz eladdkra nézve minimalis és maximalis pontja, amit
V'-nek tartalmaznia kell a halmaz V-stabilitdsa miatt. Tegytk fel, hogy a 4. feltétel
nem teljesiil, azaz van a V' halmaznak két (z';y') és (% y?) pontja és ezek kozott
16v6, (u;v) ¢ V' félelosztas, amit nem dominalhaté ezen két pont kézott semmivel az

A’ matrixhoz tartozo jatékban.

e ha (u;v) € V, akkor a V' halmaz V-stabilitasa miatt létezik (x;y) € V', amely
dominélja (u;v)-t az A’-hoz tartozd jatékban. Ebben az esetben [2.1.1} lemma
miatt 1étezik V'-nek (z';y') és (x?; y?) kozti ilyen pontja is, ami nem mds mint

med((x'; y'), (z;y), (% y?*)). Ez pedig ellentmond (u;v) valasztasdnak.

e ha (u;v) ¢ V, akkor V halmaz stabilitdsa és (x';y'), (z%y?) € V' C V miatt
létezik olyan félelosztds (x';y') és (2% y?) kozott, amely domindlja (u;v)-t az
A-hoz tartozé jatékban. Ugyanez az elosztds természetesen domindlja az A’-hoz

tartozé jatékban is mivel A" > A.

O
A kovetkezo allitas a mag stabilitdsara vonatkozé [2.2.11 allitdsnak a modositasa

abban az esetben ha az alaphalmaz egy masik jatékbeli stabil halmaz.

2.2.10. Kovetkezmény. Legyen A és A’ két azonos méreti, nemnegativ mdtrixz, ame-
lyekre A < A’ és a maximdlis pdrositdsaik értéke megegyezik. Ha V egy stabil halmaz
az A-hoz tartozo jatékban, akkor a V' = Ca/(V) halmaz pontosan akkor stabil az A'-héz

tartozo hozzdrendelési jatékban ha d6sszefiiggo.

B1zONYITAS.

2.2.9 kévetkezmény miatt elég V' halmaz V-stabilitdsdt megmutatni. Mivel V hal-
maz hél6, igy V' halmaz V-stabilitasanak eldontéséhez hasznalhato a tétel. En-
nek értelmében Ca/ (V) halmazra kell belatnunk a tételben szerepl tulajdonsidgokat az
Osszefiiggdség kivételével. A belsd stabilitas, valamint, hogy tartalmazza a vevo- és
hasonlé a [2.2.9] kovetkezmény bizonyitasdhoz, s6t egy kicsit egyszeriibb is. Tegyiik
fel, hogy létezik (x';y'), (% y?) € V' és ezek kozott egy (u;v) € V\V' pont, amelyet

nem dominél (x';y') és (x?; y?) kozti pontja V-nek az A’-hoz tartozo jatékban. Mivel
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(u;v) ¢ V' = Ca(V), ezért létezik olyan (x;y) € V vektor, amely dominélja az A'-
héz tartozé jatékban. Ekkor 2.1.1] lemma miatt létezik (z';y') és (2% y?) kozti ilyen
pontja is V-nek, ami domindlja (u;v)-t, ami ellentmond (u;v) vélasztasanak. O

Tehat ha van egy hozzarendelési jatékban egy stabil halmaz, és a generalé mart-
rixnak megnoveljilkk néhany elemét gy hogy ne valtozzon a maximalis silyd parositas,
azaz a kiosztando pénz értéke. Ekkor ha az eredeti stabil halmazbol ,kidobjuk” a valtoz-
tatas utan dominalt elemeket, és az igy kapott halmaz 6sszefiiggd, akkor stabil halmazt
kapunk az 1j jatékban. Kérdés, hogy tudjuk-e valahogy garantalni az Osszefiiggoséget.
A kovetkezd allitdsban megmutatjuk, hogy ha csak egyetlen elemet noveliink, akkor az

eredeti stabil halmaz 1j jatékbeli magja Osszefiiggd lesz, igy stabil az 1j jatékban.

2.2.11. Allitas. Legyen A és A’ két azonos méretdi, nemnegativ mdtriz, amelyekre A <
A’ maximalis parositasaik értéke megegyezik és a két mdtriz dsszesen 1 elemben tér el
egymastdl. Ha V egy stabil halmaz az A-hoz tartozo jatékban, akkor a V' = Ca(V)

halmaz stabil az A’-hoz tartozo hozzdrendelési jatékban.

BIZONYITAS.

kévetkezmény miatt elég megmutatnunk, hogy Ca/(V) halmaz Gsszefiiggs. Le-
gyen az (i;j) vegyesparoshoz tartozé elem, amiben eltér egymastél A és A’ méatrix.
Jeloljiik V;;;y-vel V halmaz (i; j) vegyespéros éltali fels6 burkoléjat, azaz legyen Vi, ) =
{(w;v) € V|H(z;y) €V : 2 > u; bs y; > v;}. Ez a halmaz nyilvan zart halé, tartalmaz-
za V vev6- és eladéoptimadlis pontjat, valamint részhalmaza V'-nek, mivel V elemeirél
az A méatrixhoz tartozé jatékbeli belso stabilitdsa miatt tudjuk, hogy az (i;7) vegyes-
parost leszamitva A’-hoz tartozé jatékban sem dominaljak egymast az elemei. Az (i;7)
vegyesparoson keresztiil pedig a definiciéja miatt nem domindlhatja V beli elem az A’-
hoz tartozd jatékban, mivel V egyik eleme sem elényosebb az (i; 7) vegyesparos mindkét
tagja szamdra. az[1.3.7 allitds miatt elegendé megmutatnunk, hogy létezik V'-ben a
halmazbeli gorbe, amely 0sszekoti a vevo- és eladooptimdlis pontjait. Mivel V;.;) rész-
halmaza V'-nek és tartalmazza ezen két pontot ezért elég megmutatnunk, hogy V.
bérmely két pontjét osszekoti V.5 beli gorbe. Ehhez vegyiink tetsz6leges két (a'; y')

és (% y?) elemét V. ;-nek.

o Ha x; = 27 és y; = y3, akkor mivel V stabil halmaz volt, igy volt benne ezen két

pontot 0sszekotd monoton gorbe, amely gorbe részhalmaza V. j)-nek is.

e Ha z} # x} vagy y; # y;, akkor szimmetria miatt feltehetd, hogy az elsé all

fenn. Legyen x egy szigortian x} és z? kozti szdm. V 6sszefiiggbsége miatt 1étezik
3 _

(x3;y®) € V, amelyre 7 = x és az ilyen pontok koziil a y?’ a lehetd legnagyobb

62



érték. y-rél tudjuk, hogy y; és y? koz6tt van (egyenlSséget is megengedve). Ha
nem igy lenne, akkor mivel van (x*;y?®) pontot a vevé- és eladéoptimalis ponttal
sszekotd monoton gorbe, ez ellentmondana (x*; y') € Vi) vagy (2% y?) € Vi)
feltételnek. Ekkor viszont (x*;y?) = med((x';y'), (z3;y?), (x* y?))-rdl tudjuk,
hogy eleme V-nek, mert V hélé. Mivel az (i;j) vegyesparos kifizetése (x*;y?)-
ben ugyanannyi mint (z*; y*)-ban, {gy (x*; y*) € Vi), és kiilonbozik (z'; y*)-t6l

valamint (z?; y?)-t6l.

Mindkét esetben talaltunk egy harmadik pontot a két tetszolegesen valasztott pontunk
kozott. Ami szintén V;.5)-ben van, igy . lemma miatt V;,;) halmaz 6sszefiiggd, tehat
V' is. O

Ha tehat egyszerre egy elemet valtoztatunk a matrixban, akkor az eredeti stabil
halmaz 1j jatékbeli magjat véve, az 1j jatékbeli stabil halmazt kapunk. Ezt felhasznal-
va mar konnyen tudunk modszert adni stabil halmaz készitésére akkor is, ha egyszerre
tobb elem no és természetesen a maximalis silyt parositas valtozatlan marad. Egysze-
riien egyenként kell novelni az elemeket, és minden egyes novelés utan kell venni az ]
jatékban az el6zo stabil halmaz magjat.

Ezt az allitast felhasznalva kaptunk egy 1j bizonyitast arra, hogy minden hozzaren-

delési jatékban 1étezik stabil halmaz:
2.2.12. Kovetkezmény. Minden hozzdrendelési jatékban van stabil halmaz.

B1zONYITAS.
Vegyiink egy tetszéleges A nemnegativ matrixot. Eloszor 0-zuk le az Osszes elemét a
maximalis parositason kiviil. Ha tobb ilyen is van, akkor ezek koziil valasszunk ki egyet
és az ezen kiviili elemek helyére irjunk 0-kat. Ennek a diagondlis matrixnak a magja,
ami éppen a principal sectione stabil, mivel a maximélis parositas minden eleme sor-
és oszlopmaximum is egyben. Innentol kezdve minden lépésben valtoztassuk vissza az
aktudlis matrixunk egy elemét A megfeleld elemére és vegyiik az el6z6 stabil halmaz
magjat az 1j jatékban. Ez a halmaz kovetkezmény miatt stabil az 0j jatékban.
Ezzel a modszerrel véges sok 1épésben eljutunk az eredeti jatékhoz és egy hozza tartozo
stabil halmazhoz. U
A stabil halmaz konstrualdsa soran lattuk, hogy mindegy volt, milyen sorrendben
noveltilk vissza a matrix elemeit, st azt is megtehetjiik, hogy tobb lépésben noveliink.
példaul ha a;; elem eredetileg 2 volt, akkor 0-rél csak 1-re noveljilk elészor, majd no-
velgetjiik a tobbi elemet, majd néhany 1épéssel késébb noveljitk meg 1-rél 2-re. Kérdés,
hogy szamit-e a sorrend, kiilonb6z6 halmazokat kapunk-e ha mashogy noveliink a kiin-

dulé diagonalis matrixbodl. Erre a kérdésre a valasz nem, a sorrend nem szamit. Vegyiik
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észre, hogy a principal section magja, azaz a CB4 halmaz minden lépés utan része az
aktualis stabil halmaznak. CB,4 tehat részhalmaza a végén kapott stabil halmaznak,
[[.4.0] tételben lattuk, hogy CB4 halmaz stabil. Mivel egy stabil halmaz nem lehet szi-
gori részhalmaza egy masik stabil halmaznak azt kaptuk, hogy sorrendtdl fliggetleniil
ha egy (maximadlis silyu parositashoz tartozd) diagonalis matrixbél indulunk ki, akkor
végiil a principal section magjat a CB4 halmazt kapjuk.

Ezt a fajta konstrukeciét afd] példédban szerepld szampéldan keresztiil mutatjuk meg.
A jatékot generalé matrix ott az A = - volt. A maximalis sulyu parositas a

foatloban szerepel. Eloszor nullazzuk le a masik két elemet, igy megkapjuk az A; =
70

0 4

matrixot. Ennek a magja megegyezik a principal sectionével, ami az u; + v; =
Tiug + v = 4;uy + us + v1 + v9 = 11;uy, ug; v1;v9 > 0 egyenletek és egyenlotlenségek
altal meghatarozott téglalap, ahol u vektorral az eladék (a sorokhoz tartozoé jatékosok),
v vektorral pedig a vevék (az oszlopokhoz tartozo jatékosok) kifizetését jeloltiik. Abré-
zoljuk ezt az uy + vy = T;ug + vy = 4 sikon, ahogy a[dl példdban is tettiik. Ez ldthato6
a20l 4bran.

7 3
Noveljitk vissza az elsé sor masodik elemét 3-ra, igy megkapjuk az Ay = ( 0 4 )

matrixot. Vegyilk az eloz6 téglalap magjat az 0j jatékban. Az abran ez azt jelenti,
hogy le kell vignunk a bal felsé (0;1), (0;4) és (3,4) csticstt hdromszoget, mivel a (0; 1)
és (3;4) pontokat 0sszekotd szakasz domindlja, ahogy a . abran is lathat6. Ez a zold
halmaz stabil az As matrixhoz tartozé jatékban.

Végiil noveljilk vissza a masodik sor elsd elemét 5-re, és vegyiik az el6z6 1épés-
ben kapott levagott sarku téglalap magjat. Ekkor jobb oldalrdl kell levagnunk a
(2;0),(6;4),(7;4),(7;0) cstcst trapézt, mert ezt domindlja a (2;0), (6;4) szakasz. Ki-
véve a trapéz felsé (6;4) és (7;4) végpontt alapjat, melyet nem domindl. Az igy kapott
Otszog kiegészitve a jobb felsé szakasszal stabil az eredeti jatékban.

Igy a harmadik 1épésben megkaptuk azt a stabil halmazt, amelyet a . példaban is
lattunk. A két eladds két vevos példaban ez elég egyszertinek latszik, mivel a két domi-
nancia ,egymastol fliggetlen”, amikor levagjuk a bal fels6 sarkot az nem befolyasolja a
jobb alsét és forditva. Ha azonban megnézziik a[3] példat ott latszik, hogy mi lehetne
a probléma. Ha a maésodik sor harmadik elemében 1év6 1-est noveljiik vissza utoljara,
akkor az nem valtoztat semmit, mert a mag mindkét esetben ugyanaz a halmaz. Ha vi-
szont azt noveljilk meg el6szor, akkor levagunk egy részt és lehet, hogy ennek a levagott

résznek a késobbi noveléseknél szerepe lett volna. Lehet, hogy csak emiatt a rész miatt
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20. abra. Konstrukcio 1. 1épés

U2

21. abra. Konstrukcio 2. 1épés

U2

dom 12

kell levagnunk egy masik részt, és végil egy méasik halmazt kapunk, de mint lattuk ez
nem fordulhat el6.

a 2.2.11] Allitds nem csak arra haszndlhat6, hogy egy mér eddig is ismert stabil
halmazt megkapjunk mashogy is. Ha nem a diagondlis matrixbdl és a principal sec-
tionbdl indulunk ki, akkor konstrudlhatunk mds stabil halmazokat is. a [0 példdban
lattunk egy 2 eladds 2 vevés esetben olyan stabil halmazt, amely nem CB tipusi. A
magot nem a principal sectinbeli szakasszal egészitettiik ki, hanem egy masikkal, amely
az eladboptimalis cstcsot kototte Gssze egy olyan ponttal, ahol minden vevo kifizetése
0. Megmutathaté a példahoz hasonléan, hogy a 2 eladds 2 vevds esetben, ha a jaték
magjanak eladéoptimélis pontja pozitiv kifizetést biztosit valamelyik vevonek, akkor a
magot kiegészitjiik egy tetszoleges monoton gorbével, amelynek egyik vége a mag elado-
optimalis pontja, a masik végén pedig minden vevé kifizetése 0, akkor stabil halmazt

kapunk (ha a vev6optimalis pontban valamely eladé kifizetése 0, akkor ugyanezt a méa-
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22. abra. Konstrukcio 3. 1épés

U2

1 d0m21

sik oldalon is meg kell tenniink. A példaban tehét nem csak az (1,2; 0,1) és (2,2; 0,0)
pontokat 6sszekoto szakasszal egészithettiik volna ki a magot, hanem tetszoleges, az
(1,2; 0,1) pontot egy (x,y; 0,0) ponttal 6sszekotd, az eladok kifizetésében monoton
novo, a vevokében monoton csokkend elosztashalmazbeli gorbével. Ez azt jelenti, hogy
a 2 eladds-2 vevos esetben ha a mag nem stabil, akkor végtelen sok stabil halmaz van, és
ezek metszete a jaték magja. Ha a mag stabil, akkor ilyen probléma nincs, tudjuk hogy
az az egyetlen stabil halmaz. a [2.2.11] allitast felhaszndlva belathatjuk a kovetkezo

allitast.

2.2.13. Allitas. Ha eqy hozzdrendelési jaték magja nem stabil, akkor végtelen sok stabil

halmazzal rendelkezik, melyek metszete a jaték magja

B1ZONYITAS.

Ha a jaték magja nem stabil, az az tétel szerint azt jelenti, hogy a matrix nem
foatlédominans, azaz van olyan foatlon kiviili eleme, amely szigorian nagyobb, mint
ugyanabban a sorban vagy oszlopban 1év6 féatlobeli elem. Feltehetd, hogy ez az elem a
matrix els6 soranak masodik eleme (dtrendezéssel ez mindig elérhetd). Nulldzzuk le a
foatlon valamint az ezen az elemen kiviili 6sszes elemet. Ebben a ,majdnem diagonalis”
matrixban a 2 + 2-es esetet felhasznalva konnyen tudunk végtelen sok kiilonbo6z6 stabil
halmazt megadni. Hozzarendelési jatékok esetén konnyen latszik, hogy ha a generald
matrix blokkdiagonalis, akkor ha minden blokkbdl vesziink 1 — 1 stabil halmazt és
képezziik ezeknek a direktszorzatat, akkor az eredeti jatékban is stabil halmazt kapunk.
Vegytlink egy tetszoleges elosztasvektort, és szoritsuk meg az egyes blokkokra. Ha a
vektort nem a direktszorzatbol vettiik, akkor valamelyik megszoritasa nem eleme a

megfelel6 stabil halmaznak, ez azt jelenti, hogy a megfelel6 jatékban a stabil halmaz
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valamely eleme dominalja a megszoritott vektort. Ugyanezen koalicién keresztiil a a
dominalé vektor tetszéleges 6sképe is domindlja az eredeti vektort.

Ebbél a direktszorzatbdl kiindulva [2.2.12] kévetkezmény bizonyitasdhoz hasonléan,
az elemek egyenkénti visszanovelésével, és az addigi stabil halmaz 1j jatékbeli magjanak
vételével kaphatunk stabil halmazt az eredeti jatékban. Ha eredetileg a bal felsé 2 x 2-
es részen kiilonbozo stabil halmazt vettiink, akkor a végén is kiillonb6z6 eredményeket
kapunk, mivel a stabil halmaz 6sszefiiggdsége miatt, ha a végiil kapott halmazt megszo-
ritjuk a bal felso 2 4 2-es részre, akkor a magot kiegészité monoton gorbék ugyanazok,
mint amiket a 2 4 2-es részen eredetileg valasztottunk.

Kaptunk tehat végtelen sok kiilonboz6 stabil halmazt. Most megmutatjuk, hogy
ezek metszete tényleg a mag. Mivel a mag részhalmaza az Osszes stabil halmaznak
tudjuk, hogy részhalmaza a stabil halmazok metszetének. A fenti konstrukciobél kapott
stabil halmazokat ha megszoritjuk 2 + 2-es blokkok jatékosaira, akkor a megszoritason
vett metszet vevo- és eladooptimaélis pontja a magnak a vevo- és eladéoptimalis pontjai
voltak. Ebbdl kovetkezik, hogy az eredeti halmazban is a metszet vevo- és eladdoptimaéis
pontjai, a mag vevo- és eladooptimdlis pontjai. Ezen két pont kézott viszont minden
stabil halmazban csak a mag talalhato.

OJ

Mar korabban is emlitettiik, hogy a TU jatékokra altaldban nem igaz ez az allitas.
Lucas (1968b) mutatott egy 5 személyes példat, amelynek csak egy stabil halmaza van,
és az szigoruan nagyobb a magnal.

Ez a tranzitivitas-szerli tulajdonsag nem csak arra jo, hogy tobb stabil halmazt is
tudjunk késziteni, hanem akar gyakorlati példdkban a stabil halmaz kialakulasat is le
lehet irni egyes esetekben. Mint mar korabban emlitettiik egy stabil halmazt tekint-
hetiink egyfajta normaként, gy mint a tarsadalom szamara joénak tartott elosztasok.
Ezek egymadssal nincsenek ellentmonddsban (nem domindljak egymaést, belsé stabili-
tas), és minden ,rossz” elosztas levezethetd belSliik (minden halmazon kiviili elemet
domindl a halmaz valamely eleme, kiils6 stabilitds). Arrél azonban, hogy hogy alakul
ki egy ilyen norma nem volt sz6, vagy ha tobb is van, akkor miért pont az egyik alakul
ki, miért nem valamelyik masik. A fent leirt konstrukciéhoz a kévetkezd magyarazat
adhat6. Tegyiik fel, hogy mar kialakult valamilyen norma, megvannak a jonak gondolt
elosztasok, és egyszer az egyik paros értéke valamilyen okbdél megné. Ez lehet példaul
valamilyen technoldgiai fejlodés kovetkezménye, esetleg a paros eddig csak valamilyen
oknal fogva nem vallotta be, hogy 6k ketten tobbet is el tudnanak érni. Ebben az
esetben elromolhat a belsé stabilitas, elképzelheto, hogy az egyik eddig jonak gondolt

elosztassal szemben valakik ki tudnak kényszeriteni egy mésik jo elosztast. A fenti
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konstrukecié azt allitja, hogy ha a halmazunkbdél kihagyjuk az Gjonnan dominalt elosz-
tasokat, és innentol azokat is rossznak tekintjiik, akkor a maradék halmaz tovabbra is
stabil lesz.

A kovetkez6 fejezetben a hozzarendelési jatékok egy specialis osztdlyan meg fogjuk

adni az Osszes stabil halmazt.
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3. 1-eladés eset

3.1. Stabil halmazok megadasa

Ebben a részben a hozzarendelési jatékok egy specialis esetét vizsgaljuk, amikor csak
1 elad6 van. Az ilyen hozzdrendelési jatékokban a [2.1.2] karakterizdcional szebben,
egyszeriibben is le lehet irni a stabil halmazokat (Bednay, 2014). A stabil halmazok e
fejezetbeli megadasat is elég konnyen le lehetne vezetni a[2.1.2] tételbeli karakterizaci6
kovetkezményeként, azonban ha igy tennénk dgyuval 16nénk verébre. Egy elado esetén
sokkal egyszeriibben megkaphatjuk ezeket az eredményeket, és a bizonyitas is jobban
kovethetd, és sokat elarul errél a specidlis esetr6l. A fejezet sordn a Bednay| (2014)
cikkben talalhaté leirast fogjuk kovetni, néhany apré eltéréssel. Ezeknek az eltérések-
nek az oka, hogy az el6z6 fejezetekben példaul a halé tulajdonsiaggal kapcsolatban mar
belattunk egyszerli lemmakat, amelyekre hivatkozni fogunk. Ugyan ezek altalanosabb
kornyezetben is igazak, de a bizonyitasuk elég egyszerii volt, nem lenne értelme kortil-
beliil ugyanannyi munkéaval még egyszer megmutatni ezeket csak az egy-eladds esetre.

Ha csak egy eladénk van, akkor a jatékot meghatarozé matrixnak csak 1 sora van,
igy nyugodtan tekinthetiink ra nemnegativ vektorként is. A jelolések egyszertisitése vé-
gett feltessziik, hogy az 1-eladds n-vevos hozzarendelési jatékhoz tartozé matrix elemei
monoton csokkennek, azaz a; > as > --- > a, > 0. A nagykoalicié értéke ekkor ter-
mészetesen a; lesz. Technikai okok miatt definidljuk az a,,; = 0 értéket. Ennek csak
a fejezet végén, a hatarhozzajarulas vektorokkal valé kapcsolatnal lesz szerepe. Mivel
csak egy eladonk van, igy egy vegyesparost meghataroz a vevé tagja, ezért az eladobol
és 1 vevobol allé vegyesparoson keresztiili dominanciat dom;-vel fogjuk jelolni, tehat az
altalanos hozzarendelési jatékokhoz képest elhagyjuk az eladéra utald indexet.

A stabil halmazok megadédsahoz sziikséglink lesz az elosztashalmaznak azon rész-
halmazéara, amelyben minden olyan vegyesparos szamara elérhetd, amelyben a vevo

kifizetése pozitiv. Ezt a halmazt fogjuk X-szel jelolni.
3.1.1. Definicié.

X={(u,v)eZ | V1<i<n: v;,=0wvagyu+v; <a;}

”

3.1.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy V egy ,X-beli [0,a;1] folytonos, monoton gorbe
ha
3f :[0,a1] — R™ folytonos, monoton csékkend figgvény, amire graph(f) =V C X

3.1.3. Allitas. Egy V halmaz akkor és csak akkor stabil, ha V egy ,X-beli [0, a1] foly-

tonos monoton gorbe”
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BI1ZONYITAS.

e Eizek stabilak: legyen V egy ilyen halmaz.

— Bels6 stabilitds: a monotonitas miatt trividlis, mivel legyen (u;v), (u';v") €
V. Ha u > u/, akkor v < v’, igy nem jarhat egyszerre jobban egy vevé és az

eladd is.

— Kiilsd stabilitas: legyen (u,v) € Z\V, ekkor 0 < u < a; teljestl, mivel u > a;
csak akkor lehetne ha v = 0 mivel (u;v)-rél tudjuk, hogy elosztés, az (aq;0)

vektor viszont biztosan eleme V-nek.

Tudjuk tehat, hogy 0 < u < a;. Ekkor taldlunk olyan (u/,v") € V elosztést,
amire u < u' és v; < v} teljesiil, mivel tegytik fel hogy nincs ilyen, ekkor
(u™;v™) = (u+ =; f(u+ +)) sem ilyen semmilyen m € N-re (ez végtelen
sok m-re lesz elosztas) tehat f(u+ +) < v, ekkor limy, o (u™; ™) = (u; v).
f folytonossiga miatt (u;wv) € V, ami nem lehet. Ha viszont taldlunk ilyen

(u';v") part, akkor (u'; v") dom;(u; v).

e Csak ilyen stabilak vannak: [1.3.4] allitdsbo6l (minden stabil halmaz hal) konnyen

kovetkezik V monotonitdsa. Tegyiik fel, hogy létezik (u';v!'), (u?; v?) € V, ame-
2 1

hélokombindcidja sem lesz elosztés (igy nem lehet eleme a stabil halmaznak sem),

lyekre u! < w? és v} < v? valamely ¢ vevére. Ennek a két vektornak egyik
mert (u' A u?; vt Vo?) = (up;v! Vo?). A vevbk osszkifizetése ebben a vektorban
viszont szigorian nagyobb, mint v!-ben. Ezzel ellentmonddsra jutottunk, azaz
minden V stabil halmaz monoton. [2.1.2] tétel miatt V Osszefliggd, és van egy
olyan pontja, melyben az eladd- és egy olyan ahol az Osszes vevo kifizetése 0. A
VY C X tartalmazast kell csak megmutatnunk. Tegyiik fel, hogy létezik (u;v) € V
az i vevére v; > 0 és u 4+ v; > a;. Csokkentsiik le v; értékét |a; — u|,-re, ahol
|z|+ az x pozitiv részét azaz 0 és x maximumat jelenti. Ezzel egy szigoru félel-
osztast kaptunk. [I.1.9 4llitas miatt létezik olyan eleme V-nek, amely domindlja
ezt a vektort. Ez a dominancia nem torténhet az ¢ jatékost tartalmazé koalicion
keresztiil, mert ez a paros egyiitt legalabb annyit kap, amennyi az értékiik, maés
vegyesparoson keresztiil sem torténhet, mert akkor a domindlé vektor dominalna

(u;v)-t is ami ellentmond V bels6 stabilitasanak.

O
X halmaz jellemzoen nem egyezik meg a stabil halmazok unidjaval, van olyan pontja,

amelybol nem tudunk monoton gérbével eljutni abba a pontba, ahol az 6sszes vevé vagy
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az elado kifizetése 0 anélkiil, hogy kilépnénk az X halmazbdl. Ezt lathatjuk a kovetkezd
példaban is.

11. Példa. Legyen A = [10,9,7] és vegyiik a (5; 0,4,1) elosztdst. Ez nyilvan eleme a
X halmaznak, mivel minden vegyespdros, ahol a vevd kifizetése pozitiv legfeljebb annyit
kap, amennyi az értékik. Tudjuk viszont hogy X -nek egyetlen olyan eleme van, amelyben
az elado kifizetése 9, ami a (9; 1,0,0) elosztds. Ezt a két vektort viszont nem koti
ossze az elado kifizetésében monoton névé a vevokében monoton csékkend gorbe, tehdt
az (5; 0,4,1) vektor nem eleme egyetlen stabil halmaznak sem. Ez kénnyen ldtszott
volna abbdl is, hogy a (9; 1,0,0) vektor eleme a magnak, igy biztos része minden stabil

halmaznak, viszont az (5; 0,4,1) vektorral vett haldkombindcioi nem elosztdsvektorok.

A probléma abbdl adédott, hogy a mésodik és a harmadik vevd kiilon-kiilon még
nem, de egyttt tul sokat kapott, tobbet mint az eladdoval egyiitt a harmukbol allo

koalici6 értéke. Az ilyen vektorokat zarjuk ki a kovetkezd halmazban.

3.1.4. Definicié.

U={(u,v) eERy xR} tu+ > vi=ar, Vk:> v;<l|ap—ul+}

i=1 j=k
3.1.5. Allitas. U C X

Bi1zONYITAS.
Legyen (u,v) € U azt kell belatnunk, hogy V 1 < i < n-re v; = 0 vagy u + v; < a;.
Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz 3¢ : v; > 0 és u + v; > a;, de ekkor Z?:Z- v; > v >
a; —w és mivel v; > 0, igy >°7_;v; > [a; — uly, ami nem lehet, mert feltettiik, hogy
(u,v) elU
O
Megmutatjuk, hogy X halmazt elég volt ennyire leszlikiteni, &/ halmaz a stabil

halmazok uniéja.

3.1.6. Allitas.

U= J v
V stabil

BI1ZONYITAS.

us> J v

V stabil
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Tegyiik fel, hogy nem, ekkor 3 V és (u,v) € V, amire (u,v) € X\U, azaz I k :
"k Vj > |ag —uly. Legyen az (u',v’) a V halmaznak az a pontja amelyikre v’ = a,
ekkor v, = v_; = --- = v}, = 0 kell, hogy teljestljon (v/,v") € X miatt. Két lehetéség

van:

1. v = a < u, akkor a monotonitds miatt v’ > v > 0 = v, = v = v, = 0, de

ekkor nem lehetett >°7_; v; = 0 > |a — uly

2. u' > w akkor |ay —uly = ap —u, tehdt 37_; v; > aj, — u, de ez megint nem lehet,
mert u-t a, —u-val kell novelni, hogy u/-t kapjunk, de v-nek a k utani koordinétait

osszesen tobbel kell csokkenteni, hogy mind 0 legyen.

uc J v

V stabil

Legyen (u,v) € U, ekkor megadunk egy V stabil halmazt amire (u,v) € V:

1. ha v < u, akkor legyen v' = (vy +u' — u, v, v3, ..., v,) természetesen (v, v’') € X

mivel v’ + v, <wu+v; < qy

2. ha v’ > u, akkor ha v/ —u =v, +v,_1 + -+ vpy1 + x, ahol 0 < x < vy, akkor
legyen v' = (v, va, ..., 051, —2,0,0,...,0) (v, v") € V, mivel ha v, > 0, akkor
u + v Su—l—zyzivj < a;
mert v; > 0= v; >0= 3" ,v;>0= 3" ,v;<a —u

Az igy kapott gorbe monotonitasa és folytonossiaga a konstrukcié miatt trivialis.

Ez azt jeleni, hogy adott volt az (u,v) elosztds, és ebbdl gy konstrudltuk meg
a gorbét, hogy amikor u-t csokkentettiik, akkor az igy kapott Osszeget az elsé vevo
kapta, u novekedését pedig eloszor a legkisebb, majd a masodik legkisebb ...végiil a
legnagyobb értékelésti vevo fizette. 0

Ha ezt a helyzetet tgy képzeljiik, mint egy igazi piaci helyzetet, akkor a legnagyobb
értékelésii vevo el tud érni minden magbeli elosztast, mert a tobbiek nem tudnak ralici-
talni. Olcsébban is megveheti az arut valamilyen p aron, de ehhez meg kell egyeznie a
tobbi vevovel, hogy senki ne igérjen folé. Cserébe valamennyit at kell adnia a hasznabol
a tobbieknek. Egy stabil halmaz, pont ilyen ajdnlatok Osszessége: egy (p, f(p)) fuge-
vény f(p) azt mutatja meg, hogy ha senki nem igér p f61é, akkor a megmarad6 a; — p
pénz hogy oszlik el a vevok kozt. Ennek az elosztasnak a konkrét formait vizsgalja
Schotter| (1974) kiilénb6zé aukciés mechanizmusok esetén. A gérbének azért kell az
U halmazban lennie, mert Y7, fi(p) azt mutatja meg mennyit ad &t az i-edik vevé-

nek és az utana kovetkezoknek, de ha veliik egyaltalan nem egyezkedne akkor is meg
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tudna venni az arut a; aron, tehat 6k csak annyi hasznot hoznak amennyivel kisebb
az ar a;-nél. Ezért kell, hogy >0, fi(p) < |a; — p|+ fennalljon. Egy eladd esetén a
kiilso stabilitas jelentése is konnyebben latszik. A legnagyobb vevd felajanlott minden-
kinek egy Osszeget, hogy ne licitaljanak egy p ar folé, de lehet, hogy valamelyik vevo
meggondolja magat, és megegyezik az eladdval egy mindkettojiikk szamara elonyosebb
tizletben (ez egy olyan elosztdshoz vezet, ami dominélja a stabil halmazbelit). A kiilsé
stabilitas tulajdonsag pont azt mondja, hogy ilyenkor az elsé vevo vissza tud vagni egy
masik elosztassal, ami benne van a stabil halmazban, és dominalja a halmazon kiviili
elosztast, azaz fel tud ajanlani az eladénak egy harmadik tizletet, amit az 6rommel el
is fog fogadni, és igy visszakeriilnek a stabil halmazba. A monotonitds miatt ebben az
a vevo, aki el akart térni biztos nem jar jobban, mint az eredetiben, igy senkinek nem
éri meg eltérnie a halmazbeli elosztasoktol, mert ez tigyis csak rovid ideig tartana, és a
végén biztos nem jarna jobban, mint ha elfogadta volna az eredetit. Ezt a stabil halmaz
jar az eredetileg eltéré vevé mint az eredetiben, és ezért megérhetné eltérnie. Erre a

problémara az Alkuegyensuly fejezetben fogunk bévebben kitérni.

Nézziik meg, hogy néz ki egy ilyen stabil halmaz. Mindnek része az (ay, 0) elosztas.
Uténa, amig lecsokken az eladd kifizetése as-re az igy fennmaradé osszeget teljes egé-
szében az elsé vevo kapja. Ha tovabb csokkentjiik az els6 koordinatat lathatjuk, hogy a
kovetkezo as — ag-as részen az elso két. . . az a; —a; 1-es részen az elso i és végiil az utolséd

Qp — Qpi1 = Gp-€S Tészen mar az 6sszes vevo osztozhat teljesen egyenrangt felekként.

Az eléz6ek miatt U a kovetkez6képpen néz ki: az (aq,0) pontbdl kiindul egy (—(a; —
as),a; —a,0,0...0) szakasz. Ennek a végpontjabdl egy haromszog melynek két oldala
(—(az — as),az — a3,0,0...0) valamint (—(az — a3),0,as — a3,0,0...0), éltaldban az
1-edik 1épésben amit addig kaptunk annak azokbdl a pontjaibol, amikben az eladd a;-t
kap kiindul egy-egy szimplex, aminek abbdl a csticsbdl kiindulé ¢ darab éle a kovetkezo:
mindnek az elad6hoz tartoz6 koordinataja —(a; —a;y1), az elsének az elsé, a masodiknak
a masodik. . . az utolsénak az i-edik vevéhoz tartozd koordindtaja a; — a;y1, az Osszes
tobbi koordinata 0.

Innen latszik, hogy U cstcsai a kovetkezd elosztasok: legyen i; az 1,2...n + 1
szamokbol alkotott szigorian monoton nové [ elemii sorozat: az elsé vevd kifizetése
a; — a;,, az i1-ediké a;, — a;,. .. az 4;_;-ediké a;,_, —a;

, az elad6é a;, az Osszes tobbié 0.

Nézziik meg geometriailag mindezt a [I1] példan!
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23. 4bra. U halmaz a példaban
< (10:0,0,0)
(9;1,0,0)

(0; 10,0, 0)
(0;0,0,10)

(0;0,10,0)

Ehhez képest az X halmaz tartalmaz még egy haromszoget, ahogy a abran
lathatjuk. Ebben a haromszogben az els6 vevo kifizetése 0, a masodik vevéé legalabb
3, mivel az elad6 és a harmadik vevo egyttt legfeljebb 7-et kap. A harmadik vev)

kifizetése pedig legalabb 1, mert az eladd és a masodik vevo egyiitt legfeljebb 9-et kap.

3.2. Kapcsolat a hatarhozzajarulas vektorokkal

U halmaz csticsai specidlis elosztasokhoz tartoznak, ennek megmutatasahoz definidljuk
a kovetkezo elosztasvektorokat:

Legyen 6 : P — {1,...,p} a jatékosok egy sorbarendezése, tehat az i jatékos pozici-
6ja a O szerinti sorrendben (i), mig 6~ (k) adja meg, hogy melyik jatékos all a k-adik
helyen a sorban. Jeldlje ©p a P halmaz 6sszes lehetséges sorbarendezésének halma-
zat. Egy adott § € Op sorrendben az ¢ jatékost megel6zd jatékosok halmazat jelolje
P! ={je P|0(j) <0(i)}, mig az els6 k jatékos halmazit Qf = {j € P | 0(j) < k}.

Tegyiik fel, hogy a jatékosok egyenként tarsulnak a tobbiekhez, mégpedig egy adott
0 € O©p sorrend szerint. Amennyiben egy csatlakozo jatékos rogton és teljes egészében
megkapja az altala eldidézett érték-novekményt, akkor az 7 jatékos kifizetése a v jaték-
ban éppen z¢(v) = v(P U{i}) —v(P?) lesz. Tekintsiik az {gy definialt komponensekbdl
allo

2(0) = (a(0) =o(P U {i}) — o(PY)) € RF

icP
kifizetés-vektort.
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24. abra. X halmaz a[I1] példdban
< (10:0,0,0)
(9;1,0,0)

(0; 10,0, 0)

(0;0,10,0)

3.2.1. Definicié. Egy (P,v) jatékban a szereplék eqgy 0 € ©Op sorrendjéhez tartozo

hatdrhozzdjdrulds-vektor alatt az eqyéni 2% (v) hatdrhozzdjdruldsokbdl dllé vektort értjiik.

Jeloljiik a hatarhozzajarulas-vektorok halmazat M-mel. Az egy-eladds hozzarende-
lési jatékok esetében az eladd hatarhozzajarulasa biztos, hogy megegyezik valamelyik
a; értékkel. Ha 6 jon el6szor akkor 0-t azaz a,.1-et kap, kiillonben azt az a;-t amelyre ¢
az el6tte érkez6 legkisebb sorszami vevé. Legyen M; = {(u,v) € M : u = a;}. Ekkor

az el6zéek miatt M = (! M;.
3.2.2. Allitas. U csicsai hatdrhozzdjdrulds-vektorok:

BIZONYITAS.
az iy, 1y .. .1; sorozathoz tartozo csics a kovetkezo sorrendhez tartozé hatarhozzajarulés-
vektor:

Vip2 Vi, - Vi, BV Vi 0V, = 1LV,

1+1 )

‘/Ll—2+1 .. '7%1,‘/2'1-%17 ) ‘/;Q—la‘/la‘/Q; s ‘/721—1

ahol I az eladdt, V; pedig a j-edik vevét jeloli. Szavakban ez a kovetkezd sorrendet
jelenti: el6szor bejon az [-edik vevd, majd sorban az utdna jovok, utana az elado,
majd az i;_i-edik veve, és sorban a néla gyengébbek, amikor elfogytak bejon az i;_o-
edik, utdna a nala gyengébbek, és igy tovabb a végén bejon az i1-edik utdana a nala
gyengébbek, legvégiil az elsé vevo, utana meg akik még megmaradtak. i; = n + 1-re

egybdl az eladd jon be és utana ugyanigy megy, mint az el6z6 esetben. ([l
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3.2.3. Allitas. .
U= conv (M; U M)
i=1
BIZONYITAS.
Legyen U; = {(u,v) € U : a; > u > a;y1}. Trividlis, hogy U = U, U; Azt latjuk
minden i-re Lattuk, hogy U; cstcsai hatarhozzajarulads-vektorok, az kell még, hogy
M CU. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, ekkor van egy olyan sorrend és j index, amihez

tartozo (uv) hatdrhozzajarulas-vektorra
n
> v > laj —uly
i=j

1. u > aj, akkor az elad6 eldtt kellett hogy jojjon egy j-nél kisebb indexti vevo, ekkor

viszont v; = vj41 = - -+ = v, = 0 tehdt nem &llhat fenn az egyenl6tlenség.

2. u < a; ekkor viszont, amikor az elad6 és a j-ediknél nem nagyobb értékeléssel
rendelkezd vevok koziil az utolsé érkezik, akinek pozitiv a hozzdjarulasa az is
legfeljebb a;-re noveli a koalicio értékét, tehat 377" ; v; + u < a;, de ekkor megint

nem &allhat fenn az egyenlGtlenség.

O

3.2.4. Kovetkezmény. U halmaz konvex burka ugyanaz, mint a hatdrhozzdjdaruldsvek-

torok konvex burka, azaz a jaték Weber halmaza (Weber, |1977).

3.2.5. Kovetkezmény. Az dltaldban is igaz, hogy eqy jaték magja része a Weber hal-
maznak (Weber, 1977). Az 1-eladds hozzdrendelési jatékokndal tobbet is mondhatunk:

minden stabil halmaz része a Weber halmaznak.

A stabil halmaz egy halmazértéki megoldas, a pontértékl megoldasok koziil az egyik
legismertebb a Shapley-érték, ami a hatarhozzajarulas-vektorok atlaga. Az U halmaz
el6z0 jellemzése miatt felmeriilhet a kérdés, hogy van-e mindig olyan stabil halmaz, ami

tartalmazza a Shapley-értéket.

3.2.6. Megjegyzés. Van olyan jaték, amire a Shapley-érték nincs benne egyetlen stabil
halmazban sem: Legyen A = [2 1] ekkor a hatdrhozzdjdarulds-vektorok:

(0,2,0)

(0,1,1)
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(2,0,0) 3-szor
(1,1,0)
Tehdt a Shapley-érték: (%, %, %)

Ez viszont nincs U-ban, mert lag — £ =0 < §

Ez az eredmény nem is meglepd, mivel altaldban nincs benne a Shapley-érték (/-ban:
ha a, > 0 akkor a Shapley-értékben az n-edik vevo kifizetése pozitiv, mivel ha az eladd
érkezik el6szor és utana az n-edik vevo, akkor a hatarhozzajarulasa a,,. A Shapley-érték

csak ugy lehetne U-beli, ha az elad¢ kifizetését ¢p-vel jelolve:

=1
de mivel ‘
n a 7 a n a
4 > J n _
;2 (Z+1)_;Z’.(@+1) z;rli'(i‘i‘l)
J n
a; Qyp, Qnp, 9 n
— - + X a n + Qy,
;Z (i+1) i;l (i+1) ]+1(j ) n+1

n
n—+1

n+1
Jtl
jn+1)

egyenlotlenségnek, ami azt jelenti, hogy az értékeléseknek nagyon kozel kell lenniiik

a; < ap + ay

egymashoz specidlisan j = 1-re
n+3

a; < Qp———
1 nn+1
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4. Alkuegyensuly

A jatékelmélet egy fontos kutatasi teriilete az tigynevezett Nash-program, mely Nash
(1953) cikke utan kapta a nevét, amely a kooperativ és nemkooperativ megoldéskoncep-
ciék kozott probal kapcesolatot teremteni. Ebben a fejezetben hozzarendelési jatékok,
és az ezekbol alkalmasan megkonstrudlt alkujatékok kozti kapcsolatot fogjuk megvizs-
galni.

A korabbi fejezetekben mar emlitettiik, hogy a stabil halmaz elnevezést az indokolja,
hogy ha ennek a halmaznak egy eleme ellen egy koalicio6 fellép és kikényszerit egy masik,
ezt dominalé elosztast, akkor van egy masik koalici6, amelyik kikényszeritheti, hogy
visszatérjenek egy, a stabil halmazbeli elosztdsba (nem feltétlen az eredetibe). Ezért a
halmaztél valé minden eltérés csak ideiglenes lehet, igy nem is éri meg ettdl eltérni.

Harsanyi| (1974) a stabil halmazoknak ezt az interpretacidjat kritizalta, mert csak
annyi igaz, hogy a halmaz valamely pontjaba keriilnek vissza, de lehet, hogy ez az
utobbi pontja a halmaznak az eredeti elosztastol eltérd koalicié minden tagja szamara
szigoruan jobb, csak szamukra nem volt megvalésithato, igy kozvetleniil nem tudtak
volna eljutni oda, csak a masik koalicié segitségével. Ha ez a helyzet, akkor mégis van
olyan koalicid, amelyik fel fog 1épni a stabil halmazbeli elosztas ellen, tehdt a halmaz
,hem is olyan stabil”.

Ez a probléma abbdl addédik, hogy a dominancia relaciéban rovidlatoak a jatékosok:
csak az érdekli Oket, hogy a kovetkezd 1épésben szigortian jobban jarjanak. Ezzel szem-
ben az elébb leirt példaban a koaliciok mar szamoltak azzal, hogy ha eltérnek, akkor
egy kovetkezd koalici6 is el fog térni. .., és tobb 1épéssel kés6bb mi lesz a helyzet. Az
ilyen, tobb 1épésben torténd dominanciat nevezte Harsanyi kozvetett dominancianak,
mert itt a két kifizetésvektor nem kozvetlentil, hanem csak egy méas vektorokon at vezetd

uton kozvetetten domindlja egymast.

4.0.1. Definicié (Kozvetett dominancia). Egy y vektor kozvetetten domindlja az

x vektort a koaliciok eqy S1,S>...S, sorozatin keresztil, ha létezik eqy olyan x =

n—1 n 1—1

= y sorozat, amiben minden i = 1,2,...,n-re ' domg,x
17 2 . . . i—1
tovdbbd minden j € S; :-re y; > x; .

A N LN LUt

Itt az S; koalicié nem csak a kovetkezo allapottal szamol, hanem azzal is, hogy ha 6k
kikényszeritik az ! vektort, akkor utdna az S, kikényszeriti az a>-t...végiil eljutnak
az y vektorhoz. Az S; koalici6 tagjainak akkor éri meg folytatni ezt a lancot, ha az y

i—1

vektor elonyosebb szamukra mint az &', amitdl 6k térnek el.

1. Példa. Nézziik az A = [10,6,2] mdtrizhoz tartozé hozzdrendelési jatékot. Ebben a
jatékban a (0;10,0,0) elosztast kozvetetten domindlja a (2;7,0,1) a koaliciok {M, N3},

78



{M, N} és az elosztdsok (0;10,0,0),(1;6,2,1),(2;7,0,1) sorozatin keresztil, mivel
(2;7,0,1)dom;(1;6,2,1)doms(0;10,0,0) és az {M, N3} koalicié mindkét tagja szimd-
ra elénydsebb a (2;7,0,1) elosztdas, mint a (0;10,0,0). Koézvetlen dominancia viszont
nincs a két vektor kozott. Ilyen dominancia csak az elado és a harmadik vevd alkotta
koalicion keresztil lenne lehetséges, mivel a (2;7,0,1) vektor csak szamukra elénydsebb

a masikndl, szamukra viszont ez nem elérhetd.

Ezen a szampéldan lathatjuk is Harsanyi kritikajanak értelmét, és hogy a probléma
belefér, hogy eleme legyen a (0;10,0,0) ésa (2;7,0, 1) pont is mivel ezek nem dominéljak
egymast. Ha az aktualis allapot az elobbi vektor, akkor az eladd és a harmadik vevo
nem képes kikényszeriteni az utébbit, az (1;6,2, 1) vektort viszont igen, az az indokléas,
hogy ezt nem fogjak megtenni, mert a halmaztél valé eltérés csak ideiglenes, és valakik
ki tudjak kényszeriteni majd a (2;7,0,1) vektort nem tiinik meggy6zének, ezzel az
indokkal az eladot és a harmadik vevét nem lehetne meggy6zni. Természetesen pusztan
a definicié alapjan az elad6 és a harmadik vevé nem tudhatja biztosan, hogy ebbe a
(2;7,0,1) pontba jutunk vissza, lehet hogy van mas is ami dominalja a koztes pontot,
de elképzelhet6 olyan eset is, hogy tudjak. Harsanyi| (1974)) definidlta a jatékoknak azon

osztalyat, ahol ilyen probléma nem &llhat fenn.

4.0.2. Definicié (Abszolut stabil jaték). Azokat a jdtékokat, ahol a kézvetett do-
minanciabol kovetkezik a kozvetlen, azaz ha eqy elosztds domindl eqy masikat eqy S
koalicioval kezddodo sorozaton keresztil, akkor az S koalicion keresztil kozvetlendil is

domindlja, abszolut stabil jatékoknak nevezzik.

Koénnyt belatni, hogy minden olyan jaték abszolut stabil, amiben csak a |P| — 1 tagu
és a nagykoalicio értéke pozitiv, a tobbié 0. Ilyen példaul minden legfeljebb 3 f6s jaték.

Abban az esetben ha a szokasos dominanciarelaciét lecseréljiik a kozvetett dominan-
cidra |[Diamantoudi & Xue| (2006) megmutattak, hogy Lucas| (1968al) hires 10 személyes
ellenpéldajaban mar van stabil halmaz.

A kozvetett dominanciat természetesen sokféleképpen lehetne definialni. Harsanyi
(1974)) is megemliti, hogy amikor az egyik koalici6 kikényszerit egy 1j vektort, az nem
feltétlen kell megkovetelni, hogy az 1j dominalja a régit, azaz a koalicié minden tagja
jobban jarjon, elég lehet annyit elvarni, hogy az 1j elérhet6 legyen a koalicié szamara.
Ha elorelato jatékosokat feltételeziink, akkor tgyis a végso allapot érdekli 6ket nem a
kozvetlen kovetkezd. Az, hogy melyik definicionak milyen elényei és hatranyai vannak
nagyon messze vezetne, a témanktol. A fejezet célja csak, hogy bemutassuk a problé-

mat és a[2.1.2] tételben szereplé karakterizacié egy alkalmazasat. Annak, hogy miért
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pont ezt a fajta kozvetett dominanciat, majd késobb alkujatékot és egyensulyfogalmat
valasztottuk két oka is van. Az egyik, hogy maér Harsanyi (1974)) is ezeket vizsgalta
a probléma felvetésekor, a mésik (és Gszintébb) indok, hogy nagy sziikségiink van az
eredeti dominancia relaciora, és ezek a fajta definiciok mentik at a szamunkra jé tu-
lajdonsagait. Ezekre van barmilyen eredményiink a kooperativ és nemkooperativ jaték
megoldasai kozti kapcsolatra. A kézvetett dominancidval és a stabil halmazokkal a TU

jatékoknal is altalanosabb kornyezetben Suk-Young (1994) cikkét érdemes megemliteni.

4.1. Az alkujaték

az [I] példédban is lattuk, hogy problémét jelenthet, hogy a jatékosok nem tudjdk me-
lyik dominancia fog megvalésulni, ha egy koalici6 eltér egy elosztastol, és kiharcol egy
masikat, akkor attoél sokszor sok koalici6 is képes lesz eltérni, nem tudjuk, hogy végiil
melyik fog, igy kérdés, hogy az eredetileg eltéronek megéri-e. Ennek a modellezésére
Harsanyi| (1974) javasolt egy nemkooperativ jatékot, melyet kis véltoztatdssal az alab-
biakban bemutatunk (a valtoztatdsok nem lényegesek, inkdbb technikai jellegiiek, a

késébb kimondott tétel bizonyitasa lesz téle kicsit egyszertibb):

A jatékosok halmaza itt is legyen P, és a jaték a koévetkezo forgatokonyv szerint
zajlik: van egy x° vagy félelosztas vektor, ami azt mutatja, hogy éppen hol all az alku.
Az alku soran ettdl gy térhetiink el, ha egy koalicié tagjai szimultan médon ugyanazt
az aktualis vektort domindlé félelosztas vektort mondjak. Ebben az esetben ez lesz az
alkuban az aktualis helyzet és megint lehetosége van egy koalicionak dominalni.

A kérdés az, hogy hogyan dontsiik el, melyik koalicionak adjuk meg a lehetOséget egy
1j ajanlat tételére. Ezen a ponton tértink el Harsanyitol. () ehhez bevezetett egy Uj
jatékost, az alkuvezetot, aki mindig kijelol egy koaliciét. Az alkuvezetd célja, hogy a
jatékosok minél tovabb alkudozzanak. Ezt gy lehet legegyszeriibben megoldani, hogy
azt mondjuk, hogy ha az alku n elfogadott ajanlat utan ér véget, akkor a vezeto kifize-
tése példdul 2 — (1) (ha soha nem ér véget akkor legyen 2). Az alkunak pedig akkor
van vége, ha egy kijelolt koalicié nem tesz sikeresen 1j ajanlatot. A tobbi koaliciénak
azért nem kell megadni a lehetOséget ebben az esetben, mivel egyensilyi stratégiaprofil
esetén azok egyike sem folytatnd tovabb az alkut, mivel ha mégis igy lenne akkor az
alku vezetéjének azt a koaliciot kellett volna kijel6lnie.

Mi ezzel szemben a kovetkezoképpen fogunk eljarni: az 1j jatékos bevezetése helyett
minden félelosztasvektorhoz megadjuk a koaliciéknak egy sorrendjét (ez lehet akar min-
dig ugyanaz a sorrend is, és ez a jatékosok szamara kéztudott tudas), és ilyen sorrendben

adjuk meg a lehetOséget az 1j ajanlat tételére. Az alku pedig akkor fog végetérni, ha
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kapott egyensilyok nagyban fiiggeni fognak a sorrendektdl, de mint késébb latni fogjuk
ez nem igy van.

A kifizetések pedig: ha véget ér az alku (tehat van olyan félelosztds, amibdl egy koalicid
sem akar tovdbbmenni) akkor a jatékosok ezt a félelosztast kapjdk, ha az alku nem
ér véget, akkor minden jatékos megkapja a sajat maga alkotta egyszemélyes koalicid
értékét (mivel az Osszes ajanlat félelosztas, igy barmely lehetséges ajanlat elfogaddsa
esetén sem jarna senki ennél rosszabbul).

A jaték definidlasa utan a kérdés az, hogy milyen egyensulyt vizsgaljunk. Harsanyihoz
hasonléan mi is a részjaték tokéletes erds Nash-egyensulyi stratégiaprofilokat fogunk
keresni. Az er6s Nash-egyensilyra (ahol nem csak a jatékosok egyénenként, hanem se-
sziikség, mert ha csak a sima Nash-egyensulyt vennénk, akkor Egyensuly lenne példaul
az a profil is, ahol soha senki nem akar dominélni (ettél ha csak egy ember akar eltérni
az nem valtoztat semmit, igy ez egy Nash-egyenstlyi profil lenne), az ilyeneket viszont
nem szeretnénk megengedni.

Feltessziik, hogy ha egy koalicié egy adott allapotban nem akar dominalni, akkor amikor
rajuk keriil a sor, akkor az éppen aktudlis allapotot fogjak javasolni (és nem kilénbozé
javaslatokat fognak tenni vagy egy olyan vektort, amelyik nem képes domindlni). gy
azokat az allapotokat, amelyekben megall az alku, nevezhetjiik a stratégiaprofil fix-
pontjanak. Feltessziik tovabba, hogy egy koalicié csak akkor dominal, ha ezzel minden
tagja szigoruan jobban jar. Ha valakinek mindegy hogy domindl-e, mert végil ugyis
ugyanazt a kifizetést kapja, akkor inkdbb nem domin4l.

Az igy definidlt jatékokban, a stabil halmazokkal ellentétben mar van szerepe a koz-
vetett stabilitdsnak is. Specidlis esetben az igy definidlt jatékok fixpontjai (ami az
alkujaték végeredménye lehet), megegyeznek a kooperativ jaték stabil halmazaival, az-
az a fixpontok stabil halmazt alkotnak, és minden stabil halmazhoz taldlhaté egyenstlyi
stratégiaprofil, aminek a stabil halmaz elemei a fixpontjai. [Harsanyi (1974 megmutat-
ta, hogy mivel az abszolut stabil jatékok osztalyan nem kiilonbozik a kozvetlen és a
kozvetett dominancia, a stabil halmazok eléallnak, mint egyensilyi stratégidk fixpont-
jai.

4.1.1. Tétel. Az abszolut stabil jatékokban a Harsdnyi-féle alkujdaték részjaték tokeé-
letes koalicios Nash-egyensulyi stratégiaprofiljainak fixpontjai eqy stabil halmazt alkot-
nak. Forditva, minden stabil halmazhoz taldlhato eqy részjaték tokéletes koalicios Nash-

eqyensulyi stratégiaprofil, amelynek fizpontjai a halmazbeli kifizetések.

A fejezet hatralévo részében ezt az allitast fogjuk belatni a hozzarendelési jatékok-
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ra. (amelyek, mint az a . példabdl is lathatd, csak nagyon elfajult esetben abszolit
stabilak). Ebben nagy segitségiinkre lesz a [2.1.2] tételben bemutatott karakterizaci6ja

a stabil halmazoknak.

4.2. Kapcsolat a stabil halmazokkal

4.2.1. Allitas. Az egyensilyi stratégidk fizpontjainak halmaza zdrt.

Bi1zoNYITAS.

Tegyiik fel, hogy az 4llitds nem igaz, azaz van egy ' fixpontokbdl 4ll6 sorozat, aminek
x hatarértéke nem fixpont. Ekkor 1étezik € > 0 és egy koalicio, amelynek megéri eltérni
az x vektortol, mert az alku végén a koalicié minden tagja szigortian jobban fog jarni
legalabb e-nal. Ebben az esetben viszont x vektor § sugart kérnyezetében nem lehet
fixpont, mert az el6z6 koalicionak ettol a fixponttdl is megérné ugyanigy eltérni, ami

ellentmondas. O

4.2.2. Allitas. Az egyensilyi stratégidk fizpontjainak halmazdra teljesil a belsd stabi-

litds.

B1zONYITAS.

Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz és van x,y fixpont valamint egy S koalicid, amin
keresztll y domindlja a-et. Ebben az esetben az S koalicionak megéri valtoztatnia a
az x helyett, azzal mindannyian nyernek, mivel y elosztas fixpont volta miatt az alku
ott fog megallni, és ezzel mind jobban jarnak, mivel y dominalja x-et. Ezért az eredeti

stratégia nem lehetett egyensiilyi. 0

4.2.3. Allitas. Egy eqyensilyi stratégidhoz tartozd fizpontok halmaza része az elosztds-

halmaznak.

BIZONYITAS.

Tegyiik fel, hogy az &allitds nem igaz, és van egy « € Z'\Z fixpont. Noveljik meg x
v(P)—x(P)
1P|
y € 7 és ydompx. Ha x fixpont volt, akkor y-nak is annak kell lennie, mivel, ha y-tél

minden koordinatajat -vel, és jeloljik ezt a vektort y-nal. Nyilvanvald, hogy
megéri eltérni egy koalicionak, akkor x-tol is. Viszont y domindlja x-et a nagykoalicién
keresztiil, ami a [4.2.2. allitas miatt ellentmondas. 0

Ezek az eredmények dltalanosan is igazak minden kooperativ jatékbol szarmaztatott

alkujatékban. Hozzarendelési jatékok esetén ennél tobb is elmondhato:
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4.2.4. Allitas. Hozzdrendelési jdtékban az eqyensilyi stratégidk fizpontjainak halmaza
hdlo.

B1zONYITAS.

A bizonyitds nagyon hasonlé az[1.3.4] 4llitdsban a mag valamint a stabil halmaz hélé
tulajdonsaganak bizonyitasahoz.

Legyen (z';y') és (% y?) két fixpont. Ekkor (z'V x?; y' A y?) és (x' A x?y! V y?)
kozil legaldbb az egyik félelosztas. A szimmetria miatt valaszthatjuk az elsot. Ha ez
nem lenne fixpont, akkor van olyan (i, j) koalicid, amelynek megérné ettél eltérni és egy
(x*; y®) félelosztast mondani. Szimmetria miatt feltehetd, hogy y; < 7. Ekkor viszont
(3;y?) dom,;(x'; y') miatt az (i; j) vegyesparosnak megéri eltérnie az (x';y') esetben
is, tehat az nem lehet fixpont.

Azt kaptuk tehdt, hogy ha (z' vV &% y' A y?) egy félelosztas, akkor fixpont is. A [4.2.3].
allitas miatt ekkor (x! Vv x?;y' A y?) egy elosztds, ekkor viszont (z' A x2;y' Vv y?) is

elosztas tehat fixpont is, azaz a fixpontok halmaza halo. O

4.2.5. Allitas. Hozzdrendelési jdtékban az egyensilyi stratégidk fizpontjainak halmaza
tartalmaz eqy olyan pontot, amiben mindent az eladok kapnak, és egqy olyan pontot,

amiben mindent a vevdk kapnak.

B1ZONYITAS.

A szimmetria miatt elég megmutatni, hogy van olyan pont, amiben mindent az eladék
kapnak. Az[1.2.1]. és a[4.2.4]. allitds miatt tudjuk, hogy a fixpontok halmaza egy zart
halé, igy van olyan pontja, amelyben az eladok azt maximélis 6sszeget kapjak, amit csak
egy fixpontban kaphatnak. Ha ebben nem mindent az eladdk kapnak, akkor vegyiik azt
a pontot, amiben a vevok kifizetését az eladok kozott egyenld aranyban osztjuk szét.
Ez nem lehet fixpont, mivel minden eladé tobbet kap, mint a maximalis fixpontban.
Ekkor viszont van olyan koalicid, amelyiknek megéri ettol eltérni, mert az alku végén
egy ennél szigoruan jobb elosztdashoz jut. Ilyen viszont nem lehet, mert ennek az utolsod
pontnak egy fixpontnak kell lennie, ezekben viszont az eladék nem jarhatnak jobban

mint az eredeti eladéoptimalis elosztasban. O

4.2.6. Allitas. Hozzdrendelési jatékban az eqyensilyi stratégidk fitpontjainak a halma-

za 6sszefliggo.

B1zONYITAS.
4.2.1]  allitasbdl tudjuk,hogy a fixpontok halmaza zart, igy [2.1.2] lemma miatt elég
megmutatnunk, hogy barmely két fixpont kozott 1étezik egy harmadik.
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Legyen (z';y') és (% y?) két fixpont. Feltehets, hogy x' < x? és y' > y? (vagy

mindkét relacié pont forditva all, de az szimmetria miatt nem probléma), mivel ha nem

« sz

harmadik pontot. Legyen (x*;y?®) = M Ha (x3;y%) fixpont akkor taldl-
tunk egy (x';y') és (x?; y?) kozti fixpontot. Ha nem fixpont, akkor van olyan (i;7)
vegyesparos, akiknek megéri eltérni az (3; y®) elosztastol, mert igy az alku végén egy

(x*; y*) fixponthoz jutnak, ami mindkettejiiknek elényosebb, mint (x3; y?®). Ha z} < 2?2
1

és yjl < y;’, akkor az (x';y') elosztastdl is megérné eltérni. Tehat =} > x?-nek vagy

yjl- > y?—nek fenn kell allnia. A szimmetria miatt feltehetd, hogy az elso eset all fenn.
Ekkor z} > 23 = # > z7. Hasonlban z7 > x} és y? > y? koziil is valamelyiknek tel-
jesiilnie kell. Az elsé egyenl6tlenség nem teljestilhet, igy a masodiknak kell teljesiilnie.

1+yj2_

Ekkor ¢ > y? = y]T > y;. |4.2.40 miatt med((z';y'); (% y?); (z*;y*)) fixpont, és

yj <ys <yj, valamint 27 < 2} < z} miatt kilonbozik (x';y')-t6l és (x?;y?)-t6l. O

Mivel a fixpontok halmaza zart és barmely két pontja kozt van egy harmadik, igy

Osszefiiggo is.

4.2.7. Allitas. Hozzdrendelési jdtékban az egyensilyi stratégidk fizpontjainak halmaza

tartalmazza a bdrmely két pontja kézti félelosztasok magjdt.

BI1ZONYITAS.

Vegyiink két (x';y') és (x?;y?) fixpontot. Feltehetd, hogy x! > x? és y' < y?,

4.2.4] allitas miatt, ugyanazt a téglatestet hatarozzédk meg, és azokra mar teljesil a
két egyenlStlenség. Az (x';y') és (x?; y?) pontok kozti félelosztdsok magja, azon (x; y)
félelosztasokbol 4ll, amelyek ezen két pont kozott vannak, és minden (i; 7) vegyesparosra
Ti+y; > ag vagy x; =z Vay = x; vagy y; = y; Vy; = y7. Ha egy ilyen féleloszts nem
fixpont, akkor van olyan vegyesparos, amelyiknek megéri ettol eltérni, de akkor ennek
a vegyesparosnak ugyanigy megéri (z'; y!)-t6l vagy (x?;y?)-tél is eltérni, mivel erre a
vegyesparosra a harom egyenlétlenség koziil az els6 nem teljesiilhetett, mert attél nem
tudtak volna eltérni, ha a mésodik teljesiil, akkor ugyanigy az (x';y')-t6l is megérné
eltérniiik, mvel z; = z; és y; < y; (mivel (z;y) az (x';y') és (% y?) fixpontok kozott
van). Szimmetria miatt ugyanilyen a helyzet akkor is ha a harmadik egyenl6tlenség
teljesiil. O

4.2.1. Tétel. Hozzdrendelési jatékban az eqyensilyi stratégidk fizpontjai stabil halmazt
alkotnak.
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BiZONYITAS.
A bizonyitashoz felhasznaljuk a stabil halmazok hozzarendelési jatékokon vett karak-
terizacidjat, amit a 2.1.2] tételben lattunk be. Eszerint meg kell mutatni, hogy a

fixpontok halmaza
1. teljesiti a belso stabilitast,

2. tartalmaz egy olyan pontot, ahol mindent az eladék kapnak és egy olyat, ahol

mindent a vevok kapnak,
3. Osszefliggo,

4. tartalmazza a barmely két pontja kozti elosztasok magjat.

Azt, hogy minden fixpont elosztds a [£.2.3]. allitdsban, a belsd stabilitast [£.2.2]. 4lli-
tasban, azt, hogy tartalmazza a két szélsGséges elosztast [£.2.5] 4llitdsban lattuk be, az
osszefliggbséget a [4.2.6] éllitasban, az utolsé feltételt pedig[4.2.7 allitdsban mutattuk
meg. 0]

Ennek az allitasnak a forditottja is igaz.

4.2.2. Tétel. Hozzdrendelési jatékban minden stabil halmazhoz taldalhato eqyensilyi stra-

tégiaprofil, aminek a fizpontjai a stabil halmaz elemes.

BIZONYITAS.

Legyen V egy stabil halmaz az A métrixhoz tartoz6 hozzarendelési jatékban és legyen
X CV egy, aV vevo- és eladbéoptimalis pontjait 6sszekoté monoton gorbe . tétel
miatt ez tényleg létezik). Vegytk azt a stratégiaprofilt, amelyben az (i;j) koalici6 a
kovetkezot teszi ha (x;y) pontban &ll a jaték:

e ha (x;y) € V, akkor nem akarnak dominélni, azaz mindketten (; y)-t mondanak,

e ha (x;y) € V és nincs az X' gorbének olyan pontja, amivel mindketten jobban

jarnak, akkor szintén nem akarnak dominalni,

e ha (x;y) € V, X-nek van olyan pontja, amivel mindketten jobban jarnak, és az
dominélja is (x;y)-t, akkor mindketten ezt mondjdk (ha tobb ilyen van akkor

ezek koziil egyet),

e ha (x;y) € V, X-nek van olyan pontja, amivel mindketten jobban jarnak, de ezek
egyike sem dominélja (x;y)-t, (mert nem elérheté az (i; j) vegyesparos szamara,)

akkor legyen (x!; y') az a pont az (x; y)-t és (u; v)-t 6sszekotd szakaszon, amelyre
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x; +yj = a;. Legyen (u';v') az X gérbének egy olyan pontja, amelyre z; = uj,
(u?; v?) pedig egy olyan, amire yj2 = sz-. Ilyen van, mivel az (u;v) € X pontnak a
megfeleld koordindtai nagyobbak, mint (x'; y')-nek, X végpontjaiban a megfeleld
koordinatak kisebbek, és X Osszefiiggdsége miatt minden, a ketto kozotti értéket
felveszi X-nek valamelyik pontja. Legyen (x?;y?) az (x';y') és (x?%; y?) vektorok
minimuma, azaz (x%;y3) = (z! A 2% y! A y?).

Ebben az esetben az (i;j) koalicié mindkét tagja ezt az (x3;y?) vektort mondja
be.

Ez egyenstlyi stratégia lesz, mivel ha mindenki ezt jatssza, akkor biztos, hogy egy
V-beli pontba (altaldban X-belibe, kivéve ha eredetileg V-bél indult az alku) jutunk.

A fent leirt stratégiatol egyik koaliciénak sem éri meg eltérnie mivel:

e Egy V-beli pontbdl egy koalicidonak sem éri meg eltérnie, mivel ha eltérnek, akkor
az alku végén biztos, hogy egy masik V beli vektorba jutnak el, ami )V bels6

stabilitasa miatt nem lehet mindkettejiknek elonyosebb, mint az eredeti.

e Ha nem V beli pontbdl indulunk ki, akkor az eredeti stratégia végiil egy X-beli
pontot fog eredményezni. Ezen egy koalicionak sem éri meg valtoztatni. Tegyiik
fel, hogy mégis megéri ez a jatékosok egy csoportjanak. Nézziik az utolsd parost
akik eltértek. Ok egy V\X beli pontot mondtak (ha nem ilyet akkor onnan végiil
egy X belibe érne az alku, mivel onnantdl mindenki koveti az eredeti stratégiat).
Ez az elosztas viszont dominalja azt a X'-belit ahova eltérés nélkiil jutottak volna,
mivel megvaldsithaté az utolsé par szamara és elényosebb is (kiilénben nem érte

volna meg valtoztatni a stratégidn), ami ellentmond X" bels6 stabilitdséanak.

e Eddig azt lattuk, hogy ha a fent leirt stratégiatol egy koalicié eltér, az is egy X-
beli kifizetést fog eredményezni. X monotonitasa miatt viszont nem érheti meg
szigoruan a paros mindkét tagjanak eltérni, hogy a mostani végeredmény helyett

egy masik X-beli pontba jussanak, ezért a stratégia egyensulyi.
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5. Tobboldalt hozzarendelési jatékok

Ebben a részben a hozzarendelési jatékok egy altalanositasaval, a tobboldali hozza-
rendelési jatékokat vizsgaljuk. Itt a koalicidk értékét nem két- hanem r(> 3) oldalu
parositasok maximalis értékeként kapjuk meg. Ez az altalanositott osztaly sok szem-
pontbdl hasonld, mint a ,,sima” hozzarendelési jatékok, de vannak alapvet6 kiillonbségek
is. Az két fontos kiilonbség (a sok koziil), hogy itt a jaték magja lehet tires (Kaneko,
1982), valamint a ,sima” hozzarendelési jatékok esetén nagyon sokszor hasznélt hald
tulajdonsagnak itt mar az értelmezése sem egyszerti, valamint mig a 2 oldali esetben a
magnak volt vevé-, és eladéoptimalis pontja, tobb oldal esetében ilyen mar nem biztos
hogy létezik (Tejadaj [2011). A mag stabilitdsara Solymosi & Raghavan (2001) altal a
sima hozzarendelési jatékokra adott szlikséges és elégséges feltételnek tétel) csak
a sziikkségessége latszik egybdl, a bizonyitasa is gyakorlatilag ugyanaz, mint a kétoldali
hozzarendelési jatékok esetén. [Solymosi & Raghavan (2001) bizonyitasa, valamint az
dolgozatban az [I.2.1] tétel bizonyitasdban is kihasznaltuk, hogy kétoldald hozzérende-
lési jatékkal van dolgunk. A legkisebb nem trivialis 2 + 2 + 2-es haromoldali esetben
Atay & Nunez (2019) belattdk, hogy a matrix féatlédominancidja elégséges feltétele
a stabilitasnak, de a bizonyitasuk viszonylag bonyolult, és nem valdészinii, hogy alta-
lanosithaté nagyobb esetekre. Ebben a fejezetben sajat eredményként belatjuk, hogy
barmely tobboldalt hozzarendelési jatékban igaz, hogy a mag akkor és csak akkor stabil,
ha a generald (poli)matrix féatlédominans. A bizonyitas egyszeriibb és révidebb, mint
Atay & Nunez (2019) bizonyitasa a nagyon specialis esetre, és a bizonyitast felhasznalva
konnyen kaphatunk egy algoritmust is, aminek segitségével a féatlédominans esetben
barmely nem magbeli elemhez kaphatunk egy azt dominalé mag-elosztast. A fejezet
végén megmutatjuk, hogy a hozzarendelési jaték magjanak stabilitasara az[1.2.1] tétel
bizonyitasanak otlete, miszerint ha egy vegyesparos aktiv a mag valamely pontjaban,
akkor egy van olyan pontja is a magnak, ahol a vevo, és egy olyan is ahol az eladé kifize-
tése 0 és ezekben a pontokban szintén aktiv a vegyesparos, a tobboldali hozzarendelési
jatékoknal egyediil a 2 + 2 + 2-es esetben miikodik. Ebben az esetben viszont ez adni

is fog egy bizonyitast a foatlédominancia elégségességére.

5.1. Definicidok

5.1.1. Definicié. Egy (P;v) jaték tobboldali hozzdrendelési jaték, ha a jatékosok hal-

mazdnak van eqy P = NYUN?U---UN" particidja, és taldlhaté hozzd olyan nemnegativ
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A = [ag|pentxN2x...x N+ polimdtriz, amelyre minden S C P koalicio esetén

U<S)_{o ha 3i:NNS=0

v4(S) 1= MaX,er(snN1; SN2 ;SANT) o peu OB kilonben

Ahol TI(XY; X2 .. X7) az X' halmazok kézti r-esitések halmaza.

A fenti definici6 az r = 2 esetben a ,,sima” kétoldalu hozzarendelési jatékok osztalyat
adja.
A hozzarendelési jatékokhoz hasonldéan a jelolések egyszertisitése érdekében felte-

sziink néhany dolgot:

e Minden osztdlyban ugyanannyi jatékos van, azaz |N;| = |No| = -+ = |N,| = n.

Ezt zéro-jatékosok hozzavételével mindig el tudjuk érni.

e A féatléban maximalis értékii parositdas van. Ez is mindig elérhetd, ha az osztalyok

elemeinek sorrendjét megvaltoztatjuk. A f6atld elemeit d vektorral jeloljiik.

o A féatlobeli elemek csokkend sorrendben jonnek, azaz d; > d; ha ¢ < j. Ez is

elérhet6 az osztalyok cseréjével.

e Azt a vektort, amelyben az i. osztaly kivételével minden jatékos kifizetése 0, az
i. osztaly jatékosai pedig éppen a f6atlobeli értékeket kapjdk (azaz a maximalis

értékil parositasbeli értékeiket) d'-vel jeléljiik.

5.2. A mag stabilitasa

Az A polimétrixhoz tartozo jaték magjat a hozzarendelési jatékokéhoz hasonléan C 4-val
jeloljik. A kés6bbiekben a magegyenlGtlenséget megszegd koalicion, domindlé koalicion
stb mindig vegyes r-est értiink, mivel a hozzarendelési jatékokhoz hasonldoan itt is az
egyszemélyes koaliciok és a vegyes r-esek a hatékonyak, igy ha egy elosztas dominal egy
masikat, akkor dominalja egy vegyes r-esen keresztiil is.

Megmutatjuk, hogy a kétoldali hozzarendelési jatékokhoz hasonléan a mag akkor
és csak akkor stabil, ha a jatékot megadd polimatrix féatlodominans.

A hozzarendelési jatékhoz hasonléan az egyik az az irany trivialis, hogy ha stabil a
mag, akkor a matrix foatlédominans. A bizonyitas is pontosan ugyanaz: tudjuk, hogy
a foatlobeli elemekre a magegyenlotlenségeknek egyenloségre kell teljestilniiik minden
magelem esetén, igy a d’ vektorokat i = 1,2,...,7 nem domindlja a mag. Ezek a

vektorok pedig pontosan akkor elemei a magnak, ha a generalé matrix féatlodominans.
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Nézziik a masik irdanyt, azaz ha a general6 polimatrix féatlodominans, akkor a jaték
magja stabil.

A bizonyitas soran sziikségiink lesz a kovetkezo két lemmara:

5.2.1. Lemma. Legyen A egy fédtlodomindns polimdtriz @ ¢ Ca elosztdasvektor, amely
megszeg eqy olyan S vegyes r-eshez tartozo magegyenldtlenséget, amelynek jobb oldaldn

dy szerepel (a legnagyobb érték a mdtrizban). Ekkor x-et domindlja a jaték magja.

BIZONYITAS.
Mivel d’ magbeli és d'(S) = d; > (S) minden i = 1,2, ..., r-re, ezért a d' vektoroknak
van olyan konvex kombinéci6éjuk, amely dominalja ax-et. 0

5.2.2. Lemma. Legyen A egy féatlodomindns polimdtriz, x ¢ Ca elosztasvektor és
y < x szintén eqy nemnegativ (jellemzden nem elosztds) vektor.

Legyen ay = max{0;as —y(S)} a vegyes r-es S koaliciokra, tovabbd legyen A" az ezekbdl
dsszerakott polimdtriz. (azaz A minden elemét csokkentjik annyival, amennyit y-ban
kapnak, de legfeljebb 0-ig).

Ha az A" matriz is féatlodomindns, és x-et nem domindlja az A mdtrizhoz tartozo
jaték magja, akkor  — y egy olyan elosztds az A’-hoz tartozé jatékban, amely nincs a
jaték magjaban, és nem is domindlja a mag és forditva. (Azaz A-ban az x ugyanigy

viselkedik, mint A’-ben az x —y).

BIZONYITAS.

Elosztas: y < & miatt £ —y nemnegativ, és mivel tovabbra is maximalis értékl parositas
van a féatléban és a f6atlé elemeit Gsszesen y(P)-vel csokkentettiik hatékony is.

Ha x megszeg egy magegyenl6tlenséget az A-hoz tartozd jatékban, akkor & — y is
megszegi ugyanazt az A’-hoz tartozo jatékban, mivel az egyenl6tlenség mindkét oldalét

ugyanannyival csokkentettiik ez nyilvan forditva is igaz. U

5.2.3. Tétel. Az A polimdtriz pontosan akkor fédtlodomindns, ha a hozzd tartozo tobb-

oldali hozzdrendelési jaték magja stabil.

BiZONYITAS.

Legyen @ egy nem magbeli elosztasvektor. Ha a nem teljesit egy olyan magegyenlot-
lenséget, amelyhez d; érték tartozik (a matrixban a legnagyobb f6atlébeli elem), akkor
[(.2.1] lemma miatt van a magnak olyan eleme, amely dominélja.

Ha minden ilyet teljesit, akkor legyen K a d; érték(ek)hez tartozé jatékosok halmaza,

és legyen x|K az a vektor, amiben a K-beli jatékosok ugyanazt kapjik mint a-ben a
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tobbiek 0-t.

(.2.2] lemmédhoz hasonléan csokkentsiik z-et és az A matrixot e - &|K-val, ahol et a
lehetd legnagyobbnak valasztjuk meg tgy, hogy még éppen ne legyen baj a foatlodomi-
nanciaval vagy éppen béviiljon a K halmaz.

Valamilyen kis pozitiv € biztos j6 lesz, mert csak a K-n beliili r-esekkel lehetne prob-
léma (az 6sszes nem K-beli r-eshez tartoz6 érték szigortian kisebb volt mint d;), amik
valamely foatlon kiviili d; értékhez tartoztak. FEzekre viszont teljesiiltek a magegyen-
16tlenségek, igy legalabb annyival csokkennek, mint a féatlobeli d; elemek. Nézziik meg

mikor kell megallnunk:

e béviill a K halmaz: ekkor bévitsitk a halmazt készitsik el az 4j x|K vektort és

folytassuk a csokkentést.

e valamelyik nem f6atlobeli elem éppen annyi lesz, mint valamelyik hozzéa tartozé
foatlobeli elem. Ez a nem féatlobeli elem csak K halmazon belili lehet, és csak
ugy fordulhat el6, hogy a kérdéses elem kevésbé csokkent mint a f6atld, ami azt
jelenti, hogy megszegte a hozza tartozé magegyenlétlenséget. Ekkor viszont az 1j
matrixban talaltunk egy elemet ami megszeg egy maximalis matrixelemhez tarto-
z6 egyenlétlenséget, igy [5.2.1] lemma miatt a csokkentett jaték magja domindlja
a csokkentett vektort, lemma miatt ekkor az eredetiben is talalunk, tehat

kész vagyunk.

Véges sok 1épés alatt végziink, mivel vagy boviil a K halmaz, vagy taldlunk domindlé

elemet. O

12. Példa. A példa kétoldali hozzdrendelési jaték, de pontosan ugyanigy meqy tébbol-

2 6 3
1
dalira is. 064
0 8 2
3,5 4 4

K-ban csak az elsd pdr van benne igy ket csokkentjik. A sorjdtékos kifizetését S8e-nal
az 0szlopét 2e-nal.

Addig tudjuk csokkenteni, amig a foatlobeli 10-es 8 nem lesz, azaz € = % A kovetkezo
1,6 6 3

6,4 8 4,4 24

0o 8 2

1 13,1 4 4
Most mdr az elsé két-két jdatékos van K-ban, igy ezeket csokkentjik. A sorjdtékosokat

matriz és a domindlandé vektor:

90



6,4e-nal ill. 2e-nal, az oszlopjatékosokat pedig 1,6e-nal és 6e-nal. Addig tudjuk csok-

kenteni, amig a fodtlobeli 8-asokbol 1-es lesz, azaz € = %
0,8 3 3

3,214 00

Az 1ij mdtriz és a domindlandd vektor: 0 41
1 12,3 1 4

K-nak mar az dsszes jatékos tagja, ezért a sorokat (3,2;1;1)e-nal, az oszlopokat
(0, 8; 3; 3)e-nal csokkentjik, addig amig a fédtlodominancia éppen el nem romlik, azaz a

2,3-as azy érték eqyenld nem lesz a fédtlobeliekkel. Ez € = %—nél torténik.

4 15 15
22 22 22
16120
Az utolsé madtriz és domindlandé vektor: 22| > Az utolsé jdaték magjdban
2|V 2
5120 20
22 | 22 22

van az az elem, amelyben minden vevd %—et kap, az eladok 0-t és forditva. Ennek a

kettének pl a szamtani kézepe (ahol mindenki %—et kap) domindlja a vektorunkat. Ezt

visszatranszformdlva az eredeti jatékra a sorjatékosok kifizetései: % +8— % = %

10 _ 5 _ 4
T2 5=%n

0, ¢9_ 5 _ 21
22+1 22 T 22

Az oszlopjdtékosoké: % +2—

10 g 15 _ 127
22+6 22 T 22

10 _ 15 _ 61
22+3 22 T 22

4 _ 50

22 T 22

5.3. 2+2+2-es eset

A legegyszeriibb nem trividlis tébboldali esetben, az olyan haromoldala jatékokban,
ahol minden osztalyban 2 jatékos van tobbet is mondhatunk a mag szerkezetérol.
az tétel bizonyitasaban lattuk, hogy a hozzarendelési jatékoknal, ha a generald
matrix f6atlédomindns, és vesziink egy nem magbeli (fél)elosztast, akkor a mag min-
den olyan koaliciéon keresztiil képes dominalni a kivalasztott vektort, amelyhez tartozé
magegyenlotlenséget a vektor megszeg, és valamely magelemre egyenloségként teljestl.
Meg fogjuk mutatni, hogy a magnak ez a tulajdonsaga megvan a 2+ 2+ 2-es tobboldali

hozzarendelési jatékokban is.

5.3.1. Allitas. 2+ 2+ 2-es tobboldali hozzdrendelési jatékban ha a generdlé mdtriz f6-
atlodominans, akkor ha van olyan eleme a magnak, amelyre valamely vegyes harmashoz

tartozo magegyenlotienség eqyenloségként teljesil, akkor van a magnak harom olyan ele-
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me is, amire ugyanez az eqyenlotlenséqg szintén eqyenldségként teljesiil, és a hdrmasbol

csak az eqyik jdtékos kifizetése pozitiv, a madsik kettoé 0.

B1zoNY{TAs.

Tovabbra is a féatloban van az optiméalis parositas, az altalunk véalasztott egyenlét-
lenség az u; + v; + wr, > a;, ami az (w; v;w) pontra egyenléségként teljestil. Ha
i = j = k, akkor nyilvanvaléan teljesiil az allitds, mert d'-k pont ilyen pontok, igy elég
azzal foglalkozni, amikor a;;; nem féatlobeli elem. Feltehetjik, hogy az A matrixunk a
kovetkez6 alaki: apq = min(u,+v,+w,; ug +v; +wi; ug+ve+ws), azaz mintha minden
egyenlétlenséget egyenlGségre teljesitene (ez lenne ha csak az elsé tag lenne minimum
nélkiil), de hogy megtartsuk a féatlédominanciat, ha valamelyik elem igy nagyobb len-
ne mint az optimalis parositasbeli, akkor azt lecsokkentjiitk. A definicidja miatt ez a
matrix nyilvan féatlodominéans, a principal sectione megegyezik az eredeti matrixéval
és a magja tartalmazza (u;v;w)-t. Az ilyen méatrixok koziil pedig ez a legnagyobb.
Eppen ezért az ehhez a matrixhoz tartozé jaték magja részhalmaza az eredeti jaték

magjanak, igy ha erre igaz az allitas, akkor az eredetire is.

Abban az esetben ha a;j; = a111 < a0, azaz a vizsgdlt egyenlStlenség jobb oldala
megegyezik valamelyik elemmel a féatléban, akkor konnyen tudunk megfelel elosztast
mutatni: mivel az a;;,-t nem a f64tlobdl vettiik, 4, 7, k koziil valamelyik 1-es. Ebben
az osztalyban a masodik jatékos kapjon ages — ajii-et, majd a megfelel$ osztaly (ame-
lyikben 1év6 jatékosnak akarunk mindent adni az a,j,-hoz tartozé egyenldtlenségben)

mindkét jatékosanak adjunk még ai;-et.

Fontos lesz szamunkra, hogy a magbeli vektorban (amib6él a métrixot csindltuk)
melyik volt a nagyobb koordinata. Ha mindenhol az 1-es (vagy mindenhol a 2-es) koor-
dindta a nagyobb, akkor az a,j; vizsgalt elem megegyezik a kisebb f6atlobeli elemmel,
amire mar belattuk az allitast.

Az ijk elemhez tartozé koordinatanak legalabb 2 esetben a kisebbek kell lenniiik. Ez
azért van, mert ha két koordindta is nagyobb lenne, akkor az a;;,-hoz tartozé egyen-
16tlenség (ami a feltevésiink szerint egyenldségre teljesiil) jobb oldaldn nagyobb szam
kellene, hogy alljon mint az egyik f6atlébeli elem (a kisebbik koordinata szerinti f6&t-

l6elemnél), ami ellentmondés.

Az a;j-hoz tartozé koordindtak koziil azokat, ahol kettd koziil az a kisebb konnyen
le tudjuk nulldzni: szimmetria miatt tegyiik fel, hogy u;, < u;. Ekkor csokkentsiik

le u;-t és u; koordinatajat u;-vel, és noveljitk meg v (vagy w) mindkét koordinatajat
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ennyivel. FEz az elem nyilvan magbeli lesz, mivel az 6sszes magegyenlotlenség bal oldala

valtozatlan maradt.

Ebbdl kovetkezik, hogy ha az a;;;-nal mindhdrom koordinédta a ketté kozil a kisebb
(vagy egyenld) volt, akkor kész is vagyunk. Egyedil akkor van gond, ha valamelyik
koordinata (azt mar lattuk, hogy csak egy ilyen lehet) a nagyobbik volt. Tegyiik fel
tehat, hogy w; = u; A usg. j és k koziil az egyik meg kell, hogy egyezzen i-vel, mivel ha
mindkettd a masik koordinata lenne, akkor mindharom helyen az i koordinata lenne a
nagyobb, amire mar belattuk az allitast. Ismét szimmetria miatt feltehetjiik hogy 7 =1
és k # i. Csokkentsiik le u;-t és noveljikk meg v-t u; — up A v — vi-vel.

Az igy kapott vektor magbeli, mivel nézziik meg melyik egyenl6tlenségek bal oldala
csokkent: az a;p-hez és ajii-hoz tartozoké. Tudjuk viszont, hogy mindkettd szigo-
ra egyenlotlenségre teljesiilt, mivel ezeknél két illetve harom helyen is a ketté koziil
a nagyobb koordinata volt, tehat a koalicio kifizetése szigorian nagyobb volt, mint
valamelyik féatlobeli elem. Az a;;-hoz tartozéd egyenlotlenség pedig tovabbra is egyen-
16tlenségre teljesiil. A kettd koziil egyébént az u; — uy kell, hogy a kisebb legyen, mivel
ha nem az lenne, akkor az a;;, elem nagyobb lenne, mint az a;;; f6atlébeli elem.

Most viszont mar egy olyan mag-elosztasunk van, ahol az egyik osztalyban a két koor-
dindta megegyezik. Ekkor viszont igaz az allitas, mivel ha ha csak a masik két osztalyt
nézziikk az egy sima hozzarendelési jaték, amiben barhogy el6all az egyenldség. U

Most megmutatjuk, hogy a 2+ 2 4 2-es az egyetlen érdekes tobboldalt eset, amiben
az[p.3.1] allitas teljesiil. Mivel a jaték magjaban csak azok a jatékosok kaphatnak pozi-
tiv kifizetést, akik minden maximaélis értékli hozzarendelésben résztvesznek, felteheto,

hogy minden osztdly azonos elemszami.
5.3.2. Allitas. [5.3.1, dllitds nem igaz 2 + 2 + 2 + 2-es hozzdrendelési jaték esetén.

B1zZONYITAS.

Nézziik a kovetkezd matrixot: aj111 = @299 = 8, a0100 = 2,a11229 = G211 = 6, és az
Osszes tobbi vegyes négyes értéke 0.

Az ag199-h0z tartozd magegyenlétlenség a (4,0; 0,6; 0,2; 4,0) € C-re egyenléségre tel-
jesiil. Viszont minden (w; v; w;x) magelemre, amelyre az ag199 elemhez tartozé egyen-
16tlenség aktiv ug = vy = 0.

Adjuk Ossze az u; + vy +wy + 21 = 8,us + vy + wy + Ty = 2,u; + V1 + Wy + x5 >
6, us + vy + we + x1 > 6 egyenlttlenségeket 1,2, —1, —1 sulyokkal. Ekkor a kdévetkezot
kapjuk: us + v1 + wy; + 9 < 0, tehdt minden magelemre, ahol az as199-h6z tartozo

magegyenl6tlenség aktiv 0 = uy = vy (= wy = x9). O
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5.3.3. Allitas. [5.3.1 dllitds nem igaz 3 + 3 + 3-as hozzdrendelési jaték esetén.

B1zoNY{TAs.

Nézziik a kovetkezé matrixot: aj11 = oo = azzz = 10, a300 = 4, @190 = az12 = 9 és az
Osszes tObbi vegyes harmas értéke 0.

Az az90-hoz tartozé magegyenlétlenség Az (5,6,0; 5,0,10; 0,4,0) € C-re egyenl6ségre
teljestil. Viszont minden (u;wv;w) magelemre, amelyre az agye-hoz tartozé magegyen-
16tlenség aktiv uz = vy = 0.

Adjuk 6ssze az u; +v1 +wy; = 10,u3 + v9 + wy =4, u1 + v +we > 9, uz3 + v +we > 9
egyenlotlenségeket 1,2, —1, —1 sulyokkal. Ekkor a kovetkezot kapjuk:

usz + vo +wy < 0, tehat minden magelemre, ahol az azqs-hoz tartozé magegyenlotlenség

aktiv 0 = uz = vo(= wy). O
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