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1. fejezet

Kutatasi el6zmények és a téma

indoklasa

Dontési szituacioban vagyunk minden olyan esetben, amikor egynél tobb le-
hetséges alternativa koziil kell valasztanunk. Ez lehet a legjobb alternativa
kivalasztasa, de eléfordul, hogy rangsorolnunk kell az alternativakat. Né-
ha a probléma atfogalmazhato egyetlen szempont szerinti déntésre, példaul
lehetséges, hogy egy vallalat csak a profit szempontjabol vizsgal meg min-
dent. Ilyen esetekben egy szempontil dontési problémank van, azaz egy cél-
fliggvényt kell minimalizalni vagy maximalizalni, amelyet az operacidkutatas
hagyomanyos eszkoztaraval oldhatunk meg. Azonban még egy olyan, latszo-
lag egyszert célfiiggvény, mint a profit sem biztos, hogy felirhatii egyetlen
szemponttal, hiszen ezt is szdmos tényez befolyasolhatja. Ha ezt az egy-
szertisitést nem all moédunkban megtenni, akkor egy tobbszemponti déntési
problémaéaval allunk szemben.

A mindennapi problémak soran nem alkalmazunk komoly modszertant
egy-egy kisebb dontés meghozatalakor, mert tul nagy lenne az id§ és eset-
legesen az eréforrés igénye. Ilyen helyzetekben gyorsan, bejaratott sémék
szerint, illetve heurisztikik alapjan dontiink. Nagyobb, fontosabb és bo-

nyolultabb déntések esetén azonban érdemes lehet igénybe venni egy olyan



megalapozott dontéselméleti modszertant, ami hozzésegit, hogy a problémat
részenként elemezziik és értékeljiik ki. Egy nagy dontési feladat kisebb ré-
szekre valo visszavezetése megkonnyiti a pontos értékelést, ezaltal a jobb
dontéshozatalt. Ehhez azonban méar a mindennapi heurisztikdknal komo-

lyabb apparatusra lehet sziikségiink.

A tobbszempontt dontéselmélet (angolul Multi-Criteria Decision Making,
roviden MCDM) a konkrét alkalmazott modszertantol fiiggetleniil a dontés-
hozo preferencidinak modellezésérdl szol. Tlyen bonyolult kérdésekben a dén-
téshozo altalaban nem tud annyi szempontot akkuratusan figyelembe venni,
a szempontok fontossigait kdzvetleniil megfeleléen meghatarozni, hogy végiil
a sajat szubjektiv preferencidinak legmegfelel6bb dontés sziilessen. Ebben a
dontéselméleti moédszertanok alkalmazaséaval segithetjiik a dontéshozot, ezért
ezt a tudoméanyteriiletet tobbszemponti dontéstamogatasnak (Multi-Criteria
Decision Aid, MCDA) is nevezik. Az MCDA rovidités olykor a Multi-Criteria
Decision Analysis roviditéseként szerepel, mely tulajdonképpen ugyanazt ta-
karja, mint az MCDM. A tobbszemponti dontéselmélet nem kizarolag egy
dontéshozod egy dontésben valo tamogatasarol szol, hanem példéul csopor-
tos dontésekkel, bizonytalansag melletti dontéshozatallal és alternativak mas
szitudcidban torténd rangsorolasaval is foglalkozik, illetve jelentGs tematikai

atfedés tapasztalhatd a szavazasok és tarsadalmi dontések elméletével.

Gyakran el6fordul, hogy alternativak értékeléseinél vagy a szempontok
fontossagi stlyainak meghatarozasanal nem allnak kozvetleniil rendelkezé-
siinkre maguk a szdmszert értékek, csupan azok aranyaira vannak becslése-
ink. Példaul nem val6szini, hogy egy dontéshozéd sok szempont esetén kells
bizonyossiggal meg tudja mondani, hogy az egyes szempontok milyen sillyal
befolyasoljak a dontését. A szempontok stlyainak viszonyat azonban altalé-
ban jobban tudja a dontéshozé becsiilni. Amennyiben a viszonyok aranyok,
akkor a kérdés, melyre a dontéshozonak minden szempontpar esetén valaszol-
nia kell, az, hogy hanyszor fontosabb az egyik szempont a masiknal. Ebben

az esetben tehat kardinalis Osszehasonlitasokrol van szo, a valaszok konkrét
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szamértékek. Az ardnyokbol n Osszehasonlitando elem esetén egy n X n-es
paros 0sszehasonlitas matrixot alkothatunk. Ha a kardinalis tranzitivitasi tu-
lajdonsag is teljesiil egy paros 0sszehasonlitds méatrixra, akkor konzisztensnek

nevezzik.

A célunk tehat az, hogy a szempontok paros Gsszehasonlitasait alkalmaz-
va megkapjuk az egyes szempontok silyait, pontosabban azok becslését a
dontési szituacioban, melyek vektora az igynevezett sulyvektor. A dontésho-
z6 preferencidit a szempontok valodi stlyai testesitik meg, ezt azonban nehéz
szamszertsiteni, ezért alkalmazzuk a paros Osszehasonlitds métrixok mod-
szertanat. A stlyvektort tekintjiik a dontéshozo (szempont-) preferencidinak

végs6 becsléseként. A silyvektor meghatarozésara tobb modszer is van.

A sajatvektor modszer (angolul Eigenvector Method, roviden EM) a leg-
régebbi stulyvektor szamitasi modszer, Saaty a paros Osszehasonlitds méatri-
xokkal egyiitt az 1977-es cikkében vezette be [19]. Ez a modszer a dominans

sajatértékhez tartoz6 jobboldali sajatvektort javasolja silyvektornak.

A Saaty altal megalkotott [19, 20| Analytic Hierarchy Process, réviden
AHP dontéstamogatasi modszerben jelentek meg elGszor a Saaty altal be-
vezetett paros Osszehasonlitds méatrixok, és egyben ezeknek a matrixoknak
tovabbra is leggyakoribb alkalmazési teriilete. Az AHP modszer a népszerti-
ségét az egyszertiségének, a péaros Osszehasonlitdsokon alapulé metédusnak,
illetve a latvanyos strukturalhatosagnak, alszempontokra bonthatésaganak

koszonheti.

A Pareto-hatékonysag — vagy mas elnevezéssel Pareto-optimalitas — a koz-
gazdasagtan alapvetd fogalma. Azt fejezi ki, hogy egy elosztast, tevékeny-
séget, stb. nem lehet trividlisan javitani, azaz anélkiil javitani valaminek
vagy valakinek a helyzetén, hogy ez méashol ne jarna kar okozasaval. Defi-
nidlhatd a paros Osszehasonlitds matrixokbol szamolt stlyvektorok Pareto-
hatékonysaga. Egy silyvektor akkor hatékony, ha nem lehet a vektor ele-
meinek valtoztatasaval egy métrixelem kozelitését sem javitani anélkiil, hogy

méas méatrixelem kozelitésén ne rontanank. A hatékonysig egy természete-



sen elvarhato6 tulajdonsag. Blanquero, Carrizosa és Conde azonban megmu-
tatta, hogy a sajatvektor modszer altal adott stulyvektor, azaz a jobboldali
dominans sajatvektor nem mindig hatékony [5, Section 3|. Bozoki [6] azt
is megmutatta, hogy a hatékonysig az inkonzisztencia mértékétsl sem fiigg
kozvetleniil. Ugyancsak Blanquero, Carrizosa és Conde [5| mutatta meg,
hogy a Pareto-hatékonysig ekvivalens egy, a matrixbol és a hozza tartozo

silyvektorbol felrajzolhato iranyitott graf erds osszefiiggéségével.

Vegylink egy konzisztens paros dsszehasonlitas métrixot, és modositsuk
egyetlen (nem fGatlobeli) elemében és annak reciprokdban. Ekkor egy olyan
paros Osszehasonlitas matrixot kapunk, mely egy elemtdl eltekintve konzisz-
tens. Farkas [12]| foglalkozott korabban ilyen matrixokkal, és az & jovoltabol
ismertek a dominans sajatvektor explicit képletei, am 6 nem hatékonysigi

szempontbol vizsgalta Gket.

El6fordul olyan eset, hogy nem all rendelkezésiinkre az Gsszes paros Ossze-

hasonlitas, csak azok egy részhalmaza. Olyan eset is addédhat, hogy nem

n
2

kérdezni a dontéshozotol. Ilyenkor a paros Gsszehasonlitas métrix bizonyos

akarjuk, vagy nem is all médunkban mind az ( ) Osszehasonlitast végig-
elemei lesznek csak kitoltve, a tobbi hidnyzik. Ilyenkor nem teljesen kitol-
tott paros Osszehasonlitds matrixrol beszéliink [14]. A sajatvektor modszer
Hiraishi, Obata és Daigo [21] altal javasolt kiterjesztése a nem teljesen kitol-
tott paros Osszehasonlitds matrixok esetére az egyik legfontosabb silyvektor
szamitasi modszer, mely egy C'R inkonzisztencia indexre optimélis kitoltést
is szolgaltat.

Borzoki, Fiilop és Ronyai [7] bizonyitottdk be, hogy egy, a nem telje-
sen kitoltott paros Osszehasonlitas matrixbol felirhatd graf GsszefiiggGsége
sziikséges és elégséges feltétele az el6bb emlitett sajatvektor modszer szerinti
(optimalis) kitoltés egyértelmii 1étezésének. Ugyancsak 6k javasoltak egy, a
a ciklikus koordinatak modszerét [17][253-254. oldal] alkalmazé eljaréast az
optimaélis kitoltés meghatarozasara.

Teljesen kitoltott esetben is igaz, hogy nagy matrixok dominans sajatér-
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tékét és sajatvektorat (azaz a sajatvektor modszer altal javasolt silyvektort)
kiszamitani lassi. FEzzel a probléméval kapcsolatban Fiilop adott egy gyors
algoritmust [13|. Ez az eljaras hasonlo alapokon nyugszik, mint az értekezés
5.2. fejezetében bemutatott 1j algoritmus, de nem ciklikus koordinatakkal

dolgozik.



2. fejezet

A felhasznalt modszerek

Az értekezés 2. fejezetében a paros osszehasonlitas matrixok modszertananak
szélesebb kortd bemutatasa taldlhato. Itt csak a sajat eredmények ismerteté-
séhez elengedhetetleniil sziikséges definiciok, tételek, jelolések és modszerek

bemutatéisara keriil sor.

2.1. Paros Osszehasonlitas matrixok

1. Definicié. Az A = [a;;]ij=1,..» € RY" matrixot paros Gsszehasonlitas

matrixnak nevezziik, ha
1. Qij > 0 és
2. Q5 = 1/CLJ'Z‘,
minden 7,7 = 1,...,n indexpar esetén.

A maésodik tulajdonsaghol kovetkezik, hogy a; = 1. Az n X n-es paros
osszehasonlitas matrixok halmazat PCM,,-el jeloljiik.

Egy A € PCM,, paros Osszehasonlitds matrix altalanos alakban tehét a

7
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kovetkezGképpen irhato fel:

1 a2 a3 ... Qip
a91 1 a923 ... (QA9pn
A = a3z1 ase 1 ... Q3p . (21)
Ap1 Ap2 Apz ... 1

Ha a kardinalis tranzitivitasi tulajdonsag is teljesiil egy paros 6sszehason-

litds matrixra, akkor konzisztensnek nevezziik:

2. Definicié. Az A € PCM,, paros Gsszehasonlitas matrix konzisztens, ha
Qi QL = Q4 (22)
minden 7,7,k = 1,...,n indexh&rmasra.

Konzisztens matrix esetén tehat, ha példaul az A szempont 2-szer fonto-
sabb a B szempontnal, a B pedig 3-szor fontosabb a C-nél, akkor A 6-szor
fontosabb C-nél. Az n X n-es konzisztens péros Osszehasonlitds matrixok
halmazat PCM; -al jeloljiik. Egy paros Gsszehasonlitds matrixot inkonzisz-
tensnek neveziink, ha nem konzisztens.

Mint fentebb emlitve lett, el6fordul olyan eset, hogy nem all rendelkezé-
siinkre az Osszes paros Osszehasonlitas, csak azok egy részhalmaza. Ekkor
egy nem teljesen kitoltott paros dsszehasonlitas matrixunk van [14], melybél

néhany elem (és reciproka) hianyzik.

3. Definici6. A egy nem teljesen kitoltott pdros dsszehasonlitds mdtriz, ha

az alabbi alakot oOlti:

1 a2 - ... Qip
1/@12 1 923 . —

A= - 1/&23 1 oo Q3p |,

1/a1n — 1/CL3n 1
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ahol a kihtizott poziciokban hidnyz6 elemek vannak, és a;; > 0. A hiany-
76 elemek a fGatlon kiviil barhol lehetnek, nem csak az itt szemléltetésként

felhozott poziciokban. Tovabba ha egy elem hidnyzik, akkor a reciproka is.

A 3. Definiciéban szerepl§ objektum formélisan nem matrix, ezért ilyen
formaban nem is lehet ekként kezelni. Matematikailag megfoghatova vélik
azonban, ha a hianyzo elemek helyére valtozokat irunk. Ekkor is figyelniink
kell a reciprok szimmetridra, azaz ha egy hidnyzé helyre beirunk egy val-
tozot, akkor az atellenes pozicibba ugyanannak a valtozonak a reciprokat
kell irnunk, ezaltal annyi valtozonk lesz, ahany elem hidnyzik a matrix fels6
haromszogébdl.

A nem teljesen kitoltott paros Osszehasonlitds matrixokhoz adhato egy
egyszeri és szemléletes graf reprezentacio, amelynek komoly szerepe lesz a
silyvektor szamitasi modszereknél. A graf csicsai az egyes 6sszehasonlitando
szempontoknak felelnek meg, az élei pedig azoknak a paroknak, amik tény-
legesen Ossze vannak hasonlitva, azaz a hozza tartozo elem nem hidnyzik a

matrixbol. Forméalisan:

4. Definicio. Az A n x n-es nem teljesen kitoltott paros Osszehasonlitas

matrixhoz tartozo Ga(V, E) irdnyitatlan graf a kovetkezd:
V=A{1,...,n},

E = {e(i,j)|aij (éS CLjZ‘) adott, 1 ?é j}

Specialisan egy teljesen kitoltott matrixhoz tartozéd graf az n pontu teljes
graf, azaz K,.

Az 10j eredmények koziil kettd egy, illetve két elemtdl eltekintve konzisz-
tens paros 6sszehasonlitas matrixokrol szol, ezért az aldbbi definiciok ismerete

sziikséges.

5. Definici6. Egy Ay € PCM,, péaros Osszehasonlitds matrix egy elemtdl

eltekintve konzisztens, ha alkalmas sor- és oszlopcserékkel az alabbi alakra
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hozhato:
1 :Blé ) N e |
1 1 2 Tn—1
10 x1 e 1
1 21 Tn—1
As=| L = | (2.3)
1 X1 X2 1

Tn—1 Tn—1 Tn—1
ahol 0 < d #1és xy,29,...,2,1 > 0.
6. Definicié. Egy paros Osszehasonlitds méatrix legfeljebb két elemtsl el-
tekintve konzisztens, ha alkalmas sor- és oszlopcserékkel az alabbi alakok
egyikére hozhato:
L. eset (n > 4):

1 0x, Yo T3 . Tp_1
1/(0x1) 1 To /X1 xr3/Ty ... Tpo1/T
1/(yx2) 21/ 1 x3/Ty ... Tpo1/To
P.s= . (24)
1/x3 x1/x3 xo/ 3 1 R
Vzn 1 x1/xn1 ®o/Tpq1 x3/Tp1 ... 1
2. eset (n > 4):
1 ox, T9 T3 T4 . Tp_1
1/(0x) 1 T/ 1y x3/1q Y S e i 1
1/ x1/To 1 Yr3z/xe T4/T2 ... Tp_1/To
R,s = 1/z3 xr1/x3  xa/(yT3) 1 Ty/T3 ... Tpo1/T3
1/x4 x1/1y4 T/ 1y x3/1my 1 cee Tpo1/Ty
V/xn1 m/Tp1  xo/Tpn_1  T3/Tp1 Taf/Tp_1 ... 1
(2.5)

ahol x1,..., 2,1 >0650<9,v#1.

A 2. esetet az értekezésben algebrai okok miatt kiilon 2.A (n = 4) és 2.B
(n > 5) esetre kellett bontani.
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2.2. Sulyvektor szamitasi moédszerek

Egy paros Gsszehasonlitas méatrixbol sokféle modszerrel szamolhatunk suly-
vektort, melyek koziil az értekezés jonéhanyat bemutat. A sajat eredmények
értelmezéséhez két modszer ismeretére lesz sziikség. Az els§ a sajatvektor
modszer [19] , mely a legrégebbi, és az egyik legnépszertibb eljaras a sulyvek-
tor meghatarozasara. A masodik a szintén népszeri és sok jo tulajdonsaggal

bir6 Logaritmikus legkisebb négyzetek modszere [9, 10, 11, 18].

2.2.1. Sajatvektor médszer

Mivel egy A € PCM,, péaros Osszehasonlitds matrix pozitiv, ezért a Perron—
Frobenius-tétel kovetkeztében egyértelmiten létezik legnagyobb (valos) sa-
jatértéke, és a hozza tartozo, lényegében egyértelmi sajatvektor elemei vé-
laszthatoak mind pozitivnak. A legnagyobb (avagy dominéns) sajatértéket
innentdl jelolje A\n.c. A sajatvektor moédszer a \..-hoz tartozo jobbolda-
li sajatvektort javasolja sulyvektornak. A sajatvektor modszer altal adott

megoldast innentdl jeldlje wM | melyre tehat teljesiil, hogy
AwPM = )\ . wPM, (2.6)

Egy paros 0sszehasonlitds matrix inkonzisztencidjanak mértékét a kiilon-
b6z6 inkonzisztencia indexek ragadjak meg. Az irodalomban rengeteg inkon-
zisztencia index talalhatd. Azonban ezek koziil is a legrégebbi és az egyik
legnépszertibb a szintén Saaty [19] 4ltal bevezetett C'R (Consistency Ratio)
index, mely egyidés az AHP modszerrel, és a sajatvektor modszerrel van
szoros kapcsolatban.

Mivel egy paros 0sszehasonlitas matrix legnagyobb sajatértékére A > n
és ez a relacié pontosan akkor teljesiil egyenlGséggel, ha a matrix konzisz-
tens, ezért a A\pnax értéke felhasznalhatod egy inkonzisztencia index képzésére.
Amax lehetséges nagysiga azonban a matrix dimenzi6jatol (azaz a szempontok

szamatol), vagyis n-tdl fiigg, ezért ezt elszor egyfajta normalizalasnak kell
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alavetni. Innen ered az els6 kiszamitando érték, a C'I (Consistency Index),

melyet a kovetkezé modon kapunk:

Cl = Amax — 1
n—1
A CT index azonban még mindig nem alkalmas kiilonb6z6 méretd méat-
rixok Osszehasonlitasara, mert nagyobb (véletlengeneralt) méatrixok atlagos
C1 értéke nagyobb, mint a kisebbeké. Igy meég ezt a mutatot is tovabb kell
normalni, hogy megkapjuk a C'R indexet. A tovibbi normalashoz véletlen-
generalt n X n-es paros osszehasonlitas matrixok sokasagara kell kiszamitani
a C'I mutatot, és ezek atlagat nevezziik RI-nek (Random Index), mely n-t6l

fligg, azaz

)\max —n

RI =

Y

n—1
ahol Amax 8z 1 X n-es véletlengeneralt paros dsszehasonlitas matrixok atlagos
Amax értéke. Ilyen modon az RI egy-egy valos szam lesz minden n-re, mely
kigytjthets egy téblazatba (1d. példaul |22, Table 1]), melynek segitségével
mar elGallithaté a C'R mutato:

cr=51
RI
A sajatvektor modszer kiterjesztéséhez nem teljesen kitoltott paros 6ssze-
hasonlitas matrixok esetére Shiraishi, Obata és Daigo cikke [21] alapjan abbol
az Otletbdl indulunk ki, hogy a lehets legkisebb C'R inkonzisztenciaji ki-
toltéshez tartozo jobboldali dominans sajatvektort tekintjiik stlyvektornak.
Mivel egy konkrét kitoltéshez tartozd vektort néziink, ennek a modszernek
megvan az a jo tulajdonsiga, hogy nem csak egy silyvektort, hanem egy
kitoltést is szolgaltat.
Mivel a C'R inkonzisztencia a dominans sajatérték egy linearis transz-
formacioja, ezért a lehetd legkisebb C'R inkonzisztencia elérése ekvivalens a
dominans sajatérték minimalizalasaval. Formalisan tehat az A(x) nem tel-

jesen kitoltott paros 0sszehasonlitas matrix esetén a kovetkezd feladatot kell
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megoldanunk:
min Apax (A(x)). (2.7)

x>0
A (2.7) feladat megoldasabol szarmazo miniméalis Apax-hoz tartozo sajatvek-
tor lesz a kiterjesztett sajatvektor modszer silyvektora. Az az x vektor, ahol
ez a minimum felvétetik, szolgaltatja az optimaélis kitoltést.

A (2.7) feladatnak azonban nem mindig létezik egyértelmi megoldasa.
Konnyen lathatd, hogy a matrixhoz tartozd graf Osszefiigglsége sziikséges
feltétel. Bozoki, Fiilop és Ronyai [7] bizonyitottédk be, hogy a graf dsszefiig-
gGsége nemcsak sziikséges, de elégséges is. A (2.7) feladatnak pontosan akkor

létezik tehat egyértelmi megoldasa, ha Ga(V, E) sszefiiggo.

2.2.2. Logaritmikus legkisebb négyzetek mdédszere

Az tgynevezett Legkisebb négyzetek modszere (angolul Least Squares Met-
hod, réviden LSM) [8] a matrixelemeknek a salyok aranyaitol vett négyzetes
norméban mért tavolsdganak dsszegét minimalizalja, ami intuitiv, de szamos
probléméval kiizd. Ennek modositasa a logaritmikus legkisebb négyzetek
modszere (angolul Logarithmic Least Squares Method, réviden LLSM), mely
a matrixelemek logaritmusat a silyvektor elemek hdnyadosanak logaritmusé-
val hasonlitja dssze [9, 10, 11, 18]. Formalisan tehat a logaritmikus legkisebb
négyzetek modszere azt a w = (wy,wy,...,w,) vektort eredményezi stly-

vektorként, amely a kovetkezG optimalizalasi feladat megoldasa:

n n 2
min Z Z (log a;j — log %) (2.8)
j

i=1 j=1

i=1

w; >0, +1=1,...,n.

A legkisebb négyzetek modszerével ellentétben a logaritmikus legkisebb

négyzetek modszerének mindig egyértelmd optimuma van: a (2.8) feladatnak
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a megoldasa az a vektor, amelynek elemei a matrix sorainak mértani kdzepei

[9], azaz

w; =

alkalmas normalizélassal.

A logaritmikus legkisebb négyzetek modszere értelemszertien terjeszthetd
ki a nem teljesen kitoltott esetre, igy kapjuk az Incomplete Logarithmic Least
Squares Method, réviden ILLSM modszert. A (2.8) célfiiggvényt csak azokra

az a;; matrixelemekre irjuk fel, amelyek adottak. Tehét

n 2
min Z (log a;; — log &> (2.9)
w;

J

w; >0, +1=1,...,n.

Az, hogy a;; adott, ekvivalens azzal, hogy a matrixhoz tartozo grafban,
Ga(V, E)-ben e(i, j) € E.

Bozoki, Fiilop és Ronyai a logaritmikus legkisebb négyzetek modszerére
is bizonyitotta |7], hogy a (2.9) feladatnak pontosan akkor van egyértelmii
megoldasa, ha a matrixhoz tartozé graf dsszefiigegd, azaz minden elem minden
masik elemmel 6ssze van hasonlitva, kdzvetleniil vagy kozvetve. Ugyancsak
Bozoki, Fiilop és Ronyai mutatta meg [7], hogy a logaritmikus legkisebb

négyzetek modszere megoldhat6 egy linearis egyenletrendszer megoldasaval.

2.3. Pareto-hatékonysag

A Pareto-hatékonysidg — vagy mas elnevezéssel Pareto-optimalitas — a koz-
gazdasagtan alapvets fogalma. Azt fejezi ki, hogy egy elosztast, tevékeny-

séget, stb. nem lehet trividlisan javitani, azaz anélkiil javitani valaminek
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vagy valakinek a helyzetén, hogy ez mashol ne jarna kir okozasaval. Defini-
aljuk most a paros 6sszehasonlitas matrixokbdl szamolt silyvektorok Pareto-
hatékonysagat!

Legyen A = [ayl,;_, , € PCM, rogzitett. Legyen tovabba w =
(wy,wa,...,w,)" egy pozitiv silyvektor (ekkor tehat S = R"_, azaz a
pozitiv ortans), ahol n a szempontok szama. A célfiiggvényeink legyenek
fis(w) 1= Jag; — 2
Ilyen keretek kozott a kovetkezs definiciot irhatjuk fel:

minden i # j-re, igy M = n? — n célfiiggvényiink van.

7. Definici6é. Egy pozitiv w silyvektor hatékony (vagy Pareto-hatékony),

ha nem létezik olyan méasik pozitiv w’ = (w},w), ..., w})" stlyvektor, amire
4 W
aij — —| < |aj; — — minden 1 <14, j < n-re, és (2.10)
U}j wj
/
w w
Ay — —’f < |age — —F valamely 1 < k, ¢ < n-re. (2.11)

A fenti definici6 tehat azt jelenti, hogy egy paros Gsszehasonlitas méat-
rixhoz tartozé sulyvektor akkor hatékony, ha nem lehet a vektor elemeinek
valtoztatasaval egy matrixelem kozelitését sem javitani anélkiil, hogy mas
matrixelem kozelitésén ne rontanank.

A hatékonysag egy természetesen elvarhato tulajdonsag. Blanquero, Car-
rizosa és Conde azonban megmutatta, hogy a sajatvektor modszer altal adott
stlyvektor, azaz a jobboldali dominans sajatvektor nem mindig hatékony [5,
Section 3|. Bozoki [6] azt is megmutatta, hogy a hatékonysag az inkonzisz-
tencia mértékétsl sem fiigg kozvetleniil.

Blanquero, Carrizosa és Conde [5] a hatékonysag tobb sziikséges és elég-
séges feltételét is vizsgélta, melyek koziil az alabbi, iranyitott graffal adott

reprezentaciot fogjuk hasznalni.

8. Definicio. Legyen A = [a;j] L EPCM, ésw = (wi,wa,...,w,)"

ij=1,.
egy pozitiv stulyvektor. A G := (V, E')aw iranyitott grafot a kovetkezs
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modon definidljuk: V = {1,2,... n} és
E = {arc(z' — ) ‘% > aij,z'#j},
Wj
ahol arc(i — j) az i csticsbdl a j csticsba vezetd irdnyitott élt jeloli.

A definiciéban meghatarozott irdnyitott grafban tehat akkor megy egy
irdnyitott él az ¢ pontbél a j pontba, ha a w;/w; silyarany feliilbecsli az a;;
matrixelemet. Tokéletes kozelités esetén, azaz amikor a;; = w;/w;, az i és j
csucs kozott mindkét irdnyban fut egy-egy iranyitott él. Az is lathato, hogy
barmely két csics kozott legalabb az egyik irdnyba mindig fut él.

A 8. Definici6 segitségével az alabbi tétel mondhato ki:

1. Tétel (|5, Corollary 10]). Legyen A € PCM,,. Egy w pozitiv silyvektor
pontosan akkor hatékony, ha G = (V, E)a w egy erdsen dsszefliggd grdf, azaz

minden t, 7 csucspdrra létezik irdnyitott it i-bdl j-be és j-bdl i-be.

2.4. A ciklikus koordinatik modszere

Az értekezés 5. fejezetében szerepld két eljarashoz a ciklikus koordinatak
modszerét [17][253-254. oldal] alkalmazzuk, mely egy numerikus optimaliza-
lasi modszer. A ciklikus koordinatak modszerének lényege, hogy egy tobbval-
tozos optimalizalasi feladatban egyszerre mindig csak egy valtozot tekintiink
ténylegesen valtozonak, a tobbi valtozo az el6zG lépésben szamolt értéken
van rogzitve. Annak az elemnek, amelyik ténylegesen valtozik, az 1j értéke
az a szém lesz, ahol az optimalizalasi feladat szerinti (a t6bbi elem valtozat-
lansaga melletti) optimuma felvétetik. Azt, hogy melyik valtozot tekintjiik
egy adott 1épésben ténylegesen valtozénak, ciklikusan valtoztatjuk, azaz els-
szor az els6t, majd a masodikat stb., majd amikor az utolsé valtozon is til
vagyunk, visszaugrunk az elsére és ugyanigy folytatjuk, amig el nem érjiik a

leallasi kritériumot. Az, hogy mi a ledllasi kritérium, a feladattol fiigg.
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2.5. Newton—modszer

A Newton—modszer egy ismert iterativ szélsGérték keres§ modszer, egy- il-
letve tobbvaltozos esetre. Az egyvaltozos esetben az r-edik iteracidban egy
altalanos f(x) fliggvényre a szélsGérték keress algoritmus alapvets formaja a

kovetkezd: /
x(r+1) _ {L.(,r,) . f (JJ(?“))
fr(a)’

ahol 2" az x valtozé r-edik iteracioban szémolt értéke.

A t6bbvaltozos esetben legyen L(t), melyet minimalizalni szeretnénk. Ek-

kor tobbvaltozos Newton—modszer a
D) — () _ 7[HL(t(T))]_1VL(t(T))

format olti, ahol HL(t) az L(t) Hesse-matrixa, VL(t) a gradiens vektora, y
pedig egy, a Newton—-modszernél szokasos 1épéskoz paraméter. Ezt a lépéskoz

paramétert az egyvaltozos modszernél is hasznéalhatjuk.

2.6. A Collatz—Wielandt formula

Az eredeti tétel ugyan tgynevezett irreducibilis matrixokra vonatkozik (az
értekezésben is igy van kimondva), azonban az j eredményeknél feltessziik,
hogy pozitiv matrix all a rendelkezésiinkre, ami speciélis esete az irreducibi-
lisnek. Mivel egy paros Gsszehasonlitas matrix mindig pozitiv, ezért a tétel

alkalmazhato ra.

2. Tétel (Collatz—Wielandt). Legyen A > 0 egy pozitiv (dltaldnosabban ir-

reducibilis) n X n-es mdtriz.

Aw);
Amax = Max min ) = (2.12)
w>0 1=1,...,n W;

(2.13)

= min max
w>01i=1,...n W,



3. fejezet

Az értekezés eredményei

3.1. A logaritmikus legkisebb négyzetek mod-

szere és az optimalis kitoltés

Ez az allitas a 2.5.2 alfejezetben taldlhatd, az értekezés bevezets részében.

Nem teljesen kitoltott matrixok optimélis kitoltésére is sziikségiink lehet.
A sajatvektor modszer teljesen kozvetleniil szolgaltat egy, a C'R indexre op-
timalis (minimalis) kitoltést, és ebbdl szamol stlyvektort. A logaritmikus
legkisebb négyzetek modszere esetén ez azonban nem ilyen egyértelmt, itt
kitoltés nélkiil kozvetleniil szamoljuk a stulyvektort. A silyvektor elemeinek
aranyait visszairhatjuk a matrix megfelel§ kitoltetlen pozicidiba, azonban
errGl ranézésre nem vilagos, hogy megfelel6 eredményre vezet.

A sajatvektor modszer esetén ha az optimalisan kitoltott matrixbol Gjra
szamolunk egy sulyvektort, az természetesen ugyanaz lesz, mint amit elsére
kaptunk. Ezt a kritériumot kell teljesitenie a logaritmikus legkisebb négyzetes
kitoltésnek is ahhoz, hogy azt mondhassuk, hogy a kitoltés a célfiiggvényre
nézve optimalis. A kovetkezs allitas 1j eredmény, a felvetés télem szarmazik,

a bizonyitas pedig Bozoki Sandortol.
1. Allitas. A nem teljesen kitoltott paros ésszehasonlitds mdtrizokra vonat-

18
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kozd logaritmikus legkisebb négyzetek mddszere (ILLSM) optimdlis kitéltést
ad a hidnyzo elemek a;; = % helyettesitésével.
J

A bizonyitas helysziike miatt ebben az Osszefoglaloban nem szerepel,

azonban az értekezésben rogton az allitds utdn megtalalhato.

3.2. A sajatvektor modszer és a Pareto-hatékonysag

Mint kordbban emlitve lett, a sajatvektor modszer esetén nem garantalhato6 a
stlyvektor Pareto-hatékonysaga. A korabban bevezetett két (a gyakorlatban

is lényeges) specidlis esetben azonban sikeriilt a hatékonysagot igazolni.

3. Tétel (|2, Theorem 3.4|). Az egy elemtdl eltekintve konzisztens pdros

osszehasonlitds mdtrizok jobboldali domindns sajatvektora Pareto-hatékony.

A bizonyitasra egy elemi modszereket hasznalo, és egy, az 1. Tételt hasz-

nalo bizonyitas is megtalalhaté mind az értekezés 4.1. fejezetében, mind az
[2] cikkben.

4. Tétel ([3, Theorem 3]). A két elemtdl eltekintve konzisztens pdros dssze-

hasonlitds mdatrizok jobb oldali domindns sajatvektora Pareto-hatékony.

Az igen kiterjedt bizonyitas megtalalhato a [3] cikkben, illetve egy Gssze-

foglalas az értekezés 4.2 fejezetében.

3.3. A sajatvektor szamitasa ciklikus koordina-

tak modszerével

Ebben a témakorben két 1j eljarast mutatok be. Az elsé koziiliik nem teljesen
kit6ltott paros osszehasonlitas matrixok sajatvektor médszer szerinti optiméa-
lis kitoltését Newton-modszer segitségével végzi [1]. A masodik egy altalanos
modszer dominéns sajatérték és sajatvektor szamitasra [4]. Mindkét esetben
a ciklikus koordinatdk modszerét [17][253-254. oldal| alkalmazzuk.
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3.3.1. Optimalis kitoltés Newton—-mobdszerrel

Az itt szerepld 14j eljaras lefrasa megtalalhato az értekezés 5.1. fejezetében,
illetve a [1] cikkben. A c¢él a minimalis dominans sajatértéki kitoltés meg-
keresése, a tobbvaltozos fiiggvényiink tehat a dominans sajatérték a hianyzo
elemek fliggvényében. A Newton—moddszer alkalmazasa ciklikus koordinatak-
kal agy torténik, hogy a nem teljesen kitoltott matrix fels6 haromszogében
el6szér minden hianyzo elemet bedllitunk egy kezd&értékre. Ezutan egyesével
végigmegyiink (a ciklikus koordinaték modszere szerint) a hianyzo elemeken,
és egyszerre mindig csak a kivalasztott valtozot valtoztatva, a tobbi valto-
20 értékét pedig az el6z6 lépésben szamolt értéken (vagy az elsd iteracioban
a kezdGértéken) fixdlva Newton-modszerrel elvégezziik az egyvaltozos mini-

mumkeresést.

Sajnos azonban a An.. optimalizilasa kozvetleniil a hidnyzo elemekben
egy nem konvex feladat [7]. Annak érdekében, hogy garantalhato legyen az
egyértelmi globalis minimumhoz val6é konvergencia, a feladatot at kell ska-
laznunk olyan médon, hogy konvex optimalizalasi feladatot kapjunk. Bozoki,
Fiilop és Ronyai [7] otlete alapjan legyen x; = e’ i = 1,...,d. Az igy kapott
B(t) = A(x) matrixban a dominéns sajatérték, Ap.x(B(t)) mar konvex fiigg-
vénye t-nek [7]. Harker 15| jovoltabol ismertek a dominéans sajatértéknek a
matrix elemei szerinti els6 és masodik derivaltjai, és ezek csak a matrixelem
(1,7) poziciojatol fiiggnek. Ezek a derivaltak azonban az eredeti méatrixele-
mekre, azaz az x;, i = 1,...,d-re vonatkoznak, és nem t;-re. Ahhoz, hogy
a t; szerint vett derivaltakat megkapjuk, magukat a derivaltakat is at kell
skalazni. Az atszamolas az értekezésben, és a [1] cikkben is megtalalhato.
Ezeknek az atskdlazott derivaltaknak az ismeretében mér alkalmazhatd az
egyvaltozos Newton—modszer ciklikus koordinatakkal (az értekezés 5.1.1 alfe-
jezete), illetve kozvetleniil egy tobbvaltozos Newton—modszer is (az értekezés
5.1.2 alfejezete).
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3.3.2. Pozitiv matrixok dominins sajatvektora ciklikus
koordinatakkal

Az ebben a fejezetben szerepld eljaras részletes leirdsa megtalalhato az érteke-
7és 5.2. fejezetében, illetve a [4] kéziratban. Egy iterativ algoritmust adtunk
pozitiv matrixok dominéns sajatértékének és sajatvektoranak kiszdmitésara.
Ez az eljards ugyan igen altalanos keretek kozott is miikodik, de egyik al-
kalmazésa a sajatvektor modszer szamolasa péaros Gsszehasonlitas matrixok
esetén.

Az algoritmus a (2.13) formulat hasznalja a A\y.x kozelitésére, azonban
ez a valasztas onkényes: az algoritmus kénnyen atalakithato tgy, hogy a
(2.12) Osszefiiggést hasznalja. Késébb azonban mindkét alakot felhasznéljuk
a megallasi kritérium meghatérozasihoz.

Ebben az esetben is a ciklikus koordinatak modszerét alkalmazzuk. A
valtozoink ezittal a dominéns sajatvektor, w elemei: wq,...,w,. A ciklikus
koordinatdk modszere, a korabban leirtak szerint minden lépésben csak egy
valtozot tekint ténylegesen valtozonak. Jelolje ennek a valtozonak az indexét
k, igy minden lépésben wy lesz az aktualis valtozonk, mig a tébbi valtozo
értéke ideiglenesen azok el6z6 lépésben szamolt értékein van rogzitve.

A fentiek alapjan (2.13) szerint minden lépésben wy, azon értékét keressiik,

amire teljesiil, hogy

(3.1)

Wy = argmin max .
Wi i=1,...,n W;

Mivel a t6bbi, w;, j # k érték fix, ezért a (3.1) kifejezés minden i-re csupan
wy-tol fiigg. Igy bevezethetjiik a kovetkezs jelolést. Legyen

filwe) ===, i=1....n (3.2)

Amit keresiink tehat egy lépésben, az az a wy, > 0 érték, amelyre

wg = argmin max f;(wy),
W i=1,....,n
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azaz ahol az f; fliggvények felsé burkol6janak a minimumpontja van. Az
fi(wy) fiiggvényérték pedig a Apax kozelitése (felsG korlatja) lesz. Megmutat-
hatd, hogy a vizsgalt f; fiiggvények ¢ # k-ra linearis fiiggvények, i = k-ra pe-
dig fi(wy) egy hiperbolikus fiiggvény. Szintén megmutathato, hogy elegendd
csak az fi fiiggvény metszéspontjait kiszamolni minden f;, ¢ # k fliggvénnyel.
Az f; szigorian monoton csokkenése miatt, az a wy > 0, amelyik eleget tesz
a (3.1) feltételnek, az a legkisebb wy lesz, amelyik a hiperbolikus és egy li-
nearis fiiggvény metszéspontjaban van. A metszéspont pedig a masodfoku
megoldoképlet alapjan kénnyen szamolhato.

Egy tovabbi gyorsitasi lehetGség adodik azéltal, hogy nem feltétleniil sziik-
séges az Osszes metszéspontot kiszamolnunk: csak a linearis fliggvények maxi-
muménak a hiperbolikus fiiggvénnyel vett metszéspontjara van sziikségiink.
Igy azok a linearis fiiggvények, amelyeknek nincs kozos pontja a linearisak
felsé burkoldjaval, érdektelenek.

A megallasi kritérium tgy adodik, hogy ha a Collatz—Wielandt formula-

(Aw);

ban szerepl6 miny~omax;—1,.., ~— - érték becslése (a fels6 burkolé minimu-

ma) €s a MaXysoMmin._; Aw—w) becslése (az als6 burkolé maximuma) egy

kiiszobértéknél kozelebb vannak egymashoz, akkor az algoritmus leall.
Kezdgértéknek elvileg barmely pozitiv silyvektor megfelel. Ha egyszert-

(0)

en akarunk eljarni, hasznalhatjuk a w;” = 1,7 =1,...,n csupa l-es kezd6ér-
tékeket. Paros Osszehasonlitas matrixok esetén azonban, ahol a sajatvektor
modszer szerint a dominans sajatvektort (és sajatértéket) keressiik, amely
kozel van a logaritmikus legkisebb négyzetek modszere altal adott soronként
vett mértani kozéphez [16]. Igy a kezdértékeket ebben az esetben érdemes a
kévetkez6 modon valasztani: wEO) = [[}_, /ai;. Ezt a kezdGértéket édltalanos
pozitiv matrixok esetén is hasznalhatjuk a csupa egyesekbdl allo kezdGérték
helyett.

A fent leirt algoritmus egy 1j eljaras a dominans sajatvektor és sajatérték
szamitasra, mely nagy matrixokra van szabva és egyszertiségét a ciklikus

koordinatdk modszere, valamint az aritmetikailag egyszert szamitasok adjak.
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