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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Az értekezés célja

Az értekezésem célja a tObbszemponti dontéselmélet témakorébe tartozo pa-
ros Osszehasonlitds méatrixok és a hozzdjuk kapcsolodo fogalmak és alkal-
mazéasok, valamint az ezen a téren elért Gj eredményeim bemutatasa. A
paros Osszehasonlitds méatrixok a preferenciamodellezés eszkozei, melyek a
bonyolult, tébbtényezds szubjektiv probléméakban és rangsorolési feladatok-

ban egyarant alkalmazhatok.

1.2. Az értekezés felépitése

A 2. fejezetben a paros Osszehasonlitas matrixokat és a kapcsolodo fogalma-
kat mutatom be. A 2.1. alfejezetben a tobbszempontu déntésekrdl és dontési
modszerekrdl irok altaldnossaghban, majd ezutan a 2.2. alfejezetben a péros
Osszehasonlitas méatrixok bevezetése kovetkezik. A 2.3. alfejezet arrdl szol,
milyen modszerekkel lehet egy paros Osszehasonlitds métrixbol egy silyvek-
tort kiszamolni, aminek a segitségével a dontési probléma mar elemezhetd.
A péros Osszehasonlitas matrix és a silyvektor kézotti transzforméacio teszi

lehet6vé a paros Osszehasonlitds matrixok modszertananak alkalmazasat a
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tobbszempontd problémakra. A kovetkezd, 2.4. alfejezetben inkonzisztencia
indexeket mutatok be, melyek a dontéshoz6 altal szolgéltatott preferencia
informéaci6 megbizhatosagat hivatottak mérni. A péaros Gsszehasonlitas mat-
rixok kiterjesztését a hianyos informéacios esetre, azaz a nem teljesen kitoltott
paros Osszehasonlitas matrixok modszertanat a 2.5. alfejezetben mutatom be.
A 2.6. alfejezetben a paros Osszehasonlitdsok és a mértani kozép kozti kap-
csolatra vilagitok ra, végiil pedig a 2.7. alfejezetben az Analytic Hierarchy
Process-r6l esik sz6, amelynek a paros 6sszehasonlitds matrixok népszeriisé-

gét és a mai napig egyik legfontosabb felhasznalasi teriiletét koszonhetjiik.

A 3. fejezetben a péaros Osszehasonlitasok gazdasigi alkalmazasainak sok-
rétiségét mutatom be. Ennek érdekében a 3.1. alfejezetben egy gazdasagi
alkalmazasokkal kapesolatos irodalmi attekintést végzek, a 3.2. alfejezetben
pedig egy konkrét, a tomegkozlekedés mindségével kapcsolatos alkalmazast

mutatok be.

A kovetkezs, 4. fejezet mar Gj eredményeket mutat be. Itt az egyik leg-
elterjedtebb sulyvektor szamitasi modszer, a sajatvektor modszer altal sza-
molt silyvektor hatékonysagat vizsgaljuk, tehdt azt, hogy mennyire jol becsli
a dontéshozo altal adott preferencia aranyokat. Sajnos a sajatvektor mod-
szer altal szamolt silyvektor nem minden esetben Pareto-hatékony, azonban
eredményeink alapjan bizonyos, gyakorlatban is lényeges esetekben mégis biz-
tosithato a hatékonysag. ElGszor a 4.1. alfejezetben az egy elemtdl eltekintve
konzisztens paros Osszehasonlitas méatrixok esetére latjuk be a sajatvektor
Pareto-hatékonysagat, majd ezt az eredményt a 4.2. alfejezetben kiterjeszt-

jik a két elemtdl eltekintve konzisztens méatrixok esetére is.

Az 5. fejezetben szintén 10j eredmények keriilnek bemutatasra. Ebben a
fejezetben is a sajatvektor modszer a vizsgélt stulyvektor szamitasi modszer.
Mindkeét, ebben a fejezetben szerepld 1j eljaras a ciklikus koordinatak mod-
szerének segitségével szamolja ki a sajatvektor modszer silyvektorat, azaz
a dominans sajatvektort. Az 5.1. alfejezetben nem teljesen kitoltott paros

Osszehasonlitas méatrixok sajatvektor modszer szerinti kitoltését szamoljuk
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egy Newton-modszeren alapulé iterativ eljarassal. Ez az 5.1.1. alfejezetben
bemutatott médon egyvaltozos Newton-modszerrel ciklikus koordinatak se-
gitségével, illetve az 5.1.2. alfejezetben leirtak alapjan tobbvaltozos Newton-
modszerrel is lehetséges. A tobbvaltozds Newton—modszer ugyan nem a cik-
likus koordinatdk modszerét hasznalja, de szorosan kotGdik az egyvaltozos
valtozathoz. Az 5.2. alfejezetben egy masik 1j iterativ eljarast mutatok be
pozitiv matrixok dominéns sajatértékének és sajatvektoranak szamitésara.
Ez az eljaras a paros Osszehasonlitas matrixoknal is szélesebb kérben alkal-
mazhato, melyeket specidlis esetként tartalmazza. Végiil a 6. fejezetben az

Osszefoglalas és a konkluzid zarja az értekezést.

1.3. Onallo eredmények

Az értekezésben bemutatott j eredmények koziil az alabbiakban felsorolom
a sajat hozzajaruldsaimat a kozos cikkekhez.

A 4.1. alfejezetben bemutatott, Bozoki Sandorral kézos Efficiency analy-
sis of simple perturbed pairwise comparison matrices cimii [3| cikkben a sajat

hozzajarulasaim:

e Az (5)-(6) (az értekezésben (4.4) és (4.5)) sajatvektor formulak ellen-

Orzése.

e A 3.1, 3.2, 3.3. Lemmak (az értekezésben 1., 2. és 3. Lemma) bizo-
nyitasa és annak felismerése, hogy a 3.1. Lemma az (5) formulabol, a
3.2. Lemma az (5) és (6), a 3.3. Lemma pedig a (6) formulabol vezethetd

le.
o Részvétel a cikk szerkesztésében.

A 4.2. alfejezetben bemutatott, Bozoki Sandorral és Rebak Orssel kozos
Efficiency analysis of double perturbed pairwise comparison matrices cimi

[4] cikkben a sajat hozzajarulasaim:
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e A 2a—2j és 3a—3h lemmék bizonyitasa, valamint az Osszes lemma

bizonyitasanak ellenGrzése.

e A (9)-(21) sajatvektor formulak ellendrzése.

Remark 5 és bizonyitasa.

A legfeljebb két elem megvaltoztatasaval konzisztenssé tehetd péaros
osszehasonlitas matrixok relevancidjanak vizsgalata (az Introduction

fejezetben).

A cikk szerkesztése.

Az 5.1. alfejezetben bemutatott egyszerzés sajat Minimization of the
Perron eigenvalue of incomplete pairwise comparison matrices by Newton
iteration cimii |2| cikkel kapcsolatban kdszonettel tartozom Bozoki Sandornak
a probléma felvetéséért és a cikk frasdban nyujtott segitségéért.

Az 5.2. alfejezetben bemutatott, Fiilop Janossal kdzos On computing the
principal eigenvector of positive matrices by the method of cyclic coordinates

cimi [5] cikkben a sajat hozzajarulasaim:
e Az algoritmushoz tartozo alapvets képletek kiszamitasa.
e Az algoritmus implementalasa (C++ kornyezetben).
o A szampéldak és az dbrak készitése.
o A cikk szerkesztése.

A fenticken til az értekezés 2.5. alfejezetében szerepls 1. Allitas is 1j
eredmény, melynek a kérdését én vetettem fel, a bizonyitdsat pedig Bozoki

Sandor végezte.



2. fejezet

A preferenciak szamszeriisitése

paros osszehasonlitasok alapjan

2.1. Tobbszemponti dontések

Dontési szituacioban vagyunk minden olyan esetben, amikor egynél tobb le-
hetséges alternativa koziil kell valasztanunk. Ez lehet egyszertien a legjobb
alternativa kivalasztasa, de el6fordul, hogy rangsorolnunk kell az alternativa-
kat. Néha a probléma leegyszeriisithet6 egyetlen szempont szerinti dontésre,
példaul lehetséges, hogy egy véllalat csak a profit szempontjaboél vizsgal meg
mindent. Ilyen esetekben egy szempontt dontési probléméank van, azaz egy
célfiiggvényt kell minimalizalni vagy maximalizilni, amelyet az operacioku-
tatas hagyomanyos eszkoztaraval oldhatunk meg. Azonban még egy olyan,
latszolag egyszerii célfiiggvény, mint a profit sem biztos, hogy leegyszertisithe-
t6 egyetlen szempontta, hiszen ezt is szamos tényezd befolyasolhatja. Ha ezt
az egyszer(isitést nem all moédunkban megtenni, akkor egy tobbszemponti
dontési problémaval allunk szemben.

Hasonlé a helyzet, ha mindent a hasznossag, avagy a végsé megelége-
dés szempontjabol vizsgalunk. Ugyan egy racionalis dontéshozo végss célja

mindig a legnagyobb hasznossagot nytjto alternativa kivalasztasa, azonban a

8



2.1. TOBBSZEMPONTU DONTESEK 9

hasznossagot gyakran annyi tényez6 befolyasolja, hogy nem tudjuk ranézés-
re megmondani, melyik alternativara lesz maximélis. Ekkor a hasznossagra
ugy gondolhatunk, mint a f6szempont, a hasznossagot befolyasolo tényezdkre
pedig, mint annak alszempontjai. Ilyen értelemben a tobbszemponti dontés-
elmélet célja az absztrakt hasznossagmaximalizalds finomitasa egy gyakor-

latban konnyebben kezelhetd struktira létrehozasaval.

A mindennapi problémak soran nem alkalmazunk komoly modszertant
egy-egy kisebb dontés meghozatalakor, mert egyszertien til nagy lenne az
idG és esetlegesen az ertforras igénye. Ilyen helyzetekben gyorsan, bejara-
tott sémak szerint, illetve heurisztikdk alapjan dontiink. Nagyobb, fonto-
sabb és bonyolultabb dontések esetén azonban érdemes lehet igénybe venni
egy olyan megalapozott dontéselméleti moédszertant, ami hozzasegit, hogy a
problémat részenként elemezziik és értékeljiik ki. Egy nagy déntési feladat
kisebb részekre valod visszavezetése megkoénnyiti a pontos értékelést, ezaltal
a jobb dontéshozatalt. Ehhez azonban mér a mindennapi heurisztikdknal

komolyabb apparatusra lehet sziikségiink.

A dontéselméleti modellek elsé 1épcséfoka az tgynevezett elemi dontési
modszerek alkalmazésa. Ezek olyan egyszeri, de egzakt modszerek, melyek
egy nem tul bonyolult, de a heurisztikak alkalmazasanal komolyabb megfon-
tolast igényl6 feladatban alkalmazhatoak. Az elemi dontési modszerekbdl itt
csak egy rovid izelit6 szerepel, a részletesebb targyalast 1d. példaul Temesi:

A dontéselmélet alapjai cimd konyvében [81].

Ha t6bb szempontunk van (vagy ha tgy tetszik, a végsé megelégedésnek
alszempontjai is vannak), akkor azok kozott vagy fennall valamilyen atvaltas
lehet6sége, vagy nem. Ha nem 4ll fenn az atvaltas lehetGsége, akkor az jelent-
kezhet olyan formaban, hogy egy szempont annyira fontos, hogy elsGsorban
csak az alapjan dontiink, és a mésodik legfontosabb szempont csak akkor
szamit, ha az elsG szerint holtverseny van. Ez a lexikografikus rendezésnek

felel meg.

Mas elemi dontési modszerek is hasonld elven miikédnek. Néhanyuk bér-
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milyen dontési feladatban hasznalhato, mivel egy el6zetes sztirGként funkci-
onal. Ezeknek a moédszereknek a feladata, hogy még a komolyabb modellek
alkalmazasa el6tt eltavolitsa azokat az alternativakat, amelyek valamilyen
szempontbol nem felelnek meg. Példaul minden szempont szerint meghiizha-
tunk egy minimum szintet, és ha az alternativa ezek koziil valamelyiket nem
teljesiti, akkor eltavolitjuk. Kzt az eljarast hivjuk konjunktiv szabalynak.
A konjunktiv szabalyhoz hasonlé gondolatmenetet kovet a diszjunktiv sza-
baly. Ekkor azok az alternativik maradnak versenyben, amelyeknek legalabb
egy szempont szerint kiemelkedd a teljesitményiik. Itt is minden szempont
szerint egy-egy (kivalosagi) kiiszobérték van meghatarozva, és az alternati-
vaknak legalabb egy szempont szerint el kell érnitik ezt a szintet, a tobbi
szempont szerint nytjtott esetleges rossz teljesitménynek viszont nincsen to-

vabbi kovetkezménye.

Egy tovabbi, igen alapvetd sziirési eljaras a dominancia-sziirés. Raciondlis
dontéshozd nem valaszt olyan alternativat, aminél van egyértelmten, minden
szempont szerint jobb. Az olyan alternativakat pedig, amelyekre 1étezik egy
mésik alternativa, ami minden szempont szerint legalabb ugyanolyan jo, és
legalabb egy szempont szerint hatarozottan jobb, dominélt alternativaknak
nevezziik. A dominalt alternativak elhagyasa a modellbdl a legtobb esetben
indokolt. Kivételt képezhetnek az olyan esetek, ahol kevés az alternativa, és
a dominalt alternativik segitségével még pontosabban tudjuk modellezni a
dontéshozo preferenciit, példaul még tobb 6sszehasonlitast tudunk végezni.
Ha kideriil, hogy a dontéshozé mégis szivesebben valasztott volna egy do-
minalt alternativat, akkor (a racionalitast tovabbra is feltéve) nem vettiink
figyelembe elég szempontot. A dominancia-sziirés elénye, hogy nincs sziikség
hozza kiviilrél adott kiiszobértékekre, csupan a tobbi alternativa értékelései

alapjan elvégezhetd.

A sziirési modszerek ugyan nagyon hasznosak, de ritkan sikeriil csak ezek
alapjan donteni. Ennek oka, hogy nem szolgdltatnak sorrendet, és ritka az

az eset, hogy csupan egyetlen alternativa maradna meg a sztirés utan. A leg-
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kézenfekvébb tovabblépési mod az elemi dontési modszerek alkalmazasa. A
két legegyszeriibb modszer az optimista és a pesszimista dontési elv. Ahhoz,
hogy ezeket alkalmazni tudjuk, azonos skilara kell az 6sszes szempont szerin-
ti értékeléseket hozni. Ezt megtehetjiik példaul gy, hogy minden szempont
szerint a legjobb értékelésnek 1-es értéket adunk, a tobbit pedig ehhez vi-
szonyitjuk, ami egy 0 és 1 kozotti értéket eredményez. Az optimista avagy
maximax elv azt az alternativat véalasztja, amelynek az Osszes szempontot
figyelembe véve a legjobb értékelése a legerGsebb. A pesszimista, mas néven
biztonsigra torekvs, avagy maximin elv szerint azt az alternativat valasztjuk,
amelynek a legrosszabb értékelése a legjobb, ezzel biztositva, hogy semmibdl

sem lesz tilsagosan gyenge.

Az esetek tobbségében azonban, ahogy ezt a tovabbiakban fel is fogjuk
tenni, lehetGség van atvaltasra. Ez azt jelenti, hogy elnézziik egy alterna-
tivanak, hogy egy szempont szerint kevésbé jo, cserébe azért, ha egy masik
szempont szerint jobb. Az atvaltasi aranyok kérdése a tovabbiakban a legfon-
tosabb kérdéseink kozé fog tartozni. Meg kell vizsgalnunk, hogy mennyivel
kell az egyes szempontok szerint jobban teljesiteni, ha masokban rontunk.
Az atvaltasi aranyok kérdése ugyanaz, mint ha megmondjuk, hogy melyik
szempontnak mekkora a siilya a dontésben. Ezt a tovidbbiakban a szempont

fontossagi sulyanak, roviden stulyanak fogjuk nevezni.

Ha a dontéshozo6 rendelkezésiinkre tudja bocsatani, vagy hajlandé a don-
téstamogatd segitségével megkonstrualni a tobbszemponti hasznossagi fligg-
vényét, akkor alkalmazhato a tobbszempontu hasznossagelmélet (angolul
Multi-Attribute Utility Theory, réviden MAUT) [48, 51, 88]. A MAUT al-

kalmazasa azonban altaldban nagyon id6- és informacioigényes.

Az egyes dontési alternativik teljesitményét az egyes szempontok szerint
kiilon-kiilon mérhetjiik. Ha ezeket az egyes szempontok szerinti értékeléseket
valamilyen modon aggregaljuk, akkor az alternativik végsé dontési értéke-
lését, illetve rangsorat is meghatarozhatjuk. Az alternativak teljesitményét

mérhetjiik valamilyen abszolut vagy relativ skalan. A relativ skalan valé mé-
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résre egy modszer a paros Osszehasonlitdsok modszere, ami soran egyszerre
mindig két alternativit hasonlitunk Ossze. A késGbbiekben ezt a megkdze-
litést vessziik majd alapul. A relativ skalara is két természetes megkozeli-
tés adodik, a kiilonbség-, illetve az aranyskala. A péaros Osszehasonlitasok
kiilonbségskalajat hasznalja a MACBETH (Measuring Attractiveness by a
Cathegorical Based Evaluation Technique) [32|, mig az aranyskalat a 2.7.
alfejezetben targyalt AHP (Analytic Hierarchy Process) [69] modszer. Az

értekezés tovabbi fejezeteiben az aranyskalat fogjuk alapul venni.

Egy masik igen jelentGs dontéselméleti modszercsalad az ,outranking”
modszerek csoportja. Ezek korében a klasszikus értelemben vett atvéaltha-
tosagra nincs lehet6ség. Ugyan a szempontoknak vannak fontossagi sulyai,
de az alternativakon meghatéarozott ,outranking” preferencia relacioboél indu-
lunk ki. Ez a relacié tgy adodik, hogy egy alternativa jobb egy masiknal,
ha az ezt alatdmaszt6 szempontok tobben vannak, vagy stlyozva erGsebbek,
mint az ezt cafol6 szempontok. Ennek az elvnek a konkrét megvalositésa
mar magatol az adott modszertdl fligg. A modszerek némelyike megengedi
két alternativa Osszehasonlithatatlansdgat és csak részleges rangsort ad, mig
masok nem engedik meg és teljes rangsort szolgaltatnak eredményiil. A két
legjelentGsebb outranking modszercsalad az ELECTRE és a PROMETHEE.
Részletes Osszefoglalok megtalalhatéak magyar nyelven példaul Temesi [81]
kényvében, illetve angol nyelven példaul Ishizaka és Nemery 48] kényvében.
Mindkét modszercsalad kiilonbségskalat hasznal, a [0, 1] intervallum elemeit
hasznalja a preferencia intenzitdsdnak szamszerisitésére, tovabba mindket-
t6ben meg lehet hatarozni indifferencia, illetve preferencia kiiszoboket. Az
indifferencia kiiszob azt ragadja meg, hogy bizonyos apré kiilonbségeket még
elhanyagolhatonak tekinthetiink, azonban ugyanazon szempont szerint a kii-
lonbségek nem Osszeadhatoak. Példaul két termék ara kozott mondhatjuk,
hogy 500Ft kiilonbség még nem szamit, de 1000Ft méar igen. Ekkor ha az A
alternativa 5000Ft-ba keriil, a B 5500Ft-ba, a C pedig 6000Ft-ba, akkor a B

az ar szempontjabol indifferens mindkét masikkal, az A a C-vel viszont méar
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nem. Hasonléan miikédik a preferencia kiiszob is, ekkor azt mondjuk, hogy
az egyik alternativa ezen a kiilonbségen til mar egyértelmiien preferalt a ma-
sikhoz képest. Az ELECTRE modszereknél ezen kiviil még egy vété kiiszobot
is meg kell hatarozni, amely tulajdonképpen az indifferencia kiiszob tiikor-
képe. Az indifferencia kiiszob akkor 1ép életbe, amikor azt vizsgaljuk, hogy
egyetérthetiink-e azzal, hogy A jobb B-nél egy bizonyos szempont szerint.
Ha az elény B szaméra nem haladja meg az indifferencia kiisz6bot, akkor
a valasz igen. Ugyanezt a szerepet a vétd kiiszob tolti be akkor, amikor
azt vizsgaljuk, hogy cafolhaté-e ugyanez az allitas. Ha az elény B szdmara

nagyobb, mint a vét6 kiiszob, akkor cafolhato.

Egy tovabbi megkozelitési lehetGség valamilyen cél vagy referenciaszint
alapjan torténs dontéshozatal. Ilyen megkozelitést képvisel példaul a cél-
programozés, illetve a TOPSIS modszer. A TOPSIS (Technique of Order
Preference Similarity to the Ideal Solution) [46] modszer alapja, hogy egy
idealis és egy anti-idealis alternativatol vald tavolsagot vizsgéilja. Az lesz
a legjobb alternativa, amelyik az ideélishoz a legkdzelebb, az anti-idedlistol
pedig a legtavolabb van. ElGszor az alternativak egyes szempontok szerinti
teljesitményét kell kardinalisan értékelni, majd ezeket az értékeléseket vala-
milyen normalizalassal egy skalara kell hozni. A normalizalés tipikusan az
idealis modszerrel, ahol szempontonként a szempont legjobb alternativaja-
nak értékelésével osztjuk a tobbi alternativaét, vagy a disztributiv modszer-
rel torténik, amely esetén az értékeléseket a szempont szerinti értékelések
négyzetosszegének gyokével osztjuk le. Ezutan a szempontok a déntéshozo
altal elére meghatarozott stulyaival beszorozva megkapjuk a végss értékelé-
seket az egyes szempontok szerint, melyek a |0,1] skalan helyezkednek el. A
kovetkezd 1épésben az alternativak tavolsagat kell meghatarozni az idealis és
az anti-idedlis alternativaktol. Az idealis (illetve az anti-idealis) alternativa
meghatarozasa is torténhet tobb modon. Az egyik, hogy minden szempont
szerint vessziik a legjobb rendelkezésre allo végss értékelést, és ezt adjuk az

idealis alternativa értékelésének. A masik lehetGség, hogy minden szempont
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szerint 1-es, azaz maximalis értékelést adunk az idedlis alternativinak. Egy
tovabbi lehetdség, hogy a dontéshozd hataroz meg egy idealis alternativat,
ennek az el6z6 két modszer értéke kozott kell lennie minden szempont sze-
rint, azonban ez plusz informaciot igényel a dontéshozotol. Az idealis és
anti-idedlis alternativatol vald tavolsagot is tobb mdédon lehet mérni, példaul
négyzetes vagy abszolit norméban. Végiil minden alternativara kiszamoljuk
a kozelségi egyiitthatot, az anti-idedlis ponttol vett tavolsagot osztva az ide-
alis és az anti-idedlis ponttol szamolt tavolsig Osszegével, és a legnagyobb

egyiitthatoja alternativat valasztjuk gy6ztesnek.

A tobbszempontt dontéselmélet (angolul Multi-Criteria Decision Making,
roviden MCDM) a konkrét alkalmazott modszertantol fiiggetleniil a dontés-
hozo preferencidinak modellezésérdl szol. Tlyen bonyolult kérdésekben a dén-
téshozo altalaban nem tud annyi szempontot akkuratusan figyelembe venni,
a szempontok fontossidgait kdzvetleniil megfeleléen meghatarozni, hogy végiil
a sajat szubjektiv preferencidinak legmegfelel6bb dontés sziilessen. Ebben a
dontéselméleti moédszertanok alkalmazaséaval segithetjiik a dontéshozot, ezért
ezt a tudoméanyteriiletet tobbszemponti dontéstamogatasnak (Multi-Criteria
Decision Aid, MCDA) is nevezik. Az MCDA rovidités olykor a Multi-Criteria
Decision Analysis roviditéseként szerepel, mely tulajdonképpen ugyanazt ta-
karja, mint az MCDM. A tobbszemponti dontéselmélet nem kizarolag egy
dontéshozd egy dontésben vald tamogatasarol szol, hanem példéul csopor-
tos dontésekkel, bizonytalansiag melletti dontéshozatallal és alternativak mas
szituacioban torténd rangsorolasaval is foglalkozik, illetve jelents tematikai

atfedés tapasztalhatd a szavazasok és tarsadalmi dontések elméletével.

Egy tobbszemponti déntési problémat el6 kell késziteni. Meg kell hata-
rozni a szoba johetd szempontokat és alternativakat. Szintén meg kell hata-
rozni, hogy mennyire legyen részletesen lebontva kisebb kérdésekre a feladat,
annak strukturajat meg kell hatarozni. Nem érdemes tul apro részletekbe me-
néen meghatarozni a feladatot, mert attekinthetetlenné és tul idGigényessé

valhat. Szintén nem érdemes til egyszertien, példaul tul tag szempontok-
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kal meghatarozni a feladatot, mert ez a pontossag rovasara mehet. Tovabba
gondoskodni kell réla, hogy azok a feltételek, amelyek mellett a valasztott
modszertant alkalmazni kivanjuk, fennallnak.

Osszefoglalva tehat, ha az alkalmazandé dontési modszer kivalasztasra
keriilt, egy tobbszemponti dontési feladat megoldasa a kdvetkezdképpen tor-
ténik [68, 1.1.8. fejezet]|: Elgszor meg kell hatarozni a célt, a figyelembe
veend§ szempontokat és a szoba jovo alternativakat. Ezutan kdvetkezik az

igy felépitett dontési modell megoldasa, mely a kovetkezd 1épésekbdl all:
1. Minden alternativa minden szempont szerinti értékelése.
2. Az 0Osszes szempont silyanak meghatarozasa.

3. A szempontok szerinti alternativa-értékelések Gsszegzése a szempontsu-

lyok alapjan.

4. A kapott eredmény alapjan a legjobb alternativa vagy alternativak ki-

vélasztésa.

2.2. Paros Osszehasonlitas matrixok

Ebben a fejezetben a Saaty [69] altal bevezetett paros Osszehasonlitas méat-
rixokroél lesz sz0, az itt szerepld fogalmak és allitasok megtaldlhatoak Saaty
konyvében [70], valamint példaul Rapcsak jegyzetében [68] és Temesi kony-
vében [81].

Gyakran el6fordul, hogy alternativik értékeléseinél vagy a szempontok
fontossagi sulyainak meghatarozasanal nem allnak kozvetleniil rendelkezé-
siinkre maguk a szamszert értékek, csupan azok aranyaira vannak becslése-
ink. Példaul nem val6szint, hogy egy dontéshozé sok szempont esetén kells
bizonyossiggal meg tudja mondani, hogy az egyes szempontok milyen stllyal
befolyasoljak a dontését. A szempontok silyainak viszonyat azonban altala-

ban jobban tudja a dontéshozé becsiilni. Amennyiben a viszonyok aranyok,
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akkor a kérdés, melyre a dontéshozénak minden szempontpar esetén valaszol-
nia kell, az, hogy hanyszor fontosabb az egyik szempont a mésiknal. Ebben
az esetben tehat kardinalis 0sszehasonlitasokrol van szo, a valaszok konkrét
szamértékek. Az aranyokbol n Osszehasonlitando elem esetén egy n x n-
es paros Osszehasonlitas méatrixot alkothatunk (angolul pairwise comparison

matrix, roviden PCM):

1. Definicié. Az A = [a;;]ij=1,..» € R}*" matrixot paros Osszehasonlitas

matrixnak nevezziik, ha
1. Qij > 0 és
2. Q5 = 1/0/]'1‘,
minden 7,5 = 1,...,n indexpar esetén.

A masodik tulajdonsagbol kovetkezik, hogy a;; = 1. Az n X n-es paros
Osszehasonlitas matrixok halmazat PCM,,-el jeloljiik.

Egy A € PCM,, paros Osszehasonlitds matrix altalanos alakban tehét a
kovetkezSképpen irhato fel:

1 a2 @13 ... QAip
asy 1 ag3 ... QAgpn
A = as;  ase 1 .. Q3p | . (21)
Ap1l Qp2 Qp3 ... 1

Az a;; értékek egy ilyen matrixban tehat példaul azt jelenthetik (méas
lehetséges jelentéseket 1d. késébb), hogy az i szempont hanyszor fontosabb
a j szempontnal. Ha a kardinalis tranzitivitasi tulajdonsag is teljesiil egy

paros Osszehasonlitds matrixra, akkor konzisztensnek nevezziik:

2. Definicié. Az A € PCM,, paros Osszehasonlitdas matrix konzisztens, ha
Uik Akj = Qi (2.2)

minden 7, j,k = 1,...,n indexhdrmasra.
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Konzisztens matrix esetén tehat, ha példaul az A szempont 2-szer fonto-
sabb a B szempontnal, a B pedig 3-szor fontosabb a C-nél, akkor A 6-szor
fontosabb C-nél. Az n X n-es konzisztens péros Osszehasonlitds matrixok
halmazat PCM; -al jeloljiik.

Egy péros Osszehasonlitas matrixot inkonzisztensnek neveziink, ha nem

konzisztens, azaz:

3. Definici6. Egy A € PCM,, paros Osszehasonlitds matrix inkonzisztens,

ha legaldbb egy 7,7,k = 1,...,n indexharmasra
QikQkj 7 Qij.

Egy A € PCM, konzisztens paros Osszehasonlitds matrix a;; elemeit

Wi We Wi
Wk Wj w;

a;; = =+ alakban is felirhatjuk, mert ekkor miatt az aldbbi alta-
J

lanos alaka méatrixra teljesiil a 2. Definiciobeli (2.2) Osszefiigges:

1w ow wy
w2 w3 Wn,
1 w2 wy
w1 w3 Wn,
_ w3 w3
A - w1 w2 1 Wn (2 3)
Wn  Wn  Wn 1
w1 w2 w3 e
Az x; = wy /w1, 1= 2,3,...,n jeloléssel a (2.3) alakkal ekvivalens a kivet-
kez6 feliras:
1 T Ty ... Tp_1
1 T2 Tn—1
- 1 2 ... =
A= 1 £ 8 1 Ln=1 (2 4)
- o L = , )
1 T To 1

Tn—1 Tn—1 Tn—1
amelyet a 4. fejezetben alkalmazni is fogunk. A (2.3) és (2.4) alakok ekvi-
valencidja abbol kévetkezik, hogy egy konzisztens métrix egyértelmtien meg-

hatarozott tetszéleges, igy példaul az elsé soranak elemei altal. Ez onnan
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lathato, hogy a (2.3) alakban az i. sor az elsG sor w; /w,-szerese, igy a matrix
rangja 1.

Paros Gsszehasonlitas matrixot tulajdonképpen barmilyen, arannyal tor-
ténd Osszehasonlitas esetén hasznalhatunk. A leggyakoribb felhasznalasi mod-

jai:

e Szempontok stlyai,

e Alternativak értékelései,

e Események valoszintiségei,

e Csoportos dontéshozatalban a dontéshozok szavazoerdi.
Néhany tovabbi, ritkibban hasznalt értelmezési lehetdség [19]:

e Atvaltasi aranyok,

Az adott szempont szerinti dtlagos értékelések relativ hozzajarulasa,

A szempontok megkiilonboztets ereje az alternativakon,

Az optimalis alternativa esetén a szempont hozzajarulasa a végsé pont-

szamhoz,

A szempont altal hordozott relativ informaciotartalom.

A tovabbiakban altalaban szempontok silyaival illusztraljuk a paros 6ssze-
hasonlitas méatrixok szerepét.

A célunk tehat az, hogy a szempontok péaros Gsszehasonlitasait alkalmaz-
va megkapjuk az egyes szempontok stlyait, pontosabban azok becslését a
dontési szitudcidoban, melyek vektora az ugynevezett silyvektor. A dontés-
hoz6 preferencidit a szempontok valodi stlyai testesitik meg, ezt azonban

nehéz szamszerisiteni, ezért alkalmazzuk a paros Osszehasonlitds méatrixok
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modszertanat. A stlyvektort tekintjiik a dontéshozo (szempont-) preferen-
cidinak végs6 becsléseként. A silyvektor meghatarozasara tobb modszer is
van, melyeket a 2.3. alfejezetben targyalunk.

A cél az, hogy a w > 0 sulyvektor elemeit gy hatarozzuk meg, hogy (va-
lamilyen értelemben) a lehetd legkdzelebb legyenek a paros Gsszehasonlitas
méatrix elemeihez, azaz a stlyaranyokra adott becslésekhez. Konzisztens eset-
ben nincsenek nehézségek, a w = (wy, w, ..., w,) " stlyvektort tokéletesen
kozeliti a (2.3)-ban adott matrix.

Forditott gondolatmenettel egy w stlyvektor elemeinek aranyaibol mindig
konstrualhaté egy (2.3) alakt konzisztens paros dsszehasonlitas matrix. Igy
azt is mondhatjuk, hogy inkonzisztens esetben az inkonzisztens péaros dssze-
hasonlitas méatrixot probaljuk kozeliteni egy konzisztens matrixszal, mely-
bdl egyértelmien szamolhatd a sulyvektor. Ez ugyanaz, mint a kozvetlen
megkdzelités, miszerint egy inkonzisztens matrixbol valamilyen modszerrel
kozvetleniil szamoljuk a stulyvektort.

A stlyvektor elemei mindig pozitivak. Ha egy szempont stilya (vagy a
valoszintiségeket becsld modellkeretben egy esemény valoszintisége) 0 lenne,
akkor azt elhagyhatnank a modellbdl. Egy silyvektor barmely pozitiv kons-
tanssal szorozva is ugyanaz a stulyvektor, mert csak az aranyoknak van jelen-
téségiik. A konstanssal megszorzott silyvektorbol is ugyanaz a konzisztens
paros Gsszehasonlitas matrix adodik. Igy valamilyen normalizalas sziikségel-
tetik, leginkdbb a konkrét feladathoz igazitand6 értelmezési megfontolasok

alapjan. A szokésos normalizilas a

zn:’wi = 1, (25)
=1

azaz amikor a stlyvektor elemeinek Osszegét valasztjuk 1-nek. Ez kiilonGsen
praktikus, ha szazalékokrol beszéliink, példaul, hogy a dontési szituacioban
az adott szempont hany szazalékban befolyasolja a dontést. Szintén ez a
normalizalés célszerii valosziniiségek esetén, mivel ez biztositja, hogy a valo-

szintiségek Osszege 1 legyen, azaz eloszlast kapjunk. Tovabba ez a szokésos
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eljaras olyan esetekben, amikor a konkrét normalizalasnak nincs kiilénésebb

jelentGsége. Egy mésik, gyakran hasznalt normalizalas a
w1 = 1, (26)

azaz amikor az elsG elem sulyéat valasztjuk referencianak. Ha a szemponto-
kat atsorszamozzuk, akkor barmelyik szempont lehet az els6, igy annak csak
technikai jelentGsége van, hogy melyik szempontot valasztjuk referencianak.
Ha csak rangsorolasra hasznaljuk a silyvektort, akkor a normalizaldsnak nin-

csen jelentGsége.

2.3. Sulyvektor szamitasi moédszerek

Egy stulyvektor szamitasi modszer egy olyan eljaras, amellyel egy paros Gssze-
hasonlitas métrixbol kiszamolhato a sulyvektor. Formalisan egy silyvektor
szamitdsi modszer egy f : PCM, — R fiiggvény, ahol R" az n dimenzios
pozitiv valés vektorok halmaza. Mivel egy A € PCM; konzisztens péaros

osszehasonlitdas matrix felirhaté A = [w;/w;]; j=1.., alakban, ezért altala-

nos elvaras, hogy egy sulyvektor szamitasi modszer ebben az esetben ezt a
w = (wy,...,w,)" vektort rendelje a matrixhoz, normaliz&lastol eltekintve.
Formélisan: ha A € PCM;, akkor f(A) = cw, ahol ¢ > 0.

A kovetkez6 alfejezetekben a legelterjedtebb, egyben a tovabbiak szem-
pontjabol leglényegesebb harom modszert targyaljuk részletesen. Ezek a sa-
jatvektor modszer, a legkisebb négyzetek, valamint a logaritmikus legkisebb
négyzetek modszere, kiegészitve néhany tovabbi sialyvektor szamitasi mdd-

szerrel.

2.3.1. Sajatvektor moédszer

A sajatvektor modszer (angolul Eigenvector Method, réviden EM) a legrégeb-
bi stilyvektor szamitasi modszer, Saaty a paros Osszehasonlitas matrixokkal
egyiitt az 1977-es cikkében vezette be [69].
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A (2.3) és kiilondsen a (2.4) alakbol lathato, hogy egy A € PCM; kon-
zisztens paros Osszehasonlitds matrix rangja 1. A (2.3) alakban felirt matrix
esetén az i. sor az els sor w; /w;-szerese. Hasonloan, a (2.4) alakot hasznalva
az i. sor az els§ 1/x;_-szerese.

Mivel egy A € PCM, matrix rangja 1, ezért csak egyetlen olyan sajatér-
téke van, amely nem 0. Az egyetlen nem 0 sajatérték sziikségképpen n, azaz
a matrix sorainak vagy oszlopainak szama. Ez az allitas azért igaz, mert
tr(A), azaz a matrix nyoma (amely a f6atlobeli elemek Gsszege) a sajatér-
tékek Osszege. Mivel a f6atloban n darab 1l-es all, ezért tr(A) = n, tehat a
sajatértékek Osszege n, és lattuk, hogy koziiliik csupan egy nem 0.

A (2.3) alakbol lathato az is, hogy w éppen az n sajatértékhez tartozo
sajatvektora az A € PCM; konzisztens paros Osszehasonlitds matrixnak.

Igy tehat teljesiil rajuk az alabbi Gsszefiiggés:
Aw = nw. (2.7)

A sajatvektor modszer a fenti tulajdonsag altaldnositasabol indul ki.

Mivel egy A € PCM, paros Osszehasonlitds matrix pozitiv, ezért a
Perron—Frobenius-tétel kovetkeztében egyértelmiien létezik legnagyobb (va-
16s) sajatértéke, és a hozza tartozo, lényegében egyértelmii sajatvektor elemei
valaszthatoak mind pozitivnak. A legnagyobb (avagy dominans) sajatértéket
innentdl jelolje A\nac. A sajatvektor modszer a An..-hoz tartozd jobboldali
sajatvektort javasolja silyvektornak. A sajatvektor modszer altal adott meg-

oldast innentdl jelolje wM | melyre tehat teljesiil, hogy

AwWEM = \ L owEM, (2.8)

2.3.2. Legkisebb négyzetek modszere

Egy mésik megkozelitési moéd, hogy a métrixelemeknek a silyok arényai-
tol vett tavolsdgat minimalizaljuk. Amennyiben a tavolsagot négyzetesen
mérjiik, a legkisebb négyzetek modszeréhez jutunk [20]. A legkisebb négy-
zetek modszere (angolul Least Squares Method, réviden LSM) tehat azt a
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w = (wy, Wy, ..., w,)" vektort javasolja silyvektornak, amely az aldbbi op-

timalizalasi feladat megoldasa:

minzn: Xn: <aij - Z—J)Q (2.9)

w; >0, +1=1,...,n.

77777

€ PCM;, konzisztens matrixszal kozelitjiik Frobenius-normaban mérve a le-
het6 legjobban.
Sajnos a (2.9) probléma egy nemkonvex optimalizalasi probléma, melynek

tobbszoros lokalis és globalis optimumai is lehetnek [50].

2.3.3. Logaritmikus legkisebb négyzetek médszere

A legkisebb négyzetek modszerét némi modositassal megszabadithatjuk a
fent emlitett probléméaktol. A modositas a logaritmikus legkisebb négyze-
tek modszerét (angolul Logarithmic Least Squares Method, réviden LLSM)
eredményezi, mely a matrixelemek logaritmusat a silyvektor elemek hénya-
dosanak logaritmuséaval hasonlitja Ossze |23, 27, 28, 66]. Formalisan tehat a
logaritmikus legkisebb négyzetek modszere azt a w = (wy, wo, ..., w,) " vek-
tort eredményezi stlyvektorként, amely a kovetkezd optimalizélasi feladat

megoldasa:
n n

2
min Z Z (log a;; — log %) (2.10)
j

i=1 j=1

=1

w; >0, +1=1,...,n.
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A legkisebb négyzetek modszerével ellentétben a logaritmikus legkisebb
négyzetek modszerének mindig egyértelmd optimuma van: a (2.10) feladat-
nak a megoldasa az a vektor, amelynek elemei a méatrix sorainak mértani

kozepei 23], azaz

alkalmas normalizélassal. Barmely péaros 6sszehasonlitas matrix elemenkénti
logaritmusa egy ferdén szimmetrikus matrix, azaz a transzponéltjanak a —1-
szerese.

A logaritmikus legkisebb négyzetek modszerének szamos jo tulajdonsiga
van, amellyel a sajatvektor modszer nem rendelkezik. Ezek kozil kett6 a
definicioébol lathatd. Az egyik az invariancia a transzponalasra. Fz azt jelenti,
hogy az A" matrixhoz tartozé6 LLSM stlyvektor (normalizilas el6tt) éppen
az A méatrixhoz tartozo sulyvektor reciprokaibol 4ll. Ez annak felel meg, hogy
ha a dontéshozé mindenrdl éppen az ellenkez§jét gondolja, mint el&tte, akkor
az eredmény is éppen az ellenkezGje lesz. Egy masik lehetséges értelmezés,
hogy inverz skalat hasznalva mérjiik az értékeléseket vagy a fontossagokat.
Példaul egy jarmii fogyasztasat mérhetjiik azzal, hogy adott iizemanyaggal
mekkora tavolsagot képes megtenni, vagy akar agy is, hogy adott tavolsagot
mennyi iizemanyag felhasznalasaval tud megtenni [38].

A masik, konnyen lathato jo tulajdonsag a hatvany invariancia, azaz ha
a matrix minden elemét az r-edik hatvanyra emeljiik, akkor a bel6le szamolt
silyvektor is az eredeti silyvektor elemenkénti r-edik hatvanya lesz, melyet
még normalizalni kell [38, Axiom 4]|. Ez a tulajdonsag tulajdonképpen tar-
talmazza az el6z6 tulajdonsagot is. A transzponélasra vald invariancia éppen
ugyanaz, mint a hatvany invariancia r = —1 esetben, mivel a transzponalas
paros Osszehasonlitas matrixok esetén ugyanaz, mintha elemenkénti recipro-
kot vennénk.

Ez a tulajdonsig tobb értelmezéssel is bir. Egyrészt értelmezhets gy,

hogy attériink egy mésik mérési skalara. Egy masik értelmezés, hogy a ver-
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balis fontossagi skaldkat mindegy, hogyan allitjuk be. Vegyiik példaul a szo-

késos, Saaty-féle
{1/9,...,1/4,1/3,1/2,1,2,3,4,...,9}

aranyskalat [70], amely a 3-as ardnyhoz a ,mérsékelten fontosabb” (mode-
rately more important), az 5-0s aranyhoz az ,erésen fontosabb” (strongly
more important), stb. verbalis fontossagokat tarsitja (mely verbalis megfele-
16k szamos kritika forrasai), a koztes értékeket pedig finomitésra hasznalja.

Ehelyett hasznalhatnank példaul az
{1/81,...,1/16,1/9,1/4,1,4,9,16,...,81}

skalat is, ugyanezeket a verbdlis fontossdgokat rendre a 9-hez, a 25-héz, stb.
tarsitani, ha az LLSM modszert alkalmazzuk. Igy a stlyvektor koordinatai
helyett azok négyzetei fognak szerepelni.

Egy lényeges Gsszefiiggés, hogy n = 3 esetén a sajatvektor modszer és
a logaritmikus legkisebb négyzetek modszere ekvivalens [23]. Igy 3 x 3-as
méatrixok korében barmelyik modszert is hasznaljuk, nemcsak, hogy ugyanazt
az eredményt kapjuk, hanem mindkét modszer jo tulajdonsagai egyszerre

teljesiilnek.

2.3.4. Tovabbi sulyvektor szamitasi modszerek

Az irodalomban igen sok mas silyvektor szamitasi mddszer is megjelent.
A kiilonb6z6 modszerek osszefoglalasat és Gsszehasonlitasat 1d. pl. a [8, 18]
cikkekben. A modszerek a megkdzelitési moédok szerint csoportokba sorolha-
toak, melyek koziil a legjelent&sebb a tavolsidgminimalizald6 modszerek cso-

portja.

Tavolsagminimalizilé mdédszerek

A tavolsagminimalizalé modszerek népes csoportja intuitiv megkozelitési mod-

janak koszonheti népszertiségét. A tavolsdgminimalizalas alapotlete az, hogy
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az A € PCM, matrixot egy konzisztens matrixszal kozelitsiink a lehets leg-
jobban, valamilyen célfiiggvény szerint [18]. A w = (wi,wy, ..., w,)" stly-
vektort, illetve az elemeinek ardnyaibol alkothato W = [z—;]mzlmn € PCM,
konzisztens matrixot keressiik. Keresendd tehat az a w > 0 stalyvektor, amely

megoldasa az alabbi optimalizalési feladatnak:

mind(A, W), (2.11)

ahol W = {i} ,
ij=1,..n

wj
ahol d egy metrika, és a w vektorra valamilyen normalizalast alkalmazunk.
Kiilén emlitést érdemel a sajatvektor modszer, amely ranézésre nem ta-
volsdgminimalizal6 modszer. Fichtner [37] azonban megmutatta, hogy létezik
olyan metrika, amelyben szamolt tavolsdgminimalizalas ekvivalens a sajat-
vektor modszerrel. Legyen w(A) = (wi(A),...,w1(A))" az A matrixhoz
tartozd jobboldali domindns sajatvektor, A\y.x(A) a hozzad tartozo sajatér-

ték, d pedig a kovetkezs:

d(A,B) = | > (wi(A) — w;(B)) + in_ 1

i=1

|)‘maX(A) - /\maX(B) |+

1
2n—1

[0 haA=B
MAZBZ) 1 haA 4B

+ |/\max(A) - >\max<B) - 2”‘XA;£B7

ahol

A fenti furcsa metrika azonban egyrészt nem intuitiv, masrészt nem foly-
tonos, igy a sajatvektor modszert nem szoktak a tipikus tavolsdgminimalizalo
modszerek kozé sorolni.

Az alfejezet tovabbi részében Choo és Wedley [18] targyalasat kovetjiik,

akik szamos tavolsagminimalizalé modszert vizsgaltak és hasonlitottak Gssze.
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A két legfontosabb tavolsagminimalizalé modszer a 2.3.2. alfejezetben tar-
gyalt legkisebb négyzetek modszere (ahol d éppen a Frobenius-norma),
valamint annak relaxalt valtozata, a 2.3.3. alfejezetben targyalt, még elter-

jedtebb logaritmikus legkisebb négyzetek modszere.

Hasonlo 6tleten alapszik a legkisebb legrosszabb négyzet modszere
(angolul Least Worst Square, roviden LWS), mely a max;.;(a;; — %)2 ki-
fejezést, tehat a legnagyobb eltérést minimalizalja. Egy masik modszer az
abszolit eltérések Osszegét, azaz a ;> |a;; —w; /w;| kifejezést minimalizal-
ja, ekkor a legkisebb abszolat hiba modszeréhez (Least Absolute Error,

LAE) jutunk.

Abbol kiindulva, hogy ha w;/w; kozel van a;;-hez, akkor a kiilénbségiik
kézel van nulldhoz, azaz w;-vel felszorozva az a;jw; — w; kifejezés is kozel
van nulldhoz, barmely fenti tédvolsagminimalizaldé modszer stulyozott valto-
zatat is felirhatjuk. Igy példaul a stlyozott legkisebb négyzetek mod-
szerét, (Weighted Least Squares, WLS) [20], vagy a stilyozott legkisebb
legrosszabb négyzet modszerét (Weighted Least Worst Square, WLWS)
kapjuk, melyek rendre a 7, > (a;w; — w;)? és a maxy;(a;jw; —w;)? kifeje-

zéseket minimalizaljak.

Egy masik altalanos modositéasi lehetGség, hogy az a;; és w;/w; értékek
helyett azok logaritmusat vessziik, éppen tgy, ahogy a legkisebb négyze-
tek modszerébsl a logaritmikus legkisebb négyzetek modszerét kaptuk. Igy
példaul a logaritmikus legkisebb legrosszabb négyzet modszere (Lo-
garithmic Least Worst Square, LLWS) a max;.;(log a;; — log %)2 kifejezést,
mig a logaritmikus legkisebb abszolit hiba (Logarithmic Least Absolute
Error, LLAE)[22] modszere a 3, >~ | log a;; —log(w; /w;)| kifejezést minima-
lizalja. A silyozott valtozatokhoz hasonléan az Osszes alapvets tavolsdgmi-

nimalizalé modszer logaritmizalt valtozata is felirhato.

A fenti sémakba nem tokéletesen illeszkeds, mégis emlitést érdemls tavol-

sdgminimalizalé modszer a statisztikai 6tleten alapulo x* modszer [49]. Ez a
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kovetkezd kifejezést minimalizalja:

2
N )

S 9 pp

i=1 j=1 wj

Egy mésik, az eddigiektél 1ényegesen kiilonb6z6 tavolsdgminimalizald mod-
szer a szingularis dekompozicio modszere (Singular Value Decomposition,
SVD) [40]. Az alapétlet abbol a matrixalgebraban gyakran alkalmazott
ténybdl szarmazik, hogy barmely A € R™*" k rangid maéatrix felbonthato
a kovetkez6 modon:

A=UDV', (2.12)

ahol D egy k x k méretti diagonalis matrix oy, . .., a; diagonalis elemekkel, U
egy m x k méretii, V pedig egy n x k méreti matrix, melyekre UTU = I, és
V'V =1,, I;, pedig a k dimenzios egységméatrixot jelsli. A (2.12) egyenletet

vektor alakba atirva a kovetkezdét kapjuk:

k
A= Z a;u; v, (213)
=1

ahol u; és v; az U illetve V matrix i-edik oszlopa. Az «a; értékeket szingularis
értékeknek, az u; és v; vektorokat pedig rendre a bal és jobboldali szingularis
vektoroknak nevezziik. Ha az «; értékek koziil néhany kicsi a tobbihez képest,
akkor az ezekhez tartozo tagokat elhagyva a (2.13)-beli szummabol az A egy
kisebb rangu kozelitését kapjuk.

Mivel egy konzisztens péaros Osszehasonlitds matrix 1 ranga és norma-
lizalas erejéig egyértelmid a sulyvektora, valamint forditva, egy tetszéleges
stlyvektorbol felirhat6 a,; = w;/w; alakban egy konzisztens paros Osszeha-
sonlitds matrix, ezért mondhatjuk, hogy az 1 rangi kozelitést keressiik. Ez
esetben tehat a legnagyobb szinguléris értékhez tartozo kozelitést kell ven-
niink. Ez azonban nem lesz péaros 0sszehasonlitas matrix, igy még egy (in-

formécioelméleti Gtleten alapuld célfiiggvénnyel ellatott) minimalizalast kell
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végrehajtani:
. TR 1
min u; log — + —1lo
i=1
w >0, i=1,...,n,
ahol u = (uy,...,u,) és v = (vy,...,v,) rendre a legnagyobb szingularis

értékhez tartozo bal és jobb oldali szingularis vektorok. Ennek a minima-
lizalasi feladatnak az egyértelmii megoldasa, mely igy egyben a szingularis

dekompozici6 modszerének silyvektora is, a kévetkezd:

w; = ] i=1,...,n. (2.14)

Erdemes megjegyezni, hogy konzisztens matrixok esetén ez a modszer is
ugyanazt adja, mint a sajatvektor modszer, illetve barmelyik masik stly-

vektor szamitasi modszer.

Geometriai megkozelités

A geometriai megkdzelitésii modszerek valamilyen szemléletes, mértani hat-
terii megfontolast alkalmaznak. Az egyik ilyen modszer a Cosinus Ma-
ximalizalé modszer [55]. A modszer azon az Otleten alapszik, hogy egy
konzisztens paros 0sszehasonlitds méatrix esetén a matrix rangja 1, és minden
oszlop a stlyvektor konstansszorosa: a j. oszlop (w1 /w;, we/wj, ..., w,/w;)"
= w/w;. A megfelel§ stlyvektor tehat egyiranyn (csak legfeljebb konstans
szorzoban kiilonb6z6) barmelyik oszloppal, azaz a bezart szogiik 0. Kovetke-
zésképp a két vektor altal bezart szog cosinusa 1.

Az el6z6 Gtletbdl két vektor cosinus hasonlosagi mutatojat (cosinus si-
milarity measure) felirva a cél az, hogy ez az egyes oszlopok és a sulyvektor
esetében minél kozelebb legyen 1-hez. Ezt egy olyan optimalizélasi feladattal

probaljuk elérni, hogy az Gsszegiiket maximalizaljuk. Formélisan tehat:
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n n
max Y D iy Witk
j=1 Z?:l w? Z?:l a?j
melyet még ellatunk egy normalizélassal. Az optimélis megoldés mindig

egyértelmi és zart alakban megadhato.

Feszit6fakon alapulé megkozelités

Az alapdtlet ebben az esetben az, hogy egy péaros 0sszehasonlitas matrix meg-
feleltethet6 egy grafnak. Ez tgy torténik, hogy minden szempont megfelel
egy csucsnak, igy a grafnak n csicsa lesz. Tovabba minden Osszehasonlitas
megfelel egy-egy élnek, azaz az a;; méatrixelem megfelel az i — j élnek. Mivel
egy teljesen kitoltott paros osszehasonlitas matrixban minden péar koézvetle-
niil 6ssze van hasonlitva, ezért barmely két cstcs kozott vezet él (késGbb lesz
sz0 nem teljesen kitoltott paros osszehasonlitds matrixokrol is, amelyek ese-
tén ez mar nem igaz). Igy a matrixhoz tartozo graf az n ponti teljes graf,
K, lesz.

Legyven S a lehetséges feszit6fak halmaza. Mivel a matrixhoz tartozo graf
K,, ezért |S| = n" 2. A paros Osszehasonlitas matrixhoz tartozo graf egy
feszit6faja mentén tekintve az dsszehasonlitasokat, ezek egy s € S egyértelmi
stulyvektort hataroznak meg a kovetkez6 modon. Tekintsiik azokat az a;;
elemeket, amik az s feszitGéfa mentén helyezkednek el, azaz amelyekre (i, j) €
E(s). Ekkor minden olyan ay; elemre, amelyre (k,l) ¢ E(s), az s feszitéfa
tulajdonsaga miatt a (k,() él behizésa egy egyértelmi kort hoz létre s-ben,

legyen ez a (k,iy,1a,...,4,,1). Mivel az

w;
J w;

egyenletrendszer normalizalastol eltekintve egyértelmien oldhatoé meg, az ay

i.d) € B0)

értéket ezen kor mentén konzisztensen meg lehet hatarozni:

- _ Wg Wy, Wi,
Al = Ay Qg - - - aipl = e .
w,-l IUZ'Q wy
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Ha ezt az egyértelmii stlyvektort mind az n" 2 feszitéfara meghatéaroz-
zuk, akkor ezek valamilyen aggregaldsidval hatarozhatjuk meg az eredeti pa-
ros Osszehasonlitas matrixhoz tartozod sulyvektort. A két legtermészetesebb
aggregalasi modszer a vektorok elemenkénti szamtani (82, 83|, illetve mér-
tani kozepe [10]. A mértani kézéprdl azonban belathato, hogy ekvivalens a

logaritmikus legkisebb négyzetek modszerével [61].

Heurisztikus Stlybecslés

Ebben az alfejezetben egy olyan modszerrdl lesz szo, amelyrél magyar nyelven
még nem jelent meg leirds, igy az el6z6 modszerekhez képest kicsit részlete-

sebben targyaljuk.

A Heurisztikus Sulybecslés (angolul Heuristic Rating Estimation, réviden
HRE) [56] egy, az eddigiektdl teljesen kiilonb6z6 megkozelitésen alapszik. A
kiindulas ebben az esetben egy méar meglévé silyvektor. Van tehat néhany
alternativank, amelyek stlyai mar ismertek, és a salyvektorukban 1év érté-
kek aranyaibol egy konzisztens paros Osszehasonlitds matrixot alkothatunk.
A modszer akkor 1ép életbe, ha 1j Gsszehasonlitando elemek (alternativak

vagy szempontok) jelennek meg.

A HRE modszer ugy szamolja az 0j elemek silyat, hogy kézben a régieké
valtozatlan maradjon (normalizalas erejéig). Legyen C az Osszes elem hal-
maza, C'kx az ismert silyt elemek halmaza, Cy pedig az 1j, ismeretlen stlyt
elemek halmaza. Ekkor Cx UCy = C. Jelolje n = |C| az Gsszes elem szamat,
r = |Cy| és k = |Ck| pedig rendre az ismeretlen, illetve az ismert elemek
szamat (k +r = n). Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy az ismert

elemek vannak elladtva az els6 k indexszel. Ekkor az alabbi métrixot kapjuk:
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1 a12 e A1k mi1 k+1 . min
1/@12 1 e (0513 ma k+1 e Moy
l/alk 1/a2k e 1 Mg k+1 . Mien, y
1/m1,k+1 1/m2’k+1 ce 1/mk7k+1 1 oo Mpggan

1/myy, I/man oo I/myy | 1/mpgyrn .. 1
ahol az a;;, 1,5 = 1, ..., k értékek az ismert elemek mar meglévé paros dssze-
hasonlitasai, az myj;, 4,7 = k +1,...,n pedig az 0j paros Osszehasonlitasok.
Ha az ismert elemek eredeti, megtartando silyait w;, © = 1, ..., k-val jeloljiik,

akkor a bal fels6 k x k-as konzisztens részmatrixra a;; = w;/w;.

Szeretnénk a mér rendelkezésre allo w;, © = 1, ..., k mellett a még isme-
retlen w;, ¢ = k+1,...,n sulyokat is meghatarozni. Mivel a;; = w;/w,, és
mj ~ wi/wj, ezért w; = a;;w; €s w; & Mmi;wj. Tgy minden w;-re ezeket a
kifejezéseket atlagolva egy becslést kapunk a silyokra. Formalisan minden

Cy-beli ismeretlen elemre a silyt a kdvetkezd moédon hatarozzuk meg:

n—14%
]:
J#
ahol i =k +1,...,n. Ebben a kifejezésben i = k +1,...,n-re a w; értékek

1 n
w; = > miuw;, (2.15)
1

ismeretlenek, mig ¢+ = 1, ..., k-ra ismertek. FEz egy linearis egyenletrendszer
r = n — k ismeretlennel és ugyanennyi egyenlettel. Ha az ismeretlen tagokat

az egyik, az ismert tagokat a masik oldalra rendezziik, akkor az
Mw' =b (2.16)

egyenletrendszert kell megoldanunk, ahol W' = (wp;1,...,w,) . Tovabba
b = (bgi1,---,by), ahol

1 k
bi = — Z;mijwja
]:
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végiil
1 1
1 o i ME+Lk+2 oo T MkLn
1 1
M = | Tz 1 coe T Mkt
1 1
———m ———m e 1
n—1'"tnk+1 n—1'"nk+2 (n—k)x (n—Fk)
Az eredményiil kapott (w1, ..., Wk, Wey1...,w,) vektort még normalizalni
kell.

Egyértelmt megoldas tehat pontosan akkor létezik, ha M invertalhato.
Sajnos ez nem minden esetben teljesiil. Belathat6, hogy mindig létezik M1,
ha az eredeti matrix C'M inkonzisztenciaja egy bizonyos érték alatt van [57].
A C'M inkonzisztenciat részletesebben 1d. a 2.4.2. alfejezetben, de lényegében
arrdl van sz6, hogy a kardinalis tranzitivitas nem sériilhet tilsagosan.

Nézziink egy példat a Heurisztikus Stulybecslés alkalmazaséara. Tegyiik fel,
hogy jelenleg 3 alternativank van, példaul hidrom termék van jelen a piacon.
Jelolje ezeket Ay, Ay és As. Tovabba tegyiik fel, hogy ezen termékek (egy
szempont szerinti) értékelései, példaul a piaci részesedésiik rendre 6,3 és 1.
Ekkor a jelenlegi sulyvektor (6,3,1)", avagy normalizalva (0,6;0,3;0,1)".
Ez a példidnkban azt jelenti, hogy a hidrom piacon 1év§ termék részesedése
60%, 30%, és 10%. Az ezekbdl alkothat6é konzisztens paros osszehasonlitéas

métrixot jelolje Ag:

1 2 6
Ag=11/2 1 3
1/6 1/3 1

Tegyiik fel, hogy két 1j terméket is piacra szeretnénk dobni, ami annak
felel meg, hogy két 4j alternativa, A, és As keriil be a rendszerbe. Feltessziik,
hogy az 1j termékek nem befolyasoljak a régiek iranti kereslet egyméshoz vi-
szonyitott aranyait. Ez azt jelenti, hogy szeretnénk az 1j alternativak stlyait
(avagy értékeléseit, jelen esetben piaci részesedéseit) meghatarozni ugy, hogy
a régieké normalizalas erejéig valtozatlan marad. Az 0j alternativak piaci ré-

szesedéseit a szokasos modon paronként hasonlitjuk Ossze a régiekkel, illetve
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egymassal. A feltett kérdés példaul lehet az, hogy ,hényszor tobb bevételt
tudunk elérni az A; termékbdl, mint az A;-bsl?”. Az 1j Osszehasonlitasok
szerint Ay 4-szer jobb Ay-nél, és 3-szor As-nél, stb. Az 0j értékelésekkel

kiegészitett méatrixot jelolje A, és legyen a kovetkezd:

1 2 6|4
12 1 3| 3
A=|1/6 1/3 1 | 2

1/4 1/3 1/2] 1

3
2
1
2
1/3 1/2 1 [1/2 1

Az ismeretlen 1j stulyokat (w' = (w4, ws)) a tobbi stlybol az egyes paros
osszehasonlitasokbol visszaszamolhato értékek dtlagaként szeretnénk megha-
tarozni a (2.15) képlettel. A régi sulyok tehat w; = 6, wy = 3, wy = 1.
Ekkor

Ll 6+1 3+1 1+2
Wy = — - — . — . - w
T4 \4 3 2 )0

Ll 6+1 3+1 1+1
W = — —_ . — . . — - w .
>4\ 3 2 9 Tt

A zarojeleket felbontva a kovetkezdket kapjuk:

3 1
w4:1+§'w5,
9 1
w5:§+§'w4.

Ezt a feladat mérete miatt konnyedén megoldhatnank egyszert visszahelyet-
tesitéssel is, de a modszer szemléltetése végett nézziik meg, mi lesz a (2.15)-
(2.16) formulakban szerepls M és b.

3

— 4
b=(1]).

8
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Azaz a megoldandé (2.16) egyenletrendszer:

1 —% Wy o
—% 1 Wy .
Ennek a megoldasa
W, AN E 6 8
W= =M"'b = 1 o] =15 i B EENE
ws -5 1 g 51 10

Igy a végss sulyvektor (6,3,1,7/5,13/10)7, melyet még normalizalha-
tunk, azaz a piaci részesedések kerekitve rendre 47,2%, 23,6%, 7,9%, 11%

és 10,2%. Vegylik észre azonban, hogy a normalizalastol fiiggetlen eredményt

O[O |

N |+
[ Nal N [J\)
SN

kapunk, ugyanis ha a régi stlyokat beszorozzuk egy c konstanssal, akkor az
azzal ekvivalens, hogy b helyett cb fog szerepelni a (2.16) egyenletben, ahon-
nan

w' = cM ™ 'b,

azaz az 10j sulyok is c-vel szorzodnak.

A HRE médszert hasznalhatjuk példaul ingatlanok értékbecslése esetén
is: van mar néhény hasonlé kategériaju ingatlan a piacon, és a most Gjon-
nan eladasra kindlt ingatlanok arat szeretnénk megbecsiilni, természetesen a
régiekét valtozatlanul hagyva. Azért a hasonlo kategoridval érdemes Gsszeha-
sonlitani, mert ilyen esetekben a tobbszor akkora értéket képviseld ingatlanok
piaca mar masképp miikodhet. Kovetkezésképp a paros 6sszehasonlitas mat-
rix 1-hez kozeli értékekkel lesz feltoltve, és az 4j ingatlanok becsiilt arai is

viszonylag kozel lesznek a régiekéhez.

2.4. Inkonzisztencia indexek

A 3. Definici6 szerint egy paros Gsszehasonlitas matrix inkonzisztens, ha nem
konzisztens, azaz nem teljesiil ra a 2. Definiciobeli (2.3) kardinélis tranziti-

vitads. Azonban mar ranézésre is vannak ,kevéshé” és ,erésen” inkonzisztens
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méatrixok. Tekintsiik példaul a kovetkez6 két paros Osszehasonlitds matrixot:

1 2 41 1 2 9 12 1/8
A=|12 1 2|,B=|1/2 1 2|, C=]1/2 1 2
1/4,1 1/2 1 1/9 1/2 1 8 1/2 1

Mind az A, mind a B maétrixot egy tetsz6leges f6atlon kiviili elem és
reciprokdnak megvaltoztatasaval konzisztenssé lehet tenni. Azonban ha be-
legondolunk, hogy ha a jobb f6lsG sarokba 4-et irunk, akkor ugyanazt a kon-
zisztens matrixot kapjuk mindkét esetben, akkor lathato, hogy a B matrix
sinkonzisztensebb”, vagy ,tavolabb van a konzisztenst6l”, mint az A matrix.
Még a B méatrixnal is ,kevéshé konzisztensnek” tiinik a C méatrix, amely nem
csak kardinalisan, hanem ordinalisan is ellentmondasos. Ezt a koncepciot
ragadjak meg az inkonzisztencia indexek, melyeket inkonzisztencia mérGsza-
moknak is hivnak, és az inkonzisztencia mértékét hivatottak szamszertsiteni.

Az inkonzisztencia mérdszamok egy jelentds része egy-egy sulyvektor sza-
mitasi modszerhez kotddik szorosan. Az irodalomban sok inkonzisztencia
indexet bevezettek mar [14, 15|, ezért a kovetkezGekben csak a legfontosab-
bak bemutatasara keriil sor.

Az inkonzisztencia témakorének részletes targyalasa megtaldlhato Poesz
Attila disszertaciojaban, mely a Budapesti Corvinus Egyetem Altalanos és

Kvantitativ Kézgazdasagtan Doktori Iskolajaban sziiletett [64].

2.4.1. A CR index

A Saaty [69] altal bevezetett C'R (Consistency Ratio) index egyidés az AHP
modszerrel, és a sajatvektor modszerrel (1d. a 2.3.1. alfejezetben) van szoros
kapcsolatban.

Mivel egy paros 0sszehasonlitds matrix legnagyobb sajatértékére M. > n
és ez a relacid pontosan akkor teljesiil egyenlGséggel, ha a matrix konzisz-

tens, ezért a Ay értéke felhasznalhato egy inkonzisztencia index képzésére.

«,e .
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n 3 4 ) 6 7 8 9 10
RI'| 0,58 0,90 | 1,12 | 1,24 | 1,32 | 1,41 | 1,45 | 1,49

2.1. tablazat. Az RI értékei

szamatol), vagyis n-t6l fligg, ezért ezt el6szor egyfajta normalizalasnak kell
alavetni. Innen ered az elsé kiszamitando érték, a C'I (Consistency Index),
melyet a kovetkezé modon kapunk:
Cl = Amax — 10
n—1

A CT index azonban még mindig nem alkalmas kiilonb6z6 méretd mét-
rixok Osszehasonlitdsara, mert nagyobb (véletlengeneralt) méatrixok atlagos
C1 értéke nagyobb, mint a kisebbeké. Igy meég ezt a mutatot is tovabb kell
normalni, hogy megkapjuk a C'R indexet. A tovibbi normalashoz véletlen-
generdlt n X n-es paros osszehasonlitas matrixok sokasagara kell kiszamitani
a C'I mutatot, és ezek atlagat nevezziik R/-nek (Random Index), mely n-t6l

fiigg, azaz

)\max —-n

RI =

Y

n—1
ahol A\max 8z 1 X n-es véletlengeneralt paros osszehasonlitas matrixok atlagos
Amax €rtéke. Ilyen modon az RI egy-egy valos szam lesz minden n-re, mely
kigytijthets egy tablazatba (1d. példaul [89, Table 1], vagy a 2.1. tablazatban).

A véletlen matrixok generédlasa tgy torténik, hogy a paros Osszehason-
litds matrix felsé haromszogének minden elemét véletlenszerien valasztjuk

egyenletes eloszlas szerint az
{1/9,...,1/4,1/3,1/2,1,2,3,4,...,9}

halmazbol, az als6 haromszog elemeit pedig ezek reciprokaival toltjiik ki.
A véletlen matrixokra kiszamitott C'I értékek atlaga lesz az RI. Ennek
segitségével mar elGallithatd a C'R mutato:

ClI
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Figyeljiik meg, hogy konzisztens matrix esetén A,.. = n miatt C'1 = 0,
kovetkezésképp C'R = 0. Forditva is igaz, hogy ha a méatrix nem konzisztens,
akkor A\p.x > n miatt C'1 > 0, emiatt pedig CR > 0.

Saaty eredeti javaslata alapjan ha CR(A) < 0,1, akkor a matrixot elfo-
gadhato inkonzisztencidjunak tekintjiik. A C'R mutatot szazalékban is szokéas
kifejezni, ekkor azt mondhatjuk, hogy akkor fogadjuk el megfelelGen kicsi in-
konzisztencidjunak a matrixot, ha a CR értéke 10% alatt van. Egy kés6bbi
konyvében Saaty mar 5%-os kiiszobot javasol 3 x 3-as, és 8%-os kiiszobot
4 x 4-es matrixok esetén, nagyobb méatrixokra pedig a 10% megtartasat |72,
Chapter 3.4].

A CR index elényeként tarthaté szamon ez a kiiszobérték, mellyel sok
més inkonzisztencia nem rendelkezik. Azonban problémaként szoktak fel-
hozni a kiiszob értékének onkényességét. Kgy mésik onkényes dolog a vé-
letlen matrixok generalasanak ténye, illetve modja. Egyrészt nem mindenki
ugyanabbol a halmazbdl valasztja a véletlen értékeket, ezért a tablazatban
szerepld értékek is eltérhetnek [84]. Masrészt a véletlengeneralt matrixok ko-
zOtt olyan a valosagtol elrugaszkodott matrixok is szerepelnek, ami példaul
nagyon erGs korbeveréseket tartalmaz. Harmadrészt a Saaty-féle 1-9 skala
és a hozzarendelt verbalis kategoridk jogossagat is lehet vitatni: a ,kicsit
jobb” valoban 3-szor jobbat jelentene? Saaty ennek orvoslasara azt javasol-
ja, hogy ha az Osszehasonlitand6 elemek kozel vannak egymashoz, akkor a
szokasos skala helyett az 1,1.1,1.2,...,1.9 szdmokat és reciprokaikat hasz-
naljuk [71]. Egy masik elterjedt skala az ugynevezett kiegyenstlyozott skila
|65, ami 1-9-ig hasznal értékeket, de a kisebb értékek felé joval strtibb. A
CR indexhez hasznalt véletlengeneralt matrixokat azonban Saaty eredeti 1-9
skalaja alapjan hatarozzak meg. Mindazonaltal a C'R index és kiiszobértéke
széles korben elfogadott és alkalmazott, ami mindenképpen fontos tényezd,
tovabba az inkonzisztencia indexek koziil ez a legismertebb és valosziniileg a

legnépszeriibb.
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2.4.2. A CM index

A Koczkodaj [52] altal bevezetett C'M (Consistency Measure) index szin-
tén nagy népszertiségnek orvend, koszonhetGen annak, hogy igen latvanyos
Otleten alapszik. Tekintsiink egy &altalanos 3 x 3-as paros Osszehasonlitas

métrixot, azaz triadot:

1 a b
T=]1/a 1 ¢
/b 1/c 1

A késébbiekben a fenti T triadot (a, b, ¢)-vel is jeldljiik, hiszen e harom eleme
egyértelmien meghatarozza.

A T matrix pontosan akkor konzisztens, ha b = ac. Ennek a feltételnek
harom modon is konnyedén eleget tehetiink: két elemet rogzitve a harmadikat
ugy valtoztatjuk meg, hogy b = ac teljesiiljon. Ha az a elemet valtoztatjuk
meg, akkor a = g, ha a b elemet, akkor b = ac, ha pedig a c elemet, akkor ¢ =
g. A CM index az igy kapott legkdzelebbi konzisztens matrixtol valo relativ
tavolsdgot méri. Formalisan tehat 3 x 3-as péaros osszehasonlitds méatrixok

esetén

CM(T) = min {é

b| 1 1] b
—=|,=b—ad,=|c—=|}. 2.17
C’,bl acl, | a‘} (2.17)

Ez a képlet egyszeriisithetd a kovetkezd, ekvivalens forméara [31]:

CM(T) :min{‘l _b

ac

ac
1— —
b

9

} . (2.18)

Nagyobb matrixok esetére is kiterjesztheté a definici6. Egy paros Ossze-

hasonlitas métrixban az (i, 7, k) indexharmashoz tartozo

1 Q5 0273
1/0%']' 1 ajk
l/aik l/ajk 1
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alakt részmatrixot — mely tehat maga is egy paros Osszehasonlitds matrix —
triadnak neveziink. Triddokra mar ismert a C'M (2.17), illetve (2.18) defini-
cidja. Az A matrix CM indexe az Osszes triadjai koziil a legrosszabb C'M

érték lesz, azaz

CM(A) = max{min{‘l _b
ac

ac
1 - =
b

Y

} az A Osszes (a, b, c) triédjéra} :
(2.19)

Bar a C'M index interpretalhato tgy, hogy egy paros 6sszehasonlitas méat-
rix relativ tavolsagat meéri a legkézelebbi konzisztens méatrixtol, ennek elle-
nére nem metrika. Az index egyik elénye a konnyi értelmezhetéség. Egy
mésik nagyon fontos elénye, hogy azt is megmondja, hogy az inkonziszten-
cia a matrixon beliil hol, melyik triadbol fakad, mert csak meg kell néz-
niink, hogy a (2.19) kifejezés melyik triadnél veszi fel a maximumat. Sza-
mitasi igény tekintetében polinomialis, mert a lehetséges triddok szama [31]:
(5) =n(n—1)(n—2)/6.

Hatranyaként emlithetd, hogy megkérdgjelezhetd, hogy egy matrixot tény-
leg a legrosszabb triadja reprezentalja-e. Mas szoval a C'M index ugyanolyan
értéket ad, ha minden triddja ,nagyon rossz’, mint ha csak egy ilyen van koz-
tiik, a tébbi pedig kevésbé inkonzisztens.

A Koczkodaj-féle C'M index egy igen szemléletes karakterizacidojat mu-
tatja be Csat6 [26]. Hat természetes, alapvetden a triddokra felirt axiomaval
karakterizalni lehet a C'M indexet. Az els§ a pozitiv fogékonysag, ami azt
jelenti, hogy az olyan ,elemi” triddok kozott, amelyek a csupa 1-es triadtol
ugyanabban az egy elemben térnek csak el, az 1-hez kozelebbi eltérés jobb
inkonzisztencia értéket kell adjon. A masodik a preferencidk inverzidjara
val6 invariancia, azaz ha megfordulnak a preferenciak, vagyis az eredeti T
triad helyett a T'-at tekintjiik, akkor T és T inkonzisztencidja ugyanaz.

A harmadik, az elemek homogén kezelése azt mondja, hogy az (1,ty,t3) !

1 1 i
laz 1 1  t3 | triddnak az alfejezet elején bevezetett rovidebb jelolése

1ty 1/ts 1
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és az (1,t2/t3, 1) triddok inkonzisztencidja azonos. A negyedik, a skalain-
variancia azt mondja ki, hogy (t1,ts,t3) és (kty, k*ts, kt3) inkonzisztenciaja
azonos tetszéleges k > O-ra. Az 6todik, a monotonitas azt mondja, hogy egy
paros Osszehasonlitas matrix inkonzisztenciadja nem lehet alacsonyabb, mint
barmely triadjaé. Végil a legérdekesebb a hatodik axiéoma, a reducibilitas.
A reducibilitds azt mondja, hogy barmely paros Osszehasonlitds méatrixnak
létezik olyan triadja, amellyel megegyezik az inkonzisztencidja. Ez az utolso
axioma azt garantalja, hogy egy matrix inkonzisztenciaja visszavezethetd le-
gyen egy triadjanak az inkonzisztenciajara. A fenti axiomak fiiggetlenek |26,
Section 5|, és altaluk a C'M index altal generalt inkonzisztencia rangsort le-
het karakterizdlni. A CM index monoton transzformacioi, melyek ugyanazt

a rangsort adjak, szintén megfelelnek ezeknek az axiomaknak.

Egy mésik axiomatikus megkozelitést alkalmaz Koczkodaj és Szwarc [54],
valamint ennek tovabbfejlesztését Koczkodaj és Magnot [53]. Az [53] cikk-
ben 6t axiomat allitanak fel. Az els6 a konzisztencia detektalas, azaz kon-
zisztens matrixra az inkonzisztencia indexe 0 kell legyen. Ezt az axiémat
Csat6 axiomaihoz is hozza lehet venni, &m még ezzel sem tudjuk kizérni a
CM index Gsszes alkalmas transzformaciojat [26]. A masodik axiéma a nor-
malizalas, azaz az inkonzisztencia értékének a [0, 1] intervallumban kell len-
nie. A harmadik egy hiba intolerancianak nevezett, inkabb technikai leirasa
axioma, melynek lényege, hogy nagy matrixok esetén se tolerdljuk a nagy
relativ hibakat. A negyedik a monotonitas, amit ebben az axiomatizalasban
lugy mondanak ki, hogy egy matrix inkonzisztenciaja legalabb akkora, mint
barmely részméatrixaé. Az otddik axiéoma az Osszehasonlitdsok sorrendjére
val6 invariancia, ami azt kéveteli meg, hogy az inkonzisztencia ne fiiggjon
az Osszehasonlitando elemek sorrendjétél. Erdemes megjegyezni, hogy sem a

folytonossagot, sem a transzpondalasra vald invarianciat nem vérjak el.
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2.4.3. A GCI index

Az Aguaron és Moreno-Jimenez altal bevezetett [7] GCI (Geometric Con-
sistency Index) a logaritmikus legkisebb négyzetek modszeréhez (LLSM) ko-
t6dik. Az elnevezése is innen jon, mivel az LLSM moédszert sor-geometriai
kozép modszernek (Row Geometric Mean Method) is szokas nevezni. Az
alapotlet abbol az 6sszefiiggésbél szarmazik, hogy a siulyvektornak kozel kell

lennie a matrix elemeihez, tehat a;; = w;/w;. Ezt atrendezve az

Wi

Aij =1

wy

osszefiiggést kapjuk. Crawford és Williams javaslatabol kiindulva (innen
szarmaznak a konstansok) [23] egy paros Osszehasonlitas matrix GCT indexe

a kovetkezé modon {rhato fel:

GCI(A) = (- 1)2(n — Z log? (a]%) , (2.20)

LLSM

ahol w =w , azaz a logaritmikus legkisebb négyzetek modszerébél sza-
molt stlyvektor. Mivel (Z) tag szerepel a szummaban, ezért a GCI index
ezeknek a logaritmikus eltérésnégyzeteknek az atlagaként adodik.

Konnyen lathato, hogy ez a logaritmikus legkisebb négyzetek modszeré-
nek célfiiggvénye egy konstanssal szorozva (rogzitett n-re), ha a kovetkezd

formaba irjuk at:

2
GCI(A) = = 1)2(77, Y ; (log a;; — log Z}U—;> : (2.21)

Erdemes megjegyezni, hogy példaul a C'M indexszel ellentétben itt az in-
konzisztencia a stulyvektortdl is fiigg. Tehat ugyanarra a métrixra kiilonb6z6
GC1 értékeket kapunk kiilonbozé silyvektorok esetén. A GCT indexet azon-
ban (2.21)-bdl lathat6an éppen a logaritmikus legkisebb négyzetek modszere
minimalizilja. Ezért, bar elméletileg barmely sulyvektorra értelmezhetnénk

ezt az indexet, a definicioban azt a stulyvektort véalasztjuk, amelyre (2.21)
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minimalis értéket ad. Igy a definicioban w = Wt azaz az LLSM sily-
vektorral szamolunk |7, Definition 1.

A GC1T elénye, hogy a C'R indexhez hasonléan elfogadhatoségi kiiszob-
értékek is tartoznak hozza. Pontosabban Aguaréon és Moreno-Jimenez agy
hataroztak meg a kiiszoboket, hogy éppen a Saaty-féle CR = 0, 1-es kii-
szobértéknek feleljenek meg. A GCT elfogadhatésagi kiiszobei igy n = 3-ra
GCI =0,3147, n = 4-re GC'I = 0,3526, n > 4-re pedig GCI = 0, 37.

2.4.4. Tavolsagminimalizilé6 mdédszerek indexei

Barmely tévolsdigminimalizalo stlyvektor szamitési modszer (1d. 2.3.4. alfe-
jezet) célfiiggvénye 0 értéket vesz fel konzisztens matrixok esetén, inkonzisz-
tens matrixok esetén pedig fel lehet fogni a célfiiggvény értékét gy, mint
a legkozelebbi konzisztens méatrixtol vald tavolsagot, azaz az inkonzisztencia
nagysagat. Igy maga a célfiiggvény értéke, vagy annak egy monoton transz-
formécioja egy alkalmas inkonzisztencia mérdszam lesz.

A célfiiggvényben azonban minden esetben szerepel a keresett w silyvek-
tor. Ezt elméletileg barmely silyvektorral kiszdmolhatnank, am ekkor ugyan-
az a matrix kiilonb6z§ stlyvektorokkal kiilonb&z6 inkonzisztenciat kapna. A
silyvektortol valo fliggést elkeriilend6 minden célfiiggvényhez azt a sialyvek-
tort vehetnénk, ahol a minimum felvétetik, azaz az optimalizilasi feladat
megoldasat.

Ily médon minden tavolsagminimalizalé modszer egyben egy inkonzisz-
tencia mérés is, minden célfiiggvénybe a feladat altal adott sulyvektort helyet-
tesitve. Egy példa a GCT index (1d. el6z6 alfejezet), mely szintén felfoghato
optimalizalasi feladatként, melynek minimuma a w = witM helyen van,
igy az ezen a helyen vett célfiiggvény érték lesz a GCT index. Ezekhez az in-
konzisztencia mérdszamokhoz dltalaban nem tartozik elfogadhatosagi kiiszob
(kivétel éppen a GCT index), és az abszolut nagysagukat is nehéz értelmezni,
viszont méatrixok Osszehasonlitasara alkalmasak. A modositatlan forméajuk-

ban ezek az indexek csak egyforma méreti matrixok Gsszehasonlitasara jok,
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mert kiillonb6z6 méretli matrixok esetén az Osszegek kiilonb6z6 mennyiségi
tagokbol allnak, és hianyzik egy dimenzioktol fiiggetlenité normalas. A prob-
léma azonban konnyen athidalhato, ha leosztunk példaul a tagok szaméaval,

igy az eltéré méretd matrixok is 6sszehasonlithatoak lesznek.

Id6énként nem magat a célfiiggvényt, hanem annak egy monoton transz-
forméciojat alkalmazzuk az inkonzisztencia mérésére. Az egyik ilyen a lo-
garitmikus legkisebb négyzetek modszere és a GC'I index, ahol az atlagolas
végett [23] egy konstanssal szorozzuk az LLSM célfiiggvényt. Egy masik ilyen
példa a legkisebb négyzetek modszere (LSM, 1d. 2.3.2. alfejezet), ahol a négy-
zetes normaban valdé mérés miatt a célfiiggvény négyzetgytke a természetes

mérdszam:

n n 2

wksM

E E ay — __

W LSM |
=1 j=1 J

Hasonléan jarhatunk el més négyzetes eltérést mérs tavolsdgminimalizilod

modszerek esetén, példaul a sulyozott legkisebb négyzetek modszerénél (WLS)

az inkonzisztenciat a kovetkezé modon mérhetjiik:

n n

3 o -l

i=1 j=1

Ahol abszolut eltérést mériink, ott a gyokvonas sziikségtelen, mert ez esetben
a tavolsag az l-es norméaval analdg. Ilyenkor tisztan a célfiiggvény értéke a
természetes mérdszam. Mivel azonban ezeket az inkonzisztencia mértékeket
egyébként is leginkdbb métrixok &sszehasonlitasara hasznélhatjuk, ezért a
transzforméacionak elvi jelentGsége nincs.

Nem minden tavolsagminimalizal6 modszernek van ilyen természetes in-
konzisztencia mérdszama. Példaul a szingularis dekompozicio (SVD) esetén
a két lépcsds optimalizalas miatt érdemes a legkisebb négyzetek célfiiggvé-

nyét hasznalni az SVD silyvektoraval, azaz Frobenius-normaban mérni a
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tavolsdgot [40], még akkor is, ha altaldban w5 £ SVL:

n n 2
wVP

g E aij — —eom | -
v wfVD

i=1 j=1

2.5. Nem teljesen kitoltott paros 6sszehasonlitas

matrixok

Elsfordul olyan eset, hogy nem &ll rendelkezésiinkre az Osszes paros Ossze-

hasonlitas, csak azok egy részhalmaza. Olyan eset is addédhat, hogy nem

n
2

kérdezni a dontéshozotol. Ilyenkor a paros Gsszehasonlitas métrix bizonyos

akarjuk, vagy nem is all médunkban mind az ( ) Osszehasonlitast végig-

elemei lesznek csak kit6ltve, a t6bbi hianyzik. Ilyenkor nem teljesen kitoltott

paros Osszehasonlitds matrixrol beszéliink [42]:

4. Definicié. A egy nem teljesen kitoltott pdros ésszehasonlitds mdtriz, ha

az alabbi alakot olti:

1 a19 - ... QAp
1/@12 1 923 -

A= — 1/@23 1 ... Qzp |,
1/G1n — 1/a3n 1

ahol a kihuzott poziciokban hidnyz6 elemek vannak, és a;; > 0. A hiany-
z6 elemek a f6atlon kiviil barhol lehetnek, nem csak az itt szemléltetésként

felhozott poziciokban. Tovabbé ha egy elem hiadnyzik, akkor a reciproka is.

A reciprok szimmetriat figyelembe véve minden ismert elemmel atelle-
nes elem is ismert, hiszen beirhatjuk az ismert elem reciprokat. Masképpen
fogalmazva a,;; pontosan akkor hianyzik, ha a;; hianyzik.

A nem teljesen kitoltott paros Osszehasonlitas matrixok a paros dsszeha-

sonlitas matrixok altalanositédsai. Specidlisan ha egy nem teljesen kitoltott
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méatrixban a kitoltetlen elemek halmaza iires, akkor egy ,szokésos” kitoltott
paros Osszehasonlitas matrixot kapunk (1. Definici6).

A 4. Definiciéban szereplé objektum formélisan nem matrix, ezért ilyen
formaban nem is lehet ekként kezelni. Matematikailag megfoghatova valik
azonban, ha a hidnyzo elemek helyére valtozokat irunk. Ekkor is figyelniink
kell a reciprok szimmetriara, azaz ha egy hianyzo6 helyre beirunk egy valto-
z6t, akkor az atellenes pozicioba ugyanannak a valtozonak a reciprokat kell
frnunk. Igy tehat annyi valtozonk lesz, ahany elem hianyzik a matrix felss

haromszogébdl. A tovabbiakban ezt tekintjiik a hidnyzo elemek szaménak.

5. Definicié. A(xy,...,24) az x4, ..., x4 elemekkel kitoltott paros dsszeha-

sonlitds méatrix, ha

1 a2 T ... QAp
1/(112 1 923 .. Xyg
Axy,...,zq) = A(x)= | 1/z1 1/ags 1 ceeoazg |
1ay, 1/rq 1/ag, ... 1
ahol z1,x9,...,24 € Ry és d a hidnyz6 elemek szama.
A tovabbiakban, ha nem okoz zavart, akkor az A(z1,...,x4) jelolés he-

lyett egyszeriien az A jeldlést hasznaljuk. Egy maésik értelmezés alapjan
gondolhatunk dgy is egy nem teljesen kitoltott matrixra, mint az dsszes lehet-
séges kitoltése altal generalt teljesen kitoltott paros dsszehasonlitas matrixok
halmazara.

Egy egyszert példa egy nem teljesen kitoltott paros 6sszehasonlitas méat-

rixra, pontosabban az x; elemmel kitoltott matrixra a kévetkezo:

1 2 T
Alx)=|1/2 1 4
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Ebben az esetben d = 1, azaz csak egy hidnyzo6 elem van. Az is latszik,
hogy ez a métrix konzisztensen kitolthetd, ha x; helyére 8-at frunk. Ilyen
mo6don természetesen adodik, hogy az A(x;) matrixhoz tartozo salyvektor
legyen a konzisztens kitoltéséhez (jelen esetben A (8)-hoz) tartozo silyvektor.
Sajnos azonban nagyobb matrixok esetén &altaldban nem lehet konzisztens
kitoltést talalni. Példaul:

1 2 7 9
1/2 1 2 x9
1y 1/2 1 2
1/9 1/zy 1/2 1

A(37175U2) =

A fenti A(xq,z2) matrix semmilyen 7 és xo érték mellett sem lesz kon-
zisztens. Ugyan tetszéleges triadjat konzisztenssé lehet tenni, mivel mind-
egyik triadban pontosan egy valtozd szerepel, az Osszeset egyiitt sohasem.
A konzisztens kitoltés lehetetlenségét a legegyszeriibben tigy lehet latni, ha
a kozvetleniil a f6atlo feletti elemeket, valamint a jobb felsG elemet tekint-
jik. A f6atlo feletti elemek alapjan mindegyik szempont kétszer fontosabb
az Gt kovetonél, azaz a kardinalis tranzitivitas alapjan az elsé szempontnak
2-2-2 = 8-szor fontosabbnak kellene lennie a negyediknél, viszont ez az arany

a jobb fels6 elem alapjan 9, x; és xo értékeitdl fliggetleniil.

Az olyan matrixok esetén, melyek nem tolthetGek ki konzisztensen, tobb
kiilénb6z6 mdédon is szamolhatunk sulyvektort. A nem teljesen kitoltott mat-
rixokra alkalmazott stulyvektor szamitasi modszerek a teljesen kitoltott mat-
rixokra vonatkoz6 médszerek altalanositasai. Ezek koziil a modszerek koziil
nem mindegyiknek része, hogy ki is tolti a matrixot. A konzisztensen kitolt-
het6 matrixok esetén azonban mindegyikiik azt a silyvektort adja, amely a
konzisztens kitoltéshez tartozik. Ezt a tulajdonsagot természetes elvarasnak

tekinthetjiik egy stulyvektor szamitasi modszerrel szemben.
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2.5.1. Graf reprezentacié

A nem teljesen kitoltott paros Gsszehasonlitas métrixokhoz adhato egy egy-
szeri és szemléletes graf reprezenticid, amelynek komoly szerepe lesz a sily-
vektor szamitasi modszereknél. A graf csicsai az egyes Osszehasonlitandd
szempontoknak felelnek meg, az élei pedig azoknak a paroknak, amik tény-
legesen Ossze vannak hasonlitva, azaz a hozza tartoz6 elem nem hianyzik a

matrixbol. Formaélisan:

6. Definicié. Az A n x n-es nem teljesen kitoltott paros Osszehasonlitas

matrixhoz tartozd Ga(V, E) iranyitatlan graf a kovetkezd:

E= {e(i,j)|aij (éS aj,-) adott, 7 7& j}

Specidlisan egy teljesen kitoltott matrixhoz tartozé graf az n pontu teljes
graf, azaz K,. Az i # j kikotésnek koszonhetGen nincsenek hurokélek a
grafban.

Példaként tekintsiik a kdvetkezd nem teljesen kitoltott paros dsszehason-

litds méatrixot:

1 2 - - 5 -
12 1 2 — 1/3 4
— 1/2 1 1/4 — 7
- - 4 1 3 -
1/5 3 — 1/3 2
- 14 17 - 12 1

Itt 6 6sszehasonlitandé elem van, jeldljiik ket sorban {1,2,3,4,5,6}-al. Igy
V', azaz a graf csucsai is ugyanez a halmaz lesz. A matrixbol hianyzik az
1—-3,1—4,1—-6,2—4,3—05, és a4 — 6 Osszehasonlitds. A maétrixhoz

tartozo graf igy a kovetkezd lesz:
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e‘\‘m
(D—)

2.1. bra. A fenti matrixhoz tartozo graf

Ha az 6sszehasonlitando elemeket atrendezziik, az az indexek permutéaci-
6jat jelenti, egy (nem teljesen kitoltott) paros dsszehasonlitas méatrix esetén
pedig a sorok és oszlopok megfelels dtrendezddését. Ha egy ilyen atrendezést
hajtunk végre, az a matrixhoz tartozd grafot izomorfia erejéig nem befo-
lyasolja. Ha egy matrix grafja nem 0Osszefiiggs, akkor az Gsszehasonlitando
elemek alkalmas atrendezésével a méatrix blokkokra esik szét az Osszefiiggs
komponenseknek megfelelGen. Ilyenkor a blokkokhoz tartozé komponensekre
legfeljebb kiilén-kiilon lehet stlyvektor becslést késziteni, mert a teljes rend-
szerre vonatkoztatva nem lesz egyértelmii a megoldas. Tekintsiik példaul a

kovetkezd méatrixot:

—_
—_

—_
—_

- — 1 1
- — 11

(2.22)

Ennek a métrixnak a grafja az (1,2) és a (3,4) élbdl all. Ttt az 1-es és 2-es
elem egyforman jo/fontos, illetve a 3-as és 4-es elem is egyformén jo/fontos.
Azonban mivel nincs koztiik dsszehasonlitas, ezért példaul az (1,1,1,1)7 és
az (1,1,2,2)" stlyvektor is megfelels. A graf osszefiiggésége tehat sziikséges
feltétel a megoldas egyértelmiiségéhez.

Egy emlitésre mélto specidlis eset az, amikor a méatrixhoz tartozo graf ép-
pen egy feszitGfa. Ilyenkor minden elempar kozvetlen vagy kozvetett osszeha-

sonlitasa csak egyféleképpen van megadva. Emiatt a matrixot konzisztensen
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ki lehet tolteni, és ez a kitoltés egyértelmt. Ha az a,; hidnyzo6 elemet akar-
juk kitolteni, akkor a feszitéfaban az i-bdl j-be vezets egyértelmi Gt mentén
adott elemeket kell 6sszeszoroznunk (hasonloan a 2.3.4. alfejezet Feszitfakon

alapulé megkozelités cimt pontjaban leirtakhoz).

2.5.2. Sualyvektor szamitasi moédszerek a nem teljesen ki-

toltott matrixok esetében

Szamos, a teljesen kitoltott matrixokra alkalmazott silyvektor szamitasi mod-
szert ki lehet terjeszteni a nem teljesen kitoltott esetre. A kdvetkezGekben a
két legelterjedtebb modszert, a sajatvektor modszer és a logaritmikus legki-

sebb négyzetek modszerének kiterjesztését tekintjiik at.

Sajatvektor modszer

A sajatvektor modszer kiterjesztésére elGszor Harker javasolt egy modszert
[42]. Két elem, i és j Gsszehasonlitasakor minden i-bél j-be vezet Gt mentén
kialakitott értékelés egy egyéni értékelésnek tekinthets egy csoportos dontés-
hozatalban. Igy a grafban lévé Gsszes ilyen ut mentén szamolt Gsszehason-
litds mértani kozepét véve kitdlthetjiik a fels6 haromszogben 1év6 hianyzo
elemeket. Az als6 haromszogbeli hianyz6 elemek a fels6k megfelels elemei-
nek reciprok értékét kapjak. Az igy kitoltott matrixbol ezutan a standard
sajatvektor modszerrel szamolhato stalyvektor. Aczél és Saaty megmutatta
[6], hogy péros Gsszehasonlitds matrixokat elemenként néhany termeészetes
feltétel (mint példaul a reciprokszimmetria megérzése) mellett kizarolag az
elemenkénti geometriai kozéppel lehetséges aggregalni (bGvebben Id. a 2.6.
alfejezetet és a 1. Tételt). Ez az oka annak, hogy az utak mentén szamolt
Osszehasonlitasokat Harker a mértani kézéppel aggregélja.

Harker modszerének 6tletét tobben is felhasznaltak [17, 59|, azonban egy
méasik megkozelités igen népszerd lett, mely optimélis kitoltést is szolgaltat.
Shiraishi, Obata és Daigo cikke [75] alapjan abbol az &tletbdl indulunk ki,
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hogy a lehetd legkisebb C'R inkonzisztenciaju (1d. 2.4.1. alfejezet) kitoltéshez
tartozo jobboldali dominans sajatvektort tekintjiik stlyvektornak. Mivel egy
konkrét kitdltéshez tartozo vektort néziink, ennek a modszernek megvan az
a jo tulajdonsiga, hogy nem csak egy silyvektort, hanem egy kitoltést is

szolgaltat.

Mivel a C'R inkonzisztencia a dominans sajatérték egy linearis transz-
formacidja, ezért a lehetd legkisebb C'R inkonzisztencia elérése ekvivalens a
dominans sajatérték minimalizalasaval. Formalisan tehat az A(x) nem tel-
jesen kitoltott paros Osszehasonlitas matrix esetén a kovetkezd feladatot kell
megoldanunk:

mi(r)l Amax (A (X)). (2.23)
x>
A (2.23) feladat megoldasabol szarmazo minimalis A\yax-hoz tartozo sajatvek-
tor lesz a kiterjesztett sajatvektor modszer silyvektora. Az az x vektor, ahol

ez a minimum felvétetik, szolgaltatja az optimalis kitoltést (1d. 5. Definicio).

A (2.23) feladatnak azonban nem mindig létezik egyértelmd megoldasa. A
(2.22) példan keresztiil lattuk, hogy a matrixhoz tartozé graf Gsszefiiggésége
sziikséges feltétel. Bozoki, Fiilop és Ronyai [12] bizonyitottak be, hogy a
graf Osszefliggbsége nemcsak sziikséges, de elégséges is. A (2.23) feladatnak
pontosan akkor létezik tehat egyértelmi megoldéasa, ha Ga (V) E) Osszefiiggd,
ami egy intuitiv és konnyen ellenérizhetd feltételt ad a keziinkbe: pontosan
akkor lehet egyértelmtien szamolni egy optimalis kitoltést, ha minden elem

mindegyik masikkal legalabb kdzvetve 0ssze van hasonlitva.

Logaritmikus legkisebb négyzetek modszere

A logaritmikus legkisebb négyzetek modszere értelemszertien terjeszthet ki,
igy kapjuk az Incomplete Logarithmic Least Squares Method, réviden ILLSM

modszert. A (2.10) célfiiggvényt csak azokra az a;; matrixelemekre irjuk fel,
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amelyek adottak. Tehat

n 2
min Z (log a;; — log &) (2.24)
W

ij=1 J
A4 adott

n

=1

w; >0, +1=1,...,n.

Az, hogy a;; adott, ekvivalens azzal, hogy a matrixhoz tartozé grafban,
Ga(V, E)-ben e(i, j) € E.

Bozoki, Fiilop és Ronyai a logaritmikus legkisebb négyzetek modszerére
is bizonyitotta [12], hogy a (2.24) feladatnak pontosan akkor van egyértelmii
megoldasa, ha a matrixhoz tartozé graf dsszefiiged, azaz minden elem minden
méasik elemmel 6ssze van hasonlitva, kdzvetleniil vagy kozvetve.

Ugyancsak Bozoki, Fiilop és Ronyai mutatta meg [12], hogy a logaritmi-
kus legkisebb négyzetek modszere megoldhaté egy linearis egyenletrendszer
megoldéasaval. Legyen y; = logw;, r;; = log a;; a kitoltott elemekre, valamint
a normalizalas legyen w, = 1 (y, = 0). Jellje L a Ga(V, E) graf Laplace-
méatrixat, amelyben a f6atlo i-edik soraban az i cstucs fokszdma van, egy
foatlon kiviili (7, 7) pozicioban pedig —1, ha e(i, j) € E, és 0 egyébként. Méas-
képpen fogalmazva a f6atloban az a szam all minden elem soraban, amennyi
elemmel 6ssze van hasonlitva, és azon elemek oszlopaban all —1, amelyekkel
van Osszehasonlitas, és 0 azon elemek oszlopaban, amelyekkel nincs. A 6-
atloban tehat a fokszamok allnak, a tobbi helyen pedig a graf szomszédsagi
matrixanak —1-szerese.

Legyen L,_1)x(n—1) @ Laplace-matrix bal fels6 (n—1) x (n—1)-es részmat-
rixa, tehat amit agy kapunk, hogy L-rél levigjuk az utols6 sort és oszlopot.
Jeldlje tovabba r; = -, ri; = log [ [; aij, ezek vektorat pedig r. Hasonloan,

legyen y(,—1) és r(,—1) az y és r vektor az utols6 elem nélkiil. Ekkor

Li—1)x(mn-1)¥(n—1) = Tn—-1); (2.25)
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azZaz
Yn-1) = L)) Fnm1)-

Itt L—1)x(n—1) pontosan akkor invertalhato, ha Ga(V, E) Osszefiiggs [12].

Tekintsiik példaul a kévetkezd métrixot:

1 2 5 - -
12 1 — 1/4 71
15 — 1 1/8 —
— 4 8 1 2
- 17 - 1/2 1

Ennek a Laplace-matrixa

Igy a megoldando egyenletrendszer, Ly .ys = r4 a kovetkezs format 5lti:

2 -1 -1 0 U1 log(2-5) log 10
-1 3 0 1| |w| |logG-3-7)| | log7/8
~1 0 2 —1|fg]| | lg@-1) | |log1/40

0 -1 -1 3 Y4 log(4-8-2) log 64

Innen y; ~ 1,521, yo ~ 1,006, y3 ~ —0,268, y, ~ 1,633. A keresett w;
értékeket y; = logw; miatt w; = e¥, ¢ = 1,...,4 modon kapjuk, valamint
ws = 1. Igy a végss stlyok wy ~ 4,575, wy ~ 2,736, ws ~ 0,765, wy ~ 5,117
és wy = 1, amelyek igény esetén atnormélhatok, példaul a (2.24)-ben is

szerepld Y " | w; = 1 szerint.
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Optimalis kitoltés

Nem teljesen kitoltott matrixok optimalis kitoltésére is sziikségiink lehet. A
sajatvektor modszer teljesen kozvetleniil szolgaltat egy, a C'R indexre op-
timalis (minimalis) kitoltést, és ebbdl szamol stlyvektort. A logaritmikus
legkisebb négyzetek modszere esetén ez azonban nem ilyen egyértelmt, itt
kitoltés nélkiil kozvetleniil szamoljuk a sulyvektort. A silyvektor elemeinek
aranyait visszairhatjuk a matrix megfelels kitoltetlen pozicidiba, azonban

errGl ranézésre nem vilagos, hogy megfelel6 eredményre vezet.

A sajatvektor modszer esetén ha az optimalisan kitoltott matrixbol Gjra
szamolunk egy sulyvektort, az természetesen ugyanaz lesz, mint amit elsére
kaptunk. Ezt a kritériumot kell teljesitenie a logaritmikus legkisebb négyzetes
kitoltésnek is ahhoz, hogy azt mondhassuk, hogy a kitoltés a célfiiggvényre
nézve optimalis. A kovetkezé allitas 1j eredmény, a felvetés télem szarmazik,

a bizonyitas pedig Bozoki Sandortol.

1. Allitas. A nem teljesen kitoltott paros ésszehasonlitds mdtrizokra vonat-

kozd logaritmikus legkisebb négyzetek mddszere (ILLSM) optimdlis kitéltést
ILLSM

.. - w. sy o 2
ad a hidnyzo elemek a;; = s helyettesitésével.
j

Bizonyitds. Legyen adott egy A nem teljesen kitoltott méatrix, és legyen
G = Ga(V, E) az ehhez tartozo graf. Legyen tovabba G¢ a G graf komp-
lementere, amelynek a csticsai azonosak, de pontosan azok az élek vannak
behiizva, amelyek G-ben nem. Ekkor G U G® = K,,, tehat az uniojuk kiadja
a teljes grafot. Hasonlban, legyen L, Lge és Lg, a hozzajuk tartozo megte-
lel6 Laplace-matrix. Ekkor Lg + Lge = Ly, , hiszen G és G¢ éldiszjunktak.

Legyen y a G-bdl szamolt stlyvektor elemenkénti logaritmusa, azaz ahogy
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korabban is, y = logw. A bizonyitandé allitas tehat:

n n wl
1 . w1
0g IH ay g H o

(Lk)EE(G) (1) EE(GE)

Lk, y= : : (2.26)
n n wn
1 . Wn
0og H Qn, k H w;
k=1 =1
(n.k)eE(G) (n,)eE(GE)

Ez az allitas ekvivalensen atirhato a kovetkezbre:

n n

g | J[ awx|+ > (-w
(1,1!)“?}%@) (1,1)551(00)
L, y= : ) (2.27)
log H any | + Z (Yn — w1)
k=1 =1
(n,k)EE(G) (n,)eE(G®)

A jobb oldal két formaja koziil az elsd, (2.26)-beli alak azt mutatja, hogy a
kitoltott matrixban minden elemet 6ssze kell szorozni a logaritmuson beliil,
az els6 produktumban az eredeti matrixelemek vannak, a masodikban pedig
a logaritmikus legkisebb négyzetekkel szamolt stlyvektor elemeinek aranyai
a hidnyzo poziciokon. A masodik, (2.27) alak ennek az atirasa az y;-ket

felhasznéalva.

Az Lk, = Lg + Lge Osszefiiggést felhasznalva a bal oldalt két tag Gssze-
gére bonthatjuk. A (2.27)-ben a jobb oldalon 1év§ vektor is felirhato két tag
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osszegeként, igy az egyik kapott egyenlet:

log H ai g
k=1
(1,k)eE(G)
Lo y= : . (2.28)
log H Uk
k=1
(n,k)EE(Q)

Ez az egyenldség teljesiil, mert ez egyszertien a (2.25) osszefiiggeés, amibdl az

y vektort szdmoljuk. A masik egyenlet:

n

Z (y1 —w1)

(1,1)551((;0)
Lge -y = : . (2.29)

n

Z (yn - yl)

=1
(n,)EE(GY)

Azt, hogy ez teljesiil, lathatjuk, ha felirjuk G¢ Laplace-matrixat:

(1 —w)
a4 0 -1 ... ;

0 dC 0 (1,HEeE(G®)

o Ly = : . (2.30)
0 -1 & > Wa—w)

=1
(n,l)eE(GC)

Lge-ben a nullak és —1-ek elhelyezkedése nem feltétleniil pont ilyen, ponto-
san ott van —1, ahol az eredeti G grafban nem volt él. Itt d¥ =n — 1 — d,.
Ha a matrixszorzast elvégezziik, akkor éppen annyiszor lesz az i-edik sor-

ban +1-es egyiitthatoval y;, amennyi G®-ben az i-edik cstics fokszdma (d;),
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és minden més y;, ahol (i,j) € G, egy —l-es egyiitthatoval. Azaz (2.30)
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bal oldala tovabb irhat6 erre az alakra:

n

n

. Sy— > w > (n-w
dl 0 -1 =1 =1
0 &L 0 (1LDEB(G) (1LDEBGE)
2 . .
'y = — )
0 —1 d° Sy — > w > wa—w)
= =1
(nD)eB(CC) (n,0)EE(GE)

ahol az utolso alak mar ugyanaz, mint (2.29) jobb oldala, tehat (2.29) is
teljesiil. Mivel (2.28) és (2.29) Osszeadasaval a bizonyitandé allitast, (2.26)-t
kapjuk, ezért az allitast igazoltuk. O

Egyéb moédszerek

Barmely tavolsigminimalizal6 moédszer felirhatdé nem teljesen kitoltott péa-
ros Osszehasonlitds matrixok esetére is ugy, hogy a hidnyz6 elemeket nem
vessziik figyelembe. Példaul a legkisebb négyzetek modszerének természetes

kiterjesztése a kovetkez6 optimalizalasi feladat:
n w 2
. i
min ajj — —
Z ( N wj) 7

s ndott
melyet még egy normalizalassal el kell 1atni. Sajnos a legkisebb négyzetek
modszerének rossz tulajdonsagai tovabbra is megmaradnak. Tovabbra sem
elégséges feltétel a megoldas egyértelmiségére a matrixhoz tartozo graf dssze-
fiiggGsége, hiszen a teljesen kitoltott esetben sem volt ez garantalhato, pedig
az ehhez tartoz6 graf az n pontia teljes graf. Hasonloan irhato fel példaul
a silyozott legkisebb négyzetek modszerének kiterjesztése, illetve barmely,
eltérések Osszegét minimalizald modszer: csak azok a tagok szerepelnek a
szumméaban, amelyekre a;; adott. Ugyancsak hasonlé az olyan tavolsagmini-

malizaldé modszerek kiterjesztése, amelyek nem 0sszeget, hanem példaul leg-
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nagyobb eltérést minimalizalnak. Igy példaul a legkisebb legrosszabb négyzet

esetén a 2.3.4. alfejezetben targyaltak szerint a minimalizaland¢ célfiiggvény:

2
Wy
max Ay — — .
i#] W;

QA5 adott

Itt is sziikség van még normalizalasra. A logaritmikus legkisebb négyzetek
modszeréhez hasonloan ezek a modszerek sem kozvetleniil egy kitoltésbél sza-
moljak a sulyvektort, a silyvektor megfelels elemeinek aranyait azonban be
lehet irni a hianyz6 helyekre. Azonban mig a sajatvektor modszer esetén ele-
ve egy optimélis kitoltésbdl szamolunk silyvektort, a logaritmikus legkisebb
négyzetek esetén pedig a kitoltés optimalitasat az 1. Allitas garantélja, addig
a tobbi modszer esetén a kitoltés optimalitasa még tisztazando.

A 2.3.4. alfejezetben bemutatott feszit6fakon alapulé modszer is kiter-
jesztheté a nem teljesen kitoltott esetre. Annyi a kiilénbség, hogy a mat-
rixhoz tartozd graf nem a teljes graf, viszont mindenképpen Osszefiiggs. A
nem teljes graf osszes feszit6tajahoz kiszamoljuk a hozza tartozo konzisztens
kitoltést, és az ahhoz tartozo sulyvektort, majd ezeket aggregaljuk. Itt is a
két természetes aggregalasi modszer a vektorok aritmetikai, illetve mértani
kozepe. A kitoltott esetre Lundy, Siraj és Greco [61], a nem teljesen kitoltott
esetre pedig Bozoki és Tsyganok [10] mutatta meg, hogy a mértani kbzéppel
szamolt eredmény ugyanaz, mint a logaritmikus legkisebb négyzetek mod-

szerével szamolt stlyvektor.

2.6. Paros 0sszehasonlitas matrixok és a mértani
kozép
Lathattuk, hogy a paros Osszehasonlitds matrixok bemutatasa kozben tobb-

szor is elGkeriilt a mértani k6zép hasznalata. Az els§ és talan legalapvetGbb

megjelenés a logaritmikus legkisebb négyzetek modszere esetén fordul elg,
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mely bar egy négyzetes logaritmikus célfiiggvényt minimalizal, kit6ltott eset-
ben az optimalis sulyvektort éppen a soronkénti mértani kozép adja (2.3.3.
alfejezet).

A mértani kdzép egy mésik fontos megjelenése a feszitéfakon alapuld sily-
vektor szamitasi modszer esetén volt mind a kitoltott (2.3.4. alfejezet), mind
a nem teljesen kitoltott (2.5.2. alfejezet) esetén. Itt a matrixhoz tartozo graf
Osszes lehetséges feszit6faja mentén vett konzisztens kitoltések aggregalasira
az egyik kézenfekvé modszer a mértani kozép. Az is megmutathatd, hogy
az igy szamolt silyvektor ugyanaz, mint a logaritmikus legkisebb négyzetek
modszerével szamolt [10, 61].

A mértani kozép egy harmadik, igen lényeges megjelenése a csoportos don-
téshozatalban van. Csoportos dontések esetén minden dontéshozo kitolt egy
paros Osszehasonlitas matrixot, melyeket valamilyen modon aggregalva kap-
juk meg azt az aggregalt paros 0sszehasonlitas matrixot, melybdél a csoportos
dontésnek megfelel§ stulyvektort szamolhatjuk. Az aggregalas modja azon-
ban lényeges kérdés. Aczél és Saaty bizonyitotték [6], hogy néhany alapvetd
feltétel megkovetelése esetén ha elemenként akarjuk a matrixot aggregalni,
akkor ezt csak a mértani kozéppel tehetjiik meg.

Az els6 feltétel az a mar emlitett tulajdonsag, hogy az aggregélas elemen-
ként torténjen. A masodik tulajdonsag az, hogy kvaziaritmetikai kdzéppel
aggregaljunk, azaz az f aggregalo fiiggvénynek az alabbi alakinak kell lennie,

ha z; az i dontéshozd matrixeleme:

a0 ZEL0),

m

ahol m a dontéshozok szama, ¢ pedig tetszéleges folytonos, szigortian mo-
noton noévekvs fliggvény. Kvaziaritmetikai kozép a szamtani, a mértani, a
harmonikus és a hatvanykozepek is. A kvaziaritmetikai kozepek teljesitik azt

a feltételt, hogy pozitiv szamok aggregatuma pozitiv, illetve hogy
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Ez utébbi a mi esetiinkben azt jelenti, hogy konszenzus esetén az aggregdtum
is visszaadja a koz0s egyhangt véleményt.
A harmadik feltétel az, hogy a paros Gsszehasonlitds méatrixok tulajdon-

sagaval 6sszhangban tartsa a reciprok tulajdonsagot, azaz

f(l 1 1)_ 1
' ) flrn @, Tn)
Ez a feltétel azt jelenti, hogy ha mindenki az ellenkezgjére (reciprokara)

valtoztatja a véleményét, akkor a csoportos dontés is az ellenkezGjére valtozik.

A negyedik feltétel a pozitiv homogenitas, azaz
f(sxy,89,...,80,) = sf(x1, 22, ..., Tm) Vs > 0.

Ez a feltétel altalaban skalainvarianciat jelentene, mivel azonban itt arény-
szamokrol van sz, ezért ez esetben azt jelenti, hogy ha minden déntéshozo
s-szer nagyobbnak értékel egy aranyt egy méasiknal, akkor az aggregatumban

is s-szer nagyobbnak kell lennie.

1. Tétel (Aczél-Saaty [6]). A fenti négy feltétel (elemenkénti aggregdlds,
kvdziaritmetikai kozép, reciprocitds, pozitiv homogenitds) teljesiilése esetén

az eqyetlen lehetséges aggregdldsi fiigguény a mértani kézép:

A kiilonb6z6 modon valo atlagszamitas vagy aggregalas nem csak a don-
téselméletben fontos, hanem altalanossagban is lényegi kérdés. Rapcesak [68,
[.2.7 alfejezet| mutat egy olyan példat, ami ravilagit, hogy ha normalizalt
szamok (pl. aranyok) atlagolaséra szdmtani kozepet alkalmazunk, akkor az a
rangsor szamitasanal értelmetlen eredményre vezethet, mig a mértani koze-
pet alkalmazva a probléma nem fordul els.

Ramanathan és Ganesh [67] ramutat, hogy az elemenkénti mértani ko-

zéppel vald aggregalas nem teljesiti a kozosségi dontések korében értelmezett
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Pareto-optimalitast: azt, hogy ha minden dontéshozd A-t preferdlja B-vel
szemben, akkor a kozosségi dontés is. Van den Honert és Lootsma [45] sze-
rint azonban ez nem egy relevans hatrany, mivel a végs6 aggregatum az osszes

dontéshozé kézotti kompromisszum.

2.7. Az Analytic Hierarchy Process

A Saaty altal megalkotott |69, 70] Analytic Hierarchy Process, réviden AHP
dontéstamogatasi modszerben jelentek meg elGszor a Saaty altal bevezetett
paros Osszehasonlitas métrixok, és egyben ezeknek a métrixoknak tovabbra
is leggyakoribb alkalmazasi teriilete. Az AHP moddszer a népszertiségét az
egyszertiségének, a paros osszehasonlitasokon alapulé metoédusnak, illetve a
latvanyos strukturalhatosagnak, alszempontokra bonthatosaganak készonhe-
ti.

Tegyiik fel elGszor, hogy csak egy szempontunk van, és az alternativa-
inkat e szerint a szempont szerint szeretnénk értékelni. Ekkor egy paros
Osszehasonlitas matrixszal, illetve az abbdl szadmolt stulyvektorral megadhat-
juk a sorrendet. S6t, nem csak egy sorrendet, hanem valamilyen kardinalis
értékelést is, a sulyvektorban szerepls szamok alapjan. A kardinalis értékelés-
nek a feladattol fiiggden tudunk vagy nem tudunk értelmezést tulajdonitani.
Mindehhez a déntéshozotol csak azokat a paronkénti dsszehasonlitasokat kell
megkérdezni minden alternativaparra, hogy ,az ¢ alternativa hanyszor jobb
a 7 alternativandl a vizsgalt szemponthol?”.

Ha tobb szempont is van, akkor az alternativikat minden szempont sze-
rint kiilon értékelve kapunk egy-egy stlyvektort. Azt, hogy ezekbdl hogyan
alakulnak ki a végs6 értékelések, a stulyvektoroknak a szempontok fontossagi
silyaival vett atlagaval szamolhatjuk ki. A szempontok stlyait ugyanilyen
modszerrel adhatjuk meg. Az Gsszes szempontparra végigkérdezve a ,hény-
szor fontosabb az ¢ szempont a j szempontnal?” kérdést egy paros Osszeha-

sonlitas métrixot allithatunk 6ssze, melybdl a szempontok silyaira vonatkozo
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stilyvektort kapjuk meg.

Az AHP modszer a stulyvektor meghatarozasara hagyomanyosan a sajat-
vektor modszert (2.3.1. alfejezet) hasznalja, a paros Osszehasonlitas matrixok
inkonzisztenciajat (2.4. alfejezet) pedig a Saaty-féle C'R indexszel méri, és a
10%-o0s kiiszob alatti matrixokat tekinti elfogadhatonak (2.4.1. alfejezet). A
matrixok elemeit az 1,2,3,...,9 szamok és ezek reciprokai koziil veszi [70],
megengedve kozbiils6 elemeket is. Ha az 6sszehasonlitandé szempontok vagy
alternativik fontossiga vagy értékelése nagyon kozel van egymaéashoz, akkor
az el6zbek helyett az 1,1.1,1.2, ..., 1.9 értékekkel és reciprokaikkal tolthetjiik
fel a matrixokat [71]. Az AHP modszerben ugyancsak nem megengedettek
a nem teljesen kitoltott paros Osszehasonlitdas matrixok (2.5. alfejezet). Ha
ezeknek a feltételeknek valamelyike nem teljesiil, példaul a logaritmikus leg-
kisebb négyzetek modszerével (2.3.3. alfejezet) szamoljuk a silyvektort, vagy
nem teljesen kitoltétt méatrixok is szerepelnek, akkor mar nem konkrétan
AHP-r6l, hanem egy altalanosabb, paros 6sszehasonlitas métrixokon alapuld
modszercsalad egy tagjarol beszéliink.

A szempontok fontossagara sszeéllitott paros dsszehasonlitas matrixbol
— az el6bbiek alapjan a sajatvektor modszerrel — kapott sulyvektor elemei ér-
telmezhetSek gy, hogy a dontés mekkora része torténik az egyes szempontok
alapjan. A kapott vektor elemeivel mar stulyozhatoak az egyes szempontok
szerinti értékelések sulyvektorai. Tovabba nemcsak a végss célként elérendd
alternativa rangsort, hanem a szempontsilyok alapjan kozvetleniil a szem-
pontok fontossagi sorrendjét is megkapjuk.

Formalisabban legyen n alternativa A;, As, ..., A,, valamint m szempont
C1,Cs, ..., Chy. Jelolje A® az alternativak i szempont szerinti paros ossze-
hasonlitas matrixat, és w® a hozza tartozo stlyvektort. Tovabba legyen C
a szempontok fontossagainak paros Gsszehasonlitds matrixa, és w(©) a hozza
tartozo sulyvektor. Ekkor az alternativak végsd értékeléseit, w-t, a kovetkezs

mo6don kaphatjuk meg:

(C)

'W(
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Az itt ismertetett Osszegzési mod az ugynevezett disztributiv modszer |68,
1.2.3. fejezet|, mikor a levélszempontokon is gy normalizaljuk az értékelé-
seket, hogy az Osszegiik 1 legyen. Léteznek méas Gsszegzési modok is, melyek
esetén a levélszempontok szerinti normalizélas gy zajlik, hogy valamilyen
referencia értékhez viszonyitjuk az értékeléseket. Ha a viszonyitési alap min-
den esetben a legjobb alternativa, akkor ennek silyaval normalizalunk, ezt
hivjuk idealis 6sszegzési modnak [68, 1.2.4. fejezet|. Ha viszont a viszonyitasi
alap valamilyen (szempontonként) elére meghatarozott érték, akkor mingsits
Osszegzési modrol beszéliink [68, 1.2.5. fejezet].

A fenti a struktirat a 2.2 4braval szemléltethetjiik, ahol a cél a hasznossag

avagy a végsG megelégedés.

Cel |

C Cs e Chn Szempontok

Ay Ay e Anq A, | Alternativak

2.2. dbra. Egy egyszinti AHP struktuira

Az AHP modszertannak része, hogy minden szempontnak lehetnek al-
szempontjai is, azaz minden szempontot még tovabb lehet finomitani. Példa-
ul egy koltség szempontnak alszempontja lehet a beszerzési ar (egyszeri) és a
fenntartasi koltség (rendszeres). Az alszempontok bevezetésével egy fa struk-
tarat kapunk. Azokat a szempontokat, amelyeknek nincsenek alszempontjai,
levélszempontoknak hivjuk. Az alternativakat csak a levélszempontok sze-
rint értékeljiik, és az innen kapott sulyvektorokat vissziik tovabb folfelé a
struktiraban, amig végiil a célhoz nem ériink, és egy végsd rangsort nem

kapunk.
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A hierarchianak nagy jelentGsége van, mert a magasabb szinten 1év§ szem-
pontok stlyai hatassal vannak az alajuk tartozo, alacsonyabb szinten 1évé
alszempontok végsd, globélis silypontszamaira. Példaul tegyiik fel, hogy a
('} szempontnak, melynek silya legyen 0,5, két alszempontja van, melyek
levélszempontok: C4; és C5. Legyen C}; 3-szor fontosabb Cjo-nél. Ekkor
az also szinten a C7; lokélis stlya 0,75, C9-€ pedig 0,25. Mivel azonban C}
globélis sulya 0, 5, ezért ezzel a szammal beszorozva kapjuk a két alszempont
globalis sulyat: 0,375 és 0,125. Tehat mig a lokalis silyok szokasos moédon
minden szinten egy adott szempont alatt 1-re 6sszegzddnek, addig a globalis
silyok az egyel feljebb 1év6 fGszempont globalis stlyat kell 6sszegként adjak.

A levélszempontoknak nem kell azonos szinten lenniiik, és barmennyi le-
het bel6liik. Egy lehetséges tobbszintti AHP struktira lathato a 2.3. dbran.

Cél
(&R Cy e Tm Szempontok
/ / Alszempontok
011 012 LR Clml 021 022 . e 02m2 le Om2 . e Cmmm
A As T An A, Alternativak

2.3. abra. Egy tobbszintti AHP struktiura

Ebben az abraban ha példaul Ciy, Cho, ..., Ciyn, nem lenne, akkor a Cf
szempont levélszempont lenne, és kozvetleniil lenne 6sszekotve az alternati-

vakkal. Ezen kiviil barmelyik alszempontnak is lehetnek sajat alszempontjai
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is.

Fontos, hogy egyik alszempont sem lehet tobb (f6)szempont ala rendel-
ve. Még altalanosabban figyelni kell a szempontok fiiggetlenségére, kiilénben
bizonyos szempontok til lehetnek silyozva. Bonyolult struktarik esetén a
fiiggetlenség biztositasa nehéz feladat, de ez az egyik alapfeltétele az AHP
modszer alkalmazhatosdganak. Arra az esetre, ha a fliggetlenség nem tel-
jesiil, Saaty javaslata az AHP helyett az ANP (Analytic Network Process)
alkalmazasa [73]. Az ANP, ahogy a neve is sugallja, a hierarchikus struktu-
rat egy halozati struktiraval valtja fel, ahol egy- illetve kétiranya fiiggések is
megengedettek.

Egy tovabbi variacioja az AHP és az ANP modszereknek a fuzzy AHP
és ANP [16, 86|. Itt a szokasos modszerekhez képest az a kiilonbség, hogy a
méatrixokban szerepl$ viszonyszadmok nem konkrét értékek, hanem bizonyta-
lansagot is megengednek. A bizonytalansagot hdrom szam reprezentélja: egy
also kiiszob, egy kozépérték és egy fels§ korlat. Ha ez a hdrom szam egyezik,

akkor nincs bizonytalansag.



3. fejezet

Paros osszehasonlitas matrixok

gazdasagl alkalmazasai

Ebben a fejezetben a paros 6sszehasonlitas matrixok, illetve azok nem teljesen
kitoltott valtozatanak gazdasagi alkalmazésait tekintem at. Az alkalmazasok
jo része részben vagy teljesen az AHP modszerhez (2.7. fejezet) kotdédik,
mivel a paros Osszehasonlitds méatrixok is eredetileg ehhez a moédszertanhoz
kotédnek.

3.1. Irodalmi Attekintés

Az alkalmazésok igen sokrétiiek a bankszektortdl az ipari és gyartési alkal-
mazasokon at a korményzati és oktatasi felhasznalasokig; a makrogazdasagi
elérejelzésektsl a marketingen és a logisztikan at a menedzsmentig terjednek.
gy jonehany irodalom-osszefoglalé cikk sziiletett mar csak az AHP alkalma-
zasokrol is. Szamos alkalmazas taldlhatéo meg tobbek kozott a fent felsorolt
teriiletekrdl peldaul a [44], [78], [85] és [87] cikkekben, vagy a [74] konyvben.

Mar a felsorolt attekint6 tanulmanyok koziil a legrégebbi, a Vargas altal
irt 1990-es [87] attekintés is 38 gazdasagi alkalmazéast bemutatd publikaciot

sorol fel, emellett szdmos politikai, tarsadalmi és technoloégiai alkalmazasrol

65
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sz616 munkat is.

Id6rendben a mésodik, Vaidya és Kumar 2006-os [85] cikke 150, AHP al-
kalmazasrol szo6l6 publikiciot tekint at. Ezek koziil 26 egyéni dontési témaja,
23 tarsadalmi, 18 gyartési, 6 politikai, 26 mérnoki, 11 oktatasi, 15 ipari, 13
korméanyzati és 12 egyéb témaju munka volt. A szerzék kiemelik, hogy ez
csupan egy kis szelete az 0sszes AHP alkalmazasrol szolo tanulmanyoknak.
Az Osszefoglalo attekintés egyik {6 célja a kiilonb6z6 tipusia alkalmazasok ka-
tegorizalasa volt. Itt a tipust ugy kell érteni, hogy a legtobb cikk (32 db)
olyan alkalmazast mutatott be, ahol a legjobb alternativa kivalasztasa volt a
f6 cél, a masodik legtobb (26 db) kiértékelési feladatot mutatott be, de voltak
példaul rangsorolasi (20 db) és el6rejelzési (4 db) problémékkal foglalkozo ta-
nulményok is. Egy mésik érdekességre is ravilagit az osszefoglalé cikk: mig
eleinte a legtobb alkalmazasban énmagaban hasznaltak az AHP-t, addig az
id6 el6rehaladtaval egyre gyakoribb lett annak valamilyen moédositasat hasz-
nalni, vagy méas modszerekkel, példaul linedris programozassal vagy neurdlis
halokkal egyiitt alkalmazni. Fz a tény a szerz&k szerint azt mutatja, hogy
az AHP mennyire rugalmas modszer. Az id6 elérehaladtéval szintén egyre
népszeribb lett az AHP modszer, ugyanis egyre tobb és tobb publikici6 szii-
letik a témaban. Az alkalmazasok foldrajzi eloszlasat is vizsgaltak, és mig
tovabbra is az USA a legnagyobb felhasznald, egyre gyakrabban sziiletnek

alkalmazasok példaul a fejlédé orszagokban is.

Azt a Vaidya és Kumar [85] munkajaban is megvildgitott tényt, misze-
rint az AHP-t egyre inkdbb mas modszerekkel egyiitt hasznaljak, veti ala
részletesebb vizsgalatnak Ho a 2008-as tanulmanyaban [44]. Az altala vizs-
galt 66 publikaciobol 33-ban matematikai programozassal egyiitt hasznéljak
az AHP-t: linedris, egészértékii, vegyes, vagy célprogramozassal. Fzek a
tanulmanyok nagyon sokféle teriiletrél szirmaznak. A legtobb logisztikai té-
méaju, de talalhatoak példaul gyartasi, ipari, marketing és iizleti teriileten
irodott cikkek is. A masodik legtobb kategoriaban (16 db) az AHP modszert,
QFD-vel (Quality Function Deployment, magyarul [41] alapjan a min&ség
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funkciohoz rendelése) 6tvozik. Ezeknek a tanulmanyoknak dontd tobbsége
gyartasi témaja, de talalhato koztiik példaul oktatési és logisztikai témaja
is. A 66-bol 8 cikk hasznalt az AHP mellett metaheurisztikikat. Ezek egy
kivételtsl (gyartas) eltekintve mind logisztikai témaji munkak. 5 cikk alkal-
mazta a SWOT-elemzést (Strengths, Weaknesses, Opportunities, Threaths)
az AHP-vel egyiitt. Ebbdl az 6t cikkbél kettd kornyezeti témaja, illetve egy-
egy turizmussal, gyartassal, illetve mezégazdasaggal foglalkozik. Az utolso
vizsgalt csoportba azok a tanulméanyok tartoznak, amelyek az AHP mellett
DEA-t (Data Envelopment Analysis) hasznalnak. Osszesen négy ilyen pub-
likacio volt, amelyekbdl kettG-ketts kormanyzati, illetve gyartasi témaju. Az
Osszes tanulmanyt 6sszevetve a legtébb olyan cikk, amely az AHP-t méas mod-
szerekkel kombinalja, logisztikai témaju volt (21 db), melyet szorosan kovet
a gyartasi felhasznalas (18 db). Ha a matematikai programozas kategoriat
kibontjuk, az ilyen tipust kombindlt alkalmazasok kozott a célprogramozas
a legnépszertibb. A szerzd szerint ennek oka az, hogy az AHP a konzisz-
tens dontéseket, a célprogramozas pedig az eréforraskorlatokat teszi hozza a

modellhez.

Subramanian és Ramanathan 2012-ben [78] 291 AHP alkalmazasokrol
sz6l6 publikiciot elemzett a termelésmenedzsment teriiletérsl. Ezen beliil a
vizsgalt cikkek 28%-a foglalkozott termelési stratégiaval, 27% ellatasi lan-
cokkal, 23% termék- és termeléstervezéssel, 13% projekt menedzsmenttel, és
9% ercforras tervezés és idézitéssel. Ha kisebb témakra bontjuk az el6bbi ot
nagyot, akkor azt latjuk, hogy a legnépszertibb téma a logisztika és ellatasi
lanc menedzsment (55 a 291-b6l), mig néhéany teriilet, példaul az elérejelzés
és a mindségmenedzsment relative ritkan fordul csak el (8-8 cikk). A szer-
z6k megjegyzik, hogy meglepetésiikre a tanulményok kicsit t6bb mint fele a
gyartasi szektorral kapcsolatos, mig csak a maradék foglalkozik a szolgaltatoi
szektorral. Ez azért meglepd, mert a szolgéaltatoi szektorban tipikusan tébb
a szubjektiv, nem kézzelfoghato tényezd, ami az AHP és hasonl6 modszerek

alkalmazéasat igencsak indokoltta tennék. A szerzdk szerint valoszintileg az
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az ok, hogy a szolgéltatoi szektor virdgzasa a kés6 '90-es években kezd6dott,
igy ez az arany idével névekedni fog.

A fenti, kizarélag AHP-val foglalkoz6 6sszefoglalo cikkeken kiviil is fel-
lehet6ek olyanok, amelyek foglalkoznak a témaval. Példaul Steuer és Na
2003-ban [77] a tobbszempontu dontéselméleti modszerek alkalmazéisat vizs-
galta pénziigyi teriileten. Ok 18 AHP-t alkalmazé cikket soroltak fel csak
a pénziigyekkel kapcsolatosan. Tovabba a frissebb alkalmazasok kozott em-
litést érdemel Csato két tanulmanya, melyek koziil az egyik sakk csapatok
rangsorolasaval [24], a méasik felsGoktatasi rangsorokkal [25] foglalkozik. Szin-
tén emlitendd Petroczy |63| cikke, melyben orszagok életmindség rangsorat
allapitja meg a kiilfoldon dolgozok hazautalasai alapjan felirt nem teljesen
kitoltott paros osszehasonlitds matrixbol. Ugyancsak (az itt bemutatottol
kissé eltérd) nem teljesen kitoltott paros dsszehasonlitds matrixokat hasznal
Teles, Kosztyan és Torok |79, 80|, akik felsGoktatasi intézmények rangso-
rolasdhoz alkalmazzak ezeket az objektumokat. Orban-Mihalyko, Mihalyko
és Koltay a logaritmikus legkisebb négyzetek modszerét hasonlitja egy &l-
talanositott sztochasztikus modszerhez, szintén nem teljesen kitéltétt paros
osszehasonlitas matrixok esetén [62].

A téma aktualitisit mutatja az is, hogy a Google Scholar keres§jében
még a 2014-t61 megjelend AHP cikkekre sztirve is tobb tizezer talalat adodik,

azaz ez a teriilet napjainkban is ergsen kutatott.

3.2. Autbdbuszos tomegkozlekedés mindségének

modellezése

Ez az alfejezet Duleba, Mishina és Shimazaki [30] cikke alapjan egy tomeg-
kozlekedeési alkalmazéast mutat be. A szerzék az autdbuszos tomegkozlekedés
mindségét modellezik egy haromszintii AHP modellben. Mivel a miikodési

koltségek, példaul az iizemanyagarak és a bérek emelkednek, ezért a jegyek
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arat nem igazan lehet csokkenteni. Igy a fejlesztésben kizarolag a mindség a
kérdés, ezért fix arat feltételeznek, azaz a vizsgilatnak nincsen koltség eleme.
A kutatasban nem szerepeltek alternativak, csak szempontok és dontéshozok,
mert a cél egy olyan dontési keretrendszer kialakitasa volt, amely alkalmas
kozosségi kozlekedésfejlesztési projektek kozvetlen értékelésére és tenderezte-
tésére.

Harom, a témegkozlekedésben érdekelt szerepld, a korményzat mint fenn-
tarto, a kozlekedési tarsasig mint lizemeltetd, és az utas mint felhasznélo
szemsz0gébdl is elemzik a kérdést. Ez azért kiilonosen fontos, mert a ha-
rom szereplének egészen eltérs céljai és preferenciai lehetnek, igy ha ezt nem
vessziik figyelembe, a megvalosuléd fejlesztés til draga lehet és nem biztos,

hogy hatékony.

A mindségben szerepet jatszo6 szempontokat a szakirodalombdl, illetve a
vizsgalt varosban, a Japanban 1évG Yurihonjo varosdban folytatott elézetes
tanulmanyok alapjan hataroztak meg. A cél nem a jelenlegi helyzet elemzé-
se volt, hanem a preferencidk meghatarozasa a jovébeni fejlesztésekkel kap-
csolatban annak érdekében, hogy iranymutatast adhassanak a legfontosabb

fejlesztendd teriiletekrdl.

A héaromszint{ hierarchia legfelsd szintjén harom fGszempont volt: a szol-
galtatas mindGsége, az utazas mingsége és a kovethetdség. A mésodik szinten
az utazds mindségének harom alszempontja az utazas biztonsaga, a fizikai
komfort és a mentélis komfort volt. Ez utébbi kategoériaba példaul a jarmii-
ben tapasztalt latvany, a sofér udvariassaga és hasonld, a mentalis érzéseket
befolyésol6 tényezGket kell érteni. A kovethetGség fészempont ala az attekint-
hetGség, az utazas el6tti informéaciok és az utazas alatti informéaciok keriiltek
alszempontként. Sem az utazis mingsége, sem a kovethetGség alszempontja-
inak nem voltak sajat alszempontjai, vagyis ezek méar levélszempontok.

A szolgaltatas mindsége volt a legOsszetettebb fészempont. A mésodik
szinten 0t alszempontja volt, a megkdzelithetGség, a kozvetlenség, az idébeli

elérhetGség, a sebesség és a megbizhatosag. A megbizhatdsignak nem voltak
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sajat alszempontjai. A megkozelithetGség a megélloktol vald tavolsag, illetve
a megallok biztonsaga és kényelme volt. A kdzvetlenségnek két alszempont-
ja volt, az atszallas sziikségessége és a csatlakozas illeszkedése. Az idébeli
elérhetség alszempontjai a jaratsiirtiség és a jaratok kozlekedési idGszaka.
Végiil a sebesség szempontnak hidrom alszempontja volt, az utazasi idg, a
varakozasi idG és a megéllok elérésének ideje.

A kapott paros Osszehasonlitas matrixok inkonzisztenciajat — az értekezés
2.4.1. alfejezetében is targyalt — Saaty-féle C'R indexszel mérték, és a méat-
rixok donté tobbségének az inkonzisztenciaja a 10%-os kiiszob alatt volt, a
tobbit pedig kis modositasokkal a kiiszob ala tudték vinni. A szerzgk szerint
a matrixok alacsony inkonzisztencidja annak kdszénhetd, hogy nem a szo-
kasos Saaty-féle 1-9 skalat alkalmaztédk, hanem egy modositott skilat. Az
5-0s értéket tették meg az indifferencidnak, és az 5 alatti értékek feleltek meg
annak, hogy az Osszehasonlitand6 parbol a sor elem kevésbé preferalt vagy
fontos. Itt az 1-es érték fejezi ki a legerGsebb preferenciat, azaz ha az oszlop
elem erésen preferdlt a sor elemhez képest, akkor 1-hez kozeli értéket hasz-
naltak, ha pedig preferalt, de gyengén, akkor 5-hoz kozeli értéket. Hasonloan
az b feletti értékek azt fejezik ki, hogy a sor elem mennyire preferalt a maso-
dikhoz képest, ahol a 9-es értékhez tartozik a legerGsebb preferencia. Azaz,
az el6z6hoz hasonléan, ha a sor elem erdsen preferalt a sor elemhez képest,
akkor 9 koriili értéket hasznaltak, ha preferalt, de gyengén, akkor 5 koriilit.
Az igy kapott eredményeket ezutan vissza kellett transzformalni a szokésos
aranyskalara.

Néhany matrix kiilonb6z6 okokbdél nem lett teljesen kitdltve. A nem telje-
sen kitoltott matrixokat a Bozoki, Fiilop és Ronyai [12] cikkében bemutatott
ciklikus koordinatakon alapuld — az értekezés 2.5.2. alfejezetében is targyalt —
modszer segitségével toltotték ki. Az egyéni matrixok aggregalésat az Aczél-
Saaty-tétel (1. Tétel) segitségével elemenkénti mértani kozéppel végezték, a

silyvektorokat pedig sajatvektor modszerrel szamoltak.

A legfelsd szinten mindharom doéntéshozéi korben a szolgaltatas mindseé-
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gének javitasa volt a legfontosabb, bar az utasok szerint a kévethetfség erds
masodik helyezett. A masodik szinten vizsgalva a szempontokat az utasok
és a kormanyzat szerint a legfontosabb a megkdzelithet&ség fejlesztése, mig a
vallalat szerint az idGbeli elérhetdség. Ezt ugy kell érteni, hogy az dsszes ma-
sodik szintd alszempontnak az azonos fészempont alatt 1év alszempontokkal
vald Osszevetésébdl szarmazéd stulyat beszorozzuk a fGszempont silyaval, igy
egy rangsor allithato fel az Gsszes masodik szinti szempont kozott. A har-
madik szinten is hasonl6 modon felallithato egy rangsor, &m csak négy mé-
sodik szint szempontnak voltak alszempontjai, igy ez inkdbb csak ezeknek
a szempontoknak az OsszetevGire vilagit ra. Itt az utasok és a cég szerint a
jaratsirtiség, a kormanyzat szerint az atszallas sziikségessége volt a leginkabb
fejlesztendd teriilet.

A szerz6k kiemelik, hogy alapvet&en az utasok szemszogébdl torténd vizs-
galatnak kellene mérvadonak lennie, hiszen 6k a felhasznalok, azaz 6k adjak
a keresletet. A tobbi szerepls szemszogébdl torténd vizsgalatot is figyelembe
kell venni, csak kisebb sillyal, mint az utasokét.

A kutatéas soran kapott eredmények késébb felhasznalasra kertiltek a min-

taként vizsgalt varosban, illetve ugyanezen prefektira tobb varosaban is [29).



4. fejezet

Pareto-hatékonysag

A Pareto-hatékonysag — vagy mas elnevezéssel Pareto-optimalitas — a kozgaz-
dasagtan alapvets fogalma. Azt fejezi ki, hogy egy elosztast, tevékenységet,
stb. nem lehet trividlisan javitani, azaz anélkiil javitani valaminek vagy va-
lakinek a helyzetén, hogy ez mashol ne jarna kir okozéaséaval.

A Pareto-hatékonysag elég természetes elvaras, egy nem hatékony megol-
das mellett nehéz érvelni. Ha még ,ranézésre” is egyértelmien javithato egy
megoldés, akkor ezt miért ne tennénk meg?

Kicsit specifikusabban a tobbszemponti dontéselméletben is természete-
sen jelenik meg ez a koncepcié. Egy alternativa hatékony, azaz nem domi-
nélt, ha nincsen masik alternativa, amelyik minden szempont szerint legalabb
ugyanolyan jo, és valamely szempont szerint hatirozottan jobb.

Altalanossagban egy tobbeélt optimalizalasi feladat a kovetkezd forma-
ban irhato fel [33, Chapter 2|[76, Chapter 6]:

min{ fi(y), f2(¥), - fu(y)s- - fue(¥) }
feltéve, hogy y € S,

ahol M > 2 a célfiiggvények szama és f,, : R — R minden 1 < m < M-re,
valamint a valtozok y = (y1,¥2,...,yn) és a lehetséges megoldasok halmaza

S C R". Ebben a felirasban mindegyik f,, célfiiggvény minimalizalando.
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Egy y € S vektort Pareto-hatékonynak (vagy egyszertien csak hatékony-
nak, illetve szamos forras Pareto-optimalitasnak nevezi) hivunk, ha nem lé-
tezik olyan y’ € S vektor, amire f,,(y') < f,(y) minden 1 < m < M-re, és
fn(y") < fi(y) legalabb egy m indexre.

Definialjuk most a paros osszehasonlitas matrixokbol szamolt stlyvekto-
rok Pareto-hatékonysagat!

Legyen A = [ajj] € PCM,, rogzitett. Legyen tovabba w =

ij=1,..m
(w1, ws, ..., w,)" egy pozitiv sulyvektor (ekkor tehat S = R",, azaz a
pozitiv ortans), ahol n a szempontok szama. A célfiiggvényeink legyenek
fij(w) == ‘aij — Zj—]‘ minden i # j-re, igy M = n? — n célfiiggvényiink van.

Ilyen keretek kozott a kovetkez6 definiciot irhatjuk fel:

7. Definicié. Egy pozitiv w silyvektor hatékony (vagy Pareto-hatékony),

ha nem létezik olyan mésik pozitiv w’ = (w}, w}, ..., w!)" stlyvektor, amire
w/. w;
ai; — _j‘ < |ay; — - minden 1 < 17,5 < n-re, és (4.1)
. w;
y j
/
w w
Ay — _’f < law — —* valamely 1 < k,/ < n-re. (4.2)
w, Wy

A fenti definicié tehat azt jelenti, hogy egy paros Osszehasonlitas méat-
rixhoz tartozé sulyvektor akkor hatékony, ha nem lehet a vektor elemeinek
valtoztatasaval egy matrixelem kozelitését sem javitani anélkiil, hogy mas

matrixelem kozelitésén ne rontanank.

1. Megjegyzés. A hatékonysdig nem fiigg a normalizdldstol, azaz w és cw

pontosan ugyanakkor hatékony tetszdleges ¢ > 0 skaldr mellett.

2. Allitas. Minden konzisztens pdros osszehasonlitds mdtriz esetén a domi-
ndns jobb oldali sajdtvektor (wFM ) hatékony.

Bizonyitds. Konzisztens péaros Osszehasonlitds matrixok esetén igaz, hogy
aij = —twr, azaz fij(w") = 0 minden 7,5 = 1,...,n-re [69], ami mar

J
nem javithaté tovabb, hiszen minden kozelités tokéletes. O]
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A hatékonysag egy természetesen elvarhato tulajdonsag. Blanquero, Car-
rizosa és Conde azonban megmutatta, hogy a sajatvektor modszer altal adott
stlyvektor, azaz a jobboldali dominans sajatvektor nem mindig hatékony [9,
Section 3]. Ezt az eredményt hivatkoztak Bajwa, Choo és Wedley [8], Conde
és Pérez |21], valamint Fedrizzi |36].

Bozoki [11]| azt is megmutatta, hogy a hatékonysig az inkonzisztencia
mértékeétsl sem fiigg kozvetleniil. Az alabbi paraméteres matrix C'R inkon-
zisztencia mértéke tetszolegesen kicsi lehet, ha ¢ elég kdzel van 1-hez, viszont

dominans sajatvektora nem hatékony:

r p p p ... »p D
I/p 1 ¢ 1 ... 1 1/q
I/p 1/g 1 ¢ 11
Apg)=| + =+ - t | e PeM,,
I/p 1 1 1 ... 1
I/p ¢ 1 1 ... 1/qg 1

aholn >4, p>06és1+#q>0.
Blanquero, Carrizosa és Conde [9] a hatékonysag tobb sziikséges és elég-
séges feltételét is vizsgélta, melyek koziil az alabbi, iranyitott graffal adott

reprezentaciot fogjuk hasznalni.

8. Definicié. Legyen A = [a;j] € PCM,, és w = (wi,wy, ..., w,)"
egy pozitiv silyvektor. A G := (V, E')aw iranyitott grafot a kovetkezd

mo6don definialjuk: V' ={1,2,... n} és

ij=1,..n

w,
E = {arc(i _>]) ‘_Z Z aijai %j}a
Wy
ahol arc(i — j) az i csticsbol a j cstcsba vezets iranyitott élt jeloli.

A definicibban meghatarozott iranyitott grafban tehat akkor megy egy

irdnyitott ¢l az ¢ pontbdl a j pontba, ha a w;/w; silyarany feliilbecsli az a;
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matrixelemet. Tokéletes kozelités esetén, azaz amikor a;; = w;/w;, az i és j
csucs kozott mindkét irdnyban fut egy-egy iranyitott él. Az is lathato, hogy
barmely két csics kozott legalabb az egyik irdnyba mindig fut él.

A 8. Definici6 segitségével az alabbi tétel mondhato ki:

2. Tétel (|9, Corollary 10]). Legyen A € PCM,,. Eqy w pozitiv sulyvektor
pontosan akkor hatékony, ha G = (V, E)a w egy erdsen dsszefiggd graf, azaz

manden 1,7 csucspdrra létezik irdnyitott it i-b6l j-be és j-bdl i-be.

Nézziink egy szampéldat a 2. Tétel alkalmazasara, és egyben a Pareto-

hatékonysag hianyara.

1. Példa. Legyen A € PCM, a kovetkez matrix:

1 1 1/5 1/5
1 1 1

A /3 1)1
5 3 1 1/4
5 7 4 1

Az A dominans jobb oldali sajatvektora 8 tizedesjegyre kerekitve, valamint

EM

A konzisztens kozelitése, melyet w™* elemeinek ardnyaibol képziink, 4 tize-

desjegyre kerekitve a kovetkezdk:

0,07777933 1 1,0058  0,3193  0,1293

ov ] 0,07732534 | TwPM7 | 0,9941 1 0,3175  0,1285

"7 | 0,24353753 ’{wJEM}_ 3,1311  3,1495 1 0,4049
0, 60135778 77315 7,7769  2,4692 1

A 8. Definicié segitségével felrajzolhato az A-hoz, és a hozza tartozo6 jobb
oldali dominans sajatvektorhoz, w®™-hez tartozo iranyitott graf. Ez a graf a

4.1. 4bran lathato, és nem erésen Osszefiiggs, mivel a 2-es csticsot nem hagyja

M

el irdnyitott él. Ekkor a 2. Tétel szerint w& nem hatékony.
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ey
20

4.1. abra. Az 1. példaban szerepl§ matrixhoz tartozo, nem erdsen Gsszefiigg6

iranyitott graf.

A fenti alkalmazas illusztralja, milyen jol hasznalhato6 és latvanyos mod-

szert ad a keziinkbe a 8. Tétel. Ellendrizziik le ezen a példan az ered-

ményt kozvetleniil is. Noveljitk wiM értékét wi™-re, azaz legyen w' =

EM , EM , EM , EM\T
(wi™, wi™ wy ™ wy™) . Ekkor

0,07777933 1 1 0,3193  0,1293

,|oorrrress | fwil 1 1 0,3193  0,1293

YT 0,24353753 | LTJ | 3,1311  3,1311 1 0,4049
0,60135778 7,7315  7,7315  2,4692 1

A w’ stlyvektor koordinatai ugyan nem 1-re 6sszegzédnek, de ez alkalmas
skaldrral valo szorzéssal elérhets, ami nem véltoztatja meg a w;/w’; ardnyokat,
ahogyan azt az 1. megjegyzésben tisztaztuk.

A moédositott silyvektorbol és a beldle alkotott reciprok métrixb6l mar

EM_re alkalmazva a (4.2)-beli szigoru

lathato, hogy a 7. definiciot w = w
egyenlGtlenség érvényes a méasodik sor és oszlop diagonalison kiviili, félko-
vérrel kiemelt elemeire. Az Osszes tobbi matrixelemre (4.1) egyenlGséggel
teljesiil. Azaz w’ harom (a reciprokokkal egyiitt hat) pozicioban is hatéro-
zottan jobban kozeliti A-t, mint w” mikdzben az dsszes tobbi pozicioban
ugyanolyan jol.

Ahogy az 1. példa is illusztralja, a nem hatékony és a hatékonnya tett

vektorok kozott gyakori a meglehetGsen kicsi kiilonbség. Fz egyetlen matrix
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esetén a kardinalis értékeket csak kis mértékben, az ordinalis rangsort pe-
dig altalaban sehogyan sem befolyasolja, igy azt gondolhatnank, hogy ez a
kiilonbség ilyen esetben elhanyagolhat6. Azonban igen fontos, hogy a 2.7. al-
fejezetben bemutatott moédon egy komplex dontési probléméban a hierarchia
magas szintjén lévé nem hatékony silyvektor vagy silyvektorok hatékonnya
tételébdl adodo szamszertileg esetleg kis eltérés is végigfut a dontési hierar-
chia adott 4gén, igy a valtoztatas mégis jelent6s mértékben befolyasolhatja

a végsé alternativa sorrendet, illetve a stulyokat.

A 2. Tételt felhasznalva sikeriilt elemezni egy specilis matrixosztaly do-
minans sajatvektoranak hatékonysagat, melyrél a kovetkezékben, a 4.1. és
a 4.2. alfejezetben lesz sz6, amelyek a [3], illetve [4] cikkeink eredményeit

mutatjak be.

4.1. Egy elemtdl eltekintve konzisztens paros

osszehasonlitas matrixok

Ebben a fejezetben a [3] cikkiink eredményeit ismertetem.

Vegyiink egy konzisztens paros ¢sszehasonlitds matrixot, és modositsuk
egyetlen (nem f6atlobeli) elemében és annak reciprokdban. Ekkor egy olyan
paros osszehasonlitas matrixot kapunk, mely egy elemtdl eltekintve konzisz-
tens (angolul simple perturbed, réviden SP). Egy ilyen méatrix az §sszehason-
litando6 elemek atsorszamozasaval mindig a kdvetkez6 definicioban szerepld
alakra hozhato, a konzisztens paros Osszehasonlitas matrix (2.4) alakjabol

kiindulva.

9. Definici6. Egy Ay € PCM,, péaros Osszehasonlitds matrix egy elemtdl

eltekintve konzisztens, ha alkalmas sor- és oszlopcserékkel az alabbi alakra
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hozhato:
1 10 To Tp—1
1 xTo Tn—1
s 1o T
1 €T Tn—1
1 T X9 1

ah010<55£1és T1,T9,...,Tp—-1 > 0.

A § = 1 esetben a matrix konzisztens. Jelolje A = A\s (az utobbi jelo-
lést hasznalva, ha a §-t6l valo fiiggést akarjuk hangsilyozni) az A5 dominans
sajatértékét. Egy SP matrixot ugy is lehet jellemezni, hogy egy elem (és re-
ciprokanak) megvaltoztatasaval konzisztenssé tehets. A definicioban szerepld
alakban ez az elem az 1. sor 2. eleme (és reciproka).

Ahhoz, hogy az SP matrixok esetében bizonyithassuk a sajatvektor mod-

EMY explicit

szer hatékonysagat, el6szor az As dominans sajatvektoranak (w
képletére lesz sziikségiink, melyek Farkas [34] jovoltabol ismertek. Ezek ha-
sonloan adddnak, mint Farkas, Rozsa és Stubnya képletei [35] a dominans
sajatvektorra abban az esetben, mikor egy egész sor, illetve oszlop eleme-
it szorozzuk végig ugyanazzal a § tényezével. Az SP esetre a sajatvektor

formuldjanak egyik alakja [34, (26)-os formula]:

wiM A—149
wkM LA-1+7%)
wiM — : = : , i=3,4,...,n. (4.4)
1 A—2
leM xi—1 n—2
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Egy masik, ekvivalens alak [34, (24)-es formula]:

wEM AA—n+1)
0 I RN )
WEM: =cC ) Z:374a y 1y
wfM s (A=1+3)
(4.5)
A—149

ahol a ¢ konstans szorz6 értéke ¢ = Mindkét alakra sziikségiink lesz

A(A—n+1)"
a bizonyitashoz.
A jobb als6 (n—2) x (n — 2)-es részmatrixban a kozelités tokéletes, mivel
EM -
aij = o, (i,5 = 3,...,n). Igy csak az elsd két sor és oszlop elemeit kell
J

megvizsgalnunk.
> EM <
1. Lemma. Ha 6 = 1, akkor % = an.

Bizonyitds. Legyen 6 > 1. A (4.4) képlethdl az a;o = dx1 kozelitése a kovet-

kez6 moédon irhatd fel:

wEM A—1+94 A—1+94

— €T .
wi T L1+ A1+

Azt kell tehat bizonyitanunk, hogy i_’llﬁ <d,azaz, A\—1+0<dA—0+1
o

< 20—1) < Mo —1) < 2 < A\ Az utolso egyenldtlenség azért igaz, mert

A>n>3. Ad <1 eset hasonldéan bizonyithat6, a 6 = 1 esetben pedig a
. . . , wE]W
métrix konzisztens, igy —pr = aia. O
2

. > wEM >
2. Lemma. Legyen j > 2. Ha d =1, akkor —emr = .
J

Bizonyitds. Legyen § > 1. A (4.5) képletbdl az ay; = x4 (j = 3,4,...,n)
kozelitése a kovetkez6 modon irhato fel:
wEM AA=n+1) AA—=n+1)
= =y —
wPM T L1 Dy T o1 ]

J Tj—1
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A(A—n+1) .
o > Lo AA-ntl) > A-1+45

SM-A+A>A-1+3 < (AN =xn)+ (1—3) >0. Itt az elss kifejezés

A > n miatt pozitiv, a masodik pedig ugyancsak pozitiv § > 1 miatt.

Igy az allitas a kovetkezével ekvivalens:

Legyen most 0 < 1. A (4.4) képletb6l az a;; = ;1 (j = 3,4, ..., n) kizelitése

wEM XN —1+6 . (n—2)(A—1+9)
e — e -1
wEM ?171/\% AN —2)

Igy a cél, hogy a kovetkezd egyenlStlenséget belassuk: (n —2)(A — 1 +6) <
AMA=2) & An—=XN)+ (0 —1)(n—2) < 0. Ttt az elsd szorzat A > n miatt
negativ, a masodik pedig szintén negativ 6 < 1 miatt.

EM
A § =1 esetben a matrix konzisztens, igy % = ayj. ]
J

3. Lemma. Legyen j > 2. Ha ¢ % 1, akkor % § ;.
J

Bizonyitds. Legyen § > 1. A (4.5) képletb6l az as; = “=2 (j = 3,4,...,n)

1

kozelitése

wfM L A= (1= 5) (A= n+2)] _xj_l)\—(l—%)()\—n—l—Z)'

1

whM —(A—1+41) 1 A=1+35

J Tj—1

A—(1-3)(A—n+2) ¢,_, vy
A—(l—%) ;1 < JII &A=

1-3)A=n+2)<A-(1-3) & -A-n+2)<-1&rA-—n>-1. Az
utolsé relacié A > n miatt mindig igaz. A § < 1 eset hasonldéan bizonyithato.

EM
A § =1 esetben a matrix konzisztens, igy —3zr = ay;. O
J

gy az allitas ekvivalens a kovetkezovel:

Erdemes megjegyezni, hogy mig az 1. és 3. Lemmakhoz elég volt egy
képletet hasznalni, addig a 2. Lemmé&hoz a 6 > 1 és 0 < 1 esetekhez mas-mas
sajatvektor formulara volt sziikség.

A fenti lemmaék segitségével latjuk be az alabbi tételt:

3. Tétel (|3, Theorem 3.4|). Az egy elemtdl eltekintve konzisztens pdros

osszehasonlitds mditrizok jobboldali domindns sajdtvektora Pareto-hatékony.
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A tételnek két bizonyitasat is bemutatjuk. Az elsé elemi, mig a masodik a
2. Tételt hasznalja és a késébbi kiterjesztés bizonyitdsahoz hasonl6. Tovabba
a masodik bizonyitashoz hasznélt 2. Tételben szerepl6 irdnyitott graf fel-
rajzolasaval szemléletesen bizonyithato egy péaros Gsszehasonlitas matrixhoz
tartozo sulyvektorrol, hogy hatékony-e vagy sem.
Elsé bizonyitds.
Tegyiik fel, hogy 6 > 1. Tovabba indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy
EM EM)

w = (w),wh, wEM . wEM)T stlyvektor, amely As elemeit legalabb olyan

jol kozeliti, mint w | és legalabb egy pozicioban szigortian jobban. Az elsé
két komponens kivételével a két vektornak egyeznie kell, mivel a tobbit wM
tokéletesen kozeliti. A 2. Lemmabol lathato, hogy w] < wFM, mig a 3. Lem-
mébol why > wiM. Az el6z6 egyenlStlenségek koziil legalabb az egyiknek
szigortinak kell lennie, kiilonben w’ = w¥ lenne. Ebbdl és az 1. Lemmabol

kovetkezik, hogy

/ EM
wh  wkM

Ez azt jelenti, hogy w’ hatirozottan rosszabb kozelitést ad ajs-re, mint w&

ami ellentmond az eredeti feltevésiinknek. A ¢ < 1 eset hasonléan bizonyit-
hato. O]
Mdsodik bizonyitds.

A 8. Definiciot fogjuk felhasznélni, azaz az As péaros dsszehasonlitas métrix-

EM gajatvektorhoz felrajzoljuk

hoz és a hozza tartozé jobboldali dominans w
az iranyitott grafot. Az i csucsbol a j csiicsba pontosan akkor megy egy

iranyitott él, ha % > a;;. Legyen 6 > 1. Az 1. Lemmébdl kiévetkezik,
hogy (2 — 1) € E és (1 — 2) ¢ E. A 2. Lemmabol kovetkezik, hogy
(1 —j) € E 6 (j —1) ¢ E minden j = 3,4,...,n-re. A 3. Lemmabol
kovetkezik, hogy (2 — j) ¢ E és (j — 2) € E minden j = 3,4,...,n-
re. Hai,j = 3,4,...,n,1 # j,, akkor a;; = % esetén (i — j) € E és
(j =) € E. A kapott iranyitott graf a 4.2. abran lathato.

Barmely i # 1,2 csticshbol vezet él a 2 csticsba, és 1-bdl vezet él i-be.
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®\ /@
W

@) (n)

® ()

4.2. abra. Az SP métrixhoz tartozd erGsen Osszefiiggs iranyitott graf.

Tovabbé 2-bél 1-be is vezet él, igy barmely csticsboél elérhets 1, onnan pedig
barmely méas cstics. Az 1-b6l 2-be pedig példaul az 1 — 3 — 2 tdton lehet
eljutni. Tehat barmely csticsboél barmely csiicsba el lehet jutni irdnyitott
Gton, azaz az iranyitott graf erdsen Osszefiiggs. Igy a 2. Tétel értelmében
wiM Pareto-hatékony.

A ) < 1 eset hasonléan bizonyithato. Ez esetben az iranyitott graf ugyan-
az mint a 4.2. abrén, csupan az 1-es és 2-es csticsok vannak felcserélve. [

Mivel egy 3 x 3-as paros 0sszehasonlitds matrix vagy konzisztens vagy SP,

kimondhat6 az alabbi allités:

1. Kovetkezmény. Ha A € PCMs, akkor A domindns jobb oldali sajdt-
vektora Pareto-hatékony. Madsképp fogalmazva a sajdtvektor modszer n = 3

esetén mindig hatékony megolddst ad.

Az 1. Kévetkezmény onnan is lathatd, hogy n = 3 esetén a sajatvek-

tor modszer ekvivalens a logaritmikus legkisebb négyzetek modszerével (lasd
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2.3.3. alfejezet), ez utobbirdl pedig Blanquero, Carrizosa és Conde [9] meg-

mutatta, hogy minden esetben Pareto-hatékony.

4.2. Két elemtdl eltekintve konzisztens paros

osszehasonlitas matrixok

Ebben az alfejezetben a [4] cikkiink eredményeit ismertetem.

Az el6z6 alfejezetben targyalt eredmény kiterjeszthets. Ennek keretében
az olyan paros 0sszehasonlitas méatrixokat vizsgaljuk, melyek két elemtdl elte-
kintve konzisztensek (angolul double perturbed, roviden DP). Ilyen esetben
feltehets, hogy n > 4, mert egy 3 x 3-as paros Osszehasonlitas matrix vagy

konzisztens, vagy SP.

Két elemtdl eltekintve konzisztens paros 6sszehasonlitas matrixok két mo-
don lehetségesek, ennek megfelelGen két esetet kell megkiilonboztetni. Az els6
esetben a modositott elemek egy sorban vannak, a masodik esetben kiilon-
b6z6 sorban. A bizonyitasban szerepet jatszo algebrai okok miatt a masodik
esetet két alesetre (2.A és 2.B eset) kell bontani: az n = 4 (2.A), illetve az
n > 5 (2.B) esetre. Formalisan tehat barmely, legfeljebb két elemtd] eltekint-
ve konzisztens paros 6sszehasonlitas matrix ekvivalens valamelyik, az alabbi
definicioban adott alakkal:

10. Definicié. Egy paros osszehasonlitdas matrix legfeljebb két elemtdl el-
tekintve konzisztens, ha alkalmas sor- és oszlopcserékkel az alabbi alakok

egyikére hozhato:
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1. eset (n > 4):

1 oxq Yxo T3 Tp_1
1/(6.’131) 1 513'2/33'1 1'3/371 In,1/$1
1/(7:1:2) .731/1’2 1 ZL‘3/Z‘2 Ce .I'n_l/.fg
P,;= , (4.6)
1/1’3 ZEl/l'g 172/173 1 .l’n_l/ZEg
1/$n—1 Il/xn—l $2/l’n—1 $3/In—1 1
2.A eset (n = 4):
1 oxq T x3
1/(5581) 1 I‘Q/.Tl I‘g/l‘l
Q5= , (4.7)
1/1‘2 5(71/.172 1 ’)’333/332
1)z  x/xs x2/(yX3) 1
2.B eset (n > 5):
1 ox, To T3 Ty Tp_1
1/(5%1) 1 .I'Q/Il .I'g/l’l SL’4/I1 .In,l/l’l
1/%2 [El/ZL‘Q 1 "}’333/332 I4/J]2 . [L‘n_l/l’g
R,; = 1/z3 x1/xs  xa/(yx3) 1 Ty/x3 ... Tpo1/T3
1/xzy x1/1y To/x4 x3/%4 1 A )
Uy 1/tp1  Tof/Tp1  X3/Tp1 Ta/Tnoq ... 1
(4.8)

ahol xq,..., 2,1 >0és0<9,v#1.

A 2.A és 2.B esetet Osszefoglaloan 2. esetnek nevezziik, amikor nem sza-
mit, hogy a matrix 4 x 4-es vagy nagyobb.

Ha 0 = 1 vagy v = 1, akkor a péros Osszehasonlitas matrix SP. Ha
0 = v = 1, akkor pedig konzisztens. Tovabba az 1. esetben n = 4, § = ~
mellett Pjs s szintén egy SP matrix. Ez abbol 1athato, hogy ha megszorozzuk

az (1,4) poziciobeli z3-mat J-val, akkor konzisztens méatrixot kapunk.
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Bozoki, Fiilop és Poesz [13] olyan péros Osszehasonlitds matrixokat vizs-
galtak, amelyek legfeljebb 3 elem megvaltoztatasaval konzisztenssé tehetéek,
¢s ezekhez (a fenti 8. Definicioban 1év6tsl kiilonbo6zs) grafokat rendeltek. A
fenti esetek mindegyikének megfelel egy graf: az 1. eset a [13, Fig. 6(b)]
grafnak, a 2. eset pedig a |13, Fig. 6(a)| grafnak. Cook és Kress [22], illet-
ve Brunelli és Fedrizzi [15] egy hasonlo témat vizsgalt, amelyben két paros
Osszehasonlitas matrixot hasonlitottak Ossze, amelyek csak egy elemben kii-
16nboznek.

A 3. Tétel kiterjesztéseként a két elemtdl eltekintve konzisztens péros
Osszehasonlitas matrixokra is kimondhatjuk a hatékonysagi tételt. A bizo-
nyitds az olvashatésidg kedvéért csak vazlatosan szerepel a fGszovegben, a

részletek megtalalhatoak a [4] cikkiinkben.

4. Tétel ([4, Theorem 3]). A két elemtdl eltekintve konzisztens pdros dssze-

hasonlitas mdtrizok jobb oldali domindns sajdtvektora Pareto-hatékony.

Bizonyitds. A 3. Tételhez hasonldéan a sajatvektor explicit képleteire van
szitkségiink. E célbol — Farkas [34] SP esetre vonatkozo képleteinek bizo-
nyitasdhoz hasonléan — elGszor a karakterisztikus polinomot irjuk fel. Az 1.
esetre vonatkozo karakterisztikus polinomot és bizonyitésat a [4, Proposition
1] allitas tartalmazza, a 2. (2.A és 2.B) esetét pedig a [4, Proposition 2|
allitas.

A karakterisztikus polinom képletét felhasznalva lehetség nyilik a jobb
oldali dominans sajatvektor képleteinek meghatarozasara, melyeket a [4, Pro-
position 3| allitas tartalmazza. Minden egyes eset képleteit (az SP esethez
hasonloan) t6bb kiilonboz6 alakban fel lehet irni. A lemméak bizonyitasakor
deriilt ki, mikor melyik alak vezet célra.

A kapott sajatvektor formulakat felhasznalva jonéhany egyenltlenség be-
latasara nyilik lehet&ség. Az egyenlStlenségek a 8. Definicioban szerepld alul-
illetve feliilbecsléseket, valamint ebbdl kovetkezGen a graf éleinek iranyitésa-

it hatarozzak meg. Az egyenl6tlenségeket 28 lemma tartalmazza |4, Lemma
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la-3h|. A 15 oldalas bizonyitas a [4] cikk fiiggelékében talalhato, melynek
nagyjabol a fele a lemmak bizonyitasa, ezért ennek teljes kozlésével itt nem
terhelem az Olvasot. Helyette illusztracioképpen szerepel itt az egyik lemma
és bizonyitasa.

A lemma (|4, Lemma 3f]) — mely a 2.B esetre vonatkozik — allitasa a
kovetkezs: Ha v > 1,0 < 1 = wiM /wEM > 23/, ha pedig vy < 1,6 > 1 =
wEM JwEM < g4/ 2;.

A lemma allitdsa helyett a kdvetkezs, erésebb allitast fogjuk igazolni:

M/wagxg,/xl.

>
TZoe wy

A |4, Formula (21)] sajatvektor képletet hasznaljuk ehhez a bizonyitashoz,
mely szerint wy = 2A(72 — 27 + XNy + 1)(1 + 0A = 0) és wy = AN +

367y — 69A2 — 2007 — 28 + 20y — v + 1+ Ay + 62 4+ 62 Ay — 6%9). Igy a fenti

egyenlGtlenség atirhato:

i—‘l‘m? — 2y + A2y + 1)(1 + 6A — §)

> T3 Ty

— AEAZF N30y — 6y A% =200y —20+20y —y+ 14+ Ay + 62462 My — 52y),
143

mely ekvivalens a kovetkezdvel:

VEEAO =20 — 2y —2X90 + 290 + APy + X390 — A2 0 + 14+ X0 — 0
= M6+ X098 — A2y0 — 2076 — 26 + 290 — v+ L+ Ay + 0% + Ayd? — 482,

Tovabbi ekvivalens atalakitasokkal kapjuk:
Ay = X254+ A6 = Ay + 226 = Ay 4% = 62+ 762 — 726 4+26 — 2y +y— 6 § 0

N (7=8)+ M=)+ M0 (y—8)+(7+0) (Y= 8) +78(0—7)+2(6—7)+(y—08) 2 0

(Y= =AM +y+0—75—1) 20

(Y= )N =22+ X0 =6+ A —1+7+08) 20

(v =)AA=2) + 1A= 1)+ (A =1) +7+3) 0.
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A bal oldalon a masodik tényez mindig pozitiv, mivel A > n > 5és v, > 0.

Ezzel a lemmat belattuk.

A t6bbi 27 lemma is hasonléan bizonyithat6, melyekhez kiilonb6z6 sajat-
vektor képleteket célszert alkalmazni. A lemmakbol szarmazéd egyenléGtlen-
ségek lehetGvé teszik, hogy a 8. Tételbeli irdnyitott graf egyes éleinek iranyi-
tasat meghatarozzuk. Mivel az erGs Osszefiigglség (sziikséges és) elégséges
feltétel, ha egy er6sen Osszefiiggs részgrafot talalunk, mely minden csticsot
tartalmaz, akkor abbol mar kovetkezik az egész graf erGs OsszefiiggGsége és

igy a sajatvektor hatékonysaga is.

A kiilénb6z6 esetek iranyitott grafjai a 4.3-4.5 abrédkon lathatéak. Az
egyes grafok a paraméterek fiiggvényében rajzolhatoak fel, amit az dbrén a
graf megfelels sikrészben valo szerepeltetésével szemléltetiink: példaul a 4.3
abréan a bal fels6 sarokban lathato graf esetén 0 < 1ésy > 1. Az egyes éleken
szerepl§ jelolések azt mondjak meg, hogy az él iranyitasat melyik lemmabol
lehet meghatarozni. A szaggatott élek iranyitasat nem vizsgaltuk, mivel ezek
meghatarozasa nélkiil is bizonyithat6 a hatékonysag. Az 1. és a 2.B esetben
a grafban talalhato egy i-vel jelzett cstics. Ez egy teljes részgrafot jeldl (n—3
pontit az elsd esetben és n — 4 pontit a 2.B esetben), melyen beliil barmely
két pont kozott a [4, Lemma 1j] és a [4, Lemma 3h| lemmak miatt oda-vissza
vezet él, mely természetesen egy erdsen Osszefiigg részgraf. Az emlitett
lemmak a modositott elemek &ltal érintetlen sorok és oszlopok eseteit fedik
le, ez esetben pedig a kozelités tokéletes. Tovabba az 1. esetben barmely
rogzitett 7 < 3-ra az i és j cstics kozotti élek irdnyitasa ugyanaz barmilyen ¢ >
4-re (lasd a [4, Lemma le, 1f, 1h, 1i] lemmakat). Hasonléan barmely rogzitett
J < 4-re az 1 és j csiics kozotti élek irdnyitasa ugyanaz barmilyen ¢ > 5-re a
2.B esetben (lasd a [4, Lemma 3c, 3d, 3e|] lemmakat). Kovetkezésképp a teljes

részgraf Osszehiizhato egyetlen pontta az erds Osszefiiggiség vizsgalatakor.

Az 1., 2.A és 2.B esethez a 4.3, 4.4 és 4.5 abra tartozik rendre. Az erds
osszefliggbség igazolasahoz elegendd a redukalt grafban (melyben az i pontba

huztuk Gssze a teljes részgrafot) talalni egy iranyitott Hamilton—kort.
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Az iranyitott Hamilton-korok a kovetkezdGek:

4.3. abra. A domindans jobb oldali sajatvektorhoz tartozé irdnyitott graf az
1. esetben erGsen Osszefiiggd a nem vizsgalt szaggatott élek irdnyitasatol

fiiggetlentil

1. eset:
0>1,v>0:1—-1—>2—-3—1,
y>1,y<d:1—>1—>3—>2—1,
0>1,v<1:1=23—i—2—>1,
0<l,y<d:1=-3—=2—1—1,
y<1l,y>0:1=22—>3—=>1—1,

0<l,y>1:1—-2—i—3—1.
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4.4. abra. A dominans jobb oldali sajatvektorhoz tartozo iranyitott graf a
2.A esetben erGsen Osszefiiggd a nem vizsgalt szaggatott élek iranyftasatol

fiiggetlentil

2.A eset:

0>1,v>1:1-4—-3—-2-—>1,
0>1,v<1:1—-3—-4—-2—>1,
0<l,y<1l:152—=3—>4—>1,

0<l,y>1:1—-2—-4—-3—1.
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4.5. abra. A dominans jobb oldali sajatvektorhoz tartozo iranyitott graf a
2.B esetben erfsen Osszefiiggd a nem vizsgalt szaggatott élek iranyitasatol

fiiggetlentil

2.B eset:

0>1,v>1:124—-3—>i—2—1,
0>lvy<1l:1=21—-3—-4—2—1,
I<liy<l:1=22—=i—3—4—1,

0<lyy>1:1-2—-4—-3—1i—1.
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Mivel az Osszes eset Osszes lehetséges paraméter értékére felrajzolhato
grafban talaltunk irdnyitott Hamilton—kort, ezért a hatékonysagot minden,

két elemtdl eltekintve konzisztens esetben belattuk. O

A 2. Allitast, valamint a 3. és 4. Tételeket sszefoglalva a kovetkezd mond-
hato ki:

2. Kovetkezmény. A legfeljebb két elemtdl eltekintve konzisztens pdros dssze-

hasonlitds mdtrizok esetén a jobb oldali domindns sajatvektor hatékony.

Az eddigi eredmények alapjan felmeriilhet, hogy miért ne folytathatnénk
a hatékonysag vizsgalatat a harom, illetve t6bb elemtdl eltekintve konzisz-
tens paros Osszehasonlitas matrixok esetén is. Tobb elem megvaltoztatasa
esetén azonban a hatékonysagot ilyen altaldnosan biztosan nem lehet bizo-
nyitani. Mar a 4 X 4-es esetben is van ellenpélda: emlékezziink vissza az
1. példara. Minden 4 x 4-es paros Osszehasonlitas matrix, amely nem legfel-
jebb két elemtdl eltekintve konzisztens, pontosan hérom elemtél eltekintve
konzisztens. Igy tehat még ha specialis, harom elemt6l eltekintve konzisz-
tens matrixokra meg is lehetne mutatni (példaul reményt keltének tinik az
az eset, amikor az Osszes modositott elem egy sorban van), az Osszesre ez
biztosan lehetetlen. Ami még tovabb rontja a helyzetet, egy harom elemtdl
eltekintve konzisztens matrix 5 kiilonb6z6 esettel lehet ekvivalens (lasd [13,
Fig. 7]), amiket a DP esethez hasonloan akar tovabbi alesetekre is sziikséges
lehet tovabb bontani. A fenti okok miatt a két elemtdl eltekintve konzisztens

esettel az ilyen irdnyu vizsgalodasok tulajdonképpen lezarhatoak.



5. fejezet

A sajatvektor szamitasa ciklikus

koordinatak modszerével

A 2.3.1. alfejezetben targyalt sajatvektor modszer és annak 2.5.2. alfejezetben
targyalt kiterjesztése a nem teljesen kitoltott paros dsszehasonlitas méatrixok
esetére az egyik legfontosabb sulyvektor szamitasi modszer. ElGszér a nem
teljesen kitoltott esetben torténd optimalis kitoltéssel kapcsolatos sajat ered-
mény [2] keriil ismertetésre, majd egy altalanos modszer dominans sajatérték
és sajatvektor szamitasra [5]. Mindkét esetben a ciklikus koordinatak mod-
szerét [60][253-254. oldal] alkalmazzuk.

A ciklikus koordinatdk modszerének lényege, hogy egy tobbvaltozos op-
timalizalasi feladatban egyszerre mindig csak egy véltozot tekintiink tény-
legesen valtozonak, a tobbi valtozo az el6z6 lépésben szamolt értéken van
rogzitve. Annak az elemnek, amelyik ténylegesen valtozik, az 0j értéke az a
szam lesz, ahol az optimalizalasi feladat szerinti (a t6bbi elem valtozatlan-
saga melletti) optimuma felvétetik. Azt, hogy melyik valtozot tekintjiik egy
adott 1épésben ténylegesen valtozonak, ciklikusan valtoztatjuk, azaz el&szor
az els6t, majd a masodikat stb., majd amikor az utolsé valtozom is til va-
gyunk, visszaugrunk az elsére és ugyanigy folytatjuk, amig el nem érjiik a

leallasi kritériumot. Az, hogy mi a ledllasi kritérium, a feladattol fiigg.

92
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A nem teljesen kitoltott paros Osszehasonlitas matrixok és a sajatvektor
modszer témakorében megemlitendd Fiilop eredménye [39]. Ez az eljaras
hasonl6 alapokon nyugszik, mint az 5.2. alfejezetben bemutatott algoritmus,

de nem ciklikus koordinatakkal dolgozik.

5.1. Optimalis kitoltés Newton—mobdszerrel

Ebben az alfejezetben a [2| cikkem eredményeit targyaljuk, melyek alapjait az
Eotvos Lorand Tudoméanyegyetemen 2010-ben késziilt diplomamunkdmban
[1] dolgoztam ki.

Legyen A egy n X n-es nem teljesen kitoltott paros dsszehasonlitas matrix,
d hianyzo6 elemmel. Tekintsiik az 5. Definiciobeli kitoltését az xq, . . ., x4 valto-
zokkal. A sajatvektor modszer 2.5.2. alfejezetbeli altalanositasit szeretnénk
alkalmazni a nem teljesen kitoltott esetre, a (2.23) feladat szerint. Tegyiik
fel, hogy az A-hoz tartozo 2.5.1. alfejezetbeli 6. Definici6 szerinti G (V, E)
graf Osszefiiggd, mivel a 2.5.2. alfejezetben emlitettek szerint a sajatérték-
minimalizilasi feladatnak pontosan akkor létezik egyértelmi megoldasa, ha
Ga(V, E) osszefiiggs [12].

Célunk tehat az A matrix dominans sajatértékét, Apax(A(zy,...,xq))-t
minimalizalni x4, ..., z4-ben, azaz a (2.23) optimalizalasi feladatot megolda-
ni, mivel a 2.5.2. alfejezetben leirt modon ez adja az A matrix optimalis ki-
toltését. Ez egy tobbvaltozos optimalizalasi feladat, melyet elGszor a ciklikus
koordinatdk modszerét alkalmazva oldunk meg, majd az 5.1.2. alfejezetben

tobbvaltozos Newton—mobdszerrel.

5.1.1. Egyvaltoz6os Newton—-mobdszer

A ciklikus koordinatak modszerénél mindig kulcskérdés, hogy az egyes lé-
pésekben az egyvaltozos optimumhelyet és -értéket hogyan szamoljuk ki. A

sajatvektor modszer esetén Bozoki, Fiilop és Ronyai a Matlab programcso-
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magban talalhaté fminbnd nevd altalanos numerikus optimalizalé modszert
hasznaltak [12].

A most bemutatott esetben az egyviltozos optimalizalési feladatokat
Newton-moédszerrel fogjuk megoldani. A Newton-modszer egy iterativ mod-
szer. Az r-edik iteracioban egy altalanos f(z) fiiggvényre a szélsGérték keress

algoritmus alapvetd forméaja a kévetkezd:

2D — () _ f/(g;(r))
fr(a))’

ahol (") az z valtozo r-edik iteraciéban szamolt értéke. Ennek a kiszami-
tasahoz sziikség van az f fliggvény elsé és masodik derivaltjara, ami a mi
esetiinkben a dominans sajatértéknek, Ay .-nak a matrix hianyzo elemei sze-
rinti derivaltjai. Sajnos azonban a A, optimalizilasa kozvetleniil a hianyzo
elemekben egy nem konvex feladat [12].

Annak érdekében, hogy garantalhaté legyen az egyértelmi globalis mi-
nimumhoz valé konvergencia, a feladatot at kell skaldznunk olyan médon,

hogy konvex optimalizalasi feladatot kapjunk. Bozoki, Fiilop és Ronyai [12]

otlete alapjan legyen x; = e, i = 1,...,d. Igy az 5. Definicié szerinti
A(x) = A(xq,...,x4) matrixot az alabbi formara hozzuk:
1 a1 th A1n
1/&12 1 923 c. th
B(tl,...7td> :B(t) = €_t1 1/@23 1 ... Q3p |,
1/ay, e 1/az, ... 1

aholt; e R,i=1,...,d, és B(t) = A(x). A dominans sajatérték, A\y..(B(t))
méar konvex fiiggvénye t-nek [12].

Harker [43] jovoltabol ismertek a dominans sajatértéknek a matrix elemei
szerinti elsg és masodik derivaltjai, és ezek csak a matrixelem (i, j) pozicio-

jatol fiiggnek. Fzek a derivaltak azonban az eredeti métrixelemekre, azaz az
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x;, ¢ = 1,...,d-re vonatkoznak, és nem t;-re. Ahhoz, hogy a t; szerint vett
derivaltakat megkapjuk, magukat a derivaltakat is at kell skdlazni.

Jeloljiik L(t) = Apnax(e')-vel a dominans sajatérték egy tetszéleges t; sze-
rint vett derivaltjat. Ekkor a [2| cikkben talalhato levezetés alapjan az elsd
derivalt

OL(t)  OAmax(x)

g -e’

ot Oz
ahol m%;;(x) Harker cikkéb6l [43] ismert, és csak x matrixbeli poziciojatol

fligg.
Hasonléan, a méasodik derivalt a |2]-beli levezetés alapjan

PLE)  Phul®) o Pusle)
@0 (0n? et + e (5.1)

ahol % szintén ismert [43]|-bol, és csak x pozicidjatol fiigg. Jegyezziik

meg, hogy az x valtozok az 5. Definicié szerint mind a fels6 haromszdgben
vannak.
Az el6bbiek alapjan ebben az esetben az egyvaltozos Newton-modszer

r-edik 1épése a kovetkezd alakban irhato fel:

r a)\max x r
port) gy - LU ey B (@) . (52)
L//(t(T’)> 0 2\51;;2(37) (x(r)) . et(r) + d/\man;c(x) (.ZU(T))

ahol az (1) fels indexek az el6z6 lépésben szamolt értékeket jelentik. Ezzel
az (5.2) képlet jobb oldalan minden érték ismert.

Igy az egyvaltozos Newton-iteracio egy teljes lépése az alabbiakbol all:
Lt =Inz™),
2. Alkalmazzuk (5.2)-t,

r+1 _ +1
3. D) = Y /g rtD) — o=t

Kiemelendd, hogy itt két egymésba agyazott ciklusrol van sz6. A kiilsg

iteracié a ciklikus koordindtdk modszere, amely a valtozokon halad kérbe, a
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belsé pedig a Newton-moddszer, amely egyszerre egy, a ciklikus koordin&tak
altal az adott 1épésben kijelolt valtoz6 szerint optimalizal. Miutén elértiik a
megallasi kritériumot, az x vektor megadja az optimalis kitoltést, melybdl

méar szamolhato a hozzé tartoz6 dominans sajatvektor.

A megallasi kritérium az, hogy az x; értékek méar nem valtoznak ,sokat”.
Formaélisan az algoritmus a k-adik 1épésben all meg, ha k a legkisebb olyan

egész, amire

max |xz(k) - xz(»k_l)] <T, (5.3)
i=1,2,..d

ahol T" a toleranciakiiszob. A megéallési kritérium az x-re van meghatarozva,
nem t-re, mert a t-re szamolt apré kiilénbség is nagy kiilénbséget eredmé-

nyezhet x-ben az exponencialis transzformécié miatt.

A T kiiszébre a T = 107* értéket hasznaltam a vizsgalatokban és pél-
dédkban. Az egyik oka enne az, hogy a [12] cikkben is ugyanezt hasznaltak
a szerz6k. A mésik pedig, hogy a tapasztalatok alapjan ez egy jo6 kompro-

misszumnak ttinik a futasi id6 és a pontossag kozott.

Egy tovabbi tisztazando kérdés a kezddértékek bedllitiasa. Egy egysze-
ri lehetdség a kezd&értékekre az, ha minden valtozot egyrdl inditunk, azaz
91:50) =1,71=1,...,d [12]. Egy masik kézenfekvs lehetGség a valtozok kez-
déértékeit a logaritmikus legkisebb négyzetek modszeréb6l meghatarozni a

2.5.2. alfejezetben leirt modon, mely egy linearis egyenletrendszer megolda-

ILLSM

saval kaphato. Az igy nyert w silyvektor megfelel6 elemeinek aré-

nyaibol indithatjuk az iteraciot, azaz ha z; a (p,q) pozicioban van, akkor

0) _  ILLSM /,, ILLSM
Ty = w, Jw,

don adott értékek tipikusan kozel vannak a sajatvektor modszer altal adott

. A logaritmikus legkisebb négyzetek &ltal ilyen mo-

értékekhez [47], igy a célhoz kozeli pontbdl inditva csokkenthetjiik az itera-

ciok szadmat.
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5.1.2. Tobbvaltoz6s Newton—modszer

A ciklikus koordinatak alkalmazasa helyett a tobbvaltozos Newton—modszert
hasznalva egyszerre az Osszes valtozoban optimalizalhatunk. Legyen L(t) =
Amax(€, ..., e'), melyet minimalizalni szeretnénk. A tobbvaltozos Newton—

modszer ebben az esetben a
t0H) =t 4 [HL ()] VL)

format olti, ahol HL(t) az L(t) Hesse-matrixa, VL(t) a gradiens vektora,
pedig egy, a Newton—-modszernél szokasos 1épéskoz paraméter. Ezt a lépés-
kéz paramétert az egyvaltozos modszernél is hasznalhatjuk, de a numerikus
teszteknél nem alkalmaztuk [2].

A gradiens vektor és a Hesse-matrix minden eleme ismert Harker képle-
teibdl [43]. Az atskalazast is meghataroztuk az Osszes elsg derivaltra, azaz a
gradiens vektor elemeire, valamint ugyanazon elem szerinti kétszeres derival-
takra, azaz a Hesse-matrix diagonalisara. Meg kell azonban hataroznunk az
atskalazott derivaltakat a két kiillonb6z6 elem szerinti masodik derivaltakra

is. A [2]-beli levezetés szerint

82L(t) - 82)\max<x) eti‘f‘tj + a)\max(x>

L€ Xi=g) (5.4)

ahol

(1 hai=j
M= 7Y 0 hai#j

Vegyiik észre, hogy (5.4) speciélis esetként tartalmazza (5.1)-et, ha ugyan-
azon elem szerint derivalunk kétszer (i = j).

Az induléértékek és a megallasi kritérium ugyanaz az egy- és tobbvalto-
z0s esetben. A [2] cikkben egy numerikus példan is bemutattam mindkeét

algoritmust.
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5.2. Pozitiv matrixok dominans sajatvektora cik-
likus koordinatakkal

Ebben a fejezetben az [5] cikkben leirt eredményeket targyaljuk. Az [5] cikk-
ben egy iterativ algoritmust adtunk pozitiv matrixok dominans sajatérté-
kének és sajatvektoranak kiszdmitasara. Ez az eljaras ugyan igen altalanos
keretek kozott is miikodik, de egyik alkalmazasa a sajatvektor modszer sza-
molasa paros Osszehasonlitas matrixok esetén. A kozvetlen alkalmazhatosag
oka, hogy az 1. Definici6 szerint egy paros Osszehasonlitas matrix mindenkép-
pen pozitiv, a 2.3.1. alfejezetben leirtak szerint pedig a sajatvektor modszer

esetén a sulyvektor a dominéans sajatvektor lesz.

11. Definicié. Egy A négyzetes méatrix irreducibilis, ha nem hozhat6 sorok

és oszlopok egyszerre torténd cseréivel a kovetkezG blokk fels6 haromszog

(o 5)

ahol B és D nem 0 méretd négyzetes matrixok.

alakra:

A definiciobol adododan, a szigora pozitivitds miatt, minden paros Ossze-
hasonlitas matrix irreducibilis.
Mint kordbban is, jelolje Apax = Amax(A) a dominans sajatértéket. Ekkor

az alabbi Osszefiiggés teljesiil:

5. Tétel (Collatz—Wielandt). Legyen A > 0 egy irreducibilis n X n-es mdtriz.

Aw).
Amax = Max min (Aw); = (5.5)
w>0 i=1,...,n w;
Aw).
= min max ( W)l. (5.6)

w>0i=1,..,n W

Megjegyzendd, hogy ugyan a Collatz—Wielandt formulat alkalmazhatjuk
paros Osszehasonlitas métrixokra is, azonban kizarélag a kitoltott esetre tud-
juk ezt kozvetleniil megtenni. Innentdl feltessziik, hogy A > 0, tehat szigo-

rian pozitiv matrixrol van szo.
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Az algoritmus az (5.6) formulat hasznélja a Apax kozelitésére, azonban
ez a valasztas onkényes: az algoritmus konnyen &atalakithato tgy, hogy az
(5.5) osszefiiggest hasznalja. Késébb azonban mindkét alakot felhasznéljuk
a megallasi kritérium meghatarozasahoz.

Ebben az esetben is a ciklikus koordindtak modszerét alkalmazzuk. A
valtozoink ezuttal a dominans sajatvektor, w elemei: wq, ..., w,. A cik-
likus koordinatdk modszere, a fejezet bevezet§jében leirtak szerint minden
lépésben csak egy valtozot tekint ténylegesen valtozonak. Jeldlje ennek a
valtozonak az indexét k, igy minden lépésben wy lesz az aktuélis valtozonk,
mig a tobbi valtozo értéke ideiglenesen azok el6z6 lépésben szamolt értékein
van rogzitve.

A fentiek alapjan (5.6) szerint minden lépésben wy, azon értékét keressiik,
amire teljesiil, hogy

(Aw);

wy = arg min max : (5.7)
Wi i=1,..., n ’LUZ

Mivel a tobbi, w;, j # k érték fix, ezért az (5.7) kifejezés minden i-re csupan
wy-tol fiigg. Igy bevezethetjiik a kovetkezd jelolést. Legyen

fi(wk)zw, i=1,...,n. (5.8)
Amit keresiink tehéat egy lépésben, az az a wy > 0 érték, amelyre
wy, = argmin max f;(wy),
v =l
azaz ahol az f; fiiggvények fels§ burkol6janak a minimumpontja van. Az
fi(wy) fiiggvényérték pedig a M. kozelitése (fels6 korlatja) lesz.
Mivel

R (5.9)
i\ Wk w; “ W ) yeeeylly .

ezért a vizsgalt f; fiiggvények i # k-ra linearis fiiggvények, hiszen a véltozo,
wg, csak az n tagl Gsszeg szamlalojaban szerepel. Hasonloan, i = k-ra fi(wy,)
egy hiperbolikus fiiggvény, mert w; a nevezGben szerepel, illetve egyszer a

szamlaloban is, de ez kiegyszertisodik.
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Az f; fiiggvények tehat felirhatdak a kovetkezd alakban:

Aw); ‘
fiwy) = (Aw) =aw, +b;, 1#k (5.10)
valamilyen a; > 0 és b; > 0 konstansokkal. Hasonléan, i = k-ra
Aw c
filwyy = AWk _ €y (5.11)
Wy Wi

valamilyen ¢, d > 0 konstansokkal. A konstansok egzakt alakja meghatéroz-

hato az (5.9) formula alapjan:

ik
=" (5.12)
b= i 5.13
> (5.13)
c= Zakjwj (5.14)
7k

A kovetkezé allitas a fels§ burkol6 minimumpontjanak meghatarozasahoz

visz kozelebb:

3. Allitas. Az (5.7) dsszefiiggést teljesitd wy-ra

filwg) = fi(wy) (5.16)
valamilyen © # k-ra.

Bizonyitds. Mivel a;,b; > 0 Vi # k-ra az (5.10) képletben, ezért az f;(wy),

1 # k linearis fiiggvények szigorian monoton névék, igy a fels6 burkolojuk is

szigoriian monoton névé. Hasonléan, mivel ¢,d > 0 az (5.11) képletben, és

mert wy > 0, az fi(wy) hiperbolikus fiiggvény szigorian monoton csokkend.
Tekintsiik a kovetkezd, elemi titon adodoé hatarértékeket:

wli—>n(l)+ fk(wk) -
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lim fr(wg) =d < o0

W —> 00

lim max f;(wy) = oo,
Wp—00 1#k

tovabba

max fi(0) < o0

is teljestil.

Ezek alapjan, és mivel az f;(wy),i = 1,...,n fiiggvények folytonos, szigo-
rian monoton fiiggvények, az f;(wy),i # k fiiggvények felsé burkoloja és az
fi(wy,) egyetlen pontban metszik egymast. Igy az elébbi monotonitési tulaj-

donsagok szerint a max;—;__, fi(wx) minimumpontja ebben a metszéspont-

.....

ban van, ahol max;, fi(wg) = fr(wg). Mivel max;; fi(wy) véges sok lineéris

fiiggvény felsé burkoloja, ezért létezik egy i # k, amire f;(wy) = fr(wg). O

A 3. Allitasbol kovetkezik, hogy elegends csak az f;, fiiggvény metszés-
pontjait kiszamolni minden f;, i # k fiiggvénnyel. Az fj szigortian monoton
csOkkenése miatt, az a wy > 0, amelyik eleget tesz az (5.7) feltételnek, az
a legkisebb wy, lesz, amelyik eleget tesz (5.16)-nak. A kovetkezs allitas a

metszéspont kiszamitasara vonatkozik.

4. Allitas. Az fi(wy) = fr(wy) metszéspont wy, > 0 helye

d—bl+\/(bl—d)2+4a,c
2&,‘ .

Wy —

Bizonyitds. Az (5.10) és (5.11) képleteket (5.16)-ba helyettesitve a kovetkezst
kapjuk:

Wy,

Ezt atrendezve
a;wi + (b; — d)wy — ¢ = 0.

A masodfokd megoldoképletet alkalmazva

2@2‘ ’

WE —
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Mivel \/(bZ —d)? 4 4a;c > d—b; csak a —l-\/(bi — d)? + 4a;c tagot tartalmazo
képlet ad pozitiv megoldast. O

Az eddig leirtak képezik az algoritmus magjat. Par tovabbi részleten
kiviil, mint a megéllasi kritérium és az indul6 értékek, ez méar elegendd az
implementaciohoz. Tovabbi gyorsitasi lehet&ségeket is kihasznalhatunk, me-
lyek kiilonosen nagy matrixok esetén lehetnek jelentGsek. Az eredeti célunk
is az algoritmus nagy matrixokra szabésa volt. A kovetkezs gyorsitési lehetd-
ségek kis matrixok esetén valoszintileg valojaban lassitasok, mivel olyan ele-
meket tartalmaznak, amelyeknek konstans vagy a mérettel lassan névekedd a
miiveletigényiik. Nagy matrixok esetén azonban ezek mar a futésidg elenyé-
sz6 hanyadat teszik ki és a hasznalatukbol eredd elényok mér Gsszességében
gyorsitast eredményeznek. A konkrét futasidék 6sszehasonlitésa folyamatban
van.

Figyeljik meg, hogy nem feltétleniil sziikséges az Osszes metszéspontot
kiszamolnunk: csak a linearis fiiggvények maximuménak a hiperbolikus fiigg-
vénnyel vett metszéspontjara van sziikségiink. Igy azok a linearis fiiggvények,
amelyeknek nincs koézos pontja a linedrisak fels¢ burkolojaval, érdektelenek.
Formélisan, ha létezik i # k és j # k, amelyre a; > a; és b; > b; az (5.10)
képletben, valamint a két egyenl6tlenség koziil legalabb az egyik szigort, ak-
kor fi(wg) > f;(wy) minden wy > O-ra. Igy f;-nek nem lesz kizds pontja
max; i, f;i(wg)-val, azaz fy-nak az f;-vel vett metszéspontjat nem sziikséges
kiszamolni.

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy ha egy egyenes a pozitiv siknegyeden
teljes egészében egy masik ,felett” halad, akkor a ,lejjebb 1év&” egyenest el-
hagyhatjuk. Ilyen pontosan akkor kovetkezik be, hogy ha két egyenesnek
nincsen a pozitiv siknegyedben metszéspontja.

Ha a metszéspontot minden f;, ¢ # k-ra kiszdmolnank, akkor n — 1 met-
széspontot kellene kiszamolnunk. Ha csak azokra az f;-kre szamoljuk ki,
amelyek nem érdektelenek, akkor potencidlisan joval kevesebb mint n — 1

metszéspontot sziikséges kiszamolnunk, amely kiilonbség f6leg nagy matri-
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xok esetén lehet latvanyos.
Térjiink most ra a megallasi kritériumra. A megallasi kritérium a Apax
(5.6) és (5.5) szerinti minimax és maximin tulajdonsagat is felhasznélja. Min-

den iteraci6 végén, wy meghatarozasa utan kiszamoljuk az

Fiw) = fulwg) = agwg +b; = < 4 d = B2 A0 g0
Wy, w; W

értéket a megfelels i-vel, azaz azzal, amelyikre f;-nek az fi-val valé metszés-
pontja a legkézelebb van 0-hoz. A fenti (5.17) egyenlség sorozatban az els
egyenldség a 3. Allitas miatt igaz, mig az azt kovets formak az (5.16) dsszefiig-
gés atfogalmazasai (5.10), (5.11) illetve (5.8) alapjan. Igy kapjuk az (5.7)-nek
eleget tevs wy értéket. Az als6 burkolé maximumat, a LS 9 min;—; %
értéket és az ahhoz tartozo wy, pontot is hasonloan szamoljuk, tulajdonképpen
a fenti szamolésok tiikorképeivel. Pontosabban az f; hiperbola 6sszes olyan
fiyi # k-val vett metszéspontjat, azaz az fi(w;,) = fi(w},) egyenlGségnek ele-
get tevd értéket kiszamoljuk, ami minimum értelemben nem érdektelen, azaz
amire nincs olyan masik egyenes, ami ,alatta” halad. Ezutan ezek koziil azt
a wy, értéket valasztjuk, ami a legnagyobb, azaz ami a legmesszebb van 0-t6l.

Igy wj-re

= fu(w}) (5.18)

max min
wy =L.on Wy

teljesiil az aktudlis iteracioban. Az algoritmus megall, ha (5.7) és (5.18)
kozelebb vannak egyméshoz, mint egy el6re meghatarozott kiiszébérték.

A fentiekbdl lathato, hogy a megallasi kritérium ellenérzése az als6 bur-
kol6 maximumanak szamolasa miatt tobbletszamitasokat igényel. Annak
érdekében, hogy ezeknek a szamitasoknak a szdmat csokkentsiik, két fazisra
bontjuk az algoritmust. A fenti (5.18) értéket, azaz az alsd burkolé maxi-
mumat csak a masodik fazisban szamoljuk. Az els§ fazisban csak (5.7)-et,
azaz a fels6 burkolé minimumaéat szamoljuk, és azt ellenérizziik, hogy az el6z6
iteracioban felvett értékéhez képest tobbet valtozik-e, mint egy el6re megha-

tarozott kiiszobérték. Ha igen, akkor a masodik fazisba lépiink, és onnantol
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kezdve mar (5.18)-at is szamoljuk, és a két értéket egyméassal hasonlitjuk
Ossze. A két fazisra bontasnak koszonhetGen az algoritmus elején igy nem
sziikséges az als6 burkol6 maximuméanak szadmolasét is elvégezni: az els6 fa-
zisban csak a fels6 burkolé minimumaét, a mésodik fazisban mindkét burkolé
szélsGértékét kiszamitjuk.

Tisztazasra var még a kezdGértékek kérdése. KezdGértéknek elvileg bar-
mely pozitiv silyvektor megfelel. Ha egyszertien akarunk eljarni, hasznéalhat-
(0)

jukaw;,” =1,2=1,...,n csupa l-es kezdGértékeket. Paros dsszehasonlitas
matrixok esetén azonban, ahol a sajatvektor modszer szerint a dominans
sajatvektort (és sajatértéket) keressiik, amely kozel van a logaritmikus leg-
kisebb négyzetek modszere altal adott soronként vett mértani kozéphez [58].

Igy a kezdGértékeket ebben az esetben érdemes a kovetkez modon valasztani:
w” =TT va- (5.19)
j=1

Ezt a kezdGértéket altaldnos pozitiv matrixok esetén is hasznéalhatjuk a csupa
egyesekbdl allo kezdGérték helyett.

Sziikségiink van még a w; értékek normalizdlasara is, hogy ne fordulhas-
sanak el§ tul nagy vagy tul kicsi szamok. A normalizalast tobb modon is meg
lehet tenni, példaul a w; értékek Osszegét 1-re bedllitani, vagy akar a w; = 1
modon is. A konkrét implementacioban ez utobbi normalizalas szerepel. A
normalizaldst minden iteracié végén elvégezziik.

Osszefoglalva, a teljes algoritmus a kovetkezd lépésekbdl all, ahol a -

fels6 index egy fliggvényt, valtozot vagy értéket jeldl a p-edik iterdcidéban.

1. Beallitjuk a wEO),i =1,...,n kezdgértékeket (5.19) alapjan. Legyen az

iteracio indexe p = 1, és a fazis legyen az els§ fazis.

2. Legyen az aktuélis valtozo indexe k£ = 1.

3. Az aktualis valtozd w,(f )7 mig a tobbi valtozo értéke rogzitve van a

wP i=1,..  k—16sw? ™V, i=k+1,...,n értékeken.

7 %
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(»)

4. Szamoljuk ki w; -t Ggy, hogy azt az értéket valasztjuk, amire f(p)( » )) =

fi(p ) (w,(f )) a legkisebb az 6sszes nem érdektelen fi(p ) kéziil.

5. k =k + 1. Ha k < n, térjiink vissza a 3. 1épéshez.

6. Ha az els fazisban vagyunk, ellendrizziik £ (w®™")— f¥ ( )< T
teljesiilését. Ha a méasodik fazisban vagyunk, ellendrizziik fn ( I ))

FP (P < T teljesiilését. Itt T az elére meghatérozott kiiszobértek.
7. Normalizaljunk.

8. Ha a 6. 1épésben az ellenérzés igaz és az els6 fazisban vagyunk, akkor
lépjiink a mésodik fazisba és térjiink vissza a 2. lépéshez. Ha az ellen-
6rzés igaz, és a mésodik fazisban vagyunk, menjiink a 9. 1épésre. Ha az

ellendrzés hamis, akkor legyen p = p+1 és térjiink vissza a 2. lépéshez.

9. Eredményként adjuk ki a w;,7 = 1,...,n értékeket a dominans sajat-

vektor elemeiként és az fi.(wy) értéket a dominans sajatértékként.

A fent leirt algoritmus egy 1j eljaras a dominans sajatvektor és sajatérték
szamitasra, mely nagy matrixokra van szabva és egyszertiségét a ciklikus

koordinatdk modszere, valamint az aritmetikailag egyszert szamitasok adjak.



6. fejezet

Osszefoglalas

Az értekezés témaja a tobbszemponti dontéselméletben fontos szerepet jat-
sz6 paros Osszehasonlitds matrixok bemutatasa és vizsgalata. A bevezetés-
ben talalhato alapfogalmak és modszerek mellett a 3. fejezetben egy irodalmi
attekintést is adtam a paros osszehasonlitas matrixok kdzgazdasagi alkalma-
zasairdl, valamint egy ilyen téméaju cikket részletesen is bemutattam.

A sajat eredmények két f6 téma koré csoportosulnak, melyek koziil az
els6 a Pareto-hatékonysag (4. fejezet). Ebben a témakorben két eredményt
sikeriilt elérniink a sajatvektor modszer hatékonyséagi vizsgalatéaval kapcsolat-
ban. Az eredmények relevancidjat az adja, hogy a sajatvektor modszer igen
széles korben alkalmazott, viszont nem minden esetben ad hatékony suly-
vektort. Ugyan altalanossagban nem szamithatunk a sajatvektor modszer
Pareto-hatékonysagara, eredményeink egy specialis, de a gyakorlatban is el6-
fordul6 matrixosztaly esetén mégis garantaljak a hatékonysagot. A szdban
forgd specidlis matrixosztaly a legfeljebb két elemtdl eltekintve konzisztens
paros Osszehasonlitas matrixok osztalya. Az eredmény ugyan osszefoglalha-
t0 ilyen egyszerti modon, azonban két lépcsében sikeriilt eljutnunk ehhez az
eredményhez: el6szor az egy elemtdl eltekintve konzisztens paros osszehason-
litas matrixokra igazoltuk a sajatvektor hatékonysagat (4.1. alfejezet), majd

ezt terjesztettiik ki a két elemtdl eltekintve konzisztens matrixokra.
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A masik f6 témakor szintén a sajatvektor modszerhez tartozik, az ered-
mények algoritmusok a stlyvektor kiszamitasara (5. fejezet). Az els6 (tu-
lajdonképpen két) algoritmus a Newton-modszer segitségével hatarozza meg
nem teljesen kit6ltott paros Gsszehasonlitas matrixok (C'R inkonzisztenciara)
optimalis kitoltését és dominans sajatértékét (5.1. alfejezet), melybdl a stly-
vektor, mely a dominans sajatvektor, mar szamolhato. A Newton-modszerrel
torténd kitoltés két valtozatat is bevezettem: egy egyvaltozos, ciklikus ko-
ordinatan alapulé algoritmust (5.1.1. alfejezet), valamint egy tobbvaltozos
eljarast (5.1.2. alfejezet).

Ugyanehhez a témakorhoz kapcsolodik az 5.2. alfejezetben bemutatott al-
goritmus, mely visszatér a kitoltott matrixok esetére. Ez az algoritmus képes
barmely pozitiv matrix, specialisan paros osszehasonlitds matrixok dominans
sajatértékét és sajatvektorat meghatarozni egy ciklikus koordinatakon alapu-
16 iterativ eljarassal. Ezt az algoritmust gy alkottuk meg, hogy kifejezetten
nagy matrixokra legyen minél gyorsabb. Mivel az eljaras barmely pozitiv
matrixra miikodik, ezért potencidlisan a dontéselmélet témakorén kiviil is

alkalmazhato.
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